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Abstrakt: Subriemannovská geometria je podoblas´ diferenciálnej geometrie. Ide o isté
zov²eobecnenie riemannovskej geometrie, v ktorom sa ²tudujú subriemannovské variety.
Subriemannovská varieta je trojica (M,H, g), teda varieta M s distribúciou H a metric-
kým tenzorom g operujúcim na distribúcii. Práca sa za£ína laickým úvodom, ktorý vy-
svet©uje rozdiel medzi riemannovskou a subriemannovskou geometriou. �alej sa £itate©
na intuitívnej úrovni zoznamuje so základmi teórie. Predstavujú sa rôzne moºnosti ap-
likácie. Teória sa detailne demon²truje na probléme o mravcovi na gramofónovej platni.
H©adajú sa subriemannovské geodetiky a ²tudujú sa ich vlastnosti.
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Predhovor

Táto diplomová práca sa venuje subriemannovskej geometrii a jej aplikáciám. Ka-
pitola 3 predstavuje nieko©ko príkladov zo ²irokého spektra aplikácii subriemannovskej
geometrie. V kapitole 4 sa do h¨bky zaoberáme konkrétnou aplikáciou v klasickej me-
chanike.

Napriek tomu, ºe ide o matematickú tému, sa nebudú dokazova´ ºiadne vety. Ide
predov²etkým o intuitívne pochopenie problematiky, £omu je prispôsobená miera rigo-
róznosti práce a mnoºstvo obrázkov (je ich vy²e 50), ktoré by mali pomôc´ vytvori´
predstavy o objektoch v subriemannovskej geometrii. Práca bola písaná s úmyslom,
aby si £itate© po jej pre£itaní mohol samostatne sformulova´ nejaký jednoduchý prob-
lém a postupujúc pod©a receptu z £asti 2.10 nájs´ subriemannovské geodetiky pre svoj
problém. Záujemcov o hlb²ie ²túdium teórie odkazujeme na monogra�u Richarda Mont-
gomeryho [18], ktorá bola základným zdrojom pri písaní práce.

Hlavným cie©om práce je preniknú´ do subriemannovskej geometrie a na konkrétnych
príkladoch si vyskú²a´ h©adanie subriemannovských geodetík.

Práca predpokladá znalos´ diferenciálnej geometrie v rozsahu základnej predná²ky
z diferenciálnej geometrie v ²tudijnom programe Teoretická fyzika na FMFI UK. Po-
trebné vedomosti sú zahrnuté v kapitolách 1 aº 7, 14 a 15 v knihe [7]. �asti práce
ozna£ené hviezdi£kou nie sú nevyhnutné na celkové porozumenie textu a idú za rámec
spomínaných vedomostí. Na ich zvládnutie sú potrebné aj znalosti v rozsahu kapitol 10
aº 13 a 20 v knihe [7].

Na záver sa chcem po¤akova´ doc. RNDr. Mariánovi Feckovi, PhD. za zadanie zau-
jímavej témy a za podnetné konzultácie nielen o diferenciálnej geometrii. �akujem aj
u£ite©om a spoluºiakom za in²pirujúce otázky a komentáre po£as diplomových seminá-
rov.

Privítam akéko©vek pripomienky £i chyby, ktoré £itate© objaví po£as £ítania textu.1

Bratislava 1. 5. 2011

Luká² Tomek

1Kontakt: silenziott@gmail.com
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Kapitola 1

Úvod � £o je subriemannovská
geometria

1.1 Riemannovská geometria
Predstavme si muchu ºijúcu v prázdnej miestnosti, ktorá môºe lieta´ bez akých-

ko©vek obmedzení. Ak máme to ²´astie, ºe na²a mucha vie mera´ uhly a d¨ºky (nosí
v batohu uhlomer a pravítko), môºeme u£ene poveda´, ºe ideme ²tudova´ riemannovskú
geometriu, konkrétne riemannovskú geometriu v 3-rozmernom euklidovskom priestore.
Matematici muchám neveria (alebo im chcú od©ah£i´ batoh) a rad²ej neekonomicky po-
rozhadzujú uhlomery a pravítka po celej miestnosti � do kaºdého bodu jeden uhlomer
a pravítko, a k tomu jedného trpaslíka1, £o s nimi dokáºe narába´. Navy²e miestnos´
musí by´ mimo gravita£ného po©a, aby nám nepopadalo v²etko na zem.2 Matematici
takto vybavenú (a nekone£ne ve©kú) miestnos´ nazývajú euklidovský priestor so skalár-
nym sú£inom.

Obr. 1.1: Po£ítanie d¨ºky dráhy muchy.

V²imnime si, ºe ke¤ uº máme takúto
miestnos´, vieme vypo£íta´ d¨ºku dráhy,
ktorú mucha preletí. Urobíme to tak, ºe
trpaslíci poprikladajú pravítka pozd¨º ce-
lej dráhy muchy a kaºdý z nich nám na-
hlási, ko©ko nameral (Obr. 1.1).3 Nahlá-
sené údaje spo£ítame na eurokalkula£ke
a dostaneme d¨ºku dráhy muchy.

Teraz by sme sa mohli zaujíma´, ako
by vyzerala najkrat²ia moºná cesta medzi
dvoma bodmi. Matematici hovoria, ºe sa
zaujímajú o minimálne geodetiky. Samo-
zrejme, v na²om prípade vychádza, ºe najkrat²ia cesta je úse£ka spájajúca za£iato£ný
a koncový bod (teda let vzdu²nou £iarou).

Riemannovská geometria v²ak ne²tuduje len 3-rozmerný euklidovský priestor, ale
v²eobecný hociko©ko-rozmerný a pokrútený priestor so skalárnym sú£inom, ktorý sa
v malom okolí kaºdého bodu (lokálne) podobá na euklidovský priestor nejakého (kon-
²tantného) rozmeru. Takýto priestor sa nazýva riemannovská varieta. Varietou je na-

1Trpaslík je terminus technicus docenta �erného.
2Chudáci trpaslíci.
3Naozajstný trpaslík to robí e²te ra�novanej²ie. Meria rýchlos´ muchy a násobí ju £asovým interva-

lom, po£as ktorého okolo neho mucha letela. Tak dostane d¨ºku ním meraného úseku.
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príklad sféra alebo povrch plávacieho kolesa (torus). Riemannovská geometria h©adá
najkrat²ie moºné cesty aj na takýchto útvaroch. Tu²íme, ºe tu rie²ením nebudú úse£ky
(tie ani nie sú prípustné � na sfére sa po úse£ke nedá chodi´ � po chvíli by sme boli
mimo sféry), ale nejaké komplikovanej²ie krivky. Napríklad v prípade sféry vyjdú £asti
hlavných kruºníc.4

1.2 Subriemannovská geometria
Subriemannovská geometria zov²eobec¬uje situáciu z predchádzajúceho odseku. Zo-

v²eobecnenie spo£íva v zavedení dodato£nej ²truktúry � distribúcie na varietu.

Obr. 1.2: Mucha musí le-
tie´ v smere distribúcie.

V prípade muchy ide o isté obmedzenie jej moºných
smerov pohybov v kaºdom bode. Predstavme si, ºe v miest-
nosti zavedieme ²peciálne turistické zna£enie. Do kaºdého
bodu poloºíme malú do²ti£ku (pozri Obr. 5.1 na strane 58).
V miestosti bude odteraz dovolené pohybova´ sa v kaºdom
bode len v smere leºiacom v rovine do²ti£ky (Obr. 1.2).
Matematicky sa povie, ºe sme de�novali 2-rozmernú distri-
búciu v 3-rozmernom euklidovskom priestore. Let muchy
bude vyzera´ tak, ºe mucha vy²tartuje v nejakom bode,
chví©ku poletí v jednom zo smerov, ktorý dovo©uje do²ti£ka
(distribúcia). Priletí do blízkeho bodu, kde nájde ¤al²iu do²ti£ku a znova si môºe vy-
bra´ jeden z dovolených smerov. Takto pokra£uje od bodu k bodu (Obr. 1.3). Ide teda
o benevolentné turistické zna£enie, kde zostáva istá vô©a. Zakázané sú len pohyby, ktoré
nejdú v smere distribúcie.

Obr. 1.3: Mucha letí v kaºdom bode v jed-
nom z dovolených smerov.

Aby sme vedeli aj tu po£íta´ d¨ºky kri-
viek, potrebujeme, podobne ako v rieman-
novskej geometrii, skalárny sú£in. Tu v²ak
sta£í skalárny sú£in de�nova´ len na dis-
tribúcii.5 Vo v²eobecnosti distribúcia ne-
musí by´ len 2-rozmerná (do²ti£ky). Mohli
by sme napríklad pripusti´ v kaºdom bode
pohyb iba v smere rovnej pali£ky (môºe
sa ís´ v jej smere dopredu alebo dozadu).
Vtedy by sme de�novali 1-rozmernú dis-
tribúciu.

Subriemannovská geometria ²tuduje
©ubovo©né variety so skalárnym sú£inom

fungujúcim na nejakej distribúcii. Ak by sme v prípade na²ej muchy pripustili v kaº-
dom bode v²etky moºné smery pohybu (de�novali by sme 3-rozmernú distribúciu), tak
by sme boli spä´ v riemannovskej geometrii z predchádzajúcej £asti, kde neboli ºiadne
obmedzenia pohybu. Takto to funguje v²eobecne, a teda riemannovská geometria je
²peciálnym prípadom subriemannovskej.

Pri dopravných obmedzeniach, ktoré sme zaviedli v miestnosti, sa núka otázka, £i
sa vôbec mucha môºe dosta´, kam sa jej zachce. Ke¤ si predstavíme, ºe v²etky do²ti£ky
orientujeme rovnobeºne s podlahou, tak je jasné, ºe mucha sa ur£ite nebude nikdy môc´
pohnú´ v inom neº vodorovnom smere, a teda sa nedostane v²ade. V £asti 2.9.2 ukáºeme,

4Viac o hlavných kruºniciach moºno nájs´ vo Wikipédii [25].
5Chceme po£íta´ d¨ºky dráh slu²ných múch, ktoré dodrºiavajú turistické zna£enie. Na to nám sta£í

pravítko, ktoré meria d¨ºky len v smere do²ti£ky.
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ako musí vyzera´ distribúcia, aby bolo zaru£ené, ºe dovolenými cestami sa dá dosta´
kamko©vek.

Ak zoberieme dva body v miestnosti, je zrejmé, ºe sa v²eobecne môºu da´ spoji´
viacerými prípustnými cestami. Môºeme sa pýta´, ktorá z nich je najkrat²ia. Matema-
ticky sa tento problém nazýva h©adanie minimálnych subriemannovských geodetík a je
jedným z hlavných predmetov ²túdia v subriemannovskej geometrii. Ke¤ºe sme obme-
dzovaní distribúciou, najkrat²ie cesty uº nebudú (vo v²eobecnosti) úse£ky, ale nejaké
komplikovanej²ie krivky, ktorých tvar závisí od toho, ako zade�nujeme distribúciu.6

6Slu²ná a inteligentná mucha najprv musí sadnú´ za stôl, vypo£íta´ si najkrat²iu moºnú cestu a aº
potom sa vyda´ na let. Ur£ite ste si v²imli, ºe v lete muchy bezcie©ne krúºia pod lampami. Sú len dve
moºnosti, bu¤ sa im nechce h©ada´ najkrat²iu moºnú cestu do miesta, kam chcú letie´, alebo máte
doma zle de�novanú distribúciu a chúdence muchy sa nemôºu dosta´, kam potrebujú. Ak platí druhý
prípad, mali by ste rýchlo prede�nova´ distribúciu, lebo pracovníci zo Slobody zvierat majú túto prácu
uº dávno pre£ítanú.
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Kapitola 2

Stru£ný úvod do subriemannovskej
geometrie

2.1 Úvod
Úlohou tejto kapitoly je stru£ne priblíºi´,1 £o je subriemannovská geometria a ako

sa technicky h©adajú subriemannovské geodetiky.2 Najprv si zopakujeme v £asti 2.2 zá-
kladné poznatky z riemannovskej geometrie, na ktoré budeme nadväzova´. Pred samot-
ným výkladom subriemannovskej geometrie, ktorý za£ne £as´ou 2.5, si priblíºime pojem
�brovanej variety a distribúcie na variete, ktoré neboli v sylabe základnej predná²ky
z diferenciálnej geometrie.3

2.2 Opakovanie: Riemannovská geometria
Riemannovská geometeria ²tuduje riemannovské variety, £o sú variety so skalárnym

sú£inom de�novaným pomocou metrického tenzora, teda dvojice (M, g). Písmeno M
ozna£uje varietu a g je metrický tenzor, ktorý operuje na vektoro(vých polia)ch. Pobo-
dovo

Obr. 2.1: Riemannovská
varieta.

g(u, v) ∈ R u, v ∈ TxM

kde TxM je dotykový priestor v bode x. Ke¤ máme na
variete metrický tenzor, ide o ve©mi silnú ²truktúru, ktorá
umoº¬uje robi´ mnoho ¤al²ích vecí. Môºeme mera´ uhly,
d¨ºky, objemy, paralelne prená²a´ rôzne objekty (metrický
tenzor indukuje konexiu),... Nás v tejto práci bude zaujíma´
h©adanie geodetík (súvisia s paralelným prenosom) a mera-
nie ich d¨ºok.

Riemannovské geodetiky
Geodetika v riemannovskej geometrii je zov²eobecnenie pojmu rovná £iara do zakri-

veného priestoru. Geodetiky de�nujeme viacerými ekvivalentnými spôsobmi. (Detaily
o geodetikách a o ekvivalentnosti de�nícií moºno nájs´ v knihe [7] v £asti 15.4.)

1Celá kapitola je písaná v duchu �ako tomu intuitívne rozumie´� a �ako sa to po£íta�. Záujemcu
o hlb²ie ²túdium teórie odkazujeme na Montgomeryho monogra�u [18].

2Stru£ným zhrnutím tejto kapitoly je prezentácia [8].
3Príde sa k ním aº vo výberových predná²kach Geometrické metódy klasickej mechaniky a Konexie

a kalibra£né polia.
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1. Pomocou metriky môºeme geodetiky de�nova´ ako (lokálne) najkrat²ie spojnice
bodov v priestore, £iºe ako extremály funkcionálu d¨ºky krivky

l[γ] =
∫ t2

t1

√
g(γ̇, γ̇)dt ≡

∫ t2

t1

‖γ̇‖dt

Vzdialenos´ medzi dvoma bodmi A a B sa de�nuje ako in�mum funkcionálu d¨ºky,
d(A,B) = inf l[γ]. Poznamenajme, ºe tu máme na mysli kladne de�nitý metrický
tenzor g.

2. Pomocou konexie4 geodetiky opisujeme takto. Zoberme dotykový vektor v neja-
kom bode γ(s) krivky γ. Paralelne ho prenesme spä´ pozd¨º krivky do iného bodu
γ(t). Ak sa paralelne prenesený vektor γ̇‖(t) zhoduje s dotykovým vektorom v tom
istom bode (γ̇‖(t) = γ̇(t)), tak na²a krivka je geodetika (Obr. 2.2). Toto v²ak musí
plati´ pre v²etky body krivky a v²etky dotykové vektory. Tento príbeh sa stru£ne
zapisuje pomocou kovariantnej derivácie

∇γ̇ γ̇ = 0 v súradniciach ẍµ + Γµ
νρẋ

ν ẋρ = 0 (2.1)

kde Γi
jk sú Christo�elove symboly. Vz´ah (2.1) hovorí, ºe kovariantná derivácia

dotykového vektora v smere krivky je nulová, £o znamená, ºe ide o pohyb s nulovým
zrýchlením.
(Kaºdá derivácia po£íta rozdiel nejakej veli£iny v dvoch in�nitezimálne blízkych
bodoch a delí ho vzdialenos´ou bodov. Tu kovariantná derivácia (pomocou para-
lelného prenosu) porovnáva dotykové vektory, teda vektory rýchlosti. Uº zo zá-
kladnej ²koly vieme, ºe ke¤ sme po£ítali rozdiel rýchlostí a delili ho £asom, bola
re£ o zrýchlení.)

3. Pohybova´ sa s nulovým zrýchlením znamená pohybova´ sa rovnomerne priamo-
£iaro. Intuitícia napovedá, ºe ak zoberieme lagranºián pre vo©ný pohyb (pohyb
bez pôsobiacich síl, £iºe bez zrýchlení), £o je lagranºián len s kinetickou £as´ou5

L(x, ẋ) =
1
2
gµν ẋ

µẋν ≡ 1
2
g(γ̇, γ̇) ≡ 1

2
‖γ̇‖2

a napí²eme Lagrangeove rovnice, mohli by sme tieº dosta´ rovnice pre geodetiky.
Jednoduchý výpo£et ukáºe, ºe je to naozaj tak (pozri v knihe [7] úlohu (15.4.4)).
Geodetiky teda extremalizujú ú£inok (preintegrovanú kinetickú energiu)

S[γ] =
1
2

∫ t2

t1

g(γ̇, γ̇)dt ≡ 1
2

∫ t2

t1

‖γ̇‖2dt

Ak máme rovnice pre geodetiky napísané v lagrangeovskom formalizme, ©ahko ich
prepí²eme do hamiltonovského. Hamiltonián vychádza

H(x, p) =
1
2
gµνpµpν ≡ 1

2
g−1(p, p) (2.2)

a Hamiltonove rovnice pre tento hamiltonián sú rovnicami pre geodetiky.

4Aby i²lo o ekvivalentný opis, treba metrickú a symetrickú konexiu. Pojem konexie v tejto práci
nebudeme potrebova´. Viac o konexiách nájdete v knihe [7] v kapitole 15.

5Kinetická energia je kladne de�nitná symetrická nedegenerovaná kvadratická forma. Sme na rie-
mannovskej variete (M, g) a prvé, £o sa núka, je vyrobi´ kinetickú energiu zo ²truktúry g, ktorú na
variete máme.
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Obr. 2.2: Geodetiky schematicky.
�ervená £iara je geodetika, modrá
£iara nie je.

Z týchto de�nícií si treba zapamäta´, ºe rie-
mannovské geodetiky sú rovné a lokálne najkrat-
²ie £iary, ktoré sú rie²ením istých Hamiltonových
rovníc. Zdôraz¬ujeme, ºe sloví£ko �lokálne� je tu
k©ú£ové. Ke¤ spájame dva body geodetikou, glo-
bálna ²truktúra variety niekedy pripú²´a aj geode-
tiky, ktoré nie sú globálne najkrat²ie. V rovine
táto situácia nenastane, ale na sfére uº áno. Tam
sú geodetikami hlavné kruºnice (kruºnice s naj-
vä£²ím polomerom) a ich £asti. Dva body, ktoré
neleºia presne oproti sebe môºeme spoji´ krat²ou
alebo dlh²ou £as´ou hlavnej kruºnice, na ktorej le-
ºia. Dlh²ia £as´ je (ako to uº v ºivote chodí) dlh²ia
ako krat²ia, a teda otázku, £i nájdená geodetika
je globálne najkrat²ia spojnica bodov, treba rie²i´
dodato£ne.

2.3 Pojem �brovanej variety
Uº v riemannovskej geometrii sa rovnice pre geodetiky dali napísa´ ako isté Ha-

miltonove rovnice. Prezradíme, ºe podobne to bude aj v subriemannovskej geometrii.
Hamiltonove rovnice sú diferenciálne rovnice prvého rádu na variete so súradnicami

(x, p) ≡ (x1, . . . , xn, p1 . . . , pn)

ktorá sa volá kodotyková �brácia a ozna£uje sa T ∗M . Ide o ²peciálny prípad �brova-
nej variety. V niektorých aplikáciách uº samotné M bude �brovanou varietou. Preto
neza²kodí, ak sa oboznámime s �brovanými varietami v²eobecne.6

Pojem �brovanej variety na£rtneme na jednoduchom príklade dotykovej �brácie TM .
Predstavme si 1-rozmernú varietu M , £iºe £iaru (Obr. 2.3 (a)). V kaºdom jej bode máme
dotykový priestor TxM , ktorý si môºeme predstavi´ ako priamku, ktorej body sú �konce�
dotykových vektorov v bode x. V diferenciálnej geometrii je £asto uºito£né pozrie´ sa na
veci z poh©adu nejakej �vä£²ej� variety. Tu sa oplatí pouklada´ v²etky dotykové priestory
(priamky) ved©a seba a zlepi´ ich do jednej variety (roviny)

TM :=
⋃

x∈M

TxM

Teraz máme v²etky vektory vo v²etkých bodoch x ∈ M preh©adne uloºené ako body
v TM . Schematicky to vidíme na Obr. 2.3 (b). Rovnakú kon²trukciu môºeme spravi´
pre n-rozmernú varietu a kresli´ rovnaký schematický obrázok.

V²imnime si, ºe tu vzniká kanonická projekcia

π : TM → M π(v) = x v ∈ TxM

ktorá prira¤uje vektoru v � jeho� bod x. Ak máme zavedené súradnice (x1, . . . , xn) na
oblastiO ⊂ M , vieme hne¤ zavies´ súradnice na oblasti Ô ⊂ TM leºiacej �nad� oblas´ou
O. Kaºdý vektor vieme rozloºi´ vo£i súradnicovej báze v = vµ∂µ. �ísla (v1, . . . , vn) spolu
s £íslami (x1, . . . , xn) dávajú súradnice na TM .

6Pekný úvod do problematiky �brovaných variet je v knihe [22] v £asti 2.9. Detailne sa o �brovaných
varietach hovorí v knihe [7] v 17. kapitole alebo v knihe [4] v 14. kapitole.
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Obr. 2.3: (a) �iara M a dotykové priestory. (b) Dotykové priestory �polepené� do
dotykovej �brácie TM .

Podobne sa postupuje aj v prípade kodotykovej �brácie T ∗M . Do jedného celku sa
polepia kodotykové priestory

T ∗M :=
⋃

x∈M

T ∗xM

Bodmi T ∗M sú kovektory p. Projekcia je π : T ∗M → M . Ako súradnice pouºijeme 2n-
ticu £ísel (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn). Kde pµ berieme z rozkladu kovektora vo£i súradnicovej
báze p = pµ dxµ|x.

Obr. 2.4: Fibrovaná varieta.

Variety TM a T ∗M sme kon²truovali tak, ºe
v kaºdom bode x ∈ M sme mali ¤al²iu varietu
(TxM , resp. T ∗xM). V²eobecnú �brovanú varietu7
vyrobíme tak, ºe do kaºdého bodu x ∈ M �vloºíme�
nejakú varietu Fx, ktorej sa hovorí vlákno (angl.
�ber) v bode x. Vlákna musia by´ difeomorfné ne-
jakej spolo£nej variete F . Varieta F sa volá typické
vlákno a M je báza. �Ve©kú varietu� teraz polepíme
z vlákien (Obr. 2.4)

B :=
⋃

x∈M

Fx

Varieta B sa volá totálny priestor. Zada´ �brovanú varietu znamená poveda´, £o je M ,
£o je B a ako vyzerá projekcia π : B → M .

2.3.1 Hlavná G-�brácia
V práci nám príde vhod pozna´ ²peciálnu triedu �brovaných variet � hlavných G-

�brácií. Sú to �brované variety s nasledujúcimi vlastnos´ami.

• Totálny priestor B je pravý G-priestor (t. j. varieta, na ktorej pôsobí grupa G
pravou akciou RA, kde A ∈ G).

• Vlákna sú difeomorfné grupe G.

• Akcia grupy G je

� vertikálna (grupa re²pektuje vláknitú ²truktúru, π ◦RA = π),
7Fibrovaná varieta je ²peciálny prípad ²ir²ieho pojmu �brácie. V tejto práci medzi nimi nebudeme

rozli²ova´. Viac o vz´ahu týchto dvoch pojmov sa moºno do£íta´ v knihe [4] v 14. kapitole.
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� vo©ná (kaºdé A 6= e hýbe v²etkými bodmi vláken)8,
� tranzitívna vo vlákne (pre ©ubovo©né body b1, b2 ∈ Fx existuje grupový prvok

A, ktorý ich �spojí�, £iºe b2 = RAb1).

Takºe vlákto je hlavný homogénny G-priestor.

�al²ie podrobnosti nájdete v knihe [7] v 20. kapitole. Pre potreby práce sta£í uvedená
de�nícia.

2.4 Distribúcia na variete
Predtým, neº objasníme, £o je subriemannovská geometria, vysvetlíme pojem distri-

búcie na variete. V laickom úvode v £asti 1.2 sme uº intuitívne o distribúciách hovorili.
Po¤me sa teraz pozrie´ na distribúcie z vedeckého h©adiska.9

Obr. 2.5: Distribúcia na variete schematicky.

Na n-rozmernej variete M máme
v kaºdom bode x ∈ M (n-rozmerný) doty-
kový priestor TxM . Fixujme v dotykovom
priestore nejaký k-rozmerný podpriestor
Dx ⊂ TxM . Ke¤ to urobíme v kaºdom
bode variety, môºeme (s pocitom dobre
vykonanej práce) prehlási´, ºe sme de�-
novali k-rozmernú distribúciu D. Iný po-
h©ad na vec je, ºe �xujeme pod�bráciu
D ⊂ TM v dotykovej �brácii (Obr. 2.5).

Distribúcie môºeme technicky opísa´
nieko©kými (rovnocennými) spôsobmi.

1. Zadáme k lineárne nezávislých vektorových polí ea takých, ºe vektory ea(x) tvoria
v kaºdom bode bázu podpriestoru Dx.

ea a = 1, . . . , k Span(e1(x), . . . , ek(x)) = Dx

Ak sú polia ea hladké, hovríme o hladkej k-rozmernej distribúcii.

2. Zadáme (n− k) lineárne nezávislých 1-foriem θi takých, ºe anihilujú v²etky vek-
torové polia z distribúcie10

〈θi, V 〉 != 0 i = k + 1, . . . , n pre v²etky V ∈ D

Vektorové polia z distribúcie môºeme rozloºi´ do bázy, V = V a(x)ea. Vzh©adom
na ©ubovo©nos´ funkcií V a(x). Sta£í splni´ podmienku

〈θi, ea〉 != 0 (2.3)

Formy θi sa nazývajú ohrani£ujúce formy distribúcie. Niekedy ich budeme ozna-
£ova´ ei.

8Písmeno e ozna£uje jednotkový prvok grupy.
9Komu toto stru£né zavedenie distribúcií nebude sta£i´, môºe otvori´ knihu [7] a pre£íta´ si o distri-

búciách viac v £asti 19.3.
10Ke¤ v kaºdom bode vektor V (x) patrí do podpriestoru Dx, hovoríme, ºe vektorové pole je z dis-

tribúcie (V ∈ D).



2.4. DISTRIBÚCIA NA VARIETE 17

3. �al²ia moºnos´ je opis pomocou tenzora h typu
(
2
0

)
rangu k. Tenzor pouºijeme

ako zobrazenie z kovektorov do vektorov.

h : T ∗M → TM h(p) = h(p, .) ∈ TM

a poºadujeme, aby platilo
Im(h) = D

teda aby sa kovektory prostredníctvom h zobrazovali na celú distribúciu.

Zastavme sa nachví©u pri (menej pouºívanom) opise distribúcie pomocou tenzora h.
Pozrime sa ako vyzerá h v báze (ea, ei) adaptovanej na distribúciu (ea ∈ D). V²eobecný
tenzor typu

(
2
0

)
má tvar

h = habea ⊗ eb + haiea ⊗ ei + hiaei ⊗ ea + hijei ⊗ ej

Vypo£ítajme obraz kovektora p = pae
a + pie

i.

h(p) = (pbh
ba + pih

ia)ea + (pah
ai + pjh

ji)ei

Aby platila podmienka Im(h) = D, musí by´ hai = hji = 0. Takºe distribúciu opisujú
v²etky moºné tenzory (rangu k)

h = habea ⊗ eb + hiaei ⊗ ea

Aby sme si zjednodu²ili ºivot, vyberme si hia = 0 a hab = hba.11 Napokon máme
distribúciu zakódovanú v symetrickom tenzore

h = habea ⊗ eb hab = hba h ↔
(

hab hai

hia hij

)
=

(
hab 0
0 0

)
(2.4)

Celý £as sme sa na vec pozerali z poh©adu: �Mám distribúciu a chcem ju opísa´.� Dá
sa v²ak rozmý²©a´ aj opa£ne: �Mám jeden z objektov (mnoºinu ea, mnoºinu ei, alebo
tenzor h) a je za tým nejaká distribúcia, ktorú treba nájs´.� Odporú£ame si v kon-
krétnych opisoch rozmyslie´, ako daný objekt de�nuje distribúciu resp. vektorové polia,
ktoré patria do distribúcie.

V práci budeme potrebova´ strieda´ jednotlivé spôsoby opisu distribúcie. Vyskú-
²ajme si to na jednoduchom príklade.

Príklad
Majme v priestore R3 hladkú dvojrozmernú distribúciu danú vektorovými po©ami

(v cylindrických súradniciach (r, ϕ, z))

e1 = ∂ϕ e2 = ∂z

To je spôsob opisu £íslo 1. Distribúciu tvoria v²etky polia tvaru

V = a∂ϕ + b∂z

kde a, b sú ©ubovo©né funkcie súradníc (r, ϕ, z).
11Tento výber nám rang nepokazí, ale pri podobných zjednodu²eniach ºivota si treba dáva´ pozor.

Ke¤ je £lovek rozbehnutý a v²etko pokladá rovné nule (tu by dal aj hab = 0), ani sa nenazdá a skon£í
s nulovým tenzorom, ktorý mu je na ni£.
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Nájdime opis distribúcie druhým spôsobom. Ke¤ºe n = 3 a k = 2, treba nájs´ jednu
ohrani£ujúcu formu

θ3 ≡ θ = Adr + Bdϕ + Cdz

kde A,B, C sú zatia© neznáme funkcie súradníc (r, ϕ, z), ktoré nám zostáva identi�kova´
vyuºitím vz´ahu (2.3). Vychádza

〈θ, e1〉 = B
!= 0

〈θ, e2〉 = C
!= 0

}
⇒ θ = Adr

Distribúciu opisuje forma θ = Adr s ©ubovo©nou funkciou A. Pre jednoduchos´ môºeme
voli´ A = 1.

V tre´om prístupe jednoducho dosadíme do vz´ahu (2.4) a dostaneme potrebný
tenzor.

h = h11∂ϕ ⊗ ∂ϕ + h12(∂ϕ ⊗ ∂z + ∂z ⊗ ∂ϕ) + h22∂z ⊗ ∂z

Ke¤ si chceme distribúciu predstavi´ v duchu kapitoly 1, nalepíme v kaºdom bode
priestoru na vektory ∂ϕ, ∂z malú rovinku (Obr. 2.6). Distribúcia je tu teda sústava
malých roviniek, ktoré predstavujú podpriestory Dx ⊂ TxM dotykových priestorov.
Ke¤ pozrieme na Obr.2.6 a dobre zaºmúrime o£i, zbadáme súosové valce. Ak má niekto

¶j , ¶z

x

y

z

Obr. 2.6: Polia ∂ϕ, ∂z zadávajúce distribúciu.

pocit, ºe vidie´ valce namiesto ²ípok je silná halucinácia, môºe nazrie´ do £asti 2.9.1
(Obr. 2.12 na strane 27).12 Ke¤ uº vidíme namiesto distribúcie valce, dostávame sa
k otázke integrovate©nosti distribúcie, ktorú rozoberieme v £asti 2.9.1.

2.5 Subriemannovská geometria � de�nícia
Subriemannovská geometria13 ²tuduje subriemannovské variety. Sú to variety s dis-

tribúciou a skalárnym sú£inom de�novaným na distribúcii, teda trojice (M,H, g). Dis-
12Pozorný £itate© si ur£ite v²imol, ºe ide o distribúciu, ktorá sa spomína v poznámke pod £iarou na

strane 11. Pohybova´ sa vºdy v smere distribúcie tu znamená by´ celý ºivot na jedinom valci.
13Pouºíva sa tieº názov Carnotova-Carathéodoryho geometria alebo neholonómna riemannovská

geometria.
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tribúciám v subriemannovskej geometrii sa hovorí horizontálne distribúcie (ozna£enie
H) a objekty (vektory, vektorové polia,...), ktoré sú dotykové ku distribúcii, majú prí-
vlastok horizontálne. Skalárny sú£in de�novaný len na distribúcii je taký, ktorý po£íta
len skalárne sú£iny horizontálnych vektorových polí (alebo vektorov). Pobodovo

Obr. 2.7: Subriemannov-
ská varieta s horizontál-
nou krivkou γ.

g(u, v) ∈ R u, v ∈ Hx ⊂ TxM

Napriek tomu, ºe skalárny sú£in g nie je poctivý (rieman-
novský) skalárny sú£in, budeme ho vola´ (subriemannov-
ská) metrika.

Predstavme si krivku γ, ktorá je v kaºdom bode do-
tyková ku distribúcii. Inak povedané, dotykový vektor γ̇
v ©ubovo©nom bode krivky je horizontálny (patrí do pod-
priestoru Hγ(t)). Pod©a úvodu tejto £asti si krivka zaslúºi
meno horizontálna. Skalárny sú£in g(γ̇, γ̇) má dobrý zmysel,
a preto má zmysel mera´ d¨ºku horizontálnej krivky

l[γ] =
∫ t2

t1

√
g(γ̇, γ̇)dt ≡

∫ t2

t1

‖γ̇‖dt

Funkcionál d¨ºky krivky vyzerá formálne rovnako ako v riemannovskej geometrii. Roz-
diel je, ºe g je subriemannovská metrika a de�ni£ný obor funkcionálu je tým obmedzo-
vaný na horizontálne krivky.

(Presnej²ie povedané, absolútne spojité horizontálne krivky. To sú spojité krivky,
ktoré majú deriváciu skoro v²ade (okrem mnoºiny miery 0) a derivácia je horizontálna
tam, kde existuje. To znamená, ºe prípustné sú aj �zubaté� krivky.)

Vzdialenos´ medzi dvoma bodmi A a B de�nujeme rovnako ako v riemannovskej
geometrii

d(A,B) = inf l[γ] (2.5)

Ak sa body A, B nedajú spoji´ horizontálnou krivkou, de�nujeme d(A,B) := ∞. Otáz-
kou existencie horizontálnej spojnice ©ubovo©ných bodov sa budeme zaobera´ v £asti 2.9.

V subriemannovskej geometrii teda existuje kontrolný orgán � subriemannovská po-
lícia. V bode B zadrºí v²ekých, £o pri²li z bodu A. Polícia preverí, £i cestou neporu²ovali
zákon H � £i i²li stále horizontálne. Toho, kto kontrolou prejde, po²lú na premeranie
d¨ºky jeho cesty subriemannovským geodetom. Potom, £o geodeti v²etkých premerajú,
vyhlásia, aká je najkrat²ia moºná cesta z A do B.

Horizontálna krivka, ktorá realizuje vzdialenos´ (2.5) medzi dvoma bodmi sa volá
minimálna subriemannovská geodetika. H©adanie minimálnych geodetík je jednou z hlav-
ných úloh v subriemannovskej geometrii a aj v tejto práci.

Horizontálna krivka sa volá subriemannovská geodetika, ke¤ je lokálne minimálnou
subriemannovskou geodetikou. (Sta£í, ºe je extremálou funkcionálu d¨ºky, nemusí by´
minimom.) Inými slovami, krivka γ : I ⊂ R → M je subriemannovská geodetika, ak
kaºdé t0 ∈ I leºí v (uzavretom) podintervale J ⊂ I takom, ºe γ je na J minimálna
subriemannovská geodetika.

Poznámka
Ak by sme chceli de�nova´ subriemannovské geodetiky pomocou metrickej konexie

(analogicky de�nícii £íslo 2 v riemannovskej geometrii), narazíme na problém, pretoºe
na variete vo v²eobecnosti ºiadnu prirodzenú metrickú konexiu nemáme (nie je poriadna
metrika, nedá sa z nej vyrobi´ konexia).
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V²eobecne fungujú len de�nície pomocou funkcionálu d¨ºky l[γ] a ú£inku S[γ] (ten
vyzerá formálne rovnako ako v riemannovskej geometrii, ale je, podobne ako funkcionál
d¨ºky, de�novaný len pre horizontálne krivky γ). Uºito£ný poh©ad na ekvivalentnos´
de�nícií prostredníctvom Cauchyho-Schwartzovej nerovnosti je v knihe [18] v £asti 1.4
(a platí aj v riemannovskej geometrii).

�peciálny prípad: Riemannovská geometria
Poznamenajme, ºe ak distribúcia bude najvä£²ia, aká môºe by´, teda

dimH = n ↔ Hx = TxM

tak g je oby£ajný riemannovský metrický tenzor (funguje na v²etých vektoroch) a sme
spä´ v riemannovskej geometrii. V tomto zmysle subriemannovská geometria zah¯¬a
riemannovskú ako svoj ²peciálny prípad.

2.6 Kometrika a subriemannovský hamiltonián
Kometrika

V riemannovskej geometrii sa ²tudovala dvojica (M, g). Ukazuje sa, ºe v subrie-
mannovskej geometrii si tieº vysta£íme s istou dvojicou namiesto trojice (M,H, g). Od
trojice ku dvojici prejdeme jednoducho tak, ºe informáciu o distribúcii H a skalárnom
sú£ine g zakódujeme do jedného objektu � kometriky h. V £asti 2.4 sme pri²li k záveru,
ºe distribúciu moºeme opísa´ ²peciálnym symetrickým tenzorom typu

(
2
0

)

h = habea ⊗ eb hab = hba

Stále nám zostáva vô©a v symetrickej matici hab. Rozumý nápad je �xova´ vô©u dru-
hým symetrickým objektom � skalárnym sú£inom g, ktorý uº na variete máme. Matica
skalárneho sú£inu g v báze ea je

gab = g(ea, eb)

Matica gab spolu s bázou ea obsahujú celú informáciu o g. Maticu hab �xujeme vo©bou

habgbc = δa
c

�iºe maticu hab de�nujeme ako inverznú k matici gab. Ozna£me ju gab. Subriemannovská
varieta je teraz dvojica (M, h), kde kometrika h má tvar

h = gabea ⊗ eb

Kódovanie (H, g) → h sme opísali pomocou adaptovaných reperných polí (lebo v práci
budeme prakticky postupova´ presne opísaným spôsobom), ktorých výber nie je jedno-
zna£ný. Mohlo by sa zda´, ºe ide o neobjektívnu procedúru. �itate© si môºe overi´, ºe
vz´ah

g(h(p), V ) := 〈p, V 〉 p ∈ T ∗M, V ∈ H
opisuje objektívne to isté kódovanie, £iºe kometriku h máme na subriemannovskej variete
kanonicky.

V riemannovskej geometrii môºeme tieº namiesto metriky g pracova´ s kometrikou
h = g−1. Riemannovská geometria môºe by´ teda opisovaná dvojicou (M, g) alebo
(M,h). Subriemannovskej geometrii máme ako dvojicu len (M,h), lebo opis pomocou
(M, g) je bez H nemoºný. Z tohto poh©adu je kometrika univerzálnej²ia, neº metrika.
Má dobrý zmysel v riemannovskej aj subriemannovskej geometrii.
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Subriemannovský hamiltonián
Ak máme na (v²eobecnej) variete M tenzorové pole typu

(
r
0

)
, môºeme mu priradi´

funkciu na T ∗M predpisom (pozri v knihe [7] úlohu (18.4.4))

A 7→
◦
A(p) := Ax(p, . . . , p) (2.6)

pri£om p v©avo je bod p ∈ T ∗M a p vpravo je zodpovedajúci kovektor p. V kanonických
súradniciach

A = Aµ...ν(x)∂µ ⊗ · · · ⊗ ∂ν 7→
◦
A = Aµ...ν(x)pµ · · · pν

Prakticky vlastne sta£í zameni´ ∂ za p a tenzorové sú£iny za oby£ajné. Pre symetrické
tenzorové polia a vektorové polia je priradenie A 7→

◦
A vzájomne jednozna£né (dá sa

vráti´ od
◦
A ku A), lebo je injektívne (konkrétna funkcia

◦
A je priradená len jednému

po©u A).14
Takto pou£ení neotá©ame a priradíme na²ej symetrickej kometrike h funkciu na T ∗M

H(x, p) =
1
2

◦
h(p) ≡ 1

2
hx(p, p) =

1
2
gab(x)

◦
ea(p)

◦
eb(p) ≡ 1

2
gab(x)PaPb (2.7)

ktorú pomenujeme subriemannovský hamiltonián. �peciálne v ortonormovanej báze

H(x, p) =
1
2
δabPaPb ≡ 1

2
PaPa

Faktor 1
2 je £isto konven£ný, rovnako dobre by sme obstáli aj bez neho. (Je tu, len

aby nám pripomínal v²etky moºné kinetické energie, s ktorými sme sa v ºivote stretli.)
Zaviedli sme ozna£enie Pa ≡ ◦

ea(p). Funkcie Pa majú v kanonických súradniciach vyjad-
renie

Pa =
◦
ea(p) ≡ 〈p, ea〉 = (ea)µpν〈dxν , ∂µ〉 = (ea)µpµ

V literatúre (pozri [18] De�nition 1.5.4) sa funkcii Pa hovorí funkcia hybnosti (angl.
momentum function) priradená vektorovému po©u.

Napokon máme celú ²truktúru na M zosobnenú v jedinom objekte � subriemannov-
skom hamiltoniáne.

2.7 Normálne geodetiky
Rovnako ako v riemannovskej geometrii, aj tu by sme sa chceli nau£i´ h©ada´ geode-

tiky. Prvý nápad by mohol by´ napísa´ pre subriemannovský hamiltonián (2.7) Hamil-
tonove rovnice

ẋµ =
∂H

∂pµ
ṗµ = − ∂H

∂xµ

a dúfa´, ºe ich rie²eniami sú (po projekcii na M) geodetiky. Ukazuje sa, ºe prvý nápad
je správny (bodaj by sme takéto ²´astie mávali £astej²ie). S nad²ením si teda môºeme
pre£íta´ nasledujúcu vetu.15

14Odporú£a sa pookria´ na duchu a rozmyslie´ si tento sympatický fakt.
15Znenie je z knihy [18] Theorem 1.5.7. Tvrdenie o jednozna£nosti je tam chybne napísané, £o sa tam

vyjasní aº v £asti 1.9.4.
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Veta Nech krivka ζ(t) = (γ(t), p(t)) je rie²ením Hamiltonových rovníc pre subrie-
mannovský hamiltonián a γ(t) je projekcia rie²enia na M . Potom kaºdý dostato£ne
krátky úsek krivky γ(t) je minimálna subriemannovská geodetika. Navy²e krivka γ(t)
je jednozna£ná pre dostato£ne blízke dva body, ktoré spája.
¤

Rie²enia Hamiltonových rovníc vo v²eobecnosti nedávajú v²etky geodetiky. Viac sa
o tom hovorí v £asti 2.8. Geodetiky, ktoré vyjdú rie²ením Hamiltonových rovníc sa
volajú normálne subriemannovské geodetiky.

Poctivý dôkaz vety moºno nájs´ v Montgomerym [18] v £asti 1.9. My si uvedieme
len nepoctivý a chybný, ale za to pou£ný dôkaz, ktorý je v tej istej Montgomeryho
knihe v £asti 1.9.1.

�Dôkaz� Na problém sa pozrieme v domácom prostredí riemannovskej geometrie, kde
sme si uº £o-to preskákali. Na M máme ²tandardný metrický tenzor g fungujúci na
v²etkých vektoroch. Majme navy²e na M distribúciu H. V zmysle g k nej môºeme de-
�nova´ ortogonálny doplnok V. Pre jednoduchos´ budeme pracova´ v ortonormovanej
adaptovanej báze (ea, ei) (ea je báza v H a ei je báza vo V). Rozde©me g na sú£et tvoch
tenzorov

g = gH + gV = ea ⊗ ea + ei ⊗ ei maticovo g ↔
(

δab 0
0 δij

)

kde gH je subriemannovská metrika a gV je metrika na doplnkových priestoroch. Na
to, aby sme z tejto riemannovskej geometrie vyrobili subriemannovskú, musíme zakáza´
pohyby v nehorizontálnom smere. Zave¤me novú metriku

gλ = gH + λ2gV = ea ⊗ ea + λ2ei ⊗ ei maticovo gλ ↔
(

δab 0
0 λ2δij

)

�ím vä£²ie bude λ, tým budú ma´ nehorizontálne krivky vä£²iu d¨ºku. Opä´ prichádza
na scénu subriemannovská polícia, ktorá rázne pokutuje vertikálne cestovanie. Ke¤ pôj-
deme s λ do nekone£na, tak krivky s kone£nou d¨ºkou budú len horizontálne (vertikálne
cestovanie si uº ozaj nikto nebude môc´ dovoli´)16. Iverzná matica k matici metrického
tenzora je

g−1
λ ↔

(
δab 0
0 1

λ2 δij

)

Riemannovský hamiltonián (2.2) vychádza

Hλ =
1
2

(
δabPaPb +

1
λ2

δijPiPj

)
≡ 1

2

(
PaPa +

1
λ2

PiPi

)

a zodpovedajúce Hamiltonove rovnice sú rovnicami pre geodetiky γλ na (M, gλ). V limite
λ →∞ konverguje hamiltonián Hλ k subriemannovskému hamiltoniánu (2.7) a geode-
tiky γλ k normálnym subriemannovským geodetikám.
¤

Nane²´astie v limite λ → ∞ je problém a niektoré krivky γλ sa pri limite neblíºia
k normálnym geodetikám, ale k singulárnym geodetikám, o ktorých bude re£ v £asti 2.8.

16Nevedno, £i preto, ºe subriemannovskí ©udia nemajú nekone£ne ve©ké pe¬aºenky, z ktorých by
zaplatili nekone£né pokuty, alebo nechcú prispieva´ polícii nekone£nými £iastkami, aby im nespôsobili
nekone£ný blahobyt a stratu pracovnej motivácie.
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(Zo ²ir²ieho h©adiska ide o pomerne beºný problém komutovania limity s nejakou
procedúrou, napríklad limity a integrálu (rie²enia rovníc môºu vlastne by´ tieº nejaké
integrály). Niekedy je rozdiel, £i najprv urobíme limitu a potom budeme integrova´,
alebo opa£ne. Tu je rozdiel, £i najprv robíme limitu a potom rie²ime rovnice, alebo
naopak.)

2.8 Singulárne geodetiky
V riemannovskej geometrii sú v²etky geodetiky rie²eniami rovníc pre geodetiky.

V subriemannovskej geometrii existujú minimálne geodetiky, ktoré nie sú rie²eniami
rovníc pre normálne geodetiky. Tieto £udné geodetiky sa volajú abnormálne geodetiky.
Tento pojem sa £asto pletie s pojmom singulárne geodetiky (lebo takmer v²etky sin-
gulárne geodetiky sú abnormálne). My v tejto tradícii budeme pokra£ova´. Zmätok
v terminológii dáme do poriadku v £asti 2.8.2.

2.8.1 Singulárne krivky
Horúcimi kandidátmi na singulárne geodetiky sú tzv. singulárne krivky. Sú to kri-

tické body (= body, kde derivácia neexistuje alebo je nulová) zobrazenia, ktoré zobrazí
horizontálnu krivku do jej koncového bodu (angl. endpoint map)

endx : Ω(〈0, T 〉, x,H) → M endx(γ) = γ(T )

Obr. 2.8: Zobrazenie do koncového
bodu.

Je to zobrazenie z priestoru Ω(〈0, T 〉, x,H), hori-
zontálnych kriviek parametrizovaných £asom t ∈
〈0, T 〉 so za£iatkom v bode x = γ(0), do variety
M . Takéto zobrazenie máme pre kaºdý bod x.
Aby sa dalo hovori´ o kritických bodoch zobraze-
nia endx a de�nova´ singulárne krivky, potrebu-
jeme vedie´ po£íta´ deriváciu endx v konkrétnom
bode(!) γ ∈ Ω. (Na to treba aj zavies´ súradnice
na Ω.) Toto sa robí v knihe [18] v kapitole 5.

�tudovanie zobrazenia endx ide za rámec tejto
práce. Treba si len zapamäta´, ºe singulárne krivky
sú kritickými bodmi v priestore Ω vzh©adom na zo-
brazenie endx, £o znamená, ºe sa v nejakom zmysle
�dos´ odli²ujú od svojho okolia�.

(Kaºdá derivácia po£íta nejaké rozdiely. Ke¤ v nejakom bode derivácia neexistuje
alebo je nulová, znamená to, ºe tento bod je pre konkrétne zobrazenie ²peci�cký.)

Odli²nos´ konkrétnych singulárnych kriviek od iných horizontálnych kriviek budeme
²tudova´ v jednoduchom príklade v kapitole 5. Tam spo£íva zhruba v tom, ºe sa ne-
dajú dobre horizotálne deformova´ pri �xovaní za£iato£ného a koncového bodu. Viac
o singulárnych krivkách sa dá nájs´ v knihe [18].

O chví©u si ukáºeme jednoduchý algoritmus, pod©a ktorého budeme h©ada´ singu-
lárne krivky. Najprv si v²ak priblíºime okolnosti ich vzniku.

Kedy vznikajú singulárne krivky?
Ozna£me H⊥ ⊂ T ∗M pod�bráciu kodotykovej �brácie, do ktorej patria v²etky 1-

formy anihilujúce distribúciu H. Na T ∗M máme kanonickú symplektickú (uzavretú
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a nedegenerovanú) formu ω = dpµ ∧ dxµ. Ozna£me

ω̂ ≡ dpµ ∧ dxµ|H⊥

ohrani£enie17 kanonickej formy na H⊥. Ukazuje sa, ºe ak forma ω̂ nie je symplektická,
tak distribúcia H pripú²´a singulárne krivky (pozri [18] £as´ 5.2).

Ohrani£enie ω|H⊥ prakticky robíme takto. Predstavme si zobrazenie

j : H⊥ → T ∗M

ktoré je vloºením H⊥ do T ∗M (Obr. 2.9).

Obr. 2.9: Vloºenie H⊥ do T ∗M .

�ubovo©ná forma p ∈ H⊥ je lineárnou kombináciou ohrani£ujúcich foriem, teda p =
λiθ

i. �ísla λi budeme pouºíva´ ako �vláknové� súradnice na H⊥. Tá istá forma p má
v kanonických súradniciach na T ∗M zápis p = pµdxµ. Z toho dostaneme vz´ah medzi
λi a pµ.

p = pµdxµ != λiθ
i = λi(θi)µdxµ

Funkcie (θi)µ(x) ozna£ujú komponenty formy θi vzh©adom na súradnicovú bázu. Vy²lo
nám pµ = λi(θi)µ. Súradnicové vyjadrenie vloºenia preto vyzerá

j : (xµ, λi) 7→ (xµ, pµ) = (xµ, λi(θi)µ)

Forma ω̂ pod©a schémy na Obr. 2.9 vzniká ako pull-back symplektickej formy ω pro-
stredníctvom vloºenia j. Vychádza

ω̂ = j∗ω = j∗(dpµ ∧ dxµ) = d(j∗pµ) ∧ d(j∗xµ)
= d

[
λi(θi)µ(x)

] ∧ dxµ = dλi ∧ θi + λidθi (2.8)

Aby mohli vznika´ singulárne krivky, forma ω̂ nemá by´ symplektická. Symplektická
forma je uzavretá nedegenerovaná forma. Na²a ω̂ je uzavretá (dω̂ = 0), takºe aby nebola
symplektická, musí by´ degenerovaná. To znamená, ºe forma ω̂ fungujúca ako zobrazenie

ω̂ : TH⊥ → T ∗H⊥ V 7→ α = ω̂(V ) ≡ iV ω̂

nemá v nejakom bode maximálny rang (ktorý je (2n − k) = dimTH⊥). Pre nejaké
vektory V 6= 0 musíme dostáva´ iV ω̂ = 0.

Ako sa h©adajú singulárne krivky?
Singulárna krivka γ(t) je projekciou (na M) krivky p(t), ktorá

17Ohrani£i´ formu na H⊥ znamená zaprisaha´ sa, ºe do formy ω̂ budeme vklada´ len vektory dotykové
ku H⊥. Pozri v knihe [7] úlohu (7.6.8).
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• je absolútne spojitá a leºí celá v H⊥. Teda
p(t) ∈ H⊥ pre ©ubovo©né t

• nie je nikde nulová (p(t) 6= 0). (Kovektor zodpovedajúci bodu p(t) nie je nikde
nulový.)

• sp¨¬a rovnicu
iṗω̂ = 0 ṗ(t) ∈ Tp(t)H⊥ (2.9)

v²ade tam, kde derivácia ṗ(t) existuje.
Takºe singulárne krivky sú (pred sprojektovaním) krivky, ktoré si najviac odská£u de-
generovanos´ formy ω̂. Forma ω̂ na ne neberie ºiaden oh©ad a pri dosadení dotykového
vektora ṗ v ktoromko©vek bode krivky dáva nulu tak isto ako pre �príºivnícke krivky�,
ktoré sú v skuto£nosti len bodmi a majú ṗ = 0. Hovoríme o tom, len aby aspo¬ £itate©
vedel rozlí²i´ medzi poctivými krivkami a darmoºrá£mi, ke¤ uº to forma ω̂ nezvláda.

Singulárna krivka spájajúca konkrétne dva body A,B môºe by´ krat²ia neº v²etky
normálne geodetiky spájajúce A,B. Ak sa tak stane, singulárna krivka realizuje vzdiale-
nos´ (2.5) medzi bodmi A,B a zaslúºi si meno singulárna geodetika. Skúsenos´ ukazuje,
ºe zisti´, £i konkrétna singulárna krivka je naozaj najkrat²ia spojnica, je zväº²a tech-
nicky ove©a najnáro£nej²ie, neº ju nájs´.

V²imnime si, ºe kon²trukcia singulárnych kriviek nezávisí od výberu metriky. Singu-
lárne krivky sú artefaktom samotnej distribúcie H aj bez zavedenia metriky. Dokonca
pre niektoré typy distribúcií sta£í pozna´ singulárne krivky a vieme z nich rekon²truova´
celú distribúciu. Viac sa o tom hovorí v knihe [18] v £asti 5.5.

2.8.2 Vyjasnenie terminológie
V subriemanovskej geometrii sú v hre 4 typy geodetík: normálne, abnormálne, sin-

gulárne a regulárne geodetiky. Diagram na Obr. 2.10 a nasledujúci text vyjasní, aký je
medzi nimi vz´ah.

Obr. 2.10: Subriemannovské geode-
tiky.

Normálne geodetiky sú také, ktoré vzídu z rie-
²enia rovníc pre geodetiky (Hamiltonových rovníc
pre subriemannovský hamiltonián).
Abnormálne geodetiky sú pod©a de�nície tie,
ktoré nie sú normálne, £iºe nerie²ia rovnice pre
geodetiky.
Singulárne geodetiky sú singulárne krivky, ktoré
realizujú vzdialenos´ (sú najkrat²ími horizontál-
nymi spojnicami bodov). Ke¤ºe nemajú ni£ spolo£né s rovnicami pre normálne geode-
tiky, nemusia by´ ich rie²eniami. Spravidla ani nie sú, ale môºe sa sta´, ºe pre nejaký ²pe-
ciálny výber metriky môºu vyjs´ z rovníc pre normáne geodetiky aj krivky, ktoré sú zá-
rove¬ singulárnymi geodetikami. (Metrika �hýbe� rovnicami pre normálne geodetiky, ale
nie singulárnymi krivkami.) Tento prípad nastane napríklad pre 2-rozmernú distribúciu
v R3 danú ohrani£ujúcou formou θ = dz−y2dx a �plochú� metriku g = dx⊗dx+dy⊗dy.
(Tam dokonca v²etky singulárne geodetiky sú zárove¬ aj normálnymi.) Vä£²inou je prie-
nik medzi singulárnymi a normálnymi geodetikami (sivý pásik na Obr. 2.10) prázdny,
a preto si £asto nedávame pozor na jazyk a nerozli²ujeme medzi abnormálnymi a sin-
gulárnymi geodetikami.
Regulárne geodetiky sú pod©a de�nície tie, ktoré nie sú singulárne. V²etky regulárne
geodetiky sú normálne.
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2.8.3 Piko²ka na záver
Singulárne geodetiky objavil v roku 1991 Montgomery na jednoduchom príklade 2-

rozmernej distribúcie v R3 danej ohrani£ujúcou formou θ = dz−y2dx (pozri v knihe [18]
kapitolu 3). Piko²kou je, ºe pred objavom singulárnych geodetík sa v literatúre obja-
vilo nieko©ko chybných dôkazov, ktoré tvrdili, ºe v²etky minimálne subriemannovské
geodetiky rie²ia rovnice pre geodetiky, a teda ºiadne singulárne geodetiky neexistujú.
(Montgomery o tom viac pí²e v knihe [18] v £asti 3.9.)

2.9 Horizontálne spájanie bodov
Uº sme si zvykli, ºe distribúcia H obmedzuje smery pohybu v kaºdom bode na M .

Prirodzene prichádza do úvahy otázka, £i sa dá horizontálne dosta´ z konkrétneho bodu
A do iného bodu B. Diplomatická odpove¤ je slovne jednoduchá: Závisí to od typu
distribúcie.

Autor a (sná¤ ani) £itate© nie sú diplomati a takáto odpove¤ ich neuspokojuje. Preto
v celej tejto £asti budeme analyzova´ rôzne typy distribúcií a moºnosti horizontálneho
cestovania na varietách s takýmito distribúciami.

2.9.1 Integrovate©né distribúcie

Obr. 2.11: Integrálna podvarieta.

Najhor²ia situácia je na integrovate©ných dis-
tribúciách. Sú to distribúcie, ktoré varietu roz-
vrstvujú na men²ie celky, integrálne podvariety.
Rozvrstvenie si môºeme v re£i podpriestorov Hx,
ktoré si predstavujeme ako k-rozmerné plô²ky,
predstavi´ tak, ºe plô²ky sa dajú polepi´ (integro-
va´) do k-rozmerných integrálnych podvariet. Iný
poh©ad je, ºe si sadneme do bodu x a vedieme ním
v²etky moºné horizontálne krivky. Tieto krivky
vytvoria integrálnu podvarietu Sx prechádzajúcu
bodom x.18 Integrálna podvarieta je viacrozmer-
ným ekvivalentom pojmu integrálna krivka. Na in-
tegrálne krivky sa môºeme pozera´ ako na integ-
rálne podvariety 1-rozmerných distribúcií (zada-
ných jedným vektorovým po©om).

Integrovate©né distribúcie nie sú stavané pre náruºivých horizontálnych cestovate©ov,
ktorí chcú precestova´ celý svet (varietu). Ke¤ºe M je rozvrstvená, horizontálne sa dajú
spája´ len body leºiace na tej istej integrálnej podvariete.

Takéto distribúcie nájdu uplatnenie v subriemannovskom safari. Ak nechceme, aby
nám tigre poºrali v²etky zebry (bez zebier je safari fádne), umiestnime tigre na jednu
integrálnu podvarietu a zebry na ved©aj²iu. V subriemannovskom safari sa zebry môºu
tigrom vysmieva´, aº kým tigre nevyhladnú nato©ko, ºe sa rozhodnú prekona´ (neko-
ne£nú!) vertikálnu vzdialenos´ a presko£i´ na podvarietu zebier.

Integrovate©né distribúcie sú z poh©adu subriemannovskej geometrie nezaujímavé. Na
integrálnej podvariete Sx máme metrický tenzor g, ktorý funguje na celých dotykových
priestoroch Hx, £iºe na Sx máme oby£ajnú riemannovskú geometriu (Obr. 2.11).

18Pouºíva sa aj názov list prechádzajúci bodom x (angl. leaf through x).
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Frobeniovo kritérium

Frobeniovo kritérium hovorí, ºe distribúcia je integrovate©á práve vtedy, ke¤ ko-
mutátor dvoch ©ubovo©ných vektorových polí z distribúcie tieº patrí do distribúcie.
Matematicky

H je integrovate©ná ⇔ {U, V ∈ H ⇒ [U, V ] ∈ H}

Ak je distribúcia H daná po©ami ea, kritérium vyzerá19

H je integrovate©ná ⇔ [ea, eb] = cd
abed

�iºe sta£í vypo£íta´ komutátory polí ea (kaºdý s kaºdým) a pozrie´ sa, £i výsledky sú
lineárne kombinácie polí ea.

Frobeniovo kritérium sa dá napísa´ aj v jazyku ohrani£ujúcich foriem θi (pozri
v knihe [7] text nad úlohou (19.3.8)), to v²ak nebudeme potrebova´.

Distribúcia, ktorú sme uviedli ako príklad v £asti 2.4, bola zadaná vektorovými
po©ami

e1 = ∂ϕ e2 = ∂z

Vypo£ítajme komutátor
[e1, e2] = 0 = 0e1 + 0e2

Dostali sme (triviálnu) lineárnu kombináciu vektorov e1, e2. (Polia komutujú, lebo sú
súradnicové.) To znamená, ºe distribúcia je integrovate©ná. Integrálnymi podvarietami
sú valce (Obr. 2.12) dané väzbou

Φ(r, ϕ, z) = r − kon²t. = 0

Obr. 2.12: Integrálne podvariety distribúcie D = Span(∂ϕ, ∂z).

19V¤aka tomu, ºe ©ubovo©né pole z distribúcie sa dá zapísa´ ako V = V aea a komutátor je
(bi)lineárny, sta£í po£íta´ len komutátory polí ea. Pozri v knihe [7] úlohu (19.3.6).
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Poznámka o integrálnych podvarietách
Ak máme na v²eobecnej variete s distribúciou nejakú (k-rozmernú) plochu danú

väzbami20
Φi(x1, . . . , xn) ≡ Φi(x) = 0 kde i = 1, . . . , (n− k)

a niekto nám tvrdí, ºe plocha je integrálnou podvarietou, treba skontrolova´, £i platí
(
eaΦi(x)

)∣∣
Φi(x)=0

= 0 pre v²etky polia ea a v²etky i (2.10)

Ak to neplatí, treba doty£ného rázne uzemni´, ºe nás nemá otravova´ s takými nezau-
jímavými plochami.

Rozoberme si, £o podrobne hovorí kritérium (2.10). Pre jednoduchos´ uvaºujme
(n− 1)-rozmernú plochu danú jednou väzbou Φ1 ≡ Φ. Pole ea je diferenciálny operátor
po£ítajúci smerovú deriváciu (v smere ²ípok, ktorými ho reprezentujeme v obrázkoch).
Tu sa po£íta derivácia v smere ea. Ak sedíme v bode P , kde má funkcia Φ nejakú
hodnotu c a vypo£ítame deriváciu eaΦ, zistíme, £i Φ mení funk£nú hodnotu v smere ea.
Ak vyjde eaΦ = 0, znamená to, ºe ke¤ pôjdeme kúsok v smere ea, bude tam ma´ Φ
rovnakú hodnotu c. �peciálne pre c = 0 pôjdeme z bodu P , kde platí Φ(P ) = 0 do bodu
P ′, kde tieº platí Φ(P ′) = 0, £iºe stále po ploche. Výpo£et nás zaujíma len pre body na
ploche, preto musíme vo vz´ahu (2.10) urobi´ ohrani£enie |Φ=0. Túto procedúru robíme
so v²etkými po©ami ea a ak platí (2.10), znamená to, ºe polia ea sú v kaºdom bode
dotykové ku ploche danej väzbou Φ = 0.

V na²om príklade vychádza

e1Φ(r, ϕ, z) = ∂ϕ(r − kon²t.) = 0
e2Φ(r, ϕ, z) = ∂z(r − kon²t.) = 0

Dostávame nuly (aj bez ohrani£enia na Φ = 0). Polia ∂ϕ, ∂z sa v²ade dotýkajú valcov
a valce sú naozaj integrálne podvariety.

Geometrický zmysel komutátora [V, W ]

Frobeniovmu kritériu sa dá dobre rozumie´, ak si spomenieme na geometrickú inter-
pretáciu komutátora vektorových polí. Interpretácia je detailne rozpracovaná v knihe [7]
v £asti 4.5. Tu si len pripomenieme hlavnú my²lienku.

Obr. 2.13: Komutátor geometricky.

Majme na M dve vektorové polia V a W . Vy-
konajme z bodu P in�nitezimálnu cestu pozostá-
vajúcu zo 4 £astí. Za£nime krokom o ε v smere V ,21
pokra£ujeme o ε v smere W , ¤alej o ε v smere −V
a nakoniec o ε v smere −W . Ukazuje sa, ºe do rádu
ε sa vrátime spä´ do bodu P , ale v ráde ε2 uº nie.
Výpo£tom pomocou in�nitezimálnych tokov vyjde, ºe musíme urobi´ dodato£ný krok
o ε2 v smere komutátora −[V, W ].

Frobeniovo kritérium pre intuitívneho geometra
Pozrime sa na Frobeniovo kritérium pomocou geometrickej interpretácie komutátora.

Pre jednoduchos´ za£nime s 2-rozmernou distribúciou (Obr. 2.14). Po£íta sa komutátor
20Máme na mysli v kaºdom bode nezávislé väzby. Pozri v knihe [7] £as´ 1.5.
21Myslí sa ís´ po integrálnej krivke γ po©a V o parametrickú vzdialenos´ ε z bodu γ(0) ≡ P do bodu

γ(ε).
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[e1, e2] a pýtame sa, £i výsledok leºí v rovinke danej po©ami e1 a e2. Ak áno, tak
in�nitezimálna okruºná cesta leºí v 2-rozmernej integrálnej podvariete a dvojica e1, e2

tvorí bázu dotykového priestoru Hx v kaºdom bode podvariety. Ak nie, tak komutátor
tr£í mimo rovinky a ºiadna integrálna podvarieta neexistuje.

Obr. 2.14: Frobénivovo kritérium intuitívne. �ltá plocha je integrálna podvarieta.
Modrá je len prízrak, ktorý sa márne snaºí sta´ integrálnou podvarietou v sitácii,
kde to ani nejde.

V prípade viacrozmerných distribúcií je to obdobne. Skúma sa, £i v²etky moºné
in�nitezimálne okruºné cesty leºia v k-rozmernej rovinke danej po©ami e1, . . . , ek. Ak
nejaký komutátor tr£í mimo, nevznikajú integrálne podvariety.

2.9.2 Úplne neintegrovate©né distribúcie
Distribúcie, ktoré nie sú integrovate©né sa volajú (logicky) neintegrovate©né. Na v²e-

obecnej neintegrovate©nej distribúcii nie je dopredu jasné, £i sa dajú horizontálne spoji´
niektoré dva body, ktoré si vyberieme. Existuje v²ak ²peciálna trieda úplne neintegro-
vate©ných distribúcií, na ktorých sa dajú horizontálnymi krivkami spoji´ ©ubovo©né dva
body.

Úplne neintegrovate©ná distribúcia H je taká, ºe ke¤ zoberieme bázové polia ea

splolu s iterovanými komutátormi

[ea, eb], [ea, [eb, ec]], [ea, [eb, [ec, ed]]], [[ea, eb], [ec, ed]], . . .

a urobíme v²emoºné lineárne kombinácie, dostaneme celú dotykovú �bráciu TM . V kon-
kétnom bode x sa dá z vektorov ea(x) a ich iterovaných komutátorov vybra´ báza do-
tykového priestoru TxM .

Príklad
Majme v R3 dvojrozmernú distribúciu danú po©ami

e1 = ∂x e2 = x2∂z + ∂y

Vypo£ítajme komutátor
[e1, e2] = 2x∂z ≡ e3

Vidíme, ºe trojica e1, e2, e3 tvorí bázu v²ade okrem roviny x = 0, kvôli ktorej treba
po£íta´ iterovaný komutátor

[e1, [e1, e2]] ≡ [e1, e3] = 2∂z ≡ e4

Zo ²tvorice e1, e2, e3, e4 uº vieme vybra´ bázu v ©ubovo©nom bode, a teda distribúcia je
úplne neintegrovate©ná.
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Chowova veta
Jedným z najdôleºitej²ích tvrdení v subriemannovskej geometrii je Chowova veta.

Jej znenie je nasledujúce.

Veta Ak máme na (súvislej) variete M úplne neintegrovate©nú distribúciu H, tak sa
horizontálnou krivkou dajú spoji´ ©ubovo©né dva body A,B ∈ M .
¤

Dôkaz Chowovej vety sa dá nájs´ v knihe [18] v 2. kapitole. Na intuitívne pochope-
nie vety nám opä´ príde vhod geometrický zmysel komutátora. Ke¤ komutátor [ea, eb]
dáva smer, ktorý nevieme posklada´ z polí ea, tak vlastne vieme pomocou in�nitezi-
málnych horizontálnych cyklov (postupne o ε v smere ea, eb,−ea a −eb) postupova´
efektívne v novom nehorizontálnom smere [ea, eb]. Pomocou iterovaných komutátorov
môºeme dosiahnu´ pohyby v ¤al²ích nových smeroch. Aby sme sa dostali kamko©vek,
sta£í nám vypo£íta´ dostato£ne ve©a komutátorov (kým nebudeme ma´ bázu pre celé
TM) a pohybova´ sa in�nitezimálnymi cyklami, ktoré sú interpretované iterovanými
komutátormi

Poznamenajme, ºe opak Chowovej vety v²eobecne neplatí. Nie je pravda, ºe ak vieme
horizontálne spoji´ ©ubovo©né body, tak potom je distribúcia úplne neintegrovate©ná.
(Kontrapríklad moºno nájs´ v knihe [18] v £asti 2.1.)

2.10 Kuchynský recept
Hlavnou nápl¬ou tejto práce je ukáza´, ako sa h©adajú minimálne subriemannovské

geodetiky. Stru£ný postup je nasledovný:

1. Nápad. Vymyslíme si (alebo narazíme na) problém, ktorý sa dá sformulova´ v re£i
subriemannovskej geometrie.

2. Matematická formulácia. Identi�kujeme trojicu (M,H, g). Teda postupne:

(a) Zistíme, aká varieta M opisuje ná² problém.
(b) Nájdeme bu¤ vektorové polia ea, ohrani£ujúce formy θi, alebo tenzor h typu(

2
0

)
, ktorý opí²e distribúciu H ukrytú v probléme.

(c) Napí²eme skalárny sú£in g, ktorý po£íta d¨ºky horizontálnych kriviek na M
tak, ako chceme.

3. Preveríme hrozby :

(a) (Ne)integrovate©nos´ distribúcie. Po£ítame komutátory [ea, eb].
• Ak dostaneme lineárnu kombináciu polí ea, ide o integrovate©nú distri-

búciu. Úlohu posunieme riemannovským geometrom.
• Ak nie, po£ítame iterované komutátory a dúfame, ºe dostaneme bázu pre

TM , £iºe za problémom je úplne neintegrovate©ná distribúcia. Pote²íme
sa, lebo máme zaru£enú horizontálnu spojite©nos´ ©ubovo©ných bodov.

• Ak iterované komutátory nedajú bázu pre TM , smútime, lebo horizon-
tálna spojite©nos´ konktrétnych dvoch bodov je otázna.

(b) Singulárne geodetiky. Nájdeme 2-formu

ω̂ = dλi ∧ θi + λidθi
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Ak je degenerovaná, v probléme hrozia singulárne geodetiky. Prakticky de-
generovanos´ vy²etrujeme priamym výpo£tom v bode 6.

4. Kometrika a subriemannovský hamiltonián. Nájdeme kometriku

h = gabea ⊗ eb

Napí²eme subriemannovský hamiltonián

H(x, p) =
1
2

◦
h(p) ≡ 1

2
gab(x)PaPb

5. Normálne geodetiky. Napí²eme Hamiltonove rovnice

ẋµ =
∂H

∂pµ
ṗµ = − ∂H

∂xµ

ktoré (©avou zadnou) vyrie²ime. Sprojektujeme rie²enia na M a dostaneme nor-
málne geodetiky.

6. Singulárne krivky. Rie²ime rovnicu

iṗω̂ = 0

Projekcie rie²ení p(t) na M sú singulárnymi krivkami.

7. Minimálne geodetiky. Pre dané dva body A,B ∈ M nájdeme najkrat²iu zo v²et-
kých normálnych geodetík a singulárnych kriviek, ktoré ich spájajú.
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Kapitola 3

Aplikácie subriemannovskej
geometrie

V tejto kapitole uvedieme niektoré aplikácie subriemannovskej geometrie. Neponú-
kame prierez celého spektra aplikácií, ale len zopár ukáºok. Cie©om kapitoly nie je de-
tailne vysvetli´, ako sa v konkrétnom probléme príde k jeho formulácii v subriemannov-
skej geometrii. Ide skôr o to, aby £itate© získal dojem, ºe �tá subriemannovská geometria
je aj na nie£o dobrá�. �itate©a, ktorého zaujme niektorá z aplikácií, vºdy odkazujeme
na knihy a £lánky, ktoré sa problému venujú hlb²ie.

Vo fyzike sa ve©mi £asto stáva, ºe skúmaný problém má nejakú (napríklad rota£nú)
symetriu. Vtedy sa problém dobre formuluje v re£i hlavnej G-�brácie, kde grupa G je
príslu²nou grupou symetrií (napríklad SO(2)). Ak máme navy²e na totálnom priestore
konexiu a na báze �brácie metriku, tak je za tým subriemannovská geometria. Hori-
zontálnu distribúciu H vyrobíme tak, ºe prehlásime za horizontálne tie vektory, ktoré
sú horizontálne v zmysle konexie. Metriku na totálnom priestore dostaneme horizontál-
nym zdvihom metriky z bázy �brácie (pri£om do zdvihnutej metriky môºeme dosádza´
len horizontálne vektory). V tejto kapitole takto vznikajú v²etky geometrie okrem tej
z £asti 3.1.

3.1 Problém krá©ovnej Dido

Obr. 3.1: Úloha krá©ovnej Dido
geometricky.

V textoch zaoberajúcich sa subriemannovskou
geometriou (pozri knihy [18], [3], [2], prípadne text [15])
sa za£ína s najjednoduch²ou subriemannovskou varie-
tou, ktorou je Heisenbergova grupa. V geometrii Hei-
senbergovej grupy sa dá sformulova´ problém krá©ov-
nej Dido. Úloha je nájs´ najkrat²iu krivku C v rovine
xy ohrani£ujúcu danú plochu. K rovine dodáme tretiu
súradnicu z, ktorá bude ma´ zmysel prírastku plochy.
Nebudeme podrobne písa´, ako sa to robí. Výsledok je,
ºe ako ohrani£ujúcu formu distribúcie treba zobra´

θ = dz − 1
2
(x dy − y dx)
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Overíme, ºe súradnica z funguje, ako má1

z(1)− z(0) =
∫

γ

dz =
∫

γ

1
2
(x dy − y dx) =

=
∫

C=∂Ω

1
2
(x dy − y dx) =

∫

Ω

dx ∧ dy =: plocha

Po prejdení krivky γ sa nám na osi z nazbierala plocha oblasti Ω, ktorú ohrani£uje pro-
jekcia C = πγ. Ke¤ chceme nájs´ najkrat²iu krivku C, treba h©ada´ subriemannovské
geodetiky pre metriku g = dx⊗ dx + dy ⊗ dy. Úloha sa dá analyticky vyrie²i´, výsled-
kom sú kruºnice. Viac nájdete v literatúre spomínanej v úvode tejto £asti. Problémom
krá©ovnej Dido sa zaoberá aj práca [12].

3.2 Neurobiológia: videnie
Mozog spracováva vizuálnu informáciu zo sietnice oka vo viacerých vrstvách moz-

govej kôry. Vedci zistili, ºe v tzv. primárnej vizuálnej kôre (ozn. V1) sa nachádzajú
bunky, ktoré sú citlivé na smer gradientu jasu. Miestu (x, y) v zornom poli je priradený
�st¨pec� buniek vo V1, z ktorých kaºdá reaguje na konkrétny uhol ϑ ktorý zviera gra-
dient jasu v s osou x (pozri Obr. 3.3). Prepojenos´ týchto buniek sa dá modelova´ na
subriemannovskej variete R2[x, y]× S1[ϑ].

Obr. 3.2: Obraz v zornom poli.

Na Obr. 3.2 vidíme obraz, ktorý bunky spra-
covávajú. Vektor gradientu jasu na hranici sivej
machule je v ∼ cosϑ∂x+sinϑ∂y a smeruje kolmo
na hranicu γ. Distribúcia H sa dostane z poºia-
davky γ̇ ⊥ v. Vyjde

θ = cosϑdx + sin ϑdy

Bázové polia distribúcie H vychádzajú

e1 = sinϑ∂x − cosϑ∂y

e2 = ∂ϑ

x

y

J

Obr. 3.3: Kaºdému (x, y) zodpovedá st¨pec
buniek, z ktorých kaºdá reaguje na iné ϑ.

Vo vizuálnej kôre hranica obrazu sti-
muluje bunky leºiace na krivke dotykovej
ku distribúcii H. Susediace bunky, medzi
ktorými sa �chodí� horizontálne, sú £asto
stimulované sú£asne, a preto sú silnej²ie
prepojené. Vedci ¤alej skúmali, ako si mo-
zog dop¨¬a chýbajúcu informáciu, ak je
£as´ hranice obrazu zakrytá. Mozog má
vraj tendenciu uzatvori´ hranicu krivkou
minimalizujúcou istú energiu, teda subrie-
mannovskou geodetikou vzh©adom na ne-
jakú metriku. Viac sa dá dozvedie´ z £lán-
kov [20] a [21]. Okrajovo sa o tejto apli-
kácii pí²e aj v knihe [3] a v texte [15].

1Porozumeniu jednotlivých krokov pomôºe diskusia okolo vz´ahu (5.10) na strane 60.
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3.3 Kvantová mechanika: Berryho fáza

Príbeh kvantovej mechaniky sa odohráva v Hilbertovom priestore H. Ke¤ºe (nenu-
lové) vektory ψ a λψ ∈ H (λ ∈ C) predstavujú ten istý stav sytému, tak stavom systému
je vlastne komplexná priamka prechádzajúca nulou (v²etky nenulové komplexné násobky
vektora ψ). Priestor takýchto priamok sa volá projektívny Hilbertov priestor a budeme
ho ozna£ova´ P (H). Priestoru v²etkých jednotkových vektorov (ψ ∈ H, 〈ψ|ψ〉 = 1) sa
hovorí Hilbertova sféra a ozna£uje sa S(H). Jednotkových vektorov reprezentujúcich ten
istý stav je ve©a. Stále zostáva vô©a v podobe λ = eiα. Hopfovo zobrazenie π posiela
vektor z Hilbertovej sféry do príslu²nej priamky (bodu) v P (H). Prichádzame k pojmu
Hopfovej �brácie

π : S(H) → P (H) ψ 7→ [ψ] := SpanC(ψ)

Hopfova �brácia je vlastne hlavná U(1)-�brácia s totálnym priestorom S(H) a bázou
P (H). V jednom vlákne leºia v²etky jednotkové vektory reprezentujúce ten istý stav.
Akcia grupy U(1) vyzerá

Rα(ψ) := eiαψ eiα ∈ U(1)

Situácia je schematicky znázornená na Obr. 3.4.

Obr. 3.4: Hopfova �brácia schematicky. Slu£ka v priestore stavov nemusí by´ slu£-
kou v priestore jednotkových vektorov.

Aby sme sa presved£ili, ºe S(H) je subriemannovská varieta, treba identi�kova´
distribúciu H a metriku g. Podrobne to robíme v dodatku C.

Predstavme si, ºe sa stav systému vyvíja tak, ºe po istom £ase T sa bude systém
nachádza´ v tom istom stave ako na za£iatku, £iºe trajektória v P (H) je slu£ka [ψ(t)]
(Obr. 3.4). V priestore S(H) to uº v²ak slu£ka by´ nemusí. Vektor ψ(t) môºe by´ na
konci iný neº na za£iatku. Môºe sa lí²i´ o akciu grupy U(1).

ψ(T ) = eiαψ(0)

�íslo α sa volá Berryho fáza. Berry svoju fázu pôvodne ²tudoval na príklade spinu 1
2 ,

kde Hilbertov priestor je H = C2. Tomu zodpovedá S(H) = S3 a P (H) = CP 2 = S2,
takºe ide o ²tandardnú Hopfovu �bráciu. Viac nájdete v knihe [18] v kapitole 13 a tam
uvedených referenciách.
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3.4 Mechanika deformovate©ných telies
3.4.1 Padajúca ma£ka, Hubblov teleskop a iné

Ke¤ pustíme z rúk ma£ku hore nohami, po£as pádu mení svoj tvar, oto£í sa a pri-
stane na nohách.2 Zaujímavé je, ºe ma£ka má po£as celého pádu nulový moment hyb-
nosti a napriek tomu sa oto£í. Pointa je v tom, ºe ma£ka sa môºe vhodnou zmenou
svojho tvaru v kone£nom dôsledku oto£i´ (a ma´ stále nulový moment hybnosti), ale
nemôºe sa rozto£i´. Tento jav sa dá pekne opísa´ v geometrii istej hlavnej G-�brácie.

Uvedomme si najprv, ºe ma£ka nijak nemôºe ovplyvni´ polohu svojho ´aºiska v pries-
tore. Nech sa zv¯ta, ako len chce, nebude sa hýba´ v smere osí x a y a bude pada´ so
zrýchlením nadol v smere osi z. Preto budeme pracova´ v sústave s po£iatkom v ´aºisku
ma£ky, v ktorej sa odohráva v²etko podstatné.

Ozna£me písmenom S kon�gura£ný priestor ma£ky. Bod s ∈ S reprezentuje tvar
ma£ky spolu s jej orientáciou v priestore. Priestor S budeme vola´ priestor umiestnených
tvarov.

Obr. 3.5: Padajúca ma£ka ako hlavná
SO(3)-�brácia.

Na variete S prirodzene pôsobí grupa
SO(3) pravou akciou. Jej pôsobenie s 7→
RAs, kde A ∈ SO(3), je oto£enie ma£ky
ako tuhého telesa. Priestor abstraktných
tvarov, ktorý vznikne faktorizáciou kon�-
gura£ného priestoru pod©a grupy SO(3),
ozna£me Ŝ = S/SO(3). Za problémom
padajúcej ma£ky je teda hlavná SO(3)-
�brácia (Obr. 3.5)

π : S → Ŝ

Ma£ka po£as svojho pádu vykoná svojimi
deformáciami slu£ku ŝ(t) v priestore abs-
traktných tvarov.3 Z poh©adu S to v²ak slu£ka nie je, lebo po£iatok s(0) a koniec s(T )
sa lí²i o akciu grupy SO(3), teda s(T ) = RAs(0), pri£om A je matica zodpovedajúca
oto£eniu ma£ky z chrbta na nohy. Úloha pre ma£ku je nájs´ slu£ku, ktorá toto oto£enie
zabezpe£í.

Distribúcia H sa dostane zo zákona zachovania momentu hybnosti, ktorý je stále
nulový, L = 0. Pomocou teórie konexií sa to robí v £lánku [5]. Ako ohrani£ujúca forma
distribúcie sa zoberie tam nájdená forma konexie. V probléme mravca na gramofóno-
vej platni, ktorý patrí do tejto triedy problémov a analyzujeme ho v kapitole 4, sa
ohrani£ujúca forma distribúcie nájde priamo z podmienky L = 0.

Otázkou zostáva, £o je správna subriemannovská metrika g. Jedna moºnos´ je zo-
bra´ riemannovskú metriku vyrobenú z kinetickej energie a ohrani£i´ ju na distribúciu.
Získame subriemannovskú varietu a môºeme sa pýta´, aká je optimálna stratégia ŝ(t)
zmeny tvaru, ktorá spôsobí oto£enie ma£ky. Treba poveda´, ºe a priori nie je jasné,
pre£o by mala ma£ka minimalizova´ integrál z kinetickej energie a nie nie£o iné. Je
moºné, ºe ma£ka ani ni£ neminimalizuje, len sa prirodzeným výberom vo vývoji vyse-
lektovali ma£ky, ktoré sa stihnú oto£i´, kým dopadnú na zem. �al²iu diskusiu £itate©
nájde v knihe [18] v £asti 14.2.

Populárne sa o probléme padajúcej ma£ky hovorí aj v práci [6].
2Ak chcete tento jav vidie´ a nehodláte trápi´ vlastnú ma£ku, tak ho nájdete v spomalenom zábere

na YouTube [28].
3Tvar ma£ky na za£iatku a na konci sú pribliºne rovnaké.
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Podobné problémy
Rovnaký problém rie²i aj kozmonaut vo vo©nom priestore, ke¤ sa nemôºe o ni£

oprie´ a chce sa oto£i´. Podobne aj skokan do vody, ktorý za£ne svoj skok hlavou hore
a nakoniec padá strmhlav do vody (pozri £lánok [11]).

Obr. 3.6: Hubblov teleskop.

Tento trik oto£enia pri nulovom
momente hybnosti sa pouºíva aj pri
smerovaní Hubblovho teleskopu (pozri
stránku [27]) alebo druºíc. Na Hubblovom
teleskope sú 4 tzv. reak£né kolieska (angl.
reaction wheels), ktorých vhodným otá£a-
ním vieme zacieli´ teleskop na ºelanú £as´
oblohy. Opä´ sa môºeme pýta´, ako treba
tieto manévre robi´ optimálne.

Beºná situácia zo ºivota, kde sa efekt
vyuºíva je nasledujúca. �lovek stojí na
hrane priepasti, stratí rovnováhu a za£ne
sa pomaly naklá¬a´ do priepasti.4 V pude
sebazáchovy za£ne máva´ ramenami, £o
ho môºe vráti´ do rovnováºnej polohy a zachráni´ mu ºivot. �itate©ovi ponechávame
na premyslenie (a prípadné overenie experimentom), £i treba ramenami krúºi´ dopredu
alebo dozadu. Ako je to, ke¤ £lovek padá chrbtom a ako £elom? Aj tu sa dá rie²i´ opti-
maliza£ná úloha, ako presne treba krúºi´ a hýba´ rukami, aby £lovek nespadol. Autor
práce zatia© problém nesformuloval v subriemannovskej geometrii, ale rada do ºivota
znie: Rýchlo!

3.4.2 Plávanie mikroorganizmov
Organizmy vo vode plávajú tak, ºe konajú cykly v priestore svojich abstraktných

tvarov. Pri ve©kých organizmoch zohráva zna£nú úlohu zotrva£nos´. �lovek urobí jeden
kraulový záber a potom sa e²te hodnú chví©u �vezie�. Vo svete mikroorganizmov v²ak
dominuje trecia sila a baktérie musia stále drie´, aby sa hýbali.

Obr. 3.7: Plávajúci mikroorganizmus sche-
maticky.

Mikroorganizmus modelujeme ako vlo-
ºenie sféry do euklidovského priestoru

f : S2 → R3

Kon�gura£ný priestor pre plávajúci mik-
roorganizmus je priestor umiestnených
tvarov S. Prvkami tohto priestoru sú
v²etky moºné vloºenia f . Priestor ab-
straktných tvarov Ŝ tentokrát vzniká fak-
torizáciou pod©a grupy SE(3), £o je grupa
translácií a rotácií v R3. Po jednom plá-
vacom cykle (t. j. po prejdení slu£ky f̂t)5
v priestore Ŝ, bude ma´ mikroorganiz-
mus rovnaký tvar, ale bude posunutý (prí-
padne pooto£ený). Úplné sformulovanie
v subriemannovskej geometrii je v tomto

4Moºno trochu beºnej²ia situácia je, ºe £lovek stratí rovnováhu na rebríku.
5Pre kaºdý £as t máme jedno vloºenie ft a f̂t = πft je jemu zodpovedajúca projekcia. Pozri Obr. 3.7.
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prípade pomerne netriviálne a robí sa v knihe [18] v £asti 14.3 alebo v originálnom
£lánku [23] s vyuºitím Navierovej-Stokesovej rovnice z mechaniky kvapalín.

3.5 Robotika a optimalizácia transportu
V subriemannovskej geometrii sa dajú sformulova´ mnohé problémy z teórie ria-

denia. Pozri napríklad knihy [1] a [14]. Z kategórie úloh na optimalizáciu transportu
predvádzame v kapitole 6 formuláciu jednoduchého problému, pohybu jednokolky v ro-
vine.
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Kapitola 4

Mravec na gramofónovej platni

Touto kapitolou sa za£ína £as´ práce, kde na konkrétnych úlohách budeme demon-
²trova´ teóriu z kapitoly 2. Budeme v zásade postupova´ pod©a kuchynského receptu
z £asti 2.10.

Za£neme úlohou o mravcovi na gramofónovej platni. Ide o jednoduchý problém z kla-
sickej mechaniky, ktorý sa dá sformulova´ v re£i subriemannovskej geometrie.

4.1 Úloha

I

m

r

j

Α

x

y

Obr. 4.1: Zavedenie súrad-
níc.

Mravec ºijúci na gramofónovej platni má súradnice
(r, ϕ) vzh©adom na plat¬u. Uhol oto£enia platne vo£i svetu
okolo ozna£me α. Plat¬a sa môºe bez trenia otá£a´ okolo
zvislej osi prechádzajúcej jej stredom. Plat¬a je vo©ná (ne-
pôsobí na ¬u ºiadna sila �zvonka�). Jediné, £o ju môºe otá-
£a´, je mravec. Pre sústavu mravec + plat¬a platí zákon
zachovania momentu hybnosti L. Na za£iatku mravec aj
plat¬a stoja, teda L = 0. Ke¤ sa mravec za£ne hýba´,
plat¬a sa za£ne otá£a´ tak, aby celkový moment hybnosti
L bol stále nulový.

Úloha: Mravec má oto£i´ plat¬u o dopredu zvolený uhol
αT . Aká je najkrat²ia moºná uzavretá cesta (slu£ka), ktorá
zrealizuje toto oto£enie?

Dá sa sformulova´ aj duálna úloha: Mravec má k dispozícii uzavretú cestu d¨ºky l
a jeho úlohou je ís´ tak, aby plat¬a bola po prejdení cesty oto£ená o £o najvä£²í uhol
αT oproti pozícii na za£iatku.

Je zrejmé, ºe ke¤ �xujeme l a maximalizujeme oto£enie αT , dostaneme rovnakú
krivku, ako keby sme pri �xnom αT , ktoré nám vy²lo ako maximálne, minimalizovali
d¨ºku l. To znamená, ºe rie²eniami pôvodnej úlohy (pre v²emoºné αT ) a duálnej úlohy
(pre v²emoºné l) sú rovnaké krivky. V subriemannovskej geometrii vieme h©ada´ najk-
rat²ie krivky, preto pouºívame prvú formuláciu úlohy.
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4.2 Matematická formulácia
Varieta M

V predchádzajúcej £asti sme uº zaviedli v probléme súradnice (r, ϕ, α). Správnou
varietou je kon�gura£ný priestor

M = R2[r, ϕ]× S1[α]

Distribúcia H
Distribúcia v²eobecne predstavuje obmedzenie pohybu na variete. Tu je pohyb v kon-

�gura£nom priestore M obmedzovaný zákonom zachovania momentu hybnosti

Lm + LP = 0

Lm je moment hybnosti mravca a LP je moment hybnosti LP-£ka1. V na²ich súradni-
ciach

Lm = mr2 (ϕ̇ + α̇)
LP = Iα̇

}
mr2ϕ̇ +

(
I + mr2

)
α̇ = 0 (4.1)

kde I je moment zotrva£nosti platne a m je hmotnos´ mravca. Modelom pre na²u
úlohu je teda hmotný bod hmotnosti m v rovine s kone£ným momentom zotrva£nosti I.
Vz´ah (4.1) dáva obmedzenia na prípustné krivky γ(t) : (r(t), ϕ(t), α(t)). Komponenty
dotykového vektora

γ̇ = ṙ∂r + ϕ̇∂ϕ + α̇∂α (4.2)
musia sp¨¬a´ podmienku (4.1). Zo zákona zachovania (4.1) treba vydolova´ nejaký objekt
opisujúci distribúciu. Jednoducho sa dá nájs´ ohrani£ujúca forma θ. Formu θ naivne
dostaneme zo vz´ahu (4.1) vynásobením ©avej strany diferenciálom dt.

θ = mr2dϕ +
(
I + mr2

)
dα (4.3)

Takýto postup samozrejme nie je matematicky v poriadku. Je len uºito£nou skratkou,
ktorá vedie k správnemu výsledku. Poctivý postup uvádzame v dodatku A.1.

Subriemannovská metrika g

Chceme vedie´ správne po£íta´ d¨ºky ciest mravcov, preto pouºijeme metriku, ktorú
mravce od nepamäti pouºívajú.

Obr. 4.2: Ako vzniká subriemannovská met-
rika.

g = dr ⊗ dr + r2dϕ⊗ dϕ

Lenºe teraz fungujeme na kon�gura£-
nom priestore M , kde prirodzene ºiadnu
metriku nemáme. Dostaneme ju pull-
backovaním metriky g prostredníctvom
projekcie (Obr. 4.2)

π : (r, ϕ, α) 7→ (r, ϕ) (4.4)

Vychádza

π∗g = dr ⊗ dr + r2dϕ⊗ dϕ

1�itate© ur£ite oce¬uje trefnos´ ozna£enia.



40 KAPITOLA 4. MRAVEC NA GRAMOFÓNOVEJ PLATNI

Pull-back g, vyzerá (v na²ich súradniciach) rovnako ako g, preto ho budeme ozna£ova´
rovnako π∗g ≡ g.

(Tu si treba uvedomi´ dôleºitú vec. Do metriky g sa tu dajú dosádza´ aj nehori-
zontálne vektory a vyjde nejaký kone£ný výsledok. To v²ak nemáme bra´ váºne. Sub-
riemannovská metrika tu funguje v istom zmysle len �na £estné slovo�. Musíme s©úbi´,
ºe budeme do g dosádza´ len horizontálne vektory. Pre nehorizontálne vektory pod©a
de�nície pojem d¨ºky nemá zmysel.)

Z poh©adu po£ítania d¨ºky horizontálnej krivky γ situácia vyzerá takto

l[γ] =
∫ t2

t1

√
π∗g (γ̇, γ̇)dt =

∫ t2

t1

√
g (π∗γ̇, π∗γ̇)dt =

∫ t2

t1

√
g

(
˙̂γ, ˙̂γ

)
dt

kde γ̂ ≡ πγ je projekcia horizintálnej krivky γ. Vidíme, ºe d¨ºka krivky po£ítaná pomo-
cou metriky π∗g �hore� je rovnaká ako d¨ºka sprojektovanej krivky γ̂ po£ítaná pomocou
g �dole� (= euklidovská d¨ºka), £o je presne to, £o sme chceli.

4.3 * Uºito£ný poh©ad
Je zaujímavé pozrie´ sa na úlohu z poh©adu geometrie na �brovaných varietách.

Varieta M je totálnym priestorom �brácie

π : M → R2

Báza je rovina R2 a typické vlákno je kruºnica S1. Vz´ah (4.4) je súradnicovým vy-
jadrením projekcie π. Vlákna sú difeomorfné grupe rotácií SO(2). Grupové prvky sú
matice A(α) ∈ SO(2) parametrizované uhlom α. Grupa SO(2) má na M prirodzenú
pravú vertikálnu akciu

RA(β)(r, ϕ, α) ≡ Rβ(r, ϕ, α) := (r, ϕ, α + β)

Akcia je navy²e vo©ná a tranzitívna vo vláknach (vlákna sú teda homogénne SO(2)-
priestory). To znamená, ºe π : M → R2 je hlavná SO(2)-�brácia (pozri £as´ 2.3.1).
Jednoducho sa dá overi´, ºe distribúcia H aj metrika g sú kompatibilné s grupovou
²truktúrou (Rβ∗H = H a R∗

βg = g).

Obr. 4.3: Izoholonomická úloha.

Ke¤ h©adáme slu£ku v rovine R2

(v duchu £asti 3.4.1 je to priestor ab-
straktných tvarov), z poh©adu M (teda
priestoru umiestnených tvarov) nejde
o slu£ku, ale o krivku, ktorej konce sú
v jednom vlákne a �lí²ia sa o β� (myslí
sa γ(T ) = Rβγ(0)). Vzniká priradenie
typu �slu£ka 7→ grupový prvok�. Grupo-
vému prvku priradenému slu£ke sa hovorí
holonómia. Úloha o mravcovi na gramofó-
novej platni je vlastne úlohou nájs´ najk-
rat²iu slu£ku s �xovanou holonómiou. Takéto úlohy sa volajú izoholonomické a priviedli
Montgomeryho k ²túdiu subriemannovskej geometrie a neskôr k napísaniu monogra-
�e [18].
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4.4 Hrozba: Integrovate©nos´ distribúcie
Máme 2-rozmernú distribúciu na 3-rozmernej variete (n = 3 a k = 2), preto distri-

búcia je bu¤ integrovate©ná, alebo úplne neintegrovate©ná.
Najprv nájdeme vektorové polia ea zadávajúce distribúciu. H©adáme v²eobecné ho-

rizontálne vektorové pole
V = A∂r + B∂ϕ + C∂α

Kde A,B, C sú ©ubovo©né funkcie súradníc (r, ϕ, α). Aby bolo pole V horizontálne, musí
plati´

〈θ, V 〉 = Bmr2 + C
(
I + mr2

) != 0

Takºe pole V musí ma´ tvar

V = A∂r + C

[
∂α −

(
I

mr2
+ 1

)
∂ϕ

]

Distribúciu H teda zadávajú napríklad polia

e1 = ∂r

e2 = ∂ϕ − f(r)∂α kde f(r) ≡ r2

a+r2 a ≡ I
m

(4.5)

Treba preveri´, £i komutátor [e1, e2] nie je lineárnou kombináciou polí e1 a e2. Vy-
chádza

[e1, e2] = −f ′∂α = − 2ar

(a + r2)2
∂α ≡ e3

Pole e3 je v kaºdom bode okrem r = 0 lineárne nezávislé od e1, e2, takºe trojica e1, e2, e3

tvorí bázu pre TM v²ade okrem r = 0. Iterovaný komutátor vychádza

[e1[e1, e2]] = −f ′′∂α = −2a
(
a− 3r2

)

(a + r2)3
∂α ≡ e4

Trojica e1, e2, e4 tvorí bázu pre r = 0. Distribúcia H je úplne neintegrovate©ná a máme
zaru£ené, ºe horizontálnou krivkou spojíme ©ubovo©né body na M .

4.5 Hrozba: Singulárne geodetiky
Najprv treba ohrani£i´ symplektickú formu ω = dpµ ∧ dxµ na distribúciu. Vz´ah

(2.8) pre ná² prípad dáva

ω̂ = dλ ∧ θ + λdθ θ = mr2dϕ +
(
I + mr2

)
dα

Singulárne krivky sú rie²eniami rovnice (2.9) sprojektovanými na M . H©adáme krivky
p(t), pre ktoré platí

iṗω̂ = 0 kde ṗ = ṙ∂r + ϕ̇∂ϕ + α̇∂α + λ̇∂λ

Detailný výpo£et je urobený v dodatku A.2. Výsledok je, ºe rovnica platí len pre ṗ = 0,
£o je nezaujímavé. (Státím v jednom bode sa e²te nikomu nepodarilo spoji´ dva rôzne
body.) Takºe v na²om probléme nehrozia singulárne geodetiky. Týmto sme vybavili aj
bod 6 v kuchynskom recepte z £asti 2.10.
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4.6 Kometrika a subriemannovský hamiltonián
Na výrobu kometriky

h = gabea ⊗ eb

potrebujeme invertova´ maticu subriemannovskej metriky. Treba ju napísa´ v báze polí
(4.5) zadávajúcich distribúciu. Vychádza

gab ≡ g(ea, eb) ↔
(

1 0
0 r2

)

Inverzná matica je
gab ↔

(
1 0
0 1

r2

)

Kometrika na výrobu hamiltoniánu má tvar

h = ∂r ⊗ ∂r +
1
r2

(∂ϕ − f∂α)⊗ (∂ϕ − f∂α)

Teraz uº môºeme napísa´ subriemannovský hamiltonián (2.7). Do kometriky treba ako
oba argumenty vloºi´ p = prdr + pϕdϕ + pαdα. Hamiltonián vychádza

H(x, p) =
1
2
hx(p, p) =

1
2

[
p2

r +
1
r2

(pϕ − fpα)2
]

(4.6)

4.7 Normálne geodetiky
4.7.1 Hamiltonove rovnice

Z hamiltoniánu (4.6) ©ahko získame Hamiltonove rovnice pre normálne subrieman-
novské geodetiky. Na²e rovnice sú takéto

ṙ = pr (4.7)
ϕ̇ =

pϕ

r2
− pα

a + r2
(4.8)

α̇ =
pαr2 − pϕ

(
a + r2

)

(a + r2)2
≡ ϕ̇

(
− r2

a + r2

)
(4.9)

ṗr =
p2

ϕ

r3
− 2a p2

αr

(a + r2)3
+

pα(pα − 2pϕ)r
(a + r2)2

(4.10)

ṗϕ = 0 (4.11)
ṗα = 0 (4.12)

Zaviedli ozna£enie a = I
m . V rovnici (4.9) spoznávame väzbu (4.1).

Pripome¬me, ºe tieto pohybové rovnice nehovoria, £o sa bude dia´, ke¤ dáme mravca
na gramofónovú plat¬u. Ide skôr o rovnice z príru£ky pre inteligentných mravcov. Ho-
voria, £o má robi´ mravec, ke¤ sedí v bode (r, ϕ) a má za úlohu efektívne otá£a´ plat¬u.

Rovnice (4.11) a (4.12) hovoria, ºe

pϕ = kon²t. pϕ = kon²t.

Rovnice (4.7) � (4.10) sa dajú zjednodu²i´ dvoma zámenami súradníc. (Prvou sa zbavíme
kon²tanty a, druhou parametra pα.) Robíme to v dodatku A.3. Zjednodu²ené rovnice
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majú tvar
ṙ = pr (4.13)

ϕ̇ =
K

r2
− 1

1 + r2
(4.14)

α̇ =
r2 −K

(
1 + r2

)

(1 + r2)2
≡ ϕ̇

(
− r2

1 + r2

)
(4.15)

ṗr =
K2

r3
− 2r

(1 + r2)3
+

(1− 2K)r
(1 + r2)2

(4.16)

Zaviedli sme ozna£enie K = pϕ

pα
= kon²t. V rovniciach namiesto parametrov pϕ, pα

vystupuje efektívne len jeden parameter K.
Na h©adanie analytického rie²enia týchto rovníc sme pouºili viacero metód. Skú²ali

sme rie²i´ rovnice také, ako ich tu máme, pokú²ali sme sa aj vyrie²i´ rovnice s vylú£ením
parametrizácie t (sta£ia nám totiº cesty bez parametrizácie). Prepísali sme Hamiltonove
rovnice na �etajevove rovnice a skú²ali rie²i´ tie.

(Sú to obsahovo Hamiltonove rovnice, len v iných (nekanonických) súradniciach.
Zvedavého £itate©a, ktorý má chu´ zoznámi´ sa s �etajevovými rovnicami, odkazujeme
na prezentáciu [9].)

Pozreli sme sa na problém aj z poh©adu Hamiltonovej-Jacobiho formulácie klasic-
kej mechaniky (pozri knihu [13] �47). V²eobecné analytické rie²enie sa v²ak nepodarilo
nájs´. Rovnice vedú na integrály, ktoré nevieme analyticky vyrie²i´. Nás v²ak viac zau-
jíma, ako krivky pribliºne vyzerajú, neº aké je ich presné matematické vyjadrenie. Preto
skúsime numericky h©ada´ pribliºné rie²enia.

Poznámka
V £asti 4.3 sme sa dozvedeli, ºe na²a varieta je hlavná SO(2)-�brácia. Na hlavnej

G-�brácii sa dajú za istých podmienok normálne geodetiky h©ada´ aj ekvivalentným
spôsobom v riemannovskej geometrii s Kaluzovou-Kleinovou metrikou. O tomto spôsobe
sa hovorí v £lánku [16] a pre ná² prípad to robíme v dodatku A.6. Rovnice, ktoré tam
vyjdú, sú naozaj ekvivalentné rovniciam (4.7) � (4.12).

4.7.2 Kruºnice ako ²peciálne rie²enia
Skúsme do rovníc (4.13) � (4.16) dosadi´ ansatz

γ(t) : (r(t), ϕ(t), α(t)) = (r0,−ωt, α(t)) t ∈
〈

0,
2π

ω

〉
(4.17)

Rovnica (4.13) potom hovorí, ºe pr = 0 a rovnice (4.14) � (4.16) dávajú

−ω =
K

r2
0

− 1
1 + r2

0

α̇ = ω
r2
0

1 + r2
0

0 =
K2

r3
0

− 2r0(
1 + r2

0

)3 +
(1− 2K)r0(

1 + r2
0

)2

Sú to tri rovnice o dvoch neznámych kon²tantách ω,K a jednej neznámej funkcii α(t).
Rie²enie vychádza

ω =
2

(1 + r2
0)2

K =
r2
0

(
r2
0 − 1

)

(1 + r2
0)2

α(t) =
2r2

0t

(1 + r2
0)3

+ α0 (4.18)
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Vy²lo nám, ºe krúºenie mravca okolo stredu platne je rie²ením. Z rota£nej symetrie
problému vyplýva, ºe rie²ením je aj krúºenie pre ©ubovo©né α0 aj ϕ0. Zvo©me α0 = 0.
Ke¤ mravec obíde plat¬u dookola práve raz, plat¬a bude oto£ená o uhol

α =
2πr2

0

(1 + r2
0)

(4.19)

4.7.3 Radiálna podúloha
Predtým, neº sa pustíme do numeriky, pozrieme sa na radiálnu £as´ problému, ktorá

nám pomôºe lep²ie rozumie´ numerickým rie²eniam.
Ak zderivujeme rovnicu (4.16) a dosadíme do (4.13), dostaneme rovnicu, v ktorej

vystupuje iba r a r̈.
r̈ =

K2

r3
− 2r

(1 + r2)3
+

(1− 2K)r
(1 + r2)2

(4.20)

Napriek tomu, ºe rovnice (4.13) � (4.16) sú navzájom zre´azené, radiálna súradnica
funguje samostatne. Na pravej strane rovnice (4.20) je funkcia, ktorá závisí len od r.
Rovnice takéhoto typu sú nám známe uº z mechaniky. Tam sa £asto vyskytovala rovnica

F = mr̈ = −∇V (r) resp. v jednom rozmere F = mẍ = −∂xV (x)

kde V (x) bol potenciál v mieste x. (Napríklad i²lo o pohyb gu©ô£ky na kopci, teda
v potenciáli V = mgh(x).) Ak si napí²eme prekladový slovník

x = r m = 1

dostaneme rovicu
r̈ = −∂rV (r)

£o je presne rovnica (4.20). Potenciál vychádza

V (r,K) =
K2

2r2
− 1

2 (1 + r2)2
+

1− 2K

2 (1 + r2)
≡

(
K − r2 + Kr2

)2

2r2 (1 + r2)2
(4.21)

Tvar potenciálu závisí od toho, ako zvolíme parameter K.
Ke¤ uº máme potenciál, pre radiálnu súradnicu môºeme napísa´ zákon zachovania

energie
1
2
ṙ2 + V (r,K) = E (4.22)

Z toho máme ∫
dr√

2[E − V (r,K)]
= dt

To nám ale ve©mi nepomôºe, lebo integrál na ©avej strane nevieme analyticky vyrie²i´.
Ak má potenciál (4.21) lokálne minimum, rovnice dovo©ujú �nitný pohyb v okolí

minima. (Ke¤ sa bude súradnica r drºa´ v nejakom rozmedzí, tak mravec ur£ite �ne-
ute£ie�.) Lokálne extrémy vychádzajú

r1 =
√

1+2K+
√

1+8K
2(1−K) K ∈ 〈−1

8 , 1
)

r2 =
√

1+2K−√1+8K
2(1−K) K ∈ 〈−1

8 , 0
〉

r3 =
√

K
1−K K ∈ 〈0, 1)

V mieste r2 a r3 má potenciál lokálne minimum a v mieste r1 lokálne maximum.
Potenciál V (r,K) pre rôzne hodnoty parametra K kreslíme na Obr. 4.4. Vidíme, ºe

pre K ∈ 〈−1
8 , 1

)
má potenciál naozaj lokálne minimum.
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Obr. 4.4: Tvar potenciálu V (r,K) v závislosti od parametra K.

4.8 Príprava na numerické rie²enie rovníc
Rovnice (4.13) � (4.16) sú diferenciálne rovnice prvého rádu. Rie²ime okrajovú úlohu:

máme zadanú po£iato£nú a kone£nú polohu mravca a platne.

za£iatok koniec
r(0) = r0 r(T ) = r0

ϕ(0) = ϕ0 = 0 ϕ(T ) = ϕ0 = 0
α(0) = α0 = 0 α(T ) = αT ≡ α

Po£iato£né ϕ a α sme zvolili bez ujmy na v²obecnosti nulové (problém je rota£ne sy-
metrický). Uhol oto£enia na konci budeme ozna£ova´ α. (Z kontextu bude vºdy jasné,
£i ide o uhol oto£enia na konci, alebo súradnicu.)

Pribliºné rie²enia h©adáme tak, ºe nastavíme po£iato£nú polohu (r0, ϕ0, α0), vykro-
£íme ©ubovo©ným dovoleným smerom a pomocou metódy Runge-Kutta pôjdeme stále
pod©a rovníc. Budeme dúfa´, ºe skon£íme v bode (r0, 0, α). Vykro£i´ ©ubovo©ným sme-
rom znamená nastavi´ po£iato£né pr(0) a kon²tantu K na ©ubovo©nú hodnotu. Ide
o nastavenie po£iato£nej rýchlosti mravca. Za�xovanie pr(0) a K �xuje ṙ(0) a ϕ̇(0).
(Vidno to z rovníc (4.13) a (4.14).)

ṙ(0) = pr(0) (4.23)

ϕ̇(0) =
K

r2
0

− 1
1 + r2

0

(4.24)

Poh©adom na rovnicu (4.15) si v²imnime, ºe α̇(0) je tieº automaticky �xované. (Rovnice
uº zah¯¬ajú zákon zachovania momentu hybnosti (4.1).) Okrajovú úlohu sme preformu-
lovali na Cauchyho úlohu, v ktorej budeme meni´ po£iato£nú rýchlos´.

nastavíme budeme meni´ chceme skon£i´ v polohe
r(0) = r0 ṙ(0) = pr(0) r(T ) = r0

ϕ(0) = 0 ϕ̇(0) = K
r2
0
− 1

1+r2
0

ϕ(T ) = 0
α(0) = 0 T α(T ) = α
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Týmto spôsobom budeme h©ada´ subriemannovské geodetiky, £o sú po sprojektovaní
na R2[r, ϕ] £iary, po ktorých má chodi´ mravec, ak chce efektívne oto£i´ plat¬u o nejaký
uhol α.

Detaily o numerickom rie²ení
Pri numerickom rie²ení rovníc sa pouºila metóda Runge-Kutta 4. rádu s adaptívnou

d¨ºkou kroku (pozri kapitoly 17 a 18 v knihe [19]).
Technicky sme postupovali tak, ako sa pí²e na konci predchádzajúceho odseku, s tým

rozdielom, ºe hodnotu T (£as, kedy má mravec dorazi´ do bodu, kde za£al) sme v skut£-
nosti nenastavovali. Jednoducho sme �poslali mravca na vandrovku�, £akali, £i sa vráti,
a bolo nám jedno kedy. (Ke¤ uº sa dlho nevracal, vyhlásili sme ho za m¯tveho a za-
mestnali sme nového mravca.)

4.9 Numerické rie²enia
V tejto £asti opí²eme tvar a vlastnosti niektorých pribliºných rie²ení rovníc (4.13)

� (4.16). Ide o pomerne hlbokú analýzu,2 ktorú netreba £íta´ úplne dopodrobna3, ale
môºe by´ pre £itate©a in²piráciou pre numerickú analýzu iných diferenciálnych rovníc.

Najprv budeme uvaºova´ po£iato£nú polohu mravca

(r0, ϕ0, α0) = (1, 0, 0)

Budeme kresli´ projekcie rie²ení do roviny R2[r, ϕ].
Najprv skúsme len tak náhodne natipova´ po£iato£né podmienky. Typický tvar rie-

²ení vidíme na Obr. 4.5 v©avo. Rie²enia typicky vyzerajú tak, ºe mravec sa spo£iatku

-3 -2 -1 1 2 3 x

-3

-2

-1

1

2

3

y

Α = 10.7 é

-1.0 -0.5 0.5 1.0 x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

y

Obr. 4.5: V©avo: Typický tvar rie²ení pre náhodné strie©anie. Vpravo: Prvá slu£ka.

zdrºuje v ne¤alekom okolí bodu (1, 0) a nakoniec �ute£ie�. Ale v²imnime si, ºe za£iatok
£ervenej krivky na obrázku v©avo sa trochu podobá na slu£ku. Mierne doladíme po£ia-
to£né podmienky ṙ(0), ϕ̇(0) a dostaneme slu£ku, ktorá je na Obr. 4.5 vpravo. Príslu²né
oto£enie je α = 10, 7 ◦.

2Dalo sa £aka´, ºe na ozajstné porozumenie mravca bude potrebná mrav£ia práca.
3V extrémnom prípade sta£í £íta´ jedným okom dnu, druhým von. Neovplyvní to porozumenie textu

za£ínajúceho kapitolou 5.
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4.9.1 Geodetiky pre uhly α ∈ (0 ◦, 180 ◦〉
Rie²enie pre o kúsok vä£²í (resp. men²í) uhol nájdeme tak, ºe preh©adáme blízke

okolie v priestore po£iato£ných podmienok (pozri Obr. 4.9). Takto postupujeme ¤alej
a nájdeme rie²enia pre stále vä£²í (resp. men²í) uhol α. Výsledok je na Obr. 4.6.

Na²li sme normálne geodetiky pre uhly α ∈ (0 ◦, 180 ◦〉. Poznamenajme, ºe geode-
tika pre konkrétne α nemusí by´ jednozna£ným rie²ením rovníc. Vrátime sa k tomu
v £asti 4.10.

Pre ve©mi malé uhly α sa dá pribliºné rie²enie h©ada´ analyticky. Robíme to v do-
datku A.4. Vyjdú malé kruºnice.

V²imnime si, ºe kruºnica nám naozaj vy²la ako rie²enie a aj príslu²né α = 180 ◦

súhlasí so vz´ahom (4.19) pre r0 = 1. Nejde o ºiadne �magické� £íslo. Keby sme zvolili
iné r0, kruºnica by vy²la pre iné, �menej asociácií evokujúce� α.

3.0 é 0.7 é10.7 é19.7 é30.5 é41.2 é71.8 é102.0 é133.0 é163.0 é

180.0 é

-1.0 -0.5 0.5 1.0 x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

y

Obr. 4.6: Niektoré normálne geodetiky pre α ∈ (0 ◦, 180 ◦〉. Chodí sa po nich
v smere hodinových ru£i£iek.

Je zaujímavé, ºe slu£ka sa s rastúcim α zvä£²uje bez problémov aj cez bod r = 0. Na
Obr. 4.9 vidíme, ºe to nie je úplne bez problémov v po£iato£ných podmienkach. Modré
a bledozelené bodky asymptoticky vybuchujú ku oranºovej £iare ϕ̇(0) = −0, 5. Tomu
pod©a (4.24) zodpovedá K = 0. Treba sa pozrie´ na Obr. 4.4 na tvar potenciálu V (r,K)
pre K blízke nule v okolí r = 0. �ím chceme ís´ bliº²ie ku r = 0, tým vä£²iu energiu
potrebujeme. Pod©a (4.22) vidíme, ºe ve©ká energia sa dá docieli´ ve©kým ṙ2(0) a to je
presne to, £o sa tu deje.

(Do bodu r = 0 sa dá dosta´ len pre K = 0 (pozri na oranºový potenciál na
Obr. 4.4). Tam v²ak majú rovnice pre geodetiky problémy, ktoré sa prejavili v po£ia-
to£ných podmienkach. Ide len o problém súradníc a Obr. 4.6 nazna£uje (a praktická
skúsenos´ v²etkých testovaných mravcov potvrdzuje), ºe fyzikálne ºiaden problém ne-
nastáva.)

�al²ia zaujímavá vec je, ºe kruºnica vy²la pre ϕ̇(0) = −0.5 (teda K = 0), pri ktorom
akurát nastáva pred chví©ou opísaný problém. Ide len o náhodu súvisiacu s výberom
r0 = 1. Problém v po£iato£ných podmienkach pre v²eobecné r0 nastáva, ke¤ ϕ̇(0) má
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hodnotu (pozri rovnicu (4.24))
ϕ̇(0) = − 1

1 + r2
0

(4.25)

A kruºnice vychádzajú pre (treba da´ dohromady (4.17) a (4.18))

ϕ̇(0) = − 2
(1 + r2

0)2
(4.26)

Oba vz´ahy pre ϕ̇(0) dávajú v prípade r0 = 1 náhodou 0, 5.

4.9.2 Geodetiky pre uhly α > 180 ◦

Pre uhly vä£²ie ako 180 ◦ sa za£nú dia´ ne£akané veci (Obr. 4.7 a 4.8). Nájdené
geodetiky majú samoprieseky. (Samoprieseky vznikajú aº po sprojektovaní na R2[r, ϕ].
Z poh©adu M ide o krivky bez samopriesekov.)
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Obr. 4.7: Niektoré normálne geodetiky pre uhly α > 180 ◦.

Pri poh©ade na geodetiky na Obr. 4.8 má £itate© právo zapochybova´, £i sú vôbec
hodné prívlastku normálne. Budeme ich vola´ extravagantné geodetiky.
Ke¤ £lovek zbadá, takéto geodetiky, mal by by´:

• ²okovaný alebo prinajmen²om prekvapený, lebo toto naozaj ne£akal.

• zmätený, lebo absolútne nerozumie, pre£o vy²li aj takéto geodetiky.

• nad²ený, lebo za tým bude ur£ite nie£o zaujímavé.

• esteticky uspokojený, lebo krivky sú pekné.

Veríme, ºe £itate© preºíva podobnú zmes pocitov a s nad²ením sa pokúsi spolu s nami
aspo¬ £iasto£ne porozumie´ tomuto výsledku.
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Obr. 4.8: Niektoré extravagantné normálne geodetiky pre uhly α > 180 ◦.

4.9.3 Pre£o mravec pre uhly α > 180 ◦ behá ako spla²ený?
Najprv vysvetlíme, odkia© vidno, ºe môºu vznika´ geodetiky s podslu£kami. V £as-

ti 4.7.3 zistili, ºe potenciál V (r,K) má pre isté K lokálne minimum, £o dáva moºnos´
�nitného pohybu pre vhodné r0, ṙ(0) a ϕ̇(0). Ak chceme �nitný pohyb, treba pre ne
napísa´ podmienku, ktorá hovorí, ºe mravec je na za£iatku v potenciálovej jame. Pod-
mienku vyjadruje sústava nerovníc

1
2
ṙ0

2 + V (r0,K) ≤ V (r1(K),K) r0 ≤ r1(K)

kde poloha r1(K) je lokálne maximum potenciálu uvedené na strane 44. Do nerovníc
dosadíme za K zo vz´ahu (4.24)

K = r2
0

(
ϕ̇(0) +

1
1 + r2

0

)
(4.27)

Nerovnice pre �xné r0 viaºu ṙ0 a ϕ̇(0), takºe ohrani£ujú nejakú oblas´ v priestore po-
£iato£ných podmienok. Pre r0 = 1 dostávame bledomodrú oblas´ na Obr. 4.9.

Poznámka: situácia v priestore po£iato£ných podmienok na Obr. 4.9 je vlastne si-
tuáciou v dotykovom priestore

T(1,0)R2[r, ϕ]

takºe namiesto kaºdej bodky si môºeme predstavi´ ²ípku smerujúcu zo stredu ku bodke �
dotykový vektor ku rie²eniu v £ase t = 0 (vektor rýchlosti v £ase t = 0). Bledomodrá ob-
las´ rozde©uje vektory rýchlosti na dva tábory pod©a toho, £i mravec ²tartujúci s daným
vektorom rýchlosti ute£ie, alebo nie. (Ute£enecký tábor je v£etko, £o neleºí v bledomod-
rej oblasti.)

Po£iato£ná podmienka pre geodetiku s podslu£kami je vºdy znázornená bodkou takej
farby, akou sme ju kreslili.

Vidíme, ºe po£iato£né podmienky pre v²etky �ku£eravé� geodetiky leºia v oblasti
�nitného pohybu. To v²ak e²te nevysvet©uje prítomnos´ podslu£iek. Ke¤ mravec ide po
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geodetike s podslu£kami, tak na úsekoch bliº²ie ku stredu ide v protismere4. To znamená,
ºe na geodetikách s podslu£kami by sa malo meni´ znamienko ϕ̇. Ke¤ dosadíme do
rovnice (4.14) hodnoty r a K, ktoré nadobúdajú na²e rie²enia, zistíme, ºe ϕ̇ naozaj
mení znamienko.

V²imnime si, ºe mravec robí otá£anie v protismere inteligentne. Ke¤ uº �chce� to£i´
plat¬u v protismere, ide rad²ej bliº²ie k osi rotácie. To súhlasí s fyzikálnou intuíciou �
pohybujúc sa bliº²ie pri r = 0, mravec spôsobí men²ie oto£enie v protismere, neº ¤alej
od r = 0.

Ve©kos´ podslu£iek vieme pre konkrétnu geodetiku zisti´ zo ²írky jamy v potenciáli
V (r,K) vo vý²ke rovnej energii, ktorú dostaneme zo vz´ahu (4.22).
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Obr. 4.9: Po£iato£né podmienky pre jednotlivé rie²enia a oblas´ �nitného pohybu.

�ervená je po£iato£ná podmienka pre prvú nájdenú geodetiku (α = 10, 7 ◦).
Modré sú po£iato£né podmienky pre geodetiky, ktoré nepretnú os y.
Bledozelené sú po£iato£né podmienky pre geodetiky, ktoré pretnú os y.
�ierna je po£iato£ná podmienka pre kruºnicu.
Tmavozelené sú po£iato£né podmienky pre geodetiky z £asti 4.9.4.
Purpurové sú po£iato£né podmienky pre geodetiky s jedným samopriesekom.
Hnedé sú po£iato£né podmienky pre geodetiky s dvoma samopriesekmi.
Fialové sú náhodne natipované po£iato£né podmienky, ktoré dávajú extravagantné
geodetiky.
Oranºová £iara zodpovedá K = 0 (kritický parameter potenciálu V (r,K)).
Bledomodrá je oblas´ po£iato£ných podmienok pre �nitné pohyby.

V²imnime si, ºe niektoré modré bodky leºia v bledomodrej oblasti. To znamená, ºe sú
podslu£kami nejakých dlh²ích �nitných pohybov. Ostatné modré bodky a bledozelené
bodky nie sú podslu£kami �nitných pohybov. Keby mravec po nich i²iel ¤alej, tak
ute£ie. Treba si rozmyslie´, ºe tu nevzniká ºiadne protire£enie. Pri in�nitnom pohybe

4Protismerom budeme nazýva´ smer otá£ania, kedy sa plat¬a to£í v opa£nom smere neº je poºa-
dované výsledné oto£enie α. V na²om prípade chceme oto£enie o kladné α (proti smeru hodinových
ru£i£iek). Ke¤ je mravec najbliº²ie ku bodu r = 0, plat¬a sa to£í v smere hodinových ru£i£iek.
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môºeme ©ubovo©nú hodnotu r nadobudnú´ nanajvý² 2-krát (dá sa rozmyslie´ poh©adom
na potenciál V (r,K)), £o dovo©uje maximálne jednu slu£ku.

4.9.4 �al²ie geodetiky pre uhly α > 180 ◦

Na Obr. 4.9 sú e²te tmavozelené bodky, o ktorých sme zatia© nehovorili. Pozrime
sa na Obr. 4.7 na geodetiku vpravo hore pre α = 214 ◦. Predstavme si, ºe ²tartujeme
v bode, kde má krivka samopriesek. Ideme v smere hodinových ru£i£iek, obídeme plat¬u
a skon£íme v mieste samoprieseku. Dostaneme takto typ krivky, ktorý sme zatia© ne-
na²li. Ukazuje sa, ºe ak vhodne zvolíme po£iato£né podmienky, tak môºeme krivku
takéhoto typu dosta´ aj ²tartujúc v bode (1, 0). Rie²enia sú na Obr. 4.10.
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Obr. 4.10: �al²ie normálne geodetiky pre uhly α > 180 ◦ a kruºnica pre α = 180 ◦.

Po£iato£né podmienky pre tieto geodetiky sú tmavozelené bodky na Obr. 4.9. Vi-
díme, ºe leºia ve©mi blízko okraja oblasti �nitných pohybov. Ke¤ o kúsok zmeníme
po£iato£né podmienky smerom von z oblasti �nitných pohybov, dostaneme in�nitný
pohyb. (Numericky ide o ladenie po£iato£ných podmienok na úrovni piateho desatin-
ného miesta.) Keby sme po geodetikách pokra£ovali ¤alej, dostaneme �nitné pohyby so
samopriesekmi (s podslu£kami).
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4.9.5 �o sa zmení pre r0 6= 1?
V diskusii okolo vz´ahov (4.25) a (4.26) sme zistili, ºe výber r0 = 1 je dos´ ²peci�cký,

£o sa na Obr. 4.9 prejavuje tým, ºe £ierna bodka leºí na oranºovej £iare. Pozrime sa, £o
sa zmení na Obr. 4.9 pre iné hodnoty r0. Prvé pozorovanie je, ºe oblas´ �nitného pohybu
sa s rastúcim r0 zmen²uje.5 �alej vidíme, ºe po£iato£ná podmienka pre kruºnicu (£ierna
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Obr. 4.11: Zmena situácie v prestore po£iato£ných podmienok pre r0 6= 1.

bodka) je stále dolnou hranicou bledomodrej oblasti. Uvidíme, ºe k©ú£ové je, £o sa deje
s oranºovou £iarou:

pre r0 < 1 oranºová £iara pretína oblas´ �nitných pohybov
pre r0 > 1 oranºová £iara nepretína oblas´ �nitných pohybov

Ak poriadne podumáme nad doteraj²ou analýzou, zistíme nasledovné. Zoberme
v²etky (nie nutne uzavreté) rie²enia, ktoré obsahujú podslu£ky (teda aj £ervenú £iaru
na Obr. 4.5 v©avo). Tie, ktorých po£iato£né podmienky leºia nad oranºovou £iarou
sú také, pre ktoré sa plat¬a na niektorých úsekoch to£í aj v protismere a tie, £o sú
pod oranºovou £iarou zodpovedajú rie²eniam bez protismerných rotácií. Inak povedané,
zapichnime do r = 0 kolík a predstavme si, ºe rie²enia sú ²pagáty. Ak budeme s´aho-
va´ podslu£ky rie²ení, tak tie, £o sú nad oranºovou £iarou, stiahneme bez toho, aby
sme podslu£kami obviazali kolík. Podslu£ky tých, £o sú pod oranºovou £iarou zostanú
omotané okolo kolíka.

Ak to nie je jasné, treba sa na to pozrie´ matematicky.6 Ako sme zistili v pred-
chádzajúcej £asti, protismerné rotácie vznikajú, ke¤ ϕ̇ mení znamienko. Dosa¤me do
rovnice (4.14) za K zo vz´ahu (4.27). Dostávame

ϕ̇ =
r2
0

(
ϕ̇(0) + 1

1+r2
0

)

r2
− 1

1 + r2

Vidíme, ºe pod oranºovou £iarou, £iºe pre

ϕ̇(0) < − 1
1 + r2

0

máme stále ϕ̇ < 0 a nevznikajú protismerné rotácie.
5�itate© môºe ma´ podozrenie, ºe oblas´ by mala by´ vºdy symetrická vzh©adom os ṙ(0) (malo by

sa da´ �nitne pohybova´ aj s opa£nými ϕ̇(0)). Podozrenie je oprávnené a zaoberáme sa ním na konci
dodatku A.3.

6Sila matematiky je aj v tom, ºe £lovek niekedy nemusí fyzikálne naozaj rozumie´, £o sa deje, ale
matematika mu dá odpove¤. Richard Feynman o tejto schopnosti matematiky pekne hovorí v knihe [10]
v kapitole 20.3 o zotrva£níku.
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�o z toho vyplýva pre Obr. 4.11? Pre r0 > 1 ni£ zujímavé, ale pre r0 < 1 uº
áno. Mali by sme dosta´ novú triedu rie²ení � �nitý pohyb bez protismerných rotácií.
To je typ pohybu, ktorý vykonávajú planéty pri obiehaní okolo Slnka. Takéto rie²enia
pre vhodné po£iato£né podmienky (také, £o leºia v dolnej £asti bledomodrej oblasti,
ktorú odreºie oranºová £iara) naozaj vznikajú. Ukáºky kreslíme na Obr. 4.12. Horné tri
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Obr. 4.12: Nová trieda �nitných pohybov.

krivky sú normálne geodetiky pre r0 = 0, 6. Dolné sú normálne geodetiky v tvare ruºíc
pre r0 = 0, 2 (mravca sme nechali poriadne sa vyblázni´).

Pre r0 ≥ 1 takúto triedu rie²ení nedostávame. Z toho vyplýva, ºe systém diferenciál-
nych rovníc (4.13) � (4.16) nemá ²kálovaciu symetriu v radiálnej súradnici. (O trochu
viac sa o symetriách rovníc hovorí v dodatku A.3.)

4.10 Minimálne geodetiky
Zatia© sme len nahliadli, ºe rovnice dovo©ujú mravcovi beha´ aj po ve©mi £udných

dráhach, ale nevieme, ktoré z nich sú naozaj najkrat²ie. Inak povedané, na²li sme ne-
jaké normálne geodetiky, ktoré lokálne minimalizujú funkcionál d¨ºky (pozri znenie vety
v £asti 2.7). Globálne minimá zatia© nepoznáme. Aby sme vedeli s istotou poveda´,
ºe konkrétna geodetika je pre oto£enie α najkrat²ia, mali by sme nájs´ v²etky moºné
geodetiky pre α a odmera´ ich d¨ºku.

Nájs´ minimálne geodetiky je vo v²eobecnosti ove©a ´aº²ie, neº nájs´ nejaké nor-
málne geodetiky. Z bezpe£nostných dôvodov o ºiadnej £iare, ktorá tu vy²la, nebudeme
tvrdi´, ºe je ur£ite najkrat²ia. Dovo©me si aspo¬ vyslovi´ hypotézu:
�iary na Obr. 4.6 sú naozaj minimálnymi subriemannovskými geodetikami.
�iºe pre daný uhol oto£enia platne α ≤ 180 ◦ krat²ia okruºná cesta neº slu£ka z Obr. 4.6
neexistuje. Intuitívny dôvod: Pre ve©mi malé uhly sú jednozna£nými rie²eniami malé
kruºnice (detailne sa to rozoberá v dodatku A.4). So zvä£²ujúcim sa uhlom α sa krivky
spojite deformujú. Preto sa nazdávame, ºe by mohli by´ najkrat²ími £iarami. Neskôr zis-
tíme, ºe tento intuitívny argument nie je celkom v poriadku a ke¤ spojite deformujeme
krivky ¤alej na tie z Obr. 4.10, tak argument od istého uhla ur£ite neplatí.



54 KAPITOLA 4. MRAVEC NA GRAMOFÓNOVEJ PLATNI

Na Obr. 4.13 kreslíme závislos´ d¨ºky geodetík od uhla oto£enia α. (Pôvod zelenej
£iary sa vyjasní v £asti 4.10.1.) Vidíme, ºe vºdy, ke¤ pribudne podslu£ka, nastáva skok
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Obr. 4.13: Závislos´ d¨ºky geodetík L od uhla oto£enia α. �ísla ozna£ujú po£et
podslu£iek pre dané geodetiky.

v d¨ºke. V²imnime si, ºe geodetiky s podslu£kami ur£ite nie sú minimálnymi geodeti-
kami, lebo pod nimi v grafe sú krat²ie geodetiky, ktoré zabezpe£ujú rovnaké oto£enie.
Preto sme sa nimi ¤alej nezaoberali. Moºno predpoklada´, ºe keby sme h©adali ¤al-
²ie geodetiky s podslu£kami, leºali by v grafe na £iarach �rovnobeºných tmavozelenými
bodkami�. Geodetiky s podslu£kami nie sú síce najkrat²ie, ale £itate© iste oce¬uje ich
estetickú kvalitu.7

4.10.1 Problém hladkosti minimálnych geodetík

Α = 267.2 é

L = 11.32
L = 9.96

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 x

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

y

Obr. 4.14: Skladaná geodetika.

Ke¤ £lovek pozerá na Obr. 4.10, po nieko©-
kých týºd¬och dostane nápad. �o keby sme pre
nejaké oto£enie α, ktoré zabezpe£í mravec idúci po
geodetike γ, vedeli nájs´ dve krátke slu£ky γ1 a γ2

z Obr. 4.6 s príslu²nými uhlami α1 a α2 takými,
ºe

α = α1 + α2

a navy²e tak, aby zloºená krivka γ1 +γ2 bola krat-
²ia ako γ. V re£i Obr. 4.13 chceme

L(α1) + L(α2) < L(α1 + α2) (4.28)

To sa naozaj dá urobi´. Výsledok je na Obr. 4.14.
V Montgomeryho knihe [18] sa v £asti 10.3 ho-

vorí o hladkosti minimálnych geodetík ako o otvo-
renom probléme. Tu sme na²li geodetiku, ktorá nie
je hladká a je krat²ia, neº v²etky doteraz nájdené rie²enia. Svitá nádej, ºe mravec by
mohol rozlusknú´ tento otvorený problém.

7Nejeden by si nimi rád vyma©oval izbu a povy²íval obrus v kuchyni.
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Najprv si na Obr. 4.15 ukáºme, ako sa h©adajú skladané geodetiky geometricky.
H©adáme ich takto. Uhol α rozsekneme na dve £asti α = α1 + α2. Zoberieme £ervený
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Obr. 4.15: H©adanie skladaných geodetík geometricky.

trojuholník s pravým uhlom v bode (α1, 0) a priloºíme ho ku druhej £ervenej bodke
v bode (α2, L(α2)). Ke¤ horný vrchol priloºeného trojuholníka bude niº²ie, neº modrá
bodka, tak sme vyhrali.

Zobrerme v²etky geodetiky, ktoré na Obr. 4.15 leºia na £iare, ktorú dostaneme in-
terpoláciou modrých, bledozelených a tmavozelených bodiek. Urobme v²etky moºné
kombinácie α1 + α2 a vypo£ítajme d¨ºky L(α1) + L(α2) príslu²ných skladaných geode-
tík. Takto dostaneme Obr. 4.16.

Obr. 4.16: Výsledky v²etkých moºných skladaní uhla α z α1 a α2.
Modrá plocha zodpovedá L(α1) + L(α2) > L(α1 + α2), takºe neskladaná geodetika je
krat²ia. �ím bled²ia modrá, tým vä£²í je rozdiel d¨ºok.
�ervená plocha zodpovedá L(α1) + L(α2) < L(α1 + α2), takºe skladaná geodetika je
krat²ia. �ím tmav²ia £ervená, tým vä£²í je rozdiel d¨ºok.
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�ltá £iara zodpovedá L(α1)+L(α2) = L(α1 +α2), takºe skladaná geodetika je rovnako
dlhá ako neskladaná geodetika.

Pod©a Obr. 4.16 vidíme (a dá sa overi´ numericky), ºe pre daný uhol dosiahneme
skladaním najkrat²iu geodetiku práve vtedy, ke¤ α1 = α2. Treba si predstavi´ priamku
α2 = α − α1 a uvedomi´ si, ºe £ervená je najtmav²ia pre α1 = α2. Takºe najkrat²ie
geodetiky získané skladaním slu£iek sú také, ºe pre konkrétny uhol α treba 2-krát pre-
behnú´ po geodetike s polovi£ným uhlom α

2 . Takto vzniknú geodetiky, ktoré na Obr. 4.13
leºia na zelenej £iare.

Netvrdíme, ºe sme na²li minimálne geodetiky. Na to by bolo potrebné preskúma´
v²etky moºné ¤al²ie skladania. Keby sme chceli geodetiky sklada´ z viacerých slu£iek,
tak nedostaneme ºiadne krat²ie geodetiky. (Dá sa nahliadnu´ pomocou trojuholníkov,
resp. overi´ numericky.) Ale treba preveri´ aj skladanie z normálnych geodetík, ktoré nie
sú slu£kami. Napr. na Obr. 4.5 sa dá vytvori´ uzavretá cesta aj tak, ºe mravec by i²iel
najprv po �alovej £iare, ktorá ide blízko okolo stredu a tesne pred koncom by �presadol�
na modrú £iaru a vrátil sa po nej na ²tart.

Moºnos´ h©adania krat²ích geodetík skladaním zo slu£iek za£ína pribliºne okolo uhla
α = 240 ◦. Pre men²ie uhly takto ni£ krat²ie nenájdeme. Nie je v²ak vylú£ené, ºe
skladaním popísaným v predchádzajúcom odseku sa dajú nájs´ krat²ie cesty aj pre
men²ie uhly. S istotou môºeme tvrdi´ len to, ºe krivky na Obr. 4.6 resp. Obr. 4.10 sú
minimálnymi geodetikami len do istého kritického uhla αk. Hodnotu αk v²ak nepoznáme.
Vieme ju len zhora ohrani£i´ uhlom 240 ◦.

Z toho, £o doteraz vieme o geodetikách v na²om probléme, sa zdá, ºe pre po£iato£né
r0 ≥ 1 od istého uhla αk, uº neexistuje hladká normálna minimálna geodetika, lebo
vieme nájs´ krat²ie (ale nie nutne minimálne) geodetiky skladaním. (Skladané geodetiky
majú skoky uº v prvej derivácii.) Mravec nazna£uje, ºe by rád uzavrel Montgomeryho
otvorený problém slovami: �Minimálne subriemannovské geodetiky vo v²eobecnosti nie
sú hladké krivky.� Ke¤ºe sme neuviedli rigorózny dôkaz, ale len intuitívne argumenty,
tak uzavretiu otvoreného problému rad²ej ponechávame otvorený koniec.

4.11 Ponau£enie
Na príklade mravca sme si podrobne vyskú²ali h©adanie subriemannovských geode-

tík. Uº v takomto jednoduchom probléme je pomerne dos´ práce, ke¤ chceme aspo¬
£iasto£ne porozumie´, £o sa deje. Horizontálna distribúcia H je silná ²truktúra a spô-
sobuje, ºe uº na trojrozmernej mravcovej variete vznikajú geodetiky exotických tvarov,
ktoré by nás ani vo sne nenapadlo o£akáva´. H©adanie normálnych geodetík nepred-
stavuje ve©ký problém. Skuto£né problémy sú aº s h©adaním globálneho minima pre
konkrétny uhol α.
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Kapitola 5

Príklad so singulárnymi
geodetikami

V tejto kapitole sa pozrieme na jednu z prvých subriemannovských variet, na ktorej
Montgomery ²tudoval singulárne geodetiky. V £asti 2.8.3 hovoríme o prvom príklade
singulárnych geodetík z roku 1991. Príklad v tejto kapitole je z £lánku [17] z roku 1994.
Nejde o fyzikálny príklad, ale napriek tomu sa mu budeme venova´. Poodhalíme rú²ko
tajomstva zaha©ujúce singulárne geodetiky a upokojíme sa, ºe ide (na prvý poh©ad)
o úplne beºné krivky a ºiadne �obludy�, ktoré by mohol evokova´ prívlastok singulárne.

5.1 Matematická formulácia
Majme na M = R3[r, ϕ, z] dvojrozmernú distribúciu H zadanú ohrani£ujúcou for-

mou
θ = dz + A(r)dϕ kde A(r) ≡ 2r2 − r4 (5.1)

Takºe do distribúcie smerujú krivky, pre ktoré platí ż = −Aϕ̇. Distribúciu si môºme
predstavi´ ako sústavu roviniek na Obr. 5.1.1 Ke¤ sa pohybujeme horizontálne v súrad-
nici ϕ v smere hodinových ru£i£iek, tak pre r <

√
2 ideme hore kopcom a pre r >

√
2

dole kopcom. Pre r =
√

2 sú rovinky vodorovné, takºe ideme po vodorovnej kruºnici.
Budeme pracova´ so subriemannovskou metrikou

g = dr ⊗ dr + r2dϕ⊗ dϕ

Podobne ako v £asti 4.2, aj tu ju vyrábame pull-backom euklidovskej metriky z R2[r, ϕ]
do M . To znamená, ºe d¨ºky horizontálnych kriviek budú opä´ euklidovskými d¨ºkami
projekcií kriviek do R2.

5.2 Preverenie hrozieb
Integrovate©nos´ distribúcie

Vyuºitím vz´ahu (2.3) nájdeme bázové polia pre distribúciu H. Sú nimi
e1 = ∂r

e2 = ∂ϕ −A(r)∂z = ∂ϕ − r2(2− r2)∂z
(5.2)

1Porozumenie Obr. 5.1 si môºe vyºadova´ silnú priestorovú predstavivos´. Ak £itate© nemá chu´ sa
�priestorovopredstavivostne� namáha´, môºe sa na¬ho pokojne pozera´ ako na abstraktnú geometrickú
ma©bu alebo listy tancujúce vo víre jesenného vetra. Pre pochopenie ¤al²ieho textu netreba obrázku
rozumie´.
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Obr. 5.1: Distribúcia ako sústava roviniek. Valce majú polomer význa£ných bodov
funkcie A(r) vystupujúcej vo forme distribúcie θ (A′(1) = 0 a A(

√
2) = 0).

Ich komutátor vychádza

[e1, e2] = −A′∂z = 4r(r2 − 1)∂z ≡ e3

Polia e1, e2, e3 tvoria bázu H v²ade okrem priamky r = 0 a valca r = 1. Ak zoberieme
do partie iterovaný komutátor

[e1, [e1, e2]] = −A′′∂z = 4(3r2 − 1)∂z ≡ e4

Tak pre r = 0 a r = 1 budeme ma´ bázu tvorenú trojicou e1, e2, e4. Distribúcia H je
úplne neintegrovate©ná.

Singulárne geodetiky
Vy²etrenie singulárnych geodetík odloºíme do £astí 5.5 a 5.6.

5.3 Kometrika a subriemannovský hamiltonián
Matica metriky g v báze polí (5.2) zadávajúcich distribúciu. Vychádza

gab ≡ g(ea, eb) ↔
(

1 0
0 r2

)

Inverzná matica je
gab ↔

(
1 0
0 1

r2

)

Kometrika na výrobu hamiltoniánu má tvar

h = ∂r ⊗ ∂r +
1
r2

(∂ϕ −A(r)∂z)⊗ (∂ϕ −A(r)∂z)

Subriemannovský hamiltonián vychádza

H(x, p) =
1
2
hx(p, p) =

1
2

[
p2

r +
1
r2

(pϕ + r2(r2 − 2)pz)2
]
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5.4 Rovnice pre normálne geodetiky
Hamiltonove rovnice pre normálne subriemannovské geodetiky sú

ṙ = pr (5.3)
ϕ̇ =

pϕ

r2
+ (r2 − 2)pz (5.4)

ż =
(
r2 − 2

) [
pϕ + r2

(
r2 − 2

)
pz

]
(5.5)

ṗr =

[
pϕ + r2

(
2− 3r2

)
pz

] [
pϕ + r2

(
r2 − 2

)
pz

]

r3
(5.6)

ṗϕ = 0 (5.7)
ṗz = 0 (5.8)

Rovnice majú ve©a podobných vlastností ako rovnice (4.7) � (4.12) pre mravca. Nebu-
deme ich v²ak rie²i´. Chceme ukáza´, ºe existujú subriemannovské geodetiky, ktoré nie
sú rie²eniami rovníc (5.3) � (5.8).

5.5 Singulárne krivky
V tejto £asti nájdeme singulárne krivky. Otázku, £i sú dostato£ne krátke, budeme

rie²i´ v £asti 5.6. Vyuºijeme vz´ah (2.8) a získame ohrani£enie symplektickej formy
ω = dpµ ∧ dxµ na horizontálnu distribúciu

ω̂ = dλ ∧ θ + λdθ kde θ = dz + A(r)dϕ

Singulárne krivky sú rie²eniami rovnice (2.9) sprojektovanými na M . H©adáme krivky
p(t), ktoré sp¨¬ajú rovnicu

iṗω̂ = 0 kde ṗ = ṙ∂r + ϕ̇∂ϕ + ż∂z + λ̇∂λ

Detailný postup rie²enia rovnice uvádzame v dodatku B.1. Nájdené singulárne krivky
sú ²pirály (a ich £asti) leºiace na jednotkovom valci

γ(t) : (r(t), ϕ(t), z(t)) = (1, ϕ0 − t, z0 + t) t ∈ 〈0, T 〉 (5.9)

Obr. 5.2: Niektoré singulárne krivky.

Pri£om T je ©ubovo©né. Príklady rie-
²ení kreslíme na Obr. 5.2. Dosa¤me tieto
krivky do rovníc (5.3) � (5.8). Dostávame

0 = pr

−1 = pϕ − pz

1 = −(pϕ − pz)
ṗr = (pϕ − pz)2

To nie sú konzistentné rovnice (dosade-
nie do poslednej rovnice z predo²lých dá
0 = 1), takºe ²pirály, resp. hocijaké ich
£asti, nie sú rie²eniami rovníc pre nor-
málne geodetiky a kandidujú na post (ab-
normálych2) singulárnych geodetík.

2Pozri vyjasnenie terminológie v £asti 2.8.2.
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5.6 Minimálne singulárne geodetiky
Na to, aby ²pirály (5.9) boli minimálnymi singulárnymi geodetikami, musíme overi´,

ºe sú krat²ie, neº v²etky ich konkurentky, ktoré rie²ia rovnice pre normálne geodetiky.
V Montgomeryho £lánku [17] sa uvádza intuitívny argument pre ²pirálu so za£iatkom

v bode (x0, y0, z0) a koncom v bode (x0, y0, z1), £o je ²pirála s jedným celým závitom,
ktorej projekcia do R2[r, ϕ] je kruºnica s polomerom r = 1. Po intuitívnom argumente
v £lánku [17] nasleduje poctivý dôkaz, ºe dostato£ne krátky úsek ²pirály je naozaj mi-
nimálnou geodetikou. My tu uvedieme v²eobecnej²í intuitívny argument pre ©ubovo©nú
£as´ ²pirály (teda aj pre krátky úsek).3

V¤aka rota£nej symetrii v uhle ϕ a trasla£nej symetrii v súradnici z nám sta£í uva-
ºova´ ²pirály γ so za£iatkom v bode (r0, ϕ0, z0) = (1, 0, 0). Fixujme nejakú horizontálnu
krivku σ, ktorá za£ína v bode (1, 0, 0) a kon£í presne pod koncovým bodom krivky γ.
Máme teda dve horizontálne krivky (Obr. 5.3)

krivka za£iatok koniec
γ (1, 0, 0) (1, ϕ, z)
σ (1, 0, 0) (1, ϕ, h)

Vý²ky z a h koncových bodov kriviek sa po£ítajú takto

z =
∫

γ
dz h =

∫

σ
dz

Vykonajme nasledujúcu dobrodruºnú cestu. Zbehnime dole kopcom po krivke γ a potom
vybehnime hore kopcom po krivke σ.4 Zmena vý²ky bude

−z + h =
∫

−γ+σ

dz
1.= −

∫

−γ+σ

Adϕ
2.= −

∫

∂Ω

Adϕ
3.= −

∫

Ω

A′ dr ∧ dϕ (5.10)

Kde −γ je opa£ne orientovaná krivka γ. Písmeno Ω ozna£uje oblas´ z Obr. 5.3 a ∂Ω ≡
πσ − πγ je hranica oblasti Ω. Postupne sme vyuºili:

1. väzbu (5.1), ktorá hovorí, ºe pre horizontálne krivky platí ż = −Aϕ̇, a teda

dz = ż dt = −A ϕ̇ dt = −Adϕ

2. správanie sa integrálu pri zobrazení variet (tu je zobrazením projekcia π : M →
R2[r, ϕ]).5 Platí

∫

π(−γ+σ)

Adϕ =
∫

−γ+σ

π∗(A dϕ) =
∫

−γ+σ

Adϕ

3. Stokesovu vetu ∫

∂Ω

α =
∫

Ω

dα

kde Ω je k-rozmerná oblas´ a α je (k − 1)-forma.

3Motiváciou zov²eobecnenia je vidie´, ºe intuícia funguje aj pre dostato£ne krátke krivky, o ktorých
hovorí dôkaz v £lánku. Nie iba pre jednozávitovú ²pirálu, ktorej sa dôkaz nakoniec netýka.

4Zatia© vôbec nie je jasné, pre£o by sme sa mali takto fyzicky namáha´. Beºný £lovek by si moºno
povedal: �V zdravom tele zdravý duch,� a bez ¤al²ích re£í by sa vydal na cestu. Lenºe matfyzák si
povie: �Ve¤ ja mám aj tak zdravého ducha.� Matfyzák si ale musí uvedomi´, ºe obrátenie implikácie
�zdravé telo ⇒ zdravý duch� neplatí, a treba si ob£as aj za²portova´. Teraz je ten správny £as.

5Pozri v knihe [7] £as´ 7.8.
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Obr. 5.3: V©avo: γ je singulárna krivka a σ je �xovaná horizontálna krivka. Vpravo:
Priebeh funkcie A′(r).

Zo vz´ahu (5.10) dostávame

z = h +
∫

Ω

A′ dr ∧ dϕ (5.11)

Pripome¬me, ºe krivka σ je �xovaná, a teda aj h je �xované. Skúsme horizontálne
deformova´ krivku γ. Ke¤ ju zdeformujeme tak, ºe na jej projekcii πγ urobíme kop£ek,
£o tr£í von z kruhu, tak vý²ka z klesne, lebo mimo kruhu je A′ < 0 a do integrálu nám
pribudnú záporné príspevky. Ke¤ krivku γ zdeformujeme tak, ºe urobíme na projekcii
πγ kop£ek dovnútra kruhu, kde A′ > 0, tak z opä´ klesne, lebo sa zmen²í oblas´ Ω.

To isté sa dá rozmyslie´ aj na Obr. 5.1. Singulárna krivka ide po valci s polomerom
r = 1. Ak po ceste nachví©ku vybo£íme von (alebo dovnútra) z valca, kde sú rovinky
menej strmé, skon£íme niº²ie, neº keby sme nevybo£ili. (Strmos´ roviniek je ur£ená
zetovou zloºkou po©a e2, t. j. hodnotou funkcie A(r). Tá má maximum pre r = 1.)

Takºe nech sa snaºíme, ako chceme, ²pirály sa nedajú spojite horizontálne deformo-
va´ pri zachovaní koncových bodov. Kaºdá deformácia spôsobuje zdvihnutie konca. To
znamená, ºe ²pirála je izolovaným bodom v priestore horizontálnych kriviek spájajúcich
jej konce. Keby sme varírovali funkcionál d¨ºky l[γ] pre krivku γ, ktorá je ²pirálou, zis-
tíme, ºe okrem reparametrizácie ²pirály nemôºme ni£ robi´, a preto je ²pirála lokálnym
minimom funkcionálu d¨ºky (a aj akéhoko©vek iného funkcionálu).

* Poznámka

Obr. 5.4: Krivka πγ, ktorá zacho-
váva koncové body.

Problém v tomto intuitívnom argumente je, ºe
nepouºívame správnu triedu variácií. Opísané de-
formácie sú C1 variáciami a C1 topológia nie je tou
správnou topológiou pre varia£ný po£et. �pirály
totiº nie sú izolovanými bodmi v Sobolevovej H1

topológii, ktorá pripú²´a robi´ na ²pirálach defor-
mácie, ktoré po projekcii dávajú krivky πγ s �ma-
lými uzlí£kami�. Jedna takáto krivka s (prehnane
ve©kým) uzlí£kom je na Obr. 5.4. Deformácie tohto
typu dokáºu zachova´ koncové body ²pirály. Vidno
to, ke¤ si napí²eme integrál (5.11) pre krivku s
uzlí£kom a rozdelíme ho na dve £asti.

z = h +
∫

Ω′

A′ dr ∧ dϕ−
∫

©
A′ dr ∧ dϕ
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kde Ω′ je ve©ká £as´ oblasti Ω a © je malá oblas´ ohrani£ená uzlí£kom. K©ú£ové je, ºe
pri druhom integráli máme znamienko mínus (za zmenu orientácie oblasti ©) a to, £o
z vý²ky z stratíme za vybo£enie z kruºnice, môºeme získa´ na uzlíºku.

Intuícia napovedá a poriadny dôkaz potvrdí (pozri £lánok [17]), ºe tieto krivky ne-
budú krat²ie neº ²pirály. Preto ²pirály sú minimálnymi subriemannovskými geodetikami.



Kapitola 6

Jednokolka

6.1 Úloha
Jednokolka je dopravný prostriedok, ktorý má len jedno koleso a na ¬om pedále

a sedadlo (Obr. 6.1). Predstavme si zjednodu²enú situáciu. Na jednokolke s kolesom
polomeru R sa budeme bicyklova´, resp. � jednokolkova´�, po rovine R2[x, y] bez pre-
²mykovania a koleso bude stále kolmo na zem. Pohyb jednokolky ovládame dvoma pa-
rametrami: uhol α sa mení pedálovaním a uhol β napríklad analógom ma£acieho triku
z £asti 3.4.1 (tentokrát v jednoduch²ej SO(2) verzii)1. Rie²ime úlohu, ako sa optimálne
dosta´ z bodu (x0, y0) do bodu (x1, y1).

Obr. 6.1: Zavedenie súradníc.

6.2 Matematická formulácia
Varieta M

Fungujeme na variete M = R2[x, y] × S1[α] × S1[β], ktorá je totálnym priestorom
hlavnej �brácie s transla£nou grupou T .2

π : R2[x, y]× S1[α]× S1[β] → S1[α]× S1[β]

Typické vlákno je R2 a báza je S1 × S1.
1Je to známy trik podobný oto£eniu sa na klavírnej stoli£ke bez dotyku so zemou £i akýmko©vek

iným predmetom.
2Odporú£ame rozmyslie´ si, pre£o nie je správne uvaºova´ M ako totálny priestor E(2)-�brácie

π : M → S1[α], £o by mohlo £loveka napadnú´.

63
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Distribúcia H
Ohrani£ujúce formy distribúcie dostaneme z podmienky, ºe koleso nepre²mykuje.

γ̇
1.= ẋ∂x + ẏ∂y

2.= Rα̇(cosβ∂x + sinβ∂y)

Z toho máme podmienky

ẋ = Rα̇ cosβ

ẏ = Rα̇ sinβ

Rovnakou �ntou ako v £asti 4.2 dostávame ohrani£ujúce formy distribúcie

θ1 = dx−R cosβ dα

θ2 = dy −R sinβ dα

Máme 2 ohrani£ujúce formy distribúcie, ktoré zadávajú 2-rozmernú distribúciu na 4-
rozmernej variete M .

Subriemannovská metrika g

Je dôleºité uvedomi´ si, £o chceme optimalizova´. Keby sme chceli optimalizova´
euklidovskú vzdialenos´ medzi ²tartom a cie©om, tak ni£ zaujímavé nedostaneme. Pouºili
by sme metriku

g′ = dx⊗ dx + dy ⊗ dy

To je ale metrika so symetriou vzh©adom na posúvanie sa medzi vláknami. Je zrejmé
(a treba si premyslie´), £o by vy²lo. Z bodu (x0, y0) do bodu (x1, y1) by sme sa dostali
najkrat²ím spôsobom tak, ºe by sme nastavili vhodné β a pedálovali po rovnej £iare do
cie©a. Zaujímavej²ie je minimalizova´ námahu � jednokolkára�. Na to sa hodí metrika

g = Adα⊗ dα + B dβ ⊗ dβ

Kde A a B sú kladné kon²tanty, ktoré hovoria o tom, ako je náro£né pedálova´ (meni´
α) a ako je náro£né otá£a´ sa okolo zvislej osi (meni´ β).

6.3 Sú´aº
Úloha je matematicky sformulovaná a jej dorie²enie ponechávam na £itate©ov, ktorí

majú chu´ kone£ne si nie£o v subriemannovskej geometrii vypo£íta´ samostatne. Od-
porú£a sa postupova´ pod©a kuchynského receptu z £asti 2.10. Zámerne je ponechaná
vo©nos´ vo výbere okrajových podmienok x0, y0, x1, y1 aj α0, β0, α1, β1 a treba vymys-
lie´, £o s tým. Za najkraj²ie rie²enie vypisujem odmenu 30 e. Sám som úlohu nerie²il
aº do konca a neviem, ako to dopadne. Sú´aº trvá do 1. 9. 2012. �elám ve©a zábavy!
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Dodatok A

Dodatky k mravcovi

A.1 Poctivé nájdenie formy θ

Máme krivku γ na M . Dotykový vektor (4.2) ku krivke γ musí ma´ kvôli zákonu
zachovania (4.1) tvar

γ̇ = ṙ∂r + ϕ̇

[
∂ϕ − 1

f(r)
∂α

]
kde f(r) ≡ I

mr2
+ 1

pri£om ṙ a ϕ̇ sú ©ubovo©né. H©adáme formu θ = adr+bdϕ+cdα s ©ubovo©nými funkciami
a, b, c, ktorá po naplnení ©ubovo©ným vektorom γ̇ dá nulu. Zvo©me najprv ϕ̇ = 0.
Dostaneme podmienku

〈θ, γ̇〉 = 〈adr + bdϕ + cdα, ṙ∂r〉 = aṙ
!= 0

Ke¤ºe ṙ je ©ubovo©né, dostávame a = 0. Ak zvolíme ṙ = 0, máme podmienku

〈θ, γ̇〉 =
〈

bdϕ + cdα, ϕ̇

[
∂ϕ − 1

f(r)
∂α

]〉
=

[
b− c

1
f(r)

]
ϕ̇

!= 0

Odtia© vychádza
c = bf(r)

Forma θ má tvar
θ = b

[
dϕ +

(
I

mr2
+ 1

)
dα

]

Rovnako dobre nám poslúºi forma s akouko©vek funkciou b. Ak zvolíme b = mr2, do-
staneme naivne odvodenú formu (4.3).

A.2 H©adanie singulárnych kriviek
Forma ω̂ po dosadení za θ vyzerá

ω̂ = dλ ∧ [
mr2dϕ +

(
I + mr2

)
dα

]
+ 2mrλdr ∧ (dϕ + dα)

Rie²ime rovnicu iṗω̂ = 0 pre ṗ = ṙ∂r + ϕ̇∂ϕ + α̇∂α + λ̇∂λ. Vychádza

iṗω̂ = −2mrλ (ϕ̇ + α̇) dr + mr
(
rλ̇ + 2λṙ

)
dϕ +

+
[(

I + mr2
)
λ̇ + 2mrλṙ

]
dα− [

mr2ϕ̇ +
(
I + mr2

)
α̇
]
dλ

!= 0
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Dostávame sústavu ²tyroch rovníc

rλ (ϕ̇ + α̇) = 0 (i)
r
(
rλ̇ + 2λṙ

)
= 0 (ii)(

I + mr2
)
λ̇ + 2mrλṙ = 0 (iii)

mr2ϕ̇ +
(
I + mr2

)
α̇ = 0 (iv)

V²imnime si, ºe rovnica (iv) je vlastne väzba (4.1) ur£ujúca distribúciu. Takáto rovnica
nám musí vyjs´ vºdy, aby boli rie²enia horizontálne.

Ak r = 0, potom rovnice (i) a (ii) platia automaticky. Z rovníc (iii) a (iv) dostáveme

Iλ̇ = 0 → λ = λ0

Iα̇ = 0 → α = α0

Súradnica ϕ je ©ubovo©nou funkciou £asu. Rie²enie je

γ(t) : (r(t), ϕ(t), α(t), λ(t)) = (0, ϕ(t), α0, λ0)

£o je vlastne státie v bode.1
Vy²etrime ¤alej prípad r 6= 0. Spome¬me si na de�níciu singulárnych kriviek z £as-

ti 2.8.1, pí²e sa tam, ºe nemajú by´ nikde nulové, teda λ 6= 0. Rovnica (i) potom vyzerá
ϕ̇ + α̇ = 0. Po dosadení za α̇ v rovnici (iv) dostávame

−Iϕ̇ = 0 preto ϕ = ϕ0 a α = α0

Rovnica (ii) dáva λ̇ = −2λ
r ṙ. V kombinácii s (iii) dostaneme výsledok r = r0 a λ = λ0.

Opä´ vy²lo len státie v bode.

A.3 Zjednodu²enie rovníc pre normálne geodetiky
Pre normálne geodetiky sme dostali rovnice

ṙ = pr (A.1)
ϕ̇ =

pϕ

r2
− pα

a + r2
(A.2)

α̇ =
pαr2 − pϕ

(
a + r2

)

(a + r2)2
(A.3)

ṗr =
p2

ϕ

r3
− 2a p2

αr

(a + r2)3
+

pα(pα − 2pϕ)r
(a + r2)2

(A.4)

ṗϕ = 0 (A.5)
ṗα = 0 (A.6)

V rovniciach (A.1) � (A.6) urobíme zámenu súradníc tak, aby sme sa zbavili parametra
a a pre²li k bezrozmerným d¨ºkam. Vhodná zámena súradníc je

t′ = t
r′ = r√

a
p′r = pr√

a

ϕ′ = ϕ p′ϕ = pϕ

a
α′ = α p′α = pα

a

1�ubovo©nos´ ϕ(t) ve©ký rozruch nenarobí. Je to nie£o podobné ako atlét ²printujúci po rovnobeºke
na severnom póle. (Uº predstava atléta v ²ortkách na ©adovci zdvíha kútiky úst. Búrlivý záchvat smechu
vyvoláva uvedomenie si tvaru rovnobeºiek na severnom póle.)



A.3. ZJEDNODU�ENIE ROVNÍC PRE NORMÁLNE GEODETIKY 67

Rovnice po tejto zámene prejdú na (kvôli preh©adnosti £iarky nepí²eme)

ṙ = pr (A.7)
ϕ̇ =

pϕ

r2
− pα

1 + r2
(A.8)

α̇ =
pαr2 − pϕ

(
1 + r2

)

(1 + r2)2
(A.9)

ṗr =
p2

ϕ

r3
− 2 p2

αr

(1 + r2)3
+

pα(pα − 2pϕ)r
(1 + r2)2

(A.10)

ṗϕ = 0 (A.11)
ṗα = 0 (A.12)

Fyzikálna interpretácia: Ke¤ vyrie²ime zmenené rovnice (A.7) � (A.12) a budeme chcie´
rie²enia pre pôvodné rovnice (A.1) � (A.6), sta£í rie²enia zmenených rovníc √a-krát
radiálne natiahnu´ (r =

√
ar′). Z toho vyplýva aj praktický dôsledok. Ak budeme chcie´

pouºi´ 4-krát ´aº²ieho mravca, bude sa parameter a meni´ takto

ã =
I

m̃
=

I

4m
=

1
4
a

potom r treba meni´ nasledovne

r̃ =
√

ãr′ =
1
2
√

ar′ =
1
2
r

�iºe ak zoberieme niektoré rie²enie rovníc (A.7) � (A.12), ktoré je oto£ením platne
o 30 ◦, tak potom 4-krát ´aº²í mravec sa na dosiahnutie rovnakého efektu nebude musie´
ob´aºova´ ís´ aº tak ¤aleko od stredu platne. Jemu bude sta£i´ 2-krát scvrknutá krivka.
To naozaj súhlasí s fyzikálnou intuíciou. Podobné ²kálovanie sa dá robi´ aj pre zmenu
momentu zotrva£nosti I.

Pozor, toto nie je ²kálovanie v zmysle ²kálovacej symetrie.2 �kálovacia symetria
(resp. hocijaká iná symetria sústavy diferenciálnych rovníc) pod©a de�nície zoberie rie-
²enie rovníc a zobrazí ho na iné rie²enie tých istých rovníc. Tu sa deje nie£o iné. Pre
kaºdé a máme iné rovnice3 a z rie²enia rovníc zodpovedajúcich a vieme nájs´ rie²enie
rovníc zodpovedajúcich ã.

Rovnice (A.11) a (A.12) sa vyrie²ia ©ahko.

pϕ = kon²t.
pα = kon²t.

Zostáva nám popasova´ sa s rovnicami (A.7) � (A.10). Urobíme e²te jednu zámenu
súradníc

t′′ = p′αt′ r′′ = r′ ϕ′′ = ϕ′ α′′ = α′ p′′r =
p′r
p′α

(A.13)

Kon²tanta p′α je zodpovedná za ²kálovanie £asu, ide teda o reparametrizáciu rie²ení.

2Symetriami diferenciálnych rovníc sa zaoberá práca [24].
3Rovnice (A.1) � (A.6) sú vlastne 1-parametrickou mnoºinou sústav diferenciálnych rovníc.
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Rovnice sa nám zjednodu²ia na (£iarky nepí²eme)

ṙ = pr (A.14)

ϕ̇ =
K

r2
− 1

1 + r2
(A.15)

α̇ =
r2 −K

(
1 + r2

)

(1 + r2)2
≡ ϕ̇

(
− r2

1 + r2

)
(A.16)

ṗr =
K2

r3
− 2r

(1 + r2)3
+

(1− 2K)r
(1 + r2)2

(A.17)

Zaviedli sme ozna£enie K = pϕ

pα
= kon²t.

Ak máme pα = 0, zámenu (A.13) nemôºeme robi´. Rovnice (A.7) � (A.10) sa pre
tento prípad dajú explicitne vyrie²i´. Rie²enia, ktoré vyjdú, nie sú po projekcii na
R2[r, ϕ] slu£kami, preto sa prípadom pα = 0 nebudeme zaobera´.

Ak pα < 0, tak sa okrem ²kálovania aj obracia tok £asu. Ke¤ s tým nechceme ma´
psychické (prípadne iné) problémy, treba robi´ zámenu

t′′ =
∣∣p′α

∣∣ t′ r′′ = r′ ϕ′′ = ϕ′ α′′ = α′ p′′r =
p′r
|p′α|

Zjednodu²ené rovnice vtedy vyzerajú podobne aº na tri znamienkové zmeny.

ṙ = pr (A.18)

ϕ̇ =
K

r2
+

1
1 + r2

(A.19)

α̇ =
−r2 −K

(
1 + r2

)

(1 + r2)2
≡ ϕ̇

(
− r2

1 + r2

)
(A.20)

ṗr =
K2

r3
− 2r

(1 + r2)3
+

(1+2K)r
(1 + r2)2

(A.21)

Teraz máme K = pϕ

|p′α| = kon²t. V práci s touto dôleºitou jemnos´ou nebudeme £itate©a
za´aºova´, ale pri rie²ení konkrétneho problému si na podobné zámeny súradníc treba
da´ pozor, aby sme (idúc len dopredu v £ase) nestratili nejakú triedu rie²ení.

Ukazuje sa, ºe tu takto strácame rie²enia rovníc (A.7) � (A.10), ktoré ale vieme
dosta´ z rie²ení rovníc (A.14) � (A.17) zrkadlením v uhloch4

(ϕ, α) 7→ (−ϕ,−α)

Odkia© to vidno? Rovnice (A.7) � (A.10) majú diskrétnu symetriu5

(ϕ, α, pϕ, pα) 7→ (−ϕ,−α,−pϕ,−pα) (A.22)

pri£om ostatné premenné sa netransformujú. Rovnice (A.14) � (A.17) uº túto symetriu
nemajú. Transformáciou (A.22) sa rovnice (A.14) � (A.17) zmenia a to presne na rovnice
(A.18) � (A.21). Takºe zjednodu²enie rovníc (A.7) � (A.10) zámenou súradníc (A.13)
máme teraz uº úplne pod kontrolou.

(S tým súvisí aj asymetria bledomodrej oblasti na Obr. 4.9. Ke¤ zoberieme do úvahy
predchádzajúcu diskusiu, tak bledomodrú oblas´ treba zrkadlovo roz²íri´ aj nad os ṙ(0).)

4Zrkadlenie vo ϕ na obrázkoch rie²ení v £asti 4.9 zodpovedá vlastne preklopeniu okolo osi x, lebo
(x, y) = (r cos ϕ, r sin ϕ) 7→ (r cos ϕ,−r sin ϕ) = (x,−y).

5Diskrétnymi symetriami sa práca [24] nezaoberá. V nej sa rozoberajú len spojité symetrie.
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A.4 Ve©mi malé uhly oto£enia α

V tejto £asti dodatku budeme do h¨bky analyzova´, £o sa deje pre ve©mi malé uhly
α oto£enia platne. Ke¤ chce mravec oto£i´ plat¬u o malé α, pohybuje sa iba blízko
²tartovného bodu (r0, 0). Preto urobíme lokálny výpo£et. Budeme linearizova´ rovnice
pre geodetiky v okolí rie²enia (r(t), ϕ(t), α(t)) = (r0, 0, 0), £o je státie v ²tartovnom
bode.

Z istých (prísne tajných) dôvodov je lep²ie, ke¤ namiesto polárnych súradníc (r, ϕ)
budeme ma´ v rovine kartézske súradnice (x, y).6 Hamiltonián (4.6) v nich má podobu

H(x, p) =
1
2

[(
px +

y

1 + x2 + y2
pα

)2

+
(

py − x

1 + x2 + y2
pα

)2
]

Hamiltonove rovnice pre normálne geodetiky potom vyzerajú takto.

ẋ = px +
y

1 + x2 + y2
pα

ẏ = py − x

1 + x2 + y2
pα

α̇ =
y px − x py

1 + x2 + y2
+

x2 + y2

(1 + x2 + y2)2

ṗx =

[
(1 + y2)2 − x4

]
py pα

(1 + x2 + y2)3
+

2x y px pα

(1 + x2 + y2)2
+

x (x2 + y2 − 1) p2
α

(1 + x2 + y2)3

ṗy =

[−(1 + x2)2 + y4
]

px pα

(1 + x2 + y2)3
− 2x y py pα

(1 + x2 + y2)2
+

y (x2 + y2 − 1) p2
α

(1 + x2 + y2)3

ṗα = 0

Tieto rovnice budeme linearizova´ v okolí rie²enia

(x(t), y(t), α(t)) = (x0, 0, 0) = (1, 0, 0)

ktoré je státím v ²tartovnom bode. Z rovníc dopo£ítame p-£ka. Vychádza

(px, py, pα) =
(
0,

pα

2
, pα = kon²t.

)

Linearizácia rovníc znamená, ºe budeme h©ada´ pribliºné rie²enie v tvare

x(t) = x0 + εx̃(t)
y(t) = 0 + εỹ(t)
α(t) = 0 + εα̃(t)

px(t) = 0 + εp̃x(t)

py(t) =
pα

2
+ εp̃y(t)

Pri£om ε je ve©mi malé reálne £íslo. Ide teda o malý pohyb v okolí bodu (x0, 0, 0).
Ke¤ pribliºné rie²enie dosadíme do rovníc a pozbierame, £o bude pri ε, dostaneme pre

6V rie²ení v polárnych súradniciach vznikne istý problém, ktorý v kartézskych súradniciach ne-
vznikne.
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vlnovkované funkcie lineárne rovnice
˙̃x = p̃x +

pα

2
ỹ (A.23)

˙̃y = p̃y (A.24)
˙̃α =

1
2
p̃y (A.25)

˙̃px = 0 (A.26)

˙̃py = −p2
α

4
ỹ − pα

2
p̃x (A.27)

Navy²e potrebujeme splni´ okrajovú úlohu, podobne, ako ju formulujeme na za£iatku
£asti 4.8. Tu v kartézskych súradniciach chceme zabezpe£i´:

za£iatok koniec
x̃(0) = 0 x̃(1) = 0
ỹ(0) = 0 ỹ(1) = 0
α̃(0) = 0 α̃(1) = α

Pre jednoduchos´ sme zvolili kone£ný £as T = 1. Rovnice (A.23) � (A.27) sa dajú
bez problémov vyrie²i´. Ke¤ navy²e splníme okrajové podmienky, dostaneme (p̃y nás
nezaujíma, tak ho nepí²eme)

x̃(t) =
c

2π

[
(1− cos 2πt) +

p

c
sin 2πt

]

ỹ(t) =
c

2π

[
−p

c
(1− cos 2πt) + sin 2πt

]

α̃(t) =
c

2π

1
2

[p

c
(1− cos 2πt)− sin 2πt

]

Kde sme ozna£ili p ≡ p̃x = kon²t. a c je ©ubovo©ná kon²tanta. V²imnime si, ºe napriek
tomu, ºe sme splnili okrajovú úlohu, tak v rie²ení zostali dve vo©né kon²tanty. Zaujímavé
je, ºe koncová podmienka pre α̃(t) sa dá splni´ iba tak, ºe α̃(1) = α = 0. Znamená to,
ºe do rádu ε plat¬a nebude oto£ená oproti po£iato£nej pozícii. Pre nenulové α by bolo
treba h©ada´ rie²enie s presnos´ou do rádu ε2, to v²ak nejde analyticky.

Celkové pribliºné rie²enie vyzerá
x(t) = 1 + ε′ [(1− cos 2πt) + q sin 2πt]
y(t) = ε′ [−q (1− cos 2πt) + sin 2πt]

α(t) =
ε′

2
[q (1− cos 2πt)− sin 2πt]

Kde sme ozna£ili q ≡ p
c a ε′ ≡ c

2πε. Efektívne teda pribliºné rie²enie závisí od jednej
©ubovo©nej kon²tanty q a mali£kého ε′.

Ke¤ sa pohráme s výsledkom, zistíme, ºe rie²enia sú (po projekcii) kruºnice

(x− (1 + ε′))2 + (y + qε′)2 = (ε′
√

1 + q2)2 (A.28)
so stredom v bode (1 + ε′,−qε′) a polomerom |ε′|

√
1 + q2. Zmenou ε′ a q vieme hýba´

polomerom aj stredom kruºnice. Rie²enie (A.28) je vhodné popísa´ namiesto parametrov
ε′ a q inými parametrami R a δ (Obr. A.1).

(x− (1 + R cos δ))2 + (y −R sin δ)2 = R2 (A.29)
pri£om

R ≡ |ε′|
√

1 + q2 δ ≡ arccos
ε′

R
= arccos

ε′

|ε′|
√

1 + q2
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Obr. A.1: Pribliºné rie²enia sú kruºnice.

Zo zápisu (A.29) vidíme, ºe vhodnou vo©-
bou R a δ vieme dosiahnu´ ©ubovo©nú
kruºnicu, ktorá je �pripevnená� o bod
(1, 0). Samozrejme, dobrými pribliºnými
rie²eniami sú len kruºnice s mali£kým R.

Ke¤ h©adáme rie²enia pre ve©mi malé
uhly numericky, tak dostaneme Obr.A.2.
Vychádzajú v²elijak nato£ené malé kruº-
nice.

(Na príklade mravca je zaujímavé uvedomi´ si jednen pou£ný fakt. Na Obr. A.2
sú pribliºné (numerické) rie²enia presných rovníc. A kruºnice (A.29) sú presné rie²enia
pribliºných rovníc.7 Tieto dva prístupy v²eobecne nemusia dáva´ rovnaké výsledky. Tu
sú projekciami do R2[x, y] v oboch prípadoch kruºnice, ale v súradnici α to vychádza
v kaºdom prístupe inak.)

0.985 0.990 0.995 1.005
x

-0.005

0.005

y

Obr. A.2: Numerické rie²enia pre α < 0, 006 ◦. Osi x, y sa pretínajú v bode (1, 0).

Núkajú sa dve prirodzené otázky:

1. Pre£o do rádu ε vychádza α = 0?

2. �o je to za hlúpos´, ºe pre mali£ké uhly tu máme nejednozna£né rie²enie? Ve¤ veta
z £asti 2.7 hovorila, ºe rie²enie je na dostato£ne krátkych úsekoch jednozna£né.

Na prvú otázku si intuitívne odpovieme pomocou Obr. 4.13. Idúc ku krat²ím a krat²ím
uhlom, graf sa stá£a ve©mi prudko k bodu (0, 0). To znamená, ºe ke¤ máme nejaký ve©mi
malý uhol α, tak máme e²te stále dos´ ve©ké L. Teda d¨ºky geodetík klesajú pomal²ie,
neº ve©kosti uhlov α, a preto α je �vy²²ieho rádu malosti� neº L. Preto sa môºe sta´
(a aj sa stalo), ºe ke¤ robíme rozvoj rie²enia v ε, tak príspevky ku α za£nú pri vy²²ích
mocninách ε.

7Toto si treba dobre rozmyslie´. V termínoch £asti 3.2 z práce [24] je sústava diferenciálnych rovníc
geometrickým objektom � viacrozmernou plochou v jetovom priestore. Tu sme túto plochu aproximovali
rovinou v bode (t; x, y, α; px, py, pα) =

(
0; x0, 0, 0; 0, pα

2
, pα

)
. Rovina reprezentuje pribliºné rovnice,

ktoré rie²ime presne.
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Odpove¤ na druhú otázku dostaneme, ke¤ zoberieme kruºnice (A.29) (£o sú pro-
jekcie rie²ení pribliºných rovníc do R2[x, y]) a urobíme ich horizontálny zdvih (nájdeme
k nim krivky, ktoré sú po projekcii kruºnicami a idú stále do distribúcie). Zahodíme
vypo£ítané pribliºné α(t) a zistíme uhol oto£enia α z horizontálneho zdvihu kruºníc.
Znie to moºno zloºito, ale technicky je to jednoduchá procedúra. Ohrani£ujúca forma
(4.3) zapísaná v kartézskych súradniciach má tvar

θ =
1

1 + x2 + y2
(x dy − y dx) + dα

To znamená, ºe horizontálne krivky sú tie, pre ktoré platí

α̇ =
y ẋ− x ẏ

1 + x2 + y2

Ke¤ chceme nájs´ uhol oto£enia α, treba vypo£íta´ integrál

α =
∫ 1

0

y ẋ− x ẏ

1 + x2 + y2
dt (A.30)

Ke¤ vypo£ítame uhol oto£enia α, môºeme sa pýta´, ako sa mení pri �xovanom R v zá-
vislosti od nato£enia kruºnice δ, a zisti´, pre ktoré δ je uhol najvä£²í.8 Parametrizujme
kruºnice (A.29) prirodzeným parametrom � d¨ºkou prejdenej cesty l.

x(l) = 1 + R cos δ + R cos
l

R

y(l) = R sin δ −R sin
l

R

Potom bodky v deriváciách ẋ, ẏ znamenajú deriváciu pod©a l a vo vzorci (A.30) in-
tegrujeme cez l ∈ 〈0, 2πR〉. Integrál sme po£ítali numericky a výsledky sú v grafe na
Obr. A.3.

R
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Obr. A.3: Uhol oto£enia α v závislosti od δ a R.
8Vlastne rie²ime duálnu úlohu sformulovanú v £asi 4.1.
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Na Obr. A.3 vidíme dve dôleºité veci.
• Uhol oto£enia platne α je pre �xované R vºdy najvä£²í pre δ = π. Takºe (pribliº-

nou) minimálnou geodetikou je spomedzi v²etkých kruºníc s rovnakým polomerom
tá, ktorá má stred v bode (1 − R, 0). To naozaj sedí intuitívne aj s Obr. 4.6. So
zmen²ujúcim sa uhlom α má slu£ka os súmernosti stále totoºnú s osou x.

• So zmen²ujúcim sa polomerom R je maximum na Obr. A.3 stále menej výrazné. To
znamená, ºe pre ve©mi malé kruºnice môºe by´ problém numericky alebo rie²ením
pribliºných rovníc rozlí²i´, ktorá kruºnica je efektívnej²ia. A to sa tu presne deje.
�udovo povedané, ke¤ je R dos´ malé, tak mravec v podstate ni£ nerobí a ke¤
ni£ nerobí, je jedno ako to nerobí.9

Takºe uº poznáme odpove¤ aj na druhú otázku. Normálna geodetika je pre ve©mi malé
uhly len jedna (a preto je zárove¬ minimálna) a limitne sa podobá na kruºnicu. Zdanlivá
nejednozna£nos´ je len artefaktom pribliºných metód.

V¤al²ej £asti dodatku si môºete pre£íta´, pre£o sú kruºnice s vä£²ím R celkom
dobrými alternatívami ku normálnym geodetikám z Obr. 4.6 a Obr. 4.10.

A.5 Ís´ po kruºnici sa vypláca
Urobme len tak zo ²pásu jeden pokus. Zoberme kruºnice (A.29) s δ = π (na

Obr. A.4), ktoré vy²li ako najefektívnej²ie zo v²etkých kruºníc, teda
(x− (1−R))2 + y2 = R2

a nájdime závislos´ ich d¨ºok od uhla oto£enia α. Urobíme to aj pre ve©ké R. Výsledkom

-1.0 -0.5 0.5 1.0
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

y

Obr. A.4: Kruºnice (x− (1−R))2 + y2 = R2.

je £ervená £iara na Obr. A.5. �ervená £iara sa na ve©kom intervale drºí tesne nad doteraz
nájdenými bodkami. Pre malé uhly sme to £akali � krátke geodetiky sa podobajú na
kruºnice. Tieº sme o£akávali, ºe £ierna bodka, ktorá reprezentuje kruºnicu, bude leºa´
na £ervenej £iare. Zaujímavé je, ºe keby sme pre α < 220 ◦ i²li namiesto geodetík po
kruºniciach, tak sa budeme len málo lí²i´ v d¨ºke od geodetík,10 ale dos´ v tvare kriviek.

9Mravec sa tu správa ako beºný £lovek. Ke¤ sa uº môºe �áka´, vie sa �áka´ na tisíc spôsobov.
10Preto sa v rýchlokurze subriemannovských cestovate©ov u£ia mravce na prvej hodine o kruºniciach.
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Obr. A.5: Závislos´ d¨ºky geodetík a kruºníc od uhla oto£enia α.

A.6 * Normálne geodetiky alternatívne
Ak �brovaná varieta π : M → N je hlavná G-�brácia, tak geodetiky sa dajú h©ada´

alternatívne nasledovne:

1. Roz²írime subriemannovskú metriku g na riemannovskú metriku K fungujúcu pre
v²etky vektory z TM .

2. Nájdeme riemannovské geodetiky pre metriku K.

3. Sprojektujeme geodetiky do bázy �brácie (do N). (V prípade mravca do R2[r, ϕ].)

4. Geodetiky horizontálne zdvihneme do M . (Pre mravca dopo£ítame α(t)).

V £lánku [16] je uvedený dôkaz, ºe tento postup je ekvivalentný ²tandardnému postupu
h©adania subriemannovských geodetík.

Obr. A.6: Alternatívne h©adanie geodetík.

Postup je schematicky nazna£ený na
Obr. A.6. Krivka γ je (vo v²eobecnosti)
nehorizontálna riemannovská geodetika
pre metriku K. Krivka (πγ)h je subrie-
mannovská geodetika vyrobená z krivky
γ.

Body 2. � 4. sú zrejmé. Otázka je, ako
treba roz²íri´ subriemannovskú metriku g.
Zatia© sme neprezradili jeden dôleºitý de-
tail. V £lánku [16] sa pí²e, ºe správnu
roz²írenú metriku vieme vyrobi´ vtedy,
ke¤ máme v Lieovej algebre G ²truktúrnej
grupy G metriku B invariantnú vzh©adom
na pridruºenú reprezentáciu Ad. Existen-
cia metriky B umoº¬uje skalárne násobi´ vertikálne vektory. (Myslí sa vektory smerujúce
do vlákna. Fibráciu vertikálnych vektorov ozna£ujeme V.) Kaºdý vertikálny vektor (aj
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vektorové pole) sa dá napísa´ ako lineárna kombinácia fundamentálnych polí akcie grupy
G.

v = viξEi ≡ ξX v ∈ Vx Ei, X ≡ viEi ∈ G
kde ξEi je fundamentálne pole prislúchajúce bázovému prvku Ei ∈ G. (Presnej²ie by sme
mali písa´ ξEi(x), teda hodnota fundamentálneho po©a v bode x.) Vertikálne vektory
u, v budeme skalárne násobi´ takto

B̂(u, v) ≡ B̂(ξX , ξY ) := B(X, Y ) X, Y ∈ G
Tenzor B̂ je metrikou pre vertikálne vektory. Pod©a £lánku [16] treba metriky g a B̂
spoji´ do jednej riemannovskej metriky K tak, aby platilo:

1. Vertikálne vektory sú v zmysle K kolmé na horizontálne.

V ⊥ H

2. Ohrani£enie metriky K na horizontálne (resp. vertikálne) vektory je metrika g
(resp. B̂).

K|H = g K|V = B̂

�ubovo©né vektory u, v ∈ TxM teraz vynásobíme tak, ºe ich rozdelíme na horizon-
tálne a vertikálne £asti, horizontálne £asti vynásobíme zvlá²´ pomocou subriemannovskej
metriky g, vertikálne vynásobíme pomocou B̂ a výsledky s£ítame.

K(u, v) ≡ (g ⊕ B̂)(u, v) := g(hor(u), hor(v)) + B̂(ver(u), ver(v))

Metrika K sa nazýva Kaluzova-Kleinova metrika a jej geodetiky sa volajú Kaluzove-
Kleinove geodetiky.

(Heslo Kaluza-Klein znie v istých kruhoch priam magicky a nepatrí sa, aby sme okolo
neho len tak bez debaty pre²li. Kaluzova-Kleinova teória je roz²írenie v²eobecnej teórie
relativity zo 4-rozmernej variety, ktorou je ná² priestoro£as, na 5-rozmernú varietu �
hlavnú U(1)-�bráciu, kde bázou �brácie je priestoro£as. Takáto U(1)-�brácia s metri-
kou K, ktorá vyhovuje zmieneným podmienkam, sa volá Kaluzova-Kleinova geometria.
Ziskom z tohto roz²írenia je, ºe ak nájdeme geodetiky pre Kaluzovu-Kleinovu metriku
a sprojektujeme ich do priestoro£asu, dostaneme trajektórie pohybu nabitých £astíc
v elektromagnetickom poli v zakrivenom priestore, teda elektromagnetizmus a gravi-
táciu sú£asne. Viac nájdete vo Wikipédii [26] a tam uvedených referenciách. V na²om
príklade s mravcom máme namiesto priestoro£asu rovinu platne R2[r, ϕ] a ²truktúrnou
grupou je SO(2), ktorá je izomorfná grupe U(1).)

V prípade mravca je v úlohe G len 1-rozmerná grupa SO(2). V jej Lieovej algebre
so(2) máme (aº na kon²tantný násobok) jednozna£nú metriku

B = dα⊗ dα

kde α je súradnica na grupe SO(2). Metrika je Ad-ivariantná.11 Metrika B̂ vyzerá
gra�cky rovnako

B̂ = dα⊗ dα

len teraz uº je α súradnica vo vlákne.
Subriemannovská metrika g pre mravca je

g = dr ⊗ dr + r2dϕ⊗ dϕ

11Na komutatívnej grupe je Ad = Id, takºe ©ubovo©ný objekt je automaticky Ad-invariantný.
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Výroba metriky K je technicky jednoduchá. Zoberieme bázové polia distribúcie
(4.5) a vyrobíme z nich (lineárnymi kombináciami) polia ê1, ê2, ktoré sú ortonormo-
vané vzh©adom na metriku g a pridáme k nim fundamentálne pole (ozna£ované ê3)
akcie grupy, ktoré je ortonormované vzh©adom na metriku B̂. Dobrý výber je

ê1 = ∂r

ê2 =
1
r

(∂ϕ − f(r)∂α) f(r) =
r2

1 + r2

ê3 = ∂α

Polia ê1, ê2, ê3 tvoria bázu TM . Nájdime duálnu bázu. Vychádza

ê1 = dr

ê2 = r dϕ

ê3 = dα + f dϕ

Metrika K potom vyzerá

K = êµ ⊗ êµ = dr ⊗ dr + r2dϕ⊗ dϕ + (dα + fdϕ)⊗ (dα + fdϕ)
= dr ⊗ dr + (r2 + f2)dϕ⊗ dϕ + dα⊗ dα + f(dϕ⊗ dα + dα⊗ dϕ)

�itate© si môºe overi´, ºe podmienky na K sú naozaj splnené.
(Ohrani£enie naH resp. V sa urobí tak, ºe si predstavíme, ako by dopadlo dosádzanie

horizontálnych resp. vertikálnych vektorov. Napríklad ke¤ do výrazu pre K dosádzame
kombinácie polí ê1 a ê2, tak £len ê3⊗ ê3 dá vºdy nulu (tak bolo ê3 vyrobené) a nenulové
výsledky dávajú iba prvé dva £leny, teda metrika g. �itate© si môºe rozmyslie´, ºe analo-
gickým postupom vo v²eobecnosti vyrobíme metriku K s poºadovanými vlastnos´ami.)

V²etko je pripravené na to, aby sme mohli h©ada´ riemannovské geodetiky metriky
K. Lagranºián pre geodetiky vychádza

L(x, ẋ) =
1
2

[
ṙ2 + (r2 + f2)ϕ̇2 + α̇2 + 2fϕ̇α̇

]

Rovnice pre geodetiky sú (s vyuºitím zákonov zachovania za cyklické súradnice ϕ a α)
takéto

r̈ = rϕ̇2 + (fϕ̇2 + ϕ̇α̇)f ′ (i)
(r2 + f2)ϕ̇ + fα̇ = k1 (ii)
α̇ + fϕ̇ = k2 (iii)

Rie²enia týchto rovníc by mali by´ po projekcii do R2[r, ϕ] rovnaké, ako sprojektované
rie²enia rovníc (A.7) � (A.12) (resp. rovníc (4.7) � (4.12) pre a = 1). V rovniciach (A.7)
� (A.12) vystupuje r̈ (vyjadrené spojením (A.7) a (A.10)) a ϕ̇ nezávisle od α. Aby
sme to mohli porovna´ s tunaj²ími rovnicami, potrebujeme vyjadri´ z rovníc (i) � (iii)
rovnice pre r̈ a ϕ̇ tak, ºe nebudú závisie´ od α. To sa naozaj dá. Z rovnice (iii) máme
α̇ = k2 − fϕ̇. Ak to dosadíme do (i) a (ii), po úpravách dostaneme

r̈ =
(k1)2

r3
− 2(k2)2r

(1 + r2)3
+

k2(k2 − 2k1)r
(1 + r2)2

ϕ̇ =
k1

r2
− k2

1 + r2

Pre k1 = pϕ a k2 = pα to súhlasí s tým, £o hovoria rovnice (A.7) � (A.12). H©adanie
geodetík pomocou Kaluzovej-Kleinovej metriky je naozaj ekvivalentné ²tandardnému
postupu.
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Dodatok B

Dodatok ku príkladu so
singulárnymi geodetikami

B.1 H©adanie singulárnych kriviek
Ohrani£enie symplektickej 2-formy na distribúciu vychádza

ω̂ = dλ ∧ (dz + A(r)dϕ) + λA′dr ∧ dϕ A(r) = 2r2 − r4

H©adáme krivky p(t), pre ktoré platí

iṗω̂ = 0 kde ṗ = ṙ∂r + ϕ̇∂ϕ + ż∂z + λ̇∂λ

V²etko dosadíme a dostaneme podmienku

iṗω̂ =
(−λA′ϕ̇

)
dr + (Aλ̇ + λA′ṙ)dϕ + λ̇dz − (ż + Aϕ̇)dλ

!= 0

Podmienka je ekvivalentná sústave rovníc

λA′ϕ̇ = 0 (i)
Aλ̇ + λA′ṙ = 0 (ii)
λ̇ = 0 (iii)
ż + Aϕ̇ = 0 (iv)

Rie²ením rovnice (iii) je nenulová (pozri de�níciu singulárnych kriviek z £asti 2.8.1)
kon²tanta λ = λ0 6= 0. Preto sa rovnice (i) a (ii) zjednodu²ia na

A′ϕ̇ = 0 (a)
A′ṙ = 0 (b)

Pre A′ 6= 0 je rie²ením len státie v bode. Pre

A′ = 4r(1− r2) = 0 ⇔ r = 0 alebo r = 1

sú rovnice (a) a (b) splnené automaticky. Prípad r = 0 nie je zaujímavý (státie v bode).
Pre r = 1 uº v²ak dostávame zaujímavé rie²enie. Funkcia ϕ̇ môºe by´ ©ubovo©ná, takºe
aj ϕ(t) je ©ubovo©ná. Zvo©me ϕ(t) = ϕ0 − t. Z rovnice (iv), ktorá je podmienkou na
horizontalitu, vychádza

z(t) = z0 + A(1)t = z0 + t
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Na²li sme rie²enie

p(t) : (r(t), ϕ(t), z(t), λ(t)) = (1, ϕ0 − t, z0 + t, λ0) t ∈ 〈0, T 〉

Pri£om T je ©ubovo©né. Singulárnymi krivkami sú ²pirály leºiace na jednotkovom valci.

γ(t) : (r(t), ϕ(t), z(t)) = (1, ϕ0 − t, z0 + t) t ∈ 〈0, T 〉

s ©ubovo©ným T ∈ R+. Keby sme zvolili iné ϕ(t), dostaneme tie isté £iary so zmenenou
parametrizáciou.
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Dodatok C

* Dodatok ku Berryho fáze

C.1 Horizontálna distribúcia a subriemannovská metrika
V Hilbertovom priestore máme Hermitovský skalárny sú£in 〈.|.〉. Dotykové priestory

TψH sú izomorfné H a pouºívame na nich ten istý skalárny sú£in. Sú£in zdedia aj
vektory z TψS(H) ⊂ TψH. Tento sú£in treba obmedzi´ na horizontálne vektory a získame
subriemannovskú metriku.

Ako vyzerá vektor v ∈ TψS(H)

Pre vektory ψ ∈ S(H) platí podmienka

〈ψ|ψ〉 = 1 (C.1)

Predstavme si krivku ψ(t) idúcu stále po S(H). Derivujme podmienku (C.1) v £ase
t = 0. Po úpravách vychádza

Re〈ψ|v〉 = 0 kde ψ ≡ ψ(0) v ≡ d

dt

∣∣∣∣
0

ψ(t)

Takºe dotykové priestory ku Hilbertovej sfére sú

TψS(H) = {v ∈ TψH = H, Re〈ψ|v〉 = 0}

Vertikálne vektory
Vertikálne vektory majú smer fundamentálnneho po©a akcie grupy U(1). Fundamen-

tálne pole vychádza
E1 =

d

dα

∣∣∣∣
0

Rαψ =
d

dα

∣∣∣∣
0

eiαψ = iψ

�itate© si môºe overi´, ºe vektor iψ naozaj patrí do TψS(H). Vertikálny podpriestor
v bode ψ ∈ S(H) je

Vψ = SpanR(iψ)

Keby sme nerobili Span cez R, ale cez C, tak dostaneme aj vektory, £o nepatria do
TψS(H). Na to si treba vyskú²a´, ºe podmienka na dotykovos´ ku Hilbertovej sfére

Re〈ψ|v〉 != 0

pripú²´a pre v = z iψ, kde z = a + ib ∈ C, len reálne z.
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Horizontálne vektory
V na²ej situácii sa de�nuje horizontálny podpriestor ako kolmý na vertikálny v zmysle

metriky v totálnom priestore. (Vysvetlenie, pre£o to takto treba robi´, ide za rámec tejto
práce. Nájdete ho v knihe [18] v kapitole 11.) Takºe pre horizontálny vektor v v bode
ψ platí 〈iψ|v〉 = 0. Z toho dostaneme

Hψ = {v ∈ TψS(H), 〈ψ|v〉 = 0}

Takºe uº poznáme horizontálnu distribúciu. Subriemannovská metrika je skalárny sú£in
〈.|.〉, ktorému s©úbime, ºe mu budeme dosadzova´ len horizontálne vektory.
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Záver

Subriemannovská geometria ²tuduje subriemannovské variety, £o sú trojice (M,H, g),
teda variety M s horizontálnou distribúciou H a metrickým tenzorom g operujúcim
na distribúcii. Zaujímavými krivkami v subriemannovskej geometrii sú minimálne sub-
riemannovské geodetiky, najkrat²ie krivky spájajúce ©ubovo©né dva body a smerujúce
v kaºdom bode do distribúcie H.

Hlavným cie©om práce bolo preniknú´ do subriemannovskej geometrie a na konkrét-
nych príkladoch si vyskú²a´ h©adanie subriemannovských geodetík. Oba ciele sa poda-
rilo naplni´. Subriemannovská geometria sa najprv teoreticky ²tudovala v kapitole 2.
Hlavným prínosom kapitoly 2 je didaktické po¬atie problematiky a mnoºstvo obrázkov,
ktoré dopomôºu £itate©ovi k vytvoreniu intuitívnych predstáv. H©adanie geodetík sme si
vyskú²ali v kapitolách 4 a 5. Kapitola 4 detailne rozpracovala úlohu o mravcovi na gra-
mofónovej platni a v kapitole 5 sme uviedli jednoduchý príklad, v ktorom sa vyskytnú
singulárne geodetiky.

Technickým problémom pri rie²ení úloh je, ºe prakticky takmer kaºdá úloha, ktorú
sformulujeme v subriemannovskej geometrii, sa nedá úplne rie²i´ analyticky a treba
zapoji´ numeriku. Pri numerike si treba da´ pozor a pokia© sa dá, kontrolova´, £i vy-
chádzajú rozumné výsledky. Kontrolu rozumnosti numerických výsledkov sme v úlohe
o mravcovi robili mnoºstvom £iastkových analytických výpo£tov (vy²etrovanie radiálnej
£asti úlohy, pribliºné analytické rie²enie pre malé uhly oto£enia platne, analýza vlast-
ností rie²ení z tvaru rovníc,...).

�o si z práce môºe odnies´ £itate©?

• Intuitívny obraz o subriemannovskej geometrii, na ktorom môºe stava´ pri ²túdiu
¤al²ej literatúry.

• Predstavu o moºných aplikáciách subriemannovskej geometrie.

• Schopnos´ sformulova´ a v princípe aj rie²i´ úlohy v subriemannovskej geometii.
Na tieto ú£ely bol v £asti 2.10 uvedený kuchynský recept.

• Sumu 30 e za najkraj²ie vyrie²enie problému o jednokolke z kapitole 6.
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