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Abstrakt: V tejto práci sa zaoberáme rie²ením elektrických sietí s vyuºitím kohomo-

lógií. V prvej £asti si zopakujeme Kirchho�ove zákony a rôzne metódy rie²enia sietí,

sústredíme sa na metódu obvodových prúdov a metódu uzlových potenciálov. V ¤al²ej

£asti do sietí zavedieme prvky algebraickej topológie, ktoré nám, ako uvidíme, prinesú

uºito£nú informáciu o samotnej sieti. Budeme sa zaobera´ komplexmi, vektorovými

priestormi v nich, ich duálnymi priestormi, zobrazeniami medzi nimi, nájdeme kohomo-

lógie komplexu. Zistíme, ºe Kirchho�ove zákony sa dajú celkom prirodzene sformulova´

v ”kohomologickom jazyku” a potom pomocou dvoch spomenutých metód vieme takto

siete rie²i´. Nakoniec si ukáºeme tento postup na konkrétnych príkladoch, ozrejmíme

si význam jednotlivých krokov a zistíme, kedy je moºné takýto postup pouºi´. �itate©

si tieº môºe skúsi´ vyrie²i´ nejakú sie´ pomocou programu, ktorý obsahuje príloha.

K©ú£ové slová: elektrická sie´, metóda obvodových prúdov, metóda uzlových poten-

ciálov, komplex, kohomológie
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Abstract: The thesis deals with a solution of electrical networks using cohomology. In

the �rst part, we recapitulate Kirchho�'s laws as well as various methods of network so-

lution focusing especially on the mesh-current method and the node-potential method.

In the next part, the elements of algebraic topology are introduced providing us with

useful information about the network. We deal with complexes, vector spaces in them,

their dual spaces, mappings between them and we �nd the cohomology of complex. We

�nd out that Kirchho�'s laws can be naturally formulated in ”cohomological language”

and on the basis of the above mentioned methods, we are able to solve networks in this

way. At the end we demonstrate the procedure on real examples, show the meaning

of individual steps and we discuss when this procedure can be used. In addition, the

reader is invited to try to solve some network using the program enclosed in our thesis.
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Predhovor

V práci sa budeme zaobera´ rie²ením elektrických sietí. Ako uº názov hovorí, po-

uºijeme na to aparát algebraickej topológie, pretoºe sa ukáºe by´ uºito£ný. Zistíme,

ºe elektrickej sieti môºeme priradi´ komplex, v ktorom postupne objavíme v²etky po-

trebné fyzikálne prvky. Dokáºeme tu sformulova´ aj Kirchho�ove zákony, dokonca bez

ve©kej námahy. A takýmto spôsobom vieme elektrické siete aj naozaj rie²i´. Cie©om

tejto bakalárskej práce je teda nau£i´ sa formalizmus, ktorý na to potrebujeme, naj-

skôr na v²eobecnej úrovni a potom ho aplikova´ v konkrétnych prípadoch a pomocou

neho vyrie²i´ nieko©ko sietí.

Práca predpokladá znalos´ lineárnej algebry a základného kurzu elektromagne-

tizmu, preto sa autorka snaºila, aby bola prístupná pre ²tudentov, ktorí tieto predná²ky

absolvovali a aby mohol £itate© po jej pre£ítaní sám vyrie²i´ nejaký príklad, ak bude

ma´ záujem. Práca sa snaºí objas¬ova´ veci skôr na intuitívnej úrovni, £omu zodpovedá

niekedy aj menej presná matematická formulácia.
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Úvod

Na za£iatku môºeme spomenú´ nie£o z histórie, kto vôbec na takéto spojenie elek-

trických sietí a kohomológií pri²iel. V roku 1923 Hermann Weyl publikoval £lánok v

²paniel£ine [1], ktorý popisoval elektrické siete v termínoch homológie a kohomológie

grafov. Koncom ²es´desiatych a za£iatkom sedemdesiatych rokov dvadsiateho storo£ia

boli tieto my²lienky ¤alej rozvíjané autormi ako Paul Slepian, G. E. Ching, J. P. Roth

a Stephen Smale. Bamberg a Sternberg vo svojej knihe [2] pouºívajú elektrické siete

ako motiváciu pre zavedenie homológie a kohomológie.

Na úvod si v prvej kapitole zopakujeme Kirchho�ove zákony, ktoré sú dôleºité pri

rie²ení elektrických sietí, spomenieme si na ”klasické” pravidlá po£ítania a ukáºeme

si dve duálne metódy (metódu obvodových prúdov a metódu uzlových potenciálov),

ktoré môºu rie²enie v niektorých prípadoch zna£ne u©ah£i´. A toto si ilustrujeme na

konkrétnom príklade.

V druhej kapitole na chví©u zabudneme na to, ºe skúmame elektrickú sie´, budeme si

v²íma´ iba jej topológiu a zistíme, ºe takejto sieti môºeme priradi´ komplex, presnej²ie

jednorozmerný komplex. V ¬om objavíme zobrazenie, ktorého význam nám ukáºe, ºe

v re£i komplexu vieme prirodzene sformulova´ Kirchho�ov zákon pre prúdy. Pozrieme

sa tieº na jadro a obraz tohto zobrazenia a uvidíme, ºe nezávislé slu£ky komplexu (t.j.

nezávislé obvody elektrickej siete) môºu by´ bázou pre jadro zobrazenia a tak je v na-

²om komplexe prítomný aj základ pre metódu obvodových prúdov. �alej si ukáºeme,

ºe tu vieme sformulova´ aj Kirchho�ov zákon pre napätie. A uº nám nebude ni£ brani´

v tom, aby sme mohli týmto spôsobom rie²i´ elektrické siete.

V tretej kapitole vyuºijeme nadobudnuté poznatky v konkrétnych príkladoch. Za-

£neme s jednoduchou úlohou, kde si celý postup vysvetlíme. Následne si skúsime ob-

jasni´ význam jednotlivých krokov vo v²eobecnom prípade a pomocou nich zisti´, kedy

1
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máme ²ancu na úspech pri po£ítaní uvedeným spôsobom. Nakoniec si vyskú²ame e²te

jeden zloºitej²í príklad - sie´ v tvare kocky, ktorý môºe £itate©a presved£i´ o uºito£nosti

tejto metódy.

V dodatku ponúkneme £itate©ovi stru£ný poh©ad na komplexy a v²etko, £o je s

nimi spojené a pokúsime sa poukáza´ na to, ºe slovo kohomológie má naozaj opráv-

nené miesto v názve tejto práce.

Prílohou práce je program, ktorý po£íta elektrické siete. Vyuºíva pri tom obe me-

tódy, ktorými sa tu zaoberáme - metódu obvodových prúdov a metódu uzlových poten-

ciálov. Av²ak £itate©, ktorý má záujem si ho vyskú²a´, si nemusí takmer ni£ pamäta´ z

tejto práce, pretoºe program sa snaºí privies´ £itate©a k výsledku iba odpove¤ami na

jednoduché otázky.



Kapitola 1

Elektrické siete I.

Pri rie²ení elektrických sietí sú potrebné niektoré základné poznatky, ktoré si teraz

uvedieme len pre zopakovanie a s ktorými sa uº £itate© mohol stretnú´ na úvodných

predná²kach z elektromagnetizmu alebo aj na strednej ²kole. V ¤al²om budeme uvaºo-

va´ jednoduchý prípad (a nám asi najbliº²í z beºných úloh), ºe elektrická sie´ obsahuje

iba vetvy s rezistormi a na²ou úlohou je ur£i´ neznáme napätia a prúdy vo vetvách.

1.1 Kirchho�ove zákony

Prvý Kirchho�ov zákon (zákon pre prúdy):

Algebraický sú£et v²etkých prúdov v uzle elektrickej siete sa rovná nule.

Prúdy, ktoré do uzla vtekajú, uvaºujeme s kladným znamienkom a naopak, prúdy

vytekajúce z uzla so záporným (toto nie je v²eobecne platné, je to na na²ej dohode).

Tento zákon platí iba pre stacionárne prúdy, ke¤ sa náboj v uzle nehromadí alebo z

neho neubúda.

Druhý Kirchho�ov zákon (zákon pre napätia):

Algebraický sú£et elektromotorických napätí zdrojov v uzavretom obvode elektrickej siete

sa rovná sú£tu potenciálových spádov na jednotlivých odporoch obvodu.

Toto vyjadrenie je ekvivalentné tvrdeniu, ºe algebraický sú£et v²etkých napätí v

uzavretom obvode sa rovná nule a zodpovedá formálne tvrdeniu, ºe integrál intenzity

elektrického po©a po uzavretej dráhe vybraného obvodu sa rovná nule.

3
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1.2 Pravidlá pre po£ítanie

Síce priamo£iary, ale nie najjednoduch²í spôsob je výpo£et prúdov v jednotlivých

vetvách s vyuºitím Kirchho�ových zákonov. Sná¤ kaºdý pozná tieto pravidlá pre po-

£ítanie úloh s elektrickými sie´ami (po£et vetiev ozna£me b, po£et uzlov n):

1. V na²ej sieti si vyzna£íme predpokladané smery prúdov v jednotlivých vetvách.

Ak by sme náhodou niektorý smer neuhádli, ni£ sa nedeje. Ak má totiº skuto£ný

prúd opa£ný smer ako sme ur£ili, na konci výpo£tu bude jeho £íselná hodnota

záporná, ve©kos´ v²ak bude rovnaká. Ak smer príslu²ného prúdu bol zvolený

správne, hodnota bude kladná.

2. Pre v²etky uzly v sieti napí²eme rovnice pre prúdy pod©a prvého Kirchho�ovho

zákona, pri£om re²pektujeme znamienkovú konvenciu. Do výpo£tov nám sta£í

vzia´ len ©ubovo©ných n− 1 rovníc, pretoºe posledná rovnica je uº iba lineárnou

kombináciou predchádzajúcich.

3. V ¤al²om kroku potrebujeme nájs´ v²etky nezávislé uzavreté obvody siete. Aj

v tomto máme slobodu, zväzuje nás iba po£et daných obvodov, ktorý je ur£ený

jednozna£ne (p = b− (n−1) = b−n+1). Nezávislos´ chápeme v beºnom zmysle:

Nový obvod je nezávislý, ak sa nedá vytvori´ z uº vybraných obvodov. Moºno ich

vybera´ rôznymi spôsobmi, pre zloºité siete boli vypracované dokonca ²peciálne

metódy výberu nezávislých obvodov, z ktorých najznámej²ia je metóda nazývaná

metóda úplného stromu.

4. V kaºdom takomto obvode ¤alej vyzna£íme orientáciu (smer obehu). V²etko opä´

©ubovo©ne.

5. Teraz si zavoláme na pomoc druhý Kirchho�ov zákon a pre kaºdý z p nezávislých

obvodov napí²eme rovnice (riadiac sa týmto zákonom). V sú£te vystupujú napä-

tia zdrojov a potenciálové spády na odporoch, kde je potrebné takisto dodrºa´

nejaké znamienkové predpisy. Napätia zdrojov v obvode uvaºujeme s kladným

znamienkom, ak smer obehu ide od + k −, potenciálové spády budú kladné, ak

vyzna£ený smer prúdu a smer obehu sú rovnaké. V opa£nom prípade sú záporné.
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6. Takto získame systém b rovníc (n− 1 + p = b) pre neznáme prúdy, ktoré môºeme

rie²i´ beºnými metódami lineárnej algebry.

Okrem priameho vyuºitia Kirchho�ových zákonov existujú ¤al²ie dve duálne me-

tódy na takúto analýzu elektrických sietí: metóda obvodových prúdov a metóda uzlo-

vých potenciálov. Obe z týchto metód zniºujú po£et rovníc, ktoré treba rie²i´ (výhoda

ich pouºitia je závislá od konkrétnej siete).

1.3 Metóda obvodových prúdov

Táto metóda je zaloºená na takom ²peciálnom výbere prúdov v sieti, aby bol pre

ne automaticky splnený prvý Kirchho�ov zákon. Rovnice pre dané prúdy potom zís-

kame aplikovaním druhého Kirchho�ovho zákona. Takýmito prúdmi sú prúdy te£úce v

jednotlivých nezávislých obvodoch siete. Tieto prúdy sú len myslené, nie sú skuto£né.

Reálny prúd vo vetve je daný sú£tom obvodových prúdov te£úcich vetvou. Po£et rovníc

sa rovná po£tu nezávislých obvodov.

1.4 Metóda uzlových potenciálov

V sieti si zvolíme ©ubovo©ný uzol a poloºíme potenciál v tomto uzle rovný nule.

Potenciály ostatných uzlov sú potom napätia oproti ná²mu zvolenému. Rovnice pre

ne získame pouºitím prvého Kirchho�ovho zákona pre kaºdý zo zvy²ných uzlov. Po£et

rovníc je teda o jeden men²í ako po£et uzlov.

1.5 Príklad

Vyskú²ajme si tento postup na konkrétnom príklade. Uvaºujme jednoduchú sie´

znázornenú na Obr. 1.1, ktorá pozostáva z troch vetiev, ktoré sú spojené dvoma uzlami

(body A a B).

Ak si zvolíme smery prúdov ako je nazna£ené na Obr. 1.1, môºeme pre jeden uzol

písa´ rovnicu

I3 + I2 = I1
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Obr. 1.1: Elektrická sie´ (v©avo) aj so zvolenými smermi prúdov a orientáciami vybraných

nezávislých slu£iek (vpravo)

Rovnica pre druhý uzol je iba (−1)-násobok na²ej, teda prvý Kirchho�ov zákon nám

viac uº neposkytne. V ¤al²om kroku je potrebné nájs´ nezávislé obvody siete. V tomto

prípade je to celkom jednoduché, vidíme, ºe takéto obvody sú tu dva. Môºeme ich

vybra´ napríklad tak, ako je to vyzna£ené. Tomu zodpovedajúce rovnice pod©a druhého

Kirchho�ovho zákona sú

0 = −R3I3 +R2I2

0 = V +R3I3 +R1I1

Systém týchto troch rovníc je uº úplný a lineárne nezávislý, teraz vieme vypo£íta´ jed-

notlivé prúdy a získa´ tak celkovú informáciu o sieti.

Aj ¤al²ie dve metódy si môºeme ilustrova´ na na²om príklade.

Metóda obvodových prúdov

Na za£iatku musíme opä´ nájs´ v²etky nezávislé obvody siete. V kaºdom obvode

si potom ozna£íme formálne te£úci prúd. V jednotlivých vetvách je potom skuto£ný

prúd sú£tom v²etkých obvodových prúdov. Výhodou je, ºe tieto formálne te£úce prúdy

sp¨¬ajú prvý Kirchho�ov zákon automaticky, rovnice, ktoré potrebujeme, získame ap-

likovaním druhého zákona. Ich po£et bude rovný po£tu obvodov.

V +R1J1 +R3(J1 − J2) = 0

R3(J2 − J1) +R2J2 = 0

Takto sme získali sústavu dvoch rovníc s dvoma neznámymi, teda o jednu rovnicu

menej ako pri priamom vyuºití Kirchho�ových zákonov.
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Obr. 1.2: Výber nezávislých slu£iek a ich zvolené orientácie v metóde obvodových prúdov

Metóda uzlových potenciálov

Ke¤ºe elektrický potenciál je ur£ený jednozna£ne aº na kon²tantu, môºeme jeden

©ubovo©ný uzol zobra´ za referen£ný a poloºi´ jeho potenciál rovný nule a potenciály

ostatných uzlov budeme uvaºova´ vzh©adom k referen£nému. V tomto prípade rovnice

získame z prvého Kirchho�ovho zákona. Ak si v na²ej sieti vezmeme napríklad bod

A za bod s nulovým potenciálom, potom potenciál v bode C (ktorý sme si nateraz

doplnili) musí by´ V (medzi A a C je iba batéria) a jediným neznámym potenciálom

je len potenciál v bode B, tento si ozna£me x.

Obr. 1.3: Výber referen£ného bodu a potenciály v jednotlivých bodoch

Teraz aplikujme prvý Kirchho�ov zákon pre tento bod. V²etky prúdy vieme vyjadri´

pomocou neznámeho potenciálu x. Prúd te£úci rezistorom R1 je (V −x)/R1, rezistorom

R2 je to (0 − x)/R2 a prúd te£úci rezistorom R3 je (0 − x)/R3. Suma týchto troch sa

musí rovna´ nule

(V − x)/R1 − x/R2 − x/R3 = 0

Vyrie²ime rovnicu pre x a tak ur£íme napätia a prúdy pre jednotlivé vetvy.
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Vidíme, ºe v tomto konkrétnom prípade bola pre nás najvýhodnej²ia táto posledná

metóda, kde nám sta£ilo vyrie²i´ len jednu rovnicu s jednou neznámou. To v²ak závisí

od konkrétneho príkladu. Vo v²eobecnosti v²ak platí, ºe prvá metóda (s priamym po-

uºitím Kirchho�ových zákonov) je najpracnej²ia.



Kapitola 2

Elektrické siete II.

Celá táto kapitola vznikla na základe [2], autorka len na niektorých miestach pridala

my²lienky a príklady, ktoré sa jej zdali uºito£né pre objasnenie a pochopenie obsahu.

2.1 Sie´ a komplex

Predstavme si ©ubovo©nú elektrickú sie´. Ak nemáme radi úlohy so sie´ami z elektro-

magnetizmu, príde nám na um £o moºno najjednoduch²ia sie´ s malým po£tom zdrojov

a odporov bez cievok £i kondenzátorov, ktoré tieto príklady e²te s´aºujú. Odmyslime

si teraz úplne aj elektrické vlastnosti obvodu (zabudnime na rezistory £i zdroje), v²í-

majme si iba samotnú sie´. (Takto si moºno ob©úbia tieto typy úloh aj tí, ktorým sa

nepá£ilo mnoºstvo elektrických prvkov v obvode.) U£ene by sme mohli poveda´, ºe

ideme ²tudova´ algebraickú topológiu siete.

Obr. 2.1: Elektrická sie´ (v©avo) a jej topológia (vpravo)

Ak sa pozrieme na sie´, ktorú sme po£ítali v predchádzajúcej kapitole, môºeme si ju

9
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prekresli´ tak, ako je to znázornené na Obr. 2.1 (jednotlivé vetvy sme ozna£ili α, β, γ).

V takto zjednodu²enej sieti môºeme rozlí²i´ iba dva druhy objektov - uzly a vetvy.

Uzlom v sieti nazveme bod, v ktorom sa stretávajú tri alebo viac ”£iar” (na Obr. 2.2

ozna£ený C). Vetvou nazveme ”£iaru” medzi dvoma uzlami (na Obr. 2.2 ozna£ená α).

Obr. 2.2: Uzol a vetva

Uzly by sme mohli povaºova´ za akési ”nularozmerné” objekty a pod©a toho ozna£íme

skupinu v²etkých uzlov S0. �alej sú tu e²te vetvy, ktoré sú v tomto zmysle jednoroz-

merné a ich skupinu ozna£íme S1. Tieto dve skupiny spolu vytvárajú ur£itý systém,

ktorý nazývame jednorozmerný komplex.

�o keby sme sa teraz chceli pohybova´ po takejto sieti? Na²a cesta by bola daná

vetvami, ktorými sme pre²li a tieº za£iato£ným a koncovým bodom. Napríklad cesta

z bodu A do bodu B môºe by´ α, ¤al²ou cestou rovnako z bodu A do bodu B môºe

by´ β. Ak by sme sa chceli dosta´ z bodu B do bodu A, mohli by sme ís´ po ceste α.

Tu by sme sa mali zastavi´ - po ceste s takýmto názvom sme uº raz i²li, ale nebola to

táto cesta. Jedenkrát sme i²li z A do B a druhýkrát z B do A, to sú predsa dve rôzne

cesty. Na tomto príklade vidíme, ºe je dôleºitý aj smer vetiev. Ná² obrázok by mal teda

vyzera´ nejako takto (smery jednotlivých vetiev môºeme zvoli´ ©ubovo©ne):

Obr. 2.3: Topológia siete so zvolenými smermi vetiev
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Teraz cesta z B do A je α a cesta z A do B je −α.

Cestu nazývame uzavretou, ak skon£íme v tom istom bode, z ktorého sme za£ínali.

Na Obr. 2.3 je ¬ou napríklad α+β. Po£as na²ej cesty môºeme, samozrejme, prejs´ nie-

ktorou vetvou aj viackrát, preto má zmysel ²peciálne pomenova´ takú cestu, na ktorej

kaºdú jej vetvu prejdeme práve jedenkrát. Takúto cestu nazveme jednoduchou. Opä´

môºe by´ príkladom α+ β. Príklad cesty, ktorá nie je jednoduchá: α+ β − γ + β. Jed-

noduchú uzavretú cestu voláme slu£ka (alebo aj obvod pri elektrických sie´ach, preto

tieto dva pojmy budú ¤alej znamena´ to isté). V slu£ke nás nezaujíma za£iato£ný £i

koncový bod, ale ako sme zistili, dôleºitý je tu smer cesty.

Kaºdá vetva je ur£ená dvoma bodmi - po£iato£ným a kone£ným. Môºeme preto

poveda´, ºe tu máme dané zobrazenie z S1 do S0 × S0. Napríklad vetva α ide z bodu

B do bodu A. Toto môºeme symbolicky zapísa´:

∂α = A−B

Symbol ∂ sa nazýva hrani£ný operátor (alebo aj hrani£né zobrazenie). V²eobecne:

∂ (vetva) = (koncový bod) − (za£iato£ný bod)

kde (len pre ujasnenie) koncovým bodom rozumieme bod, ku ktorému vetva smeruje a

za£iato£ným bodom bod, z ktorého vetva vychádza.

Vz´ahy pre ¤al²ie vetvy môºeme zapísa´:

∂β = B − A , ∂γ = B − A

Cestou, po ktorej sa vyberieme, môºe by´ napríklad α + β − γ, ktorá ide z bodu

B do bodu A (cez α) a odtia© naspä´ do bodu B (cez β) a opä´ do bodu A (cez γ).

Hranica tejto cesty je

∂(α + β − γ) = A−B +B − A− (B − A) = A−B

Iná cesta, α+β, ide z bodu B do bodu A (cez α) a potom spä´ do bodu B (cez β). Ak

by sme h©adali hranicu v tomto prípade, zistíme, ºe táto cesta hranicu nemá, pretoºe

∂(α + β) = A−B +B − A = 0
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Táto cesta je teda slu£kou. V na²ej sieti máme napríklad slu£ky M1 = α + β alebo

M2 = γ − β £i M3 = α + γ. Hovorili sme, ºe v slu£ke je dôleºitý iba jej smer, nie

za£iatok a koniec. Teda môºeme písa´: M1 = α + β = β + α. Ale uº −β − α = −M1

a to nie je to isté ako M1, tieto dve slu£ky majú opa£ný smer. Dôleºitou vlastnos´ou

slu£ky bude jej nezávislos´. V na²ej sieti sú navzájom nezávislými jej ©ubovo©né dve

slu£ky (k tomu sa v²ak e²te neskôr dostaneme).

Pre kaºdú cestu vieme poveda´, ko©kokrát sme po£as nej pre²li nejakou vetvou.

Tým priradíme kaºdej vetve nejaké celé £íslo a cestu potom môºeme ur£i´ vektorom

p = (pα, pβ, ...)
T , ktorého komponenty prislúchajú jednotlivým vetvám. Aby sme za-

hrnuli aj orientáciu vetiev, môºeme uvaºova´ takto: príspevok je +1, ak sme vetvu

pre²li v smere jej orientácie, ak v opa£nom smere, zaratáme −1. To znamená, ºe £íslo

pα je dané rozdielom po£tu prechodov vetvy α v kladnom smere a po£tu prechodov v

opa£nom smere. Napríklad na Obr. 2.3 slu£ka M1 = α+ β je reprezentovaná vektorom

p1 = (1, 1, 0)T , slu£keM2 = γ−β prislúcha vektor p2 = (0,−1, 1)T . Sú£et týchto dvoch

vektorov p3 = p1 + p2 = (1, 0, 1)T je ¤al²ia slu£ka M3 = α + γ.

Pri fyzikálnom poh©ade nám moºno napadne distribúcia prúdu v sieti. Kaºdej

vetve priradíme £íslo, ktoré udáva, aký prúd ¬ou preteká. Celá sie´ je charakterizo-

vaná vektorom I = (Iα, Iβ, ...)
T , kde Iα je prúd, ktorý te£ie vetvou α.1 Vidíme, ºe pre

celý komplex môºeme uvaºova´ vektorový priestor pozostávajúci zo v²etkých vektorov

K = (Kα, Kβ, ...)
T , ktorého komponenty zodpovedajú jednotlivým vetvám (kaºdý ta-

kýto vektor ur£uje nejakú vlastnos´ vetvy).2 Tento vektorový priestor ozna£íme C1.

Vetvu κ môºeme ur£i´ vektorom, ktorý má 1 na pozícii κ (pozícia zodpovedajúca vetve

κ) a nuly v²ade inde. Tak napríklad α = (1, 0, 0, ...)T , β = (0, 1, 0, ...)T at¤.

Rovnakým spôsobom môºeme vytvori´ vektorový priestor C0, pozostávajúci z vek-

torov, ktorých komponenty prislúchajú jednotlivým uzlom. Opä´ platí, ºe napríklad

bod A je ur£ený vektorom, ktorý má 1 na pozícii A (pozícia zodpovedajúca bodu A) a

na ostatných nuly. V²imnime si, ºe rozmer priestoru C1 (dim C1) je po£et vetiev a dim

C0 je po£et uzlov. Asi nám napadne, ºe vetvy by mohli tvori´ bázu pre priestor C1 a

uzly zasa bázu pre C0. A tento nápad je naozaj správny.
1Nemáme na mysli vetvu α z Obr. 2.3, teraz opä´ uvaºujeme v²eobecnú sie´.
2Predpokladajme, ºe v²etky komponenty sú reálne £ísla, takºe máme reálny vektorový priestor.
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2.2 Hrani£né zobrazenie

Teraz uº môºeme naozaj de�nova´ hrani£né zobrazenie ∂ ako lineárne zobrazenie

z C1 do C0. Na de�níciu sta£í pozna´ jeho hodnoty na jednotlivých vetvách, pretoºe

tvoria bázu pre C1. Toto zobrazenie sme zadali takto:

∂ (vetva) = (koncový bod) - (za£iato£ný bod)

Skúsme sa pozrie´, £o robí hrani£ný operátor ∂. Majme vektorK = (Kα, Kβ, Kγ, ...)
T

z priestoru C1, pre ktorý platí ∂K = L. Je zrejmé, ºe vektor L = (LA, LB, ...)
T je z

priestoru C0. Vyskú²ajme vypo£íta´ niektorý koe�cient tohoto vektora, napríklad LA.

Vieme, ºe ak aplikujeme ∂ na niektorú vetvu, získame rozdiel jej hrani£ných bodov. Z

toho môºeme usúdi´, ºe do LA budú prispieva´ iba také koe�cienty vektora K, ktoré sú

priradené vetvám s hrani£ným bodom A. Ak ozna£íme δ1, ...,δl v²etky vetvy, ktoré vstu-

pujú do bodu A a ε1, ..., εk v²etky vetvy, ktoré vystupujú z bodu A, potom dostaneme

pre koe�cient LA takúto sumu koe�cientov vektora K:

LA = (Kδ1 + ...+Kδl)− (Kε1 + ...+Kεk).

Napríklad pre Obr. 2.4 by pod©a toho platilo: LA = Kρ −Kη −Kα.

Obr. 2.4: Význam koe�cientu LA

Ak si teraz spomenieme na to, ºe sme pôvodne chceli rie²i´ elektrickú sie´, môºe

nám v tejto chvíli ©ahko napadnú´ prvý Kirchho�ov zákon, pretoºe hovorí, ºe sú£et

prúdov v uzle sa rovná nule. V re£i ná²ho komplexu má tento zákon ve©mi jednoduchú

formuláciu:

Ak I je vektor zadávajúci distribúciu prúdov, potom platí

∂I = 0 Kirchho�ov zákon pre prúdy
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2.2.1 Jadro a obraz hrani£ného zobrazenia

Pri skúmaní ciest sme na²li medzi nimi jeden zvlá²tny typ - cesty, ktoré nemali

hranicu. Z priestoru C1 môºeme vybra´ v²etky vektory K = (Kα, Kβ, Kγ, ...)
T , ktoré

sp¨¬ajú podmienku ∂K = 0. Spolu tieto vektory tvoria podpriestor vektorového pries-

toru C1, ktorý ozna£íme Z1. Elementy podpriestoru Z1 nazývame cykly. V²etky tieto

vektory sa zobrazia na nulu, £o je de�nícia jadra lineárneho zobrazenia.3 Teda

Z1 = ker ∂ ⊂ C1

K jadru neodmyslite©ne patrí aj obraz lineárneho zobrazenia. ∂ je zobrazenie z C1

do C0, preto jeho obraz musí by´ podpriestor C0. Ozna£me B0 podpriestor C0, ktorý

je obrazom ∂:

B0 = ∂C1 ⊂ C0

B0 nazveme priestorom hraníc. (Tento názov je celkom logický, ak si spomenieme, ako

sme zobrazenie ∂ de�novali.)

Skúsme trocha porozmý²©a´ nad priestorom B0. Je asi jasné, ºe hranice v²etkých

vetiev patria do B0 (pretoºe vetvy tvoria bázu pre priestor C1). Ale nie kaºdý prvok

B0 vieme interpretova´ ako hranicu nejakej cesty. Pozrime sa na Obr. 2.5.

Obr. 2.5: Príklad 1-komplexu s dim H0 = 1 (súvislý komplex)

Vieme, ºe hranice vetiev α a β: ∂α = A− B = (1,−1, 0)T , ∂β = B − C = (0, 1,−1)T

leºia v podpriestore B0. Sú£et týchto vektorov ∂α + ∂β = A − C = (1, 0,−1)T je tieº
3Teraz vieme poveda´, ºe kaºdá slu£ka je cyklus. No naopak to neplatí, nie kaºdý cyklus musí by´

slu£ka. Toto moºno ©ahko nahliadnu´, ke¤ si uvedomíme, ºe slu£ka môºe ma´ koe�cienty iba −1, 1, 0.
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prvok B0 a zárove¬ je hranicou cesty α+β. Ale napríklad vektor (2,−1,−1)T je síce ele-

ment B0 (ako lineárna kombinácia ∂α a ∂β, (2,−1,−1)T = 2(1,−1, 0)T +(0, 1,−1)T =

2A− C = 2∂α + ∂β), no nezodpovedá ºiadnej jednoduchej ceste.

Ak uvaºujeme z priestoru C0 tie prvky, ktoré neleºia v podpriestore B0, zistíme, ºe

netvoria podpriestor.

V¤aka tomu, ºe B0 je podpriestorom C0, môºeme vytvori´ faktorpriestor H0 pries-

toru C0 pod©a svojho podpriestoru B0:

H0 = C0/B0

Túto my²lienku sme uº trocha nenápadne podsúvali, ke¤ sme prvky B0 pre sie´ na

Obr. 2.5 interpretovali ako rozdiel bodov (uzlov), teda ako rozdiel prvkov C0. Jednotlivé

prvky H0 sú triedy ekvivalencie prvkov z C0, ktorých rozdiel patrí do B0.

Na Obr. 2.5 vektory A = (1, 0, 0)T a B = (0, 1, 0)T z C0 zodpovedajú tomu istému

vektoru v H0, pretoºe ich rozdiel je vektor (1,−1, 0)T , ktorý leºí v B0. Môºeme ozna£i´

túto triedu ekvivalencie A alebo (1, 0, 0)T . Pre na²u jednoduchú sie´ na obrázku patria

v²etky vektory z C0 do rovnakej triedy ekvivalencie, napríklad A. Priestor H0 je preto

jednorozmerný. Môºeme sa moºno trocha intuitívne pozrie´, pre£o sta£í jediná trieda

ekvivalencie. V²etky tri body A, B, C patria do tej istej triedy ekvivalencie, pretoºe

rozdiel ©ubovo©ných dvoch z nich je prvkom B0, ako sme uº zistili. Potom môºeme

usúdi´, ºe hocijaká ich lineárna kombinácia bude patri´ do tejto triedy ekvivalencie. Ak

by sme chceli priestorH0 viac ako jednorozmerný, museli by sme pod©a predchádzajúcej

úvahy ºiada´, aby sa niektoré dva body nedali spoji´ cestou. Ako príklad komplexu, v

ktorom je priestor H0 dvojrozmerný, by mohol by´ Obr. 2.6.

Obr. 2.6: Príklad 1-komplexu s dim H0 = 2
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Vektory (1, 0, 0, 0)T a (0, 0, 1, 0)T nepatria do tej istej triedy ekvivalencie, pretoºe ich

rozdiel (1, 0,−1, 0)T nie je hranicou ºiadneho prvku z C1 (teda nie je prvkom B0).

V tomto prípade trieda ekvivalencie vektora (1, 0, 0, 0)T a trieda ekvivalencie vektora

(0, 0, 1, 0)T tvoria bázu dvojrozmerného vektorového priestoru H0. Ak by sme sem teraz

pridali vetvu γ spájajúcu body A a C, potom by vektor (1, 0,−1, 0)T patril do B0 a

priestor H0 by bol jednorozmerný.

Z týchto jednoduchých príkladov môºeme predpoklada´, ºe rozmer priestoru H0 sa

rovná po£tu súvislých komponent komplexu. (A toto je naozaj aj pravda.) Uve¤me si,

len na ujasnenie, £o rozumieme pod pojmom súvislé komponenty. Komplex sa nazýva

súvislý, ak kaºdý jeho bod môºe by´ spojený s kaºdým ¤al²ím bodom. Súvislá kom-

ponenta je teda £as´ komplexu, ktorej kaºdé dva body môºeme spoji´, ale zárove¬ je

izolovaná od zvy²ku komplexu (nie je spojená s ¤al²ou £as´ou). Toto sme asi aj celkom

prirodzene o£akávali. Pre ©ubovo©ný súvislý komplex je dim H0 = 1. �alej sa budeme

zaobera´ uº iba súvislými komplexmi, ke¤ºe chceme uvaºova´ o elektrických sie´ach.

2.2.2 Priestor cyklov

Vrá´me sa e²te k priestoru cyklov Z1. Ukáºeme, ºe rozmer tohto priestoru sa rovná

po£tu nezávislých slu£iek komplexu. Potom môºeme nájs´ bázu priestoru Z1 nájdením

v²etkých nezávislých slu£iek.

H Uvaºujme súvislý komplex. Uº sme zistili, ºe pre¬ platí: dim H0 = 1. Tento

priestor sme vytvorili ako H0 = C0/B0, preto

dim H0 = dim C0− dim B0

Teda po dosadení

1 = n− dim B0 ⇒ dim B0 = n− 1

Teraz nám pomôºe dosta´ sa k cie©u zobrazenie ∂. Lineárna algebra hovorí, ºe pre

©ubovo©né lineárne zobrazenie T : V → W platí:

dim (im T ) + dim (ker T ) = dim V

A toto pouºijeme pre na²e zobrazenie ∂: B0 je obraz ∂ a Z1 je jadro ∂, preto
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dim B0+ dim Z1 = dim C1

Dosadením dostaneme

(n− 1)+ dim Z1 = b ⇒ dim Z1 = b+ 1− n

pre ©ubovo©ný súvislý komplex. 4 N

Slu£kou rozumieme jednoduchú uzavretú cestu. Kaºdá slu£ka je ur£ená nejakým

vektorom M z priestoru C1, ktorého komponenty sú +1, −1 alebo 0 a pre ktorý platí

∂M = 0 (toto je práve vlastnos´ prvkov z priestoru Z1). Na to, aby slu£ky tvorili bázu,

musia by´ im prislúchajúce prvky lineárne nezávislé a musia generova´ celý priestor

Z1. Mali by sme teda nájs´ presne b+ 1− n nezávislých slu£iek, pretoºe sme zistili, ºe

práve taký je rozmer priestoru Z1.

2.2.2.1 H©adanie slu£iek

Pozrime sa teraz na h©adanie slu£iek. Sta£í pracova´ opä´ iba so súvislým kom-

plexom, ak by komplex nebol súvislý, jednoducho aplikujeme daný proces na kaºdú

súvislú komponentu samostatne. Komponenty sú nezávislé od seba, preto spojením

získame výsledok pre celý komplex.

Súvislý komplex, ktorý neobsahuje slu£ky, nazývame strom. Strom môºeme vytvori´

tak, ºe si vezmeme jeden uzol ako ²tartovací a z tohto bodu postavíme celý komplex

postupným pridávaním vetiev (zakaºdým iba jednej) tak, ako je to znázornené na Obr.

2.7. Ak tu nie sú slu£ky, nikdy sa nevrátime k niektorému predchádzajúcemu bodu,

teda vºdy, ke¤ pridáme novú vetvu, pridáme aj nový uzol. Preto v strome platí, ºe

po£et uzlov je práve o jeden vä£²í ako po£et vetiev: ak b ozna£uje po£et vetiev a n

po£et uzlov, potom

n = b+ 1

4Z de�nície rôznych priestorov spojených so zobrazením ∂ získame ako okamºitý dôsledok vz´ah

pre v²eobecný komplex (t.j. komplex, ktorý nemusí by´ súvislý):

dim H0− dim Z1 = dim C0− dim C1
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Obr. 2.7: Vytvorenie stromu

Pri skladaní ©ubovo©ného komplexu môºeme rozmý²©a´ podobne s jednou výnimkou:

ke¤ pridáme vetvu, nemusíme prida´ aj nový uzol. Toto nastane práve vtedy, ke¤

vytvoríme v na²om komplexe slu£ku. Pre v²eobecný komplex teda platí

n ≤ b+ 1

Rozde©me v²etky vetvy komplexu do dvoch skupín: jednou skupinou bude úplný

strom T (£as´ komplexu, ktorá obsahuje v²etky uzly a zárove¬ tvorí strom) a do druhej

skupiny T zaradíme v²etky zvy²né vetvy, ktoré nie sú sú£as´ou úplného stromu. Takéto

rozdelenie neur£uje jednozna£ne úplný strom, napríklad Obr. 2.8 ukazuje dva rôzne

spôsoby výberu úplného stromu (plné £iary) pre daný komplex (preru²ované £iary sú

odstránené vetvy, ktoré tvoria £asti slu£iek).

Obr. 2.8: Rôzne výbery úplného stromu pre danú sie´

Ke¤ºe T tvorí strom, ktorý obsahuje v²etky uzly (lebo sme to tak vytvorili), musí

obsahova´ n−1 vetiev. Potom v T sa nachádza b− (n−1) = b+1−n vetiev. Pridaním

©ubovo©nej vetvy z T k T vytvoríme slu£ku. Po£et vetiev v T je b + 1− n, teda to©ko

máme aj slu£iek (to sa rovná dimenzii Z1). Ak sú tieto slu£ky aj lineárne nezávislé,

môºeme vyhlási´, ºe tvoria bázu.
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Ozna£me αi i-tú vetvu v T aMi ozna£me slu£ku, ktorú vytvorí vetva αi. Uvaºujme

v²eobecnú lineárnu kombináciu slu£iek: ΣciMi. Ke¤ºe αi sa vyskytuje iba v slu£ke Mi

a to s koe�cientom +1, koe�cient αi v sume musí by´ ci. Preto nemôºe by´ ΣciMi = 0,

kým v²etky ci nie sú nulové, a to znamená, ºe slu£ky Mi sú lineárne nezávislé a teda

tvoria bázu priestoru Z1.

Výber úplného stromu ur£uje projekciu ρT priestoru C1 do podpriestoru Z1, ktorú

môºeme zavies´ nasledovne:

ak αi ∈ T , potom ρT (αi) = 0

ak αi ∈ T , potom ρT (αi) = Mi

Obr. 2.9: Výber úplného stromu pre danú sie´

Napríklad, ak na Obr. 2.9 vyberieme úplný strom pozostávajúci z vetiev α a β:

ρT (α) = 0, ρT (β) = 0, ρT (γ) = α + β + γ, ρT (δ) = −α + δ

Projekcia ρT môºe by´ tieº reprezentovaná maticou

ρT =


0 0 1 −1

0 0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1


2.3 Duálne priestory a kohrani£né zobrazenie

Rozloºenie energie v nejakej vetve je ur£ené prúdom, ktorý vetvou preteká a napätím

na tejto vetve. V tomto zmysle teda môºeme povaºova´ napätie za duálne k prúdu.

Potom vektor napätí V = (V α, V β, ...) by mal leºa´ v duálnom priestore priestoru C1,
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ktorý ozna£íme C1. Tento duálny priestor nazveme priestor 1-kore´azcov, C1 je teda

priestor lineárnych funkcií na C1. Podobne zavedieme priestor C0 lineárnych funkcií na

C0 a nazveme ho priestor 0-kore´azcov.

Ak máme zadané vektory K = (Kα, Kβ, ...)
T ∈ C1 a W = (Wα,W β, ...) ∈ C1,

môºeme ozna£i´ hodnotu lineárnej funkcie W na vektore K ako 〈W,K〉 a de�nova´ ju

takto:

〈W,K〉 = WαKα +W βKβ + ....

Podobne môºeme ozna£i´ hodnotu 0-kore´azca f = (fA, fB, ...)T ∈ C0 na 0-re´azci

c = (cA, cB, ...)
T ∈ C0 ako 〈f, c〉:

〈f, c〉 = fAcA + fBcB + ....

Medzi priestormi C1 a C0 uº máme dané lineárne zobrazenie (konkrétne hrani£né zo-

brazenie ∂). Preto moºno o£akáva´, ºe aj medzi ich duálnymi priestormi bude existova´

nejaké lineárne zobrazenie. Takýmto je zdruºené zobrazenie k ∂. Ozna£íme ho d a na-

zveme kohrani£ný operátor. Ke¤ºe ∂ je zobrazenie z C1 do C0, d je zobrazením z C0

do C1.

Ak f je 0-re´azec a K je 1-re´azec, hodnota df na K je rovná hodnote f na ∂K:

〈df,K〉 = 〈f, ∂K〉

Tento vz´ah môºeme chápa´ aj ako de�níciu zobrazenia d. Napríklad ak by sme chceli

po£íta´ 〈df, α〉, kde α je vetva, pre ktorú platí ∂α = B − A, potom môºeme písa´

〈df, α〉 = 〈f, ∂α〉 = fA(∂α)A + fB(∂α)B + ... = fA(−1) + fB(1) = f(B)− f(A)

Teraz obrátime svoju pozornos´ na druhý Kirchho�ov zákon. Napätie na nejakej

vetve je dané rozdielom potenciálov na jej koncoch (potenciál na za£iatku - potenciál

na konci), napríklad V α = Φ(A)− Φ(B) pre vetvu α s vlastnos´ou ∂α = B −A. Teda

potenciál je funkcia v uzloch, tzn. 0-kore´azec. Toto by sme mohli zapísa´ aj takto:

〈V, α〉 = Φ(A)− Φ(B) = −〈Φ, ∂α〉

Takýto vz´ah napísaný v²eobecne

〈V,K〉 = −〈Φ, ∂K〉
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platí pre v²etky vetvy komplexu a ke¤ºe vetvy tvoria bázu priestoru 1-re´azcov, potom

platí pre v²etky 1-re´azce. Z de�nície d vieme, ºe platí aj

〈dΦ, K〉 = 〈Φ, ∂K〉

Porovnaním týchto dvoch vz´ahov dostaneme

〈V,K〉 = −〈dΦ, K〉

a odtia© vidíme, ºe V a −dΦ majú rovnakú hodnotu pre v²etky 1-re´azce. Teda druhý

Kirchho�ov zákon môºe by´ formulovaný aj takto:

V = −dΦ Kirchho�ov zákon pre napätia

2.3.1 Zachovanie energie

Uº teraz máme jeden bonus navy²e. Okamºitý dôsledok dvoch Kirchho�ových zá-

konov (vo v²eobecnej formulácii známy aj ako Tellegenova teoréma): Predpokladajme,

ºe pre danú sie´ je I ∈ C1 rozloºenie vetvových prúdov vyhovujúcich prvému Kirch-

ho�ovmu zákonu ∂I = 0. Predpokladajme tieº, ºe pre tú istú sie´ rozloºenie napätí V

sp¨¬a druhý Kirchho�ov zákon V = −dΦ. Potom disipácia celkovej energie vo v²etkých

vetvách je

P =
∑
V αIα = 〈V, I〉 = −〈dΦ, I〉

Ak na tomto mieste pouºijeme de�níciu zobrazenia d

P = −〈dΦ, I〉 = −〈Φ, ∂I〉 = 0

lebo ∂I = 0. Tento výsledok ukazuje, ºe energia v elektrickej sieti sa zachováva.

2.3.2 Jadro a obraz kohrani£ného zobrazenia

Skúsme sa pozrie´ na tieto dva podpriestory vºdy spojené s nejakým zobrazením.

Ozna£me Z0 ⊂ C0 jadro operátora d. Z de�nície jadra zobrazenia je Z0 podpriestor

funkcií potenciálov v uzloch s vlastnos´ou, ºe v²etky napätia vetiev sú rovné nule. Ak

uvaºujeme súvislý komplex, napätia v²etkých vetiev budú nulové práve vtedy, ak bude
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potenciál v kaºdom bode rovnaký. V²eobecnej²ie povedané, Z0 je podpriestor potenciá-

lov, ktoré sú kon²tantné na kaºdej súvislej komponente. Z fyzikálneho h©adiska pridanie

prvku zo Z0 k prvku z C0 nemá ºiadny význam, ovplyv¬uje len zmenu referen£nej hla-

diny potenciálu. Naozaj zaujímavý je pre nás len faktorpriestor priestoru C0 pod©a

svojho podpriestoru Z0:

P 0 = C0/Z0

Ke¤ºe Z0 obsahuje funkcie (potenciály), ktoré sú kon²tantné na kaºdej súvislej kom-

ponente, prvky P 0 sú triedami ekvivalencie funkcií, ktoré sa lí²ia len o kon²tantu. Ak

zmeníme vektor v C0 pridaním fyzikálne bezvýznamnej kon²tanty (ktorá môºe by´

dokonca rôzna na kaºdej súvislej komponente), výsledný vektor bude stále zodpove-

da´ tomu istému prvku z P 0. Teda práve priestor P 0 zodpovedá priestoru potenciálov

(de�nuje potenciál Φ). Daný vektor napätí V , ktorý sp¨¬a druhý Kirchho�ov zákon,

V = −dΦ, je ur£ený jednozna£ne ako prvok P 0.

Ak napríklad pre sie´ na Obr. 2.10 vyberieme body A a D ako základné, potom

vektor (ΦB,ΦC ,ΦE) reprezentuje element P 0.

Obr. 2.10: Príklad siete

Ke¤ºe pre nás je fyzikálne zaujímavý iba faktorpriestor P 0, môºeme obmedzi´ zo-

brazenie d: C0 → C1 na zobrazenie [d]: P 0 → C1. Maticovú reprezentáciu [d] získame z

matice d jednoducho vymazaním st¨pcov zodpovedajúcich základným bodom. Pre sie´

na obrázku vy²krtneme st¨pce 1(A) a 4(D):

d =


−1 1 0 0 0

0 −1 1 0 0

1 0 −1 0 0

0 0 0 1 −1

 [d] =


1 0 0

−1 1 0

0 −1 0

0 0 −1
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�ubovo©ný prvok zo Z0 pôsobiaci na prvok z B0 dáva nulu. Preto sa Z0 nazýva aj

anihila£ný priestor B0.

H Uvaºujme, ºe Φ je element Z0, tzn. dΦ = 0. Ozna£meK prvok priestoru C1, potom

∂K je prvok priestoru hraníc B0. Pouºitím týchto vlastností a de�nície kohrani£ného

operátora d dostaneme

〈Φ, ∂K〉 = 〈dΦ, K〉 = 0

Teda naozaj, ©ubovo©ný prvok zo Z0 pôsobiaci na prvok z B0 dáva nulu. Opa£ne, ak

budeme predpoklada´, ºe 〈Φ, ∂K〉 = 0 pre v²etky K, potom aj 〈dΦ, K〉 = 0 pre v²etky

K a to znamená, ºe dΦ = 0 a teda Φ ∈ Z0. N

Uvaºujme faktorpriestor H0 = C0/B0. Priestor Z0 je duálny priestor k faktorpries-

toru H0.

H Nech c1 a c2 sú prvky C0, ktorých rozdiel c1 − c2 leºí v B0, teda sú to dva prvky,

ktoré patria do tej istej triedy ekvivalencie H0. Pre ©ubovo©né Φ ∈ Z0 platí

〈Φ, c1〉 − 〈Φ, c2〉 = 〈Φ, c1 − c2〉 = 0

a odtia© vyplýva, ºe 〈Φ, c1〉 = 〈Φ, c2〉. Teda daný prvok Z0 má rovnakú hodnotu na

©ubovo©nom £lene triedy ekvivalencie H0, takºe Z0 môºe by´ povaºovaný za priestor

lineárnych funkcií na H0. N

Uvaºujme faktorpriestor P 0 = C0/Z0. Tento je duálnym priestorom B0.

H Sta£í, ak sa pozrieme trocha z inej strany na fakt, ºe Z0 je anihila£ný priestor

B0. Môºeme poveda´, ºe nejaké dva prvky C0 lí²iace sa o prvok Z0 dávajú rovnaký

výsledok, ke¤ pôsobia na prvok z B0. Teda faktorpriestor P 0 = C0/Z0 môºe by´ naozaj

stotoºnený s duálnym priestorom B0. N

Zdruºený (adjungovaný) operátor zobrazenia [d]: P 0 → C1 je potom operátor [∂]:

C1 → B0. Ak pouºívame ako bázu pre B0 duálnu bázu k báze pre P 0, potom matica

reprezentujúca [∂] je transponovaná matica k matici reprezentujúcej [d]. Vzh©adom na
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túto bázu je vektor v B0 reprezentovaný vektorom z C0, v ktorom vymaºeme kompo-

nenty zodpovedajúce základným bodom. Napríklad na Obr. 2.10 so základnými bodmi

A a D máme

∂ =



−1 0 1 0

1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 0 1

0 0 0 −1


[∂] =


1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 0 −1

 = [d]T

Teraz ozna£me B1 podpriestor priestoru C1, ktorý je obrazom d. Fyzikálne, B1 je

priestor vektorov napätí vetiev, ktoré sp¨¬ajú druhý Kirchho�ov zákon.

B1 je anihila£ný priestor pre Z1. 5

H Uvaºujme, ºe Φ je prvok priestoru C0, potom dΦ je prvok obrazu d - priestoru

B1. Ozna£me I prvok priestoru Z1, tzn. ∂I = 0. Pouºitím týchto vlastností a de�nície

kohrani£ného operátora d dostaneme

〈dΦ, I〉 = 〈Φ, ∂I〉 = 0

B1 je teda naozaj anihila£ný priestor pre Z1. N

Ak vytvoríme faktorpriestorH1 = C1/B1, potom tento môºeme stotoºni´ s duálnym

priestorom H1 (v tomto prípade so Z1).

H Nech V1 a V2 sú vektory z C1, ktorých rozdiel leºí v B1, teda vektory patriace do

tej istej triedy ekvivalencie H1, t.j. V1 − V2 = −dΦ pre nejaké Φ. Majme ©ubovo©ný

vektor prúdov I ∈ Z1, pre ktorý ∂I = 0, potom platí

〈V1, I〉 − 〈V2, I〉 = 〈V1 − V2, I〉 = −〈dΦ, I〉 = −〈Φ, ∂I〉 = 0

a odtia© vyplýva, ºe 〈V1, I〉 = 〈V2, I〉. Teda V1 a V2, ktoré zodpovedajú tomu istému

prvku z H1, sú rovnaké aj ako prvky duálneho priestoru H1. N

5Nejaká distribúcia napätí sp¨¬ajúca druhý Kirchho�ov zákon aplikovaná na nejakú distribúciu

prúdov sp¨¬ajúcu prvý Kirchho�ov zákon dáva nulu - toto je práve zachovanie energie, ktoré sme uº

spomínali.
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2.4 Metóda obvodových prúdov a metóda uzlových

potenciálov

2.4.1 Kirchho�ove zákony v symetrickej forme

V metóde obvodových prúdov vyberáme najskôr nezávislé slu£ky a k jednotlivým

slu£kám priradíme (imaginárne) obvodové prúdy Ji. Tak vlastne vytvoríme najv²eobec-

nej²í prvok priestoru Z1: J1M1 + ... + JmMm, pri£om ako bonus tieto prúdy sp¨¬ajú

prvý Kirchho�ov zákon (z de�nície Z1 - prvky tohto priestoru sa zobrazujú na nulu).

Uvaºujme priestor obvodových prúdov ako nejakú ¤al²iu kópiu Z1, nazvime ho H1.

Tento priestor je kópia Z1, ale povaºovaná za abstraktný vektorový priestor, nie teda

ako podpriestor C1. Môºeme potom uvaºova´ ”nájdenie vetvových prúdov ur£ených

obvodovými prúdmi” ako lineárne zobrazenie σ, kde σ : H1 → C1 je (identické) zobra-

zenie, ktoré identi�kuje H1 s podpriestorom Z1 priestoru C1.

Uvaºujme sie´ na Obr. 2.11 s úplným stromom pozostávajúcim z vetiev α a γ. Pries-

tor H1 je tu dvojrozmerný (máme dve nezávislé slu£ky, teda dva obvodové prúdy).

Obr. 2.11: Výber úplného stromu a nezávislých slu£iek pre danú sie´

Zobrazenie σ prira¤uje slu£ke M1 vetvové prúdy α + β + γ

σ(M1) = α + β + γ

a podobne slu£ke M2 prúdy −γ + δ

σ(M2) = −γ + δ
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Teda ak pouºijeme M1 a M2 ako bázu ná²ho abstraktného priestoru H1 obvodových

prúdov a pouºijeme α, β, γ, δ ako bázu priestoru C1, potom matica zobrazenia σ

zodpovedajúca týmto bázam je

σ =


1 0

1 0

1 −1

0 1


V²imnime si, ºe σ vytvára pravidlo pre vyjadrenie vetvových prúdov pomocou ob-

vodových prúdov:

σ

J1

J2

 =


J1

J1

J1 − J2

J2


Ak J je vektor obvodových prúdov a I je vektor vetvových prúdov a σ je zobrazenie,

ktoré priradí kaºdej vetve lineárnu kombináciu obvodových prúdov ur£ujúcu prúd te£úci

danou vetvou, potom platí: I = σJ

Teraz môºeme vybra´ bázu pre H1, ktorá je duálna k báze pre H1 a ozna£me s

zobrazenie, ktoré zobrazí priestor C1 do faktorpriestoru H1 = C1/B1. Potom s a σ sú

zdruºené transformácie a ich maticové reprezentácie sú navzájom transponované.

s =

1 1 1 0

0 0 −1 1


Môºeme si v²imnú´, ºe komponenty sV sa rovnajú sú£tu napätí vetiev pozd¨º rôznych

slu£iek, ktoré sme vybrali ako bázu pre H1:

s




vα

vβ

vγ

vδ



 =

vα + vβ + vγ

−vγ + vδ
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Tieto vz´ahy môºeme zhrnú´ do jedného diagramu:

[d] s

P 0 −→ C1 → H1

[∂] σ

B0 ←− C1 ← H1

V tomto diagrame sú vektorové priestory v rovnakom st¨pci duálne ku sebe: C1 a C1,

P 0 a B0, H1 a H1. Naviac [d] a [∂], rovnako ako s a σ sú navzájom zdruºené zobrazenia.

Obe [d] a σ sú injektívne (majú nulové jadro), kým ich zdruºené transformácie [∂] a

s sú surjektívne (majú celý vektorový priestor ako svoj obraz). Nakoniec, im σ = ker

[∂] a im [d] = ker s. Pod©a tejto schémy môºeme oba Kirchho�ove zákony napísa´ v

symetrickej forme:

I = σJ , J ∈ H1 Kirchho�ov zákon pre prúdy (I.)

V = −[d]Φ , Φ ∈ P 0 Kirchho�ov zákon pre napätia (II.)

2.4.2 V²eobecná vetva

Ak predpokladáme, ºe máme elektrickú sie´ pozostávajúcu len z rezistorov a zdro-

jov, potom najv²eobecnej²ia vetva α s ∂α = B − A vyzerá ako na Obr. 2.12.

Obr. 2.12: V²eobecná vetva

To znamená, ºe nejaký zdroj napätia je v sérii s rezistorom a nejaký zdroj prúdu je s

nimi paralelne zapojený: nie je tu zdroj, ktorý by mohol udrºiava´ kon²tantné napätie



KAPITOLA 2. ELEKTRICKÉ SIETE II. 28

bez zmeny prúdu a ani zdroj, ktorý by vytváral kon²tantný prúd bez zmeny napätia.

Napätie na rezistore je V α−Wα, prúd cez rezistor je Iα−Kα a jeho odpor je zα. Teda

pre danú vetvu platí:

(V α −Wα) = zα(Iα −Kα)

zα, Wα, Kα sú dané (môºu by´ aj nula), Iα a V α sú neznáme. 6

Nech Z: C1 → C1 je lineárna transformácia, ktorej matica (v báze pozostávajúcej

z vetiev) je diagonálna matica so vstupmi zα. Predchádzajúcu rovnicu pre túto na²u

vetvu môºeme potom napísa´ ako

V −W = Z(I −K)

Spolu s Kirchho�ovými zákonmi máme teda rovnice

V −W = Z(I −K), I = σJ , V = −[d]Φ

pre neznáme J ∈ H1 a Φ ∈ P 0, kdeW , K a Z sú dané. Tieto rovnice môºeme vyskú²a´

vyrie²i´ niektorou z nasledujúcich dvoch metód.

2.4.3 Metóda obvodových prúdov

Do rovnice V −W = Z(I−K) dosadíme I = σJ , aby bol splnený prvý Kirchho�ov

zákon:

V −W = Z(σJ −K)

Potom na túto rovnicu aplikujeme zobrazenie s. Ke¤ºe pod©a druhého Kirchho�ovho

zákona sV = s(−[d]Φ) = 0, dostaneme

−sW = sZσJ − sZK ⇒ (sZσ)J = s(ZK −W )

Pravú stranu rovnice poznáme, rovnako ako poznáme lineárnu transformáciu sZσ. Ak

je matica sZσ invertovate©ná, získame vz´ah

J = (sZσ)−1s(ZK −W ) metóda obvodových prúdov

z ktorého vieme ur£i´ v²etky prúdy a napätia:

I = σJ , V = W + Z(I −K)

6V sie´ach, kde sú len rezistory, je zα reálne £íslo (zα ≥ 0). Ak by sme uvaºovali sie´ obsahujúcu

kondenzátory a cievky, zα by bolo komplexné £íslo závislé od frekvencie.
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2.4.4 Metóda uzlových potenciálov

Do rovnice V − W = Z(I − K) napí²eme V = −[d]Φ, aby bol splnený druhý

Kirchho�ov zákon. Potom z©ava vynásobime celú rovnicu inverznou maticou Z−1, £o

je diagonálna matica a získame

I −K = Z−1(−[d]Φ−W )

Teraz aplikujeme [∂] na obe strany rovnice. Ke¤ºe pod©a prvého Kirchho�ovho zákona

∂I = 0, získame

−[∂]K = −[∂]Z−1([d]Φ +W )

alebo

([∂]Z−1[d])Φ = [∂](K − Z−1W )

Ak je matica [∂]Z−1[d] invertovate©ná, dostaneme

Φ = ([∂]Z−1[d])−1[∂](K − Z−1W ) metóda uzlových potenciálov

Napätia a prúdy môºeme získa´ zo vz´ahov

V = −[d]Φ, I = K + Z−1(−[d]Φ−W )



Kapitola 3

Konkrétne príklady

3.1 Na úvod

Vyskú²ajme si teraz obe metódy na jednoduchom príklade, ktorý sme po£ítali v

úvodnej £asti. Najskôr si ozna£íme v²etky uzly a vetvy (to môºeme ©ubovo©ne), naprí-

klad tak, ako je nazna£ené na Obr. 3.1.

Obr. 3.1: Elektrická sie´ (v©avo) a jej topológia (vpravo)

Pod©a toho skon²truujeme maticu ∂ (kaºdý riadok v nej zodpovedá jednému uzlu a

kaºdý st¨pec jednej vetve; bodu, z ktorého vetva vychádza, je priradená −1, bodu, do

ktorého vetva vchádza, 1).

∂α = A−B, ∂β = B − A, ∂γ = B − A

α β γ

∂ =

 1 −1 −1

−1 1 1

 A

B

30
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Zvolíme si základný bod, t.j. bod, v ktorom budeme potenciál povaºova´ za nulový

(opä´ ©ubovo©ne). V na²ej sieti nemáme ve©mi na výber, nech je základným napríklad

bod A, tzn. ΦA = 0. Teraz vyjadríme napätia vetiev pomocou zostávajúcich uzlových

potenciálov (zostal iba ΦB):

V α = ΦB, V β = −ΦB, V γ = −ΦB

Z druhého Kirchho�ovho zákona V = −[d]Φ dostaneme

[d] =


−1

1

1


Skúsme overi´, ºe matica [∂] a [d] sú iba navzájom transponované. Maticu [∂] získame

odstránením riadku ∂, ktorý zodpovedá vybranému základnému bodu A.

[∂] =
(
−1 1 1

)
= [d]T

Samozrejme, beºne takto zd¨havo nepo£ítame, nájdeme iba jednu z matíc [∂] a [d] a

druhú získame transponovaním.

�alej môºeme ur£i´ maticu σ. O nej vieme, ºe má v jednotlivých st¨pcoch zapísané

slu£ky, preto ich najskôr musíme nájs´. Urobme výber úplného stromu pod©a návodu -

postupným odstra¬ovaním vetiev tvoriacich slu£ky, napríklad tak, ako je to zobrazené

na Obr. 3.2.

Obr. 3.2: Výber úplného stromu

Úplný strom teda tvorí iba jedna vetva, v na²om prípade β a v sieti máme dve nezávislé

slu£ky: M1 = α + β, M2 = β − γ.
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Matica σ potom vyzerá nasledovne:

σ =


1 0

1 1

0 −1


α

β

γ

Ak by sme náhodou zabudli, ºe do st¨pcov matice σ máme nauklada´ jednotlivé slu£ky,

môºeme túto maticu nájs´ aj pomocou prvého Kirchho�ovho zákona napísaného v

tvare I = σJ . V sieti sme na²li dve nezávislé slu£ky, to znamená, ºe

J =

J1

J2


Ak vyberieme slu£ky M1 a M2 tak, ako je znázornené na Obr. 3.3, vetvové prúdy sú

vyjadrené pomocou obvodových prúdov J1 a J2 takto:

Iα = J1, Iβ = J1 + J2, Iγ = −J2

Obr. 3.3: Výber nezávislých slu£iek

Porovnaním s I = σJ dostaneme maticu σ:

σ =


1 0

1 1

0 −1


Opä´ si výpo£et môºeme overi´ - zostrojením matice s tak, ºe vyjadríme poklesy napätí

ε okolo kaºdej slu£ky pomocou vetvových napätí.

Okolo slu£ky 1: ε1 = V α + V β

Okolo slu£ky 2: ε2 = V β − V γ
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Porovnaním so vz´ahom ε = sV máme

s =

1 1 0

0 1 −1


Ako sme o£akávali, matica s je len transponovaná k σ.

�al²ím krokom je zapísa´ vektoryW aK, ktoré reprezentujú zdroje napätí a prúdov

na jednotlivých vetvách siete. Znamienková konvencia pre W je taká, ºe napätie zdroja

je uvaºované ako kladné, ak zdroj prispieva kladne k poklesu napätia, ke¤ vetvou

prechádzame v zmysle danom ²ípkou. Z Obr. 3.1 nájdeme

Wα = U , W β = 0, W γ = 0

Podobne, zdroje prúdov po£ítame ako kladné, ak prispievajú kladne k toku prúdov v

smere ²ípky. V na²ej sieti v²ak ºiadny zdroj prúdu nemáme, preto K je nulový vektor:

Kα = 0, Kβ = 0, Kγ = 0

Zdroje v sieti môºeme teda opísa´ dvoma vektormi

W =


U

0

0

 a K =


0

0

0


E²te nám zostáva napísa´ maticu Z, ktorá hovorí o odporoch na vetvách. Ke¤ºe

Rα = R1, Rβ = R3, Rγ = R2,

matica Z vyzerá takto:

Z =


R1 0 0

0 R3 0

0 0 R2


Tu sa skon£ila akási ”fyzikálna” £as´ príkladu, nasledujúce výpo£ty sú uº len násobenia

matíc. Zvo©me si nejaké konkrétne hodnoty napätia a odporov, pre ktoré na²u sie´

vyrie²ime, napríklad: U = 4V , R1 = 1Ω, R2 = 2Ω, R3 = 2Ω. Potom máme

W =


4

0

0

 , K =


0

0

0

 , Z =


1 0 0

0 2 0

0 0 2
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Vyskú²ajme najskôr po£íta´ pomocou metódy obvodových prúdov, pre ktorú platí

J = (sZσ)−1s(ZK −W )

Robme postupne jednotlivé kroky:

sZσ =

1 1 0

0 1 −1




1 0 0

0 2 0

0 0 2




1 0

1 1

0 −1

 =

3 2

2 4



(sZσ)−1 = 1
8

 4 −2

−2 3



ZK −W =


1 0 0

0 2 0

0 0 2




0

0

0

−


4

0

0

 =


−4

0

0



s(ZK −W ) =

1 1 0

0 1 −1



−4

0

0

 =

−4

0



J = 1
8

 4 −2

−2 3

−4

0

 = 1
8

−16

8

 =

−2

1


Dostali sme rie²enie pre obvodové prúdy: J1 = −2A, J2 = 1A.

I = σJ =


1 0

1 1

0 −1


−2

1

 =


−2

−1

−1


Vetvové prúdy sú: Iα = 2A, Iβ = 1A, Iγ = 1A. Výsledné záporné prúdy nám nepreká-

ºajú, pretoºe to iba znamená, ºe prúd te£ie v danej vetve opa£ným smerom, ako sme

si zvolili smer vetvy.

Zo známych prúdov vieme ur£i´ napätia vetiev pod©a vz´ahu V = W +Z(I−K), ktorý

sa v na²om prípade e²te zjednodu²í, pretoºe K = 0 (v sieti nemáme zdroje prúdu):

V = W + ZI
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V = W + ZI =


4

0

0

+


1 0 0

0 2 0

0 0 2



−2

−1

−1

 =


4

0

0

+


−2

−2

−2

 =


2

−2

−2


To znamená: Vα = 2V , Vβ = −2V , Vγ = −2V .

Teraz si môºeme výsledky overi´ vyskú²aním metódy uzlových potenciálov. Pouºi-

jeme vz´ah

Φ = ([∂]Z−1[d])−1[∂](K − Z−1W )

Pre napätia a prúdy potom platí:

V = −[d]Φ, I = K + Z−1(−[d]Φ−W )

Postupné výpo£ty:

[∂]Z−1[d] =
(
−1 1 1

)
1 0 0

0 1
2

0

0 0 1
2



−1

1

1

 =
(

2
)

([∂]Z−1[d])−1 =
(

1
2

)

K − Z−1W =


0

0

0

−


1 0 0

0 1
2

0

0 0 1
2




4

0

0

 =


−4

0

0



[∂](K − Z−1W ) =
(
−1 1 1

)
−4

0

0

 =
(

4
)

Φ =
(

1
2

)(
4
)

=
(

2
)

Teda neznámy uzlový potenciál je ΦB = 2V a napätia na jednotlivých vetvách sú:

Vα = 2V , Vβ = −2V , Vγ = −2V .

V = −[d]Φ = −


−1

1

1

(2
)

=


2

−2

−2
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E²te spo£ítame prúdy vetiev:

I = Z−1(−[d]Φ−W ) =


1 0 0

0 1
2

0

0 0 1
2





2

−2

−2

 −


4

0

0


 =


−2

−1

−1


Vidíme, ºe obe metódy nám dali zhodné výsledky, £o sme asi aj o£akávali.

3.2 Význam jednotlivých krokov

Prirodzene by tu mohla vzniknú´ otázka, aký význam z h©adiska fyziky majú

tieto násobenia matíc. Zoberme si najskôr metódu obvodových prúdov. Pre ¬u je

”ústrednou” rovnicou vz´ah

J = (sZσ)−1s(ZK −W )

ktorý e²te môºeme prepísa´ do tvaru

(sZσ)J = s(ZK −W )

Pri odvodení tohto vz´ahu to mohlo vyzera´, ºe len bezhlavo manévrujeme so

vz´ahmi s cie©om získa´ vz´ah pre J . V²etky kroky v²ak mali svoj fyzikálny zmy-

sel, ktorý bolo v tom momente ´aº²ie uvidie´. Skúsme si ich ozrejmi´ na konkrétnom

príklade - majme napríklad topológiu siete z kapitoly 3.1 znázornenú na Obr. 3.1, ale

uvaºujme na kaºdej vetve zdroj prúdu, napätia aj odpor bez konkrétnych hodnôt (teda

v²eobecne R1, R2, R3 ...). Prvky s indexom 1 nech sú na vetve α, index 2 nech patrí

vetve β a index 3 vetve γ (nech nás nemýli, ºe v príklade v kapitole 3.1 to bolo ozna£ené

spo£iatku inak). Vektory K, W a matica Z sú potom dané takto:

W =


W1

W2

W3

 , K =


K1

K2

K3

 , Z =


R1 0 0

0 R2 0

0 0 R3


Postupne robíme tieto kroky:

sZσ =

1 1 0

0 1 −1



R1 0 0

0 R2 0

0 0 R3




1 0

1 1

0 −1

 =

R1 +R2 R2

R2 R2 +R3
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(sZσ)J =

R1 +R2 R2

R2 R2 +R3

J1

J2

 =

(R1 +R2)J1 +R2J2

R2J1 + (R2 +R3)J2



ZK −W =


R1 0 0

0 R2 0

0 0 R3



K1

K2

K3

−

W1

W2

W3

 =


R1K1 −W1

R2K2 −W2

R3K3 −W3



s(ZK −W ) =

1 1 0

0 1 −1



R1K1 −W1

R2K2 −W2

R3K3 −W3

 =

R1K1 −W1 +R2K2 −W2

R2K2 −W2 +R3K3 −W3


V prvom kroku v matici sZσ vystupujú iba odpory. Kaºdý diagonálny prvok je

sú£tom odporov vo vetvách, ktoré tvoria slu£ku. Ak sa napríklad pozrieme na prvú

slu£ku α + β, vidíme, ºe ich spolo£ný odpor je R1 + R2 a tento £len naozaj stojí v

matici sZσ na diagonále v prvom riadku a v prvom st¨pci. Rovnako pre druhú slu£ku

β − γ si môºeme overi´, ºe druhý diagonálny £len R2 + R3 je sú£tom odporov v tejto

slu£ke.

Zostali nám e²te nediagonálne prvky. Kaºdý mimodiagonálny prvok je odpor spo-

lo£ný dvom slu£kám (aº na znamienko). Napríklad prvok na pozícii 1,2 (prvý riadok,

druhý st¨pec) je odpor, ktorý majú spolo£ný slu£ky 1 a 2 (£ísla slu£iek sú ur£ené £íslom

st¨pca v matici σ, napríklad slu£ka 1 je slu£ka, ktorá je zapísaná v matici σ v prvom

st¨pci). Z tohto je zrejmé, ºe matica sZσ je symetrická, pretoºe prvok 2,1 musí by´

rovnaký ako 1,2 (oba sú odpory spolo£né slu£kám 1 a 2). V na²om prípade máme na

mieste 1,2 v matici sZσ odpor R2, £o sa zhoduje s tým, £o sme práve povedali. Tento

odpor je na vetve β, ktorá je sú£as´ou slu£ky 1 a slu£ky 2. Nediagonálny prvok je síce

odpor spolo£ný dvom slu£kám, ale aº na znamienko. Odpory majú vºdy kladné hod-

noty, ale nediagonálne prvky môºu by´ aj záporné. Takýto prípad nastane vtedy, ak v

jednej slu£ke je vetva s daným odporom zarátaná v kladnom smere a v druhej slu£ke

v zápornom smere. Môºeme si to overi´, ak v na²ej sieti budeme uvaºova´ namiesto

slu£ky β− γ slu£ku γ− β (ná² výber má by´ ©ubovo©ný). Potom matice σ a sZσ budú

vyzera´ nasledovne:
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σ =


1 0

1 −1

0 1



sZσ =

1 1 0

0 −1 1



R1 0 0

0 R2 0

0 0 R3




1 0

1 −1

0 1

 =

R1 +R2 −R2

−R2 R2 +R3


Teraz máme v matici sZσ na pozícii 1,2 prvok −R2.

�alej sme ur£ili maticu (sZσ)J . Jej komponenty sú poklesy napätí, ktoré by exis-

tovali pozd¨º jednotlivých slu£iek, keby sme v sieti nemali zdroje.

Komponenty matice ZK −W ur£ujú nárasty napätí, ktoré by boli na jednotlivých

vetvách, keby v²etky obvodové prúdy boli nulové. Potom teda matica s(ZK −W ) ob-

sahuje nárasty napätí pozd¨º jednotlivých slu£iek v prípade, ºe by v²etky obvodové

prúdy boli nulové.

Rovnica (sZσ)J = s(ZK −W ) teda hovorí, ºe pre kaºdú slu£ku sa pokles napä-

tia spôsobený obvodovým prúdom te£úcim cez odpory rovná nárastu napätia, ktorý by

existoval na slu£ke, ak by boli v²etky obvodové prúdy nulové. Teda celkový sú£et napätí

okolo kaºdej slu£ky (spôsobený obvodovými prúdmi a zdrojmi) je nula ako vyºaduje

druhý Kirchho�ov zákon.

Podobne sa môºeme pozrie´ na význam jednotlivých krokov v metóde uzlových

potenciálov. Tu je dôleºitý vz´ah:

Φ = ([∂]Z−1[d])−1[∂](K − Z−1W )

ktorý prepí²eme do tvaru

([∂]Z−1[d])Φ = [∂](K − Z−1W )

Mohli by sme si ich skúsi´ pozrie´ na tej istej sieti ako pri metóde slu£kových prúdov,

ale ke¤ºe v nej je okrem základného iba jeden bod, ve©a by sme sa nedozvedeli, pretoºe

by nám v niektorom výpo£te vy²la len matica 1× 1 (z nej by sme nemohli ni£ poveda´

ani o mimodiagonálnych prvkoch). Skúsme teda sie´ aspo¬ s dvoma bodmi s topológiou,
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Obr. 3.4: Príklad topológie siete s dvoma uzlami

aká je napríklad znázornená na Obr. 3.4. Nech nám neprekáºa, ºe tentokrát máme v

sieti len jednu slu£ku, pretoºe metódu obvodových prúdov uº máme preskúmanú.

Pri metóde uzlových potenciálov potrebujeme pozna´ matice [∂] a [d]. Ak vyberieme

bod A ako základný (t.j. s nulovým potenciálom), potom tieto matice majú tvar:

∂ =


−1 0 1

1 −1 0

0 1 −1

 [∂] =

1 −1 0

0 1 −1

 [d] =


1 0

−1 1

0 −1


Opä´ majme v²eobecné vetvy (to znamená s odporom aj oboma typmi zdrojov). Prvky

na vetve α ozna£íme indexom 1, na vetve β indexom 2 a na vetve γ indexom 3. Potom:

W =


W1

W2

W3

 , K =


K1

K2

K3

 , Z =


R1 0 0

0 R2 0

0 0 R3


Jednotlivé kroky:

[∂]Z−1[d] =

1 −1 0

0 1 −1




1
R1

0 0

0 1
R2

0

0 0 1
R3




1 0

−1 1

0 −1

 =

 1
R1

+ 1
R2

− 1
R2

− 1
R2

1
R2

+ 1
R3



([∂]Z−1[d])Φ =

 1
R1

+ 1
R2

− 1
R2

− 1
R2

1
R2

+ 1
R3

ΦB

ΦC

 =

 ( 1
R1

+ 1
R2

)ΦB − 1
R2

ΦC

− 1
R2

ΦB + ( 1
R2

+ 1
R3

)ΦC



K − Z−1W =


K1

K2

K3

−


1
R1

0 0

0 1
R2

0

0 0 1
R3



W1

W2

W3

 =


K1 − W1

R1

K2 − W2

R2

K3 − W3

R3
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[∂](K − Z−1W ) =

1 −1 0

0 1 −1



K1 − W1

R1

K2 − W2

R2

K3 − W3

R3

 =

K1 − W1

R1
−K2 + W2

R2

K2 − W2

R2
−K3 + W3

R3



Úvahy o maticiach v tejto metóde sú ve©mi podobné tým, ktoré sa vyskytovali v

predchádzajúcej metóde.

Kaºdý diagonálny prvok v matici [∂]Z−1[d] je sú£tom prevrátených hodnôt odporov

(teda sú£tom vodivostí) v²etkých rezistorov na vetvách, ktoré sú spojené v danom bode

(tzn. vetvy, ktoré majú jeden z hrani£ných bodov práve daný bod). Napríklad bod B

(£o zodpovedá prvku 1,1 v matici, ak body uvaºujeme v poradí B, C) je hrani£ným

bodom vetiev α a β, ktoré majú odpory R1 a R2, teda prvok prislúchajúci tomuto bodu

je 1
R1

+ 1
R2
. Podobne pre bod C, ktorý je hrani£ným bodom vetiev β a γ s odpormi R2

a R3, je týmto prvkom 1
R2

+ 1
R3

(nachádzajúci sa na pozícii 2,2).

Nediagonálny prvok v matici [∂]Z−1[d] je (aº na znamienko) prevrátená hodnota

odporu na vetve, ktorá spája dva body. Prvok na mieste 1,2 by mal by´ prevrátenou

hodnotou odporu na vetve, ktorá spája body 1 a 2, teda body B a C. Tieto body sú

spojené vetvou β, na ktorej je odpor R2. A naozaj, prvok na mieste 1,2 je − 1
R2

(aº na

znamienko).

Prvok matice ([∂]Z−1[d])Φ môºeme povaºova´ za prúd, ktorý by vytekal z ur£itého

bodu, keby tu neboli zdroje. Napríklad s danými hodnotami ΦB a ΦC (uvaºujúc bod

A za základný, t.j. ΦA = 0) a bez zdrojov by bol prúd

1
R1

ΦB

te£úci z bodu B do bodu A, prúd

1
R2

(ΦB − ΦC)

te£úci z B do C, teda celkovo prúd

( 1
R1

+ 1
R2

)ΦB − 1
R2

ΦC

vytekajúci z bodu B, £o zodpovedá prvému prvku v matici ([∂]Z−1[d])Φ (slovo vy-

tekajúci je tu relatívne, pretoºe naozaj vytekajúci prúd z nejakého bodu má kladné

znamienko (pod©a dohody), ale vidíme, ºe ak ΦB < ΦC , potom prúd



KAPITOLA 3. KONKRÉTNE PRÍKLADY 41

1
R2

(ΦB − ΦC)

je záporný, a teda do bodu B vteká). Podobne, bez zdrojov by bol celkový prúd vyte-

kajúci z bodu C

− 1
R2

ΦB + ( 1
R2

+ 1
R3

)ΦC

Jedna £as´

1
R3

ΦC

by tiekla z C do A a druhá £as´

1
R2

(ΦC − ΦB)

by tiekla z C do B.

Komponenty K − Z−1W majú význam vetvových prúdov, ktoré by existovali v

sieti, ak by v²etky uzlové potenciály boli nulové. Napríklad v takomto prípade by prúd

te£úci vetvou α bol K1 − W1

R1
(analogicky to platí aj pre zvy²né vetvy).

Zobrazenie [∂] len dá tieto prúdy vo vetvách do vz´ahu k bodom. Komponenty

[∂](K − Z−1W ) sú potom prúdy, ktoré by tiekli do jednotlivých bodov, ak by v²etky

uzlové potenciály boli rovné nule. Napríklad sa pozrime v na²om príklade na bod B.

Do bodu B vchádza vetva α, ktorá má prúd K1 − W1

R1
a vychádza z neho vetva β, na

ktorej je prúd K2 − W2

R2
. Celkový prúd, ktorý vteká do bodu B (alebo z neho vyteká -

to závisí od znamienka výsledku), je

IB = Iα − Iβ = K1 − W1

R1
− (K2 − W2

R2
) = K1 − W1

R1
−K2 + W2

R2

£o aj zodpovedá prvému prvku v matici [∂](K−Z−1W ). Rovnako, do bodu C smeruje

vetva β a vychádza z neho vetva γ, a teda prúd vtekajúci do tohto bodu (alebo z neho

vytekajúci) je

IC = Iβ − Iγ = K2 − W2

R2
−K3 + W3

R3

Rovnica

[∂]Z−1[d]Φ = [∂](K − Z−1W )
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potom hovorí, ºe pre kaºdý bod sú£et prúdov vytekajúcich z daného bodu ako výsle-

dok rozdielu uzlových potenciálov sa rovná sú£tu prúdov, ktoré by tiekli do bodu, ak

by v²etky uzlové potenciály boli nulové. To znamená, ºe celkový prúd vstupujúci do

©ubovo©ného bodu je nulový (£o súhlasí s prvým Kirchho�ovým zákonom).

Mohli by sme si v²imnú´ jednu zaujímavos´. Ak porovnáme význam jednotlivých

matíc v metóde uzlových potenciálov s maticami v metóde obvodových prúdov, mô-

ºeme vidie´ ve©kú podobnos´. Ak by sme nahradili slovo uzol slovom slu£ka, prúd

slovom napätie, odpor slovom vodivos´, boli by rovnaké.

Táto £as´ vznikla podobne ako Kapitola 2 na základe [2], autorka len ku jednotlivým

krokom pridala konkrétne príklady matíc, na ktorých chcela ukáza´ ich význam.

3.3 Nutná podmienka úspechu

Kedy vieme takto po£íta´?

Po to©kom £ase strávenom pri spomínaných metódach sa naskytá otázka, kedy tieto

metódy fungujú a kedy ich môºeme pouºi´.

Zistili sme, ºe pri metóde obvodových prúdov platí: J = (sZσ)−1s(ZK −W ). Uº

prvý poh©ad na tento vzorec nám hovorí, ºe prekáºkou na ceste za J môºe by´ zobra-

zenie (sZσ)−1. Ak v²ak vieme vyrobi´ inverznú maticu k matici (sZσ), táto metóda

nás privedie k výsledku. Inverzná matica existuje vtedy, ke¤ na kaºdej z nezávislých

slu£iek máme aspo¬ jeden odpor. Sta£í si uvedomi´ význam prvkov matice (sZσ), na

diagonále sú sú£ty odporov v jednotlivých slu£kách, mimodiagonálne prvky sú (aº na

znamienko) odpory spolo£né viacerým slu£kám. Na to, aby bol determinant matice

(sZσ) nenulový (vtedy vieme vytvori´ inverznú maticu), potrebujeme len nenulovos´

kaºdého z diagonálnych £lenov, £o znamená ma´ na kaºdej slu£ke aspo¬ jeden odpor.

Ak toto platí, determinant je ur£ite rôzny od nuly, lebo nediagonálne elementy nemajú

moºnos´ vyrobi´ nulu, pretoºe slu£ky sú nezávislé. V jednom riadku (a analogicky aj

v st¨pci) sú príspevky len od odporov jednej slu£ky, to znamená, ºe ak by na niektorej

zo slu£iek nebol odpor, automaticky by bol nulový jeden celý riadok aj st¨pec. Odtia©
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vidíme, ºe menej ako nenulovos´ diagonálnych prvkov (sZσ) poºadova´ nemôºeme.

Pri metóde uzlových potenciálov platí: Φ = ([∂]Z−1[d])−1[∂](K−Z−1W ). Tu potre-

bujeme invertovate©nos´ matice Z. Ke¤ºe Z je diagonálna, nenulovos´ determinantu

zabezpe£íme iba tak, ºe Z musí ma´ v²etky diagonálne prvky nenulové, teda na kaºdej

vetve musí by´ odpor. Porovnaním s prvou metódou je táto podmienka ove©a silnej²ia,

s metódou obvodových prúdov máme teda vä£²iu ²ancu na úspech (môºeme ju pouºi´

vo viacerých prípadoch).

Pozrime sa na sie´, ktorú sme uvaºovali v prvej kapitole alebo aj v príklade na úvod

tejto kapitoly. Ak odstránime rezistor z vetvy, na ktorej je zdroj napätia, ako je to

znázornené na Obr. 3.5, matica Z pre túto sie´ vyzerá nasledovne (pre uzly a vetvy

zvolené tak, ako je to nazna£ené na Obr. 3.5):

Z =


0 0 0

0 R3 0

0 0 R2


Vidíme, ºe táto matica sa nedá invertova´, a tak nemôºeme pouºi´ metódu uzlových

potenciálov.

Obr. 3.5: Elektrická sie´, pre ktorú nemôºeme pouºi´ metódu obvodových prúdov (v©avo) a

jej topológia (vpravo)

Na to, aby sme nemohli pouºi´ ani metódu obvodových prúdov, potrebujeme e²te

z ¤al²ej vetvy odstráni´ rezistor. Ak by sme v²ak urobili iba to, mali by sme v na²ej

sieti vetvu, ktorá by neobsahovala ºiaden prvok a bola by tam zbyto£ná (nijako by

neovplyv¬ovala pomery v sieti). Odoberme teda z vetvy 3 rezistor R2, ale pridajme

namiesto neho na vetvu zdroj prúdu. Táto sie´ je znázornená na Obr. 3.6.
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Obr. 3.6: Elektrická sie´, pre ktorú nemôºeme pouºi´ metódu uzlových potenciálov

Matica sZσ potom vyzerá takto:

sZσ =

1 1 0

0 1 −1




0 0 0

0 R3 0

0 0 0




1 0

1 1

0 −1

 =

R3 R3

R3 R3


A k tejto matici opä´ neexistuje inverzná matica, preto nemôºeme pouºi´ metódu ob-

vodových prúdov.

Zistili sme teda, ºe prekáºkou úspechu v po£ítaní môºe by´ neinvertovate©nos´ ma-

tíc. Má v²ak tento dôvod aj nejaký fyzikálny zmysel? Znamená to sná¤, ºe sa £i uº

metóda obvodových prúdov alebo metóda uzlových potenciálov nedá pouºi´ v takýchto

prípadoch? V úvodnej kapitole sme ich predsa ”odvodili” z Kirchho�ových zákonov a

povedali sme, ºe v niektorých prípadoch môºu zjednodu²i´ po£ítanie tým, ºe zníºia

po£et rovníc. Nehovorili sme o ohrani£enosti ich pouºitia. Ak sú tieto metódy len apli-

káciou Kirchho�ových zákonov, o ktorých vieme, ºe musia plati´ pre kaºdú elektrickú

sie´, ktorú tu uvaºujeme, potom nie je dôvod, aby sa nedali niekedy pouºi´.

Skúsme si teda vypo£íta´ krok za krokom metódou uzlových potenciálov sie´ na Obr.

3.5, aby sme odhalili, v £om je problém (ak tu naozaj nejaký je). Zvo©me si niektorý

bod za základný, povedzme bod A. Neznámym je pre nás potenciál v bode B. Pod©a

metódy uzlových potenciálov by sme mali teraz pouºi´ pre bod B prvý Kirchho�ov

zákon. Prúdy vo vetvách β a γ vyjadríme jednoducho: Iβ = −ΦB/R3 a Iγ = −ΦB/R2.

Prúd te£úci vetvou α by mal by´ Iα = (U −ΦB)/R1, ale R1 = 0 a nulu do menovate©a

dosadi´ nemôºeme. Na tomto mieste musíme s metódou uzlových potenciálov skon£i´.

Pozorný £itate© si ur£ite v²imol, ºe sme vôbec nemuseli pouºi´ Kirchho�ov zákon pre

prúdy, pretoºe práve vetva α nám hovorí, ºe potenciál ΦB = U . Znamená takýto vý-
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po£et, ºe sme nemohli pouºi´ metódu uzlových potenciálov? Dalo by sa poveda´, ºe

sme sa len trocha odklonili od ”mechanického” postupu a rie²enie pre potenciály sme

uhádli (alebo lep²ie povedané - uvideli). Necháme na £itate©a, nech si sám vyberie, £o

to pod©a neho znamená - £i nemoºnos´ pouºi´ túto metódu alebo len jej malú modi-

�káciu. Napriek tomu v²ak uvedieme na tomto mieste e²te jeden príklad, ktorým sa

pokúsime obháji´ práve druhú moºnos´.

Uvaºujme elektrickú sie´ na Obr. 3.7.

Obr. 3.7: Elektrická sie´, pre ktorú nemôºeme pouºi´ ”typickú” metódu uzlových potenciálov

Vidíme, ºe na dolnej vetve, na ktorej máme zdroj napätia, nemáme rezistor, teda

matica Z sa nebude da´ obráti´. Skúsme v²ak uvaºova´ takto: Zvo©me si napríklad bod

A za základný. Vetva, na ktorej nie je rezistor, sa týka bodov A a C, preto aplikujeme

Kirchho�ov zákon pre prúdy len na body B a D (pre body A a C by bol uº spomínaný

problém s delením nulou).

B: ΦB

R4
+ ΦB−ΦC

R5
+ ΦB−ΦD

R3
= 0

D: ΦD

R1
+ ΦD−ΦC

R2
+ ΦD−ΦB

R3
= 0

Teraz máme dve rovnice pre uzlové potenciály, ktoré obsahujú tri neznáme. Poznáme

v²ak vz´ah medzi potenciálmi v bodoch A a C, pretoºe na jednej z vetiev je medzi nimi

len zdroj napätia:

ΦC − ΦA = U
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Spolu s touto rovnicou uº máme systém troch rovníc s troma neznámymi, ktorý vieme

vyrie²i´.

Na výpo£et tohoto príkladu sme tak pouºili s£asti metódu uzlových potenciálov,

ktorú sme e²te museli trocha doplni´.

Ak v²ak pouºívame metódu uzlových potenciálov a metódu obvodových prúdov vo

formalizme prezentovanom touto prácou, tento malý detail nám tu chýba - moºnos´

modi�kácie (uvidie´ zjednodu²enie rie²enia a jeho pouºitie). Preto nás v niektorých

prípadoch tieto metódy neprivedú k výsledku. V iných prípadoch v²ak môºe pouºi-

tie tohoto formalizmu spreh©adni´ výpo£ty, a preto môºe by´ uºito£né. Práve takýto

príklad uvedieme teraz - elektrickú sie´ v tvare kocky.

3.4 Kocka

Pou£ení jednoduchým príkladom na úvod môºeme teraz vyskú²a´ nie£o zloºitej²ie.

Uvaºujme elektrickú sie´ v tvare kocky, ktorá je znázornená na Obr. 3.8.

Obr. 3.8: Elektrická sie´ v tvare kocky

Najskôr si ozna£íme ©ubovo©ne v²etky uzly a vetvy tejto siete.
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Obr. 3.9: Topológia kocky (so zvolenými smermi vetiev)

Na základe ná²ho ozna£enia môºeme zostroji´ maticu zobrazenia ∂ :

∂ =



−1 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0

1 −1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0

0 1 −1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 1 −1 0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0 1 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 −1


Ak budeme potrebova´ maticu zobrazenia d, netreba ni£ po£íta´, získame ju jednodu-

cho transponovaním ∂. Matice [∂] a [d] získame uº z matíc ∂ a d - vymazaním riadku

(v matici ∂) alebo vymazaním st¨pca (v matici d) prislúchajúceho základnému bodu.

Tento bod môºeme vybra´ ©ubovo©ne, tak nech je ním napríklad bod A.

E²te potrebujeme zisti´, ako vyzerá matica σ. Na to musíme nájs´ v²etky nezávislé

slu£ky siete. Výber úplného stromu urobíme opä´ pod©a návodu, t.j. postupným od-

stra¬ovaním vetiev tvoriacich slu£ky. Na to si v²ak najskôr e²te trocha zjednodu²íme

obrázok kocky, aby sme sa v ¬om mohli lep²ie orientova´ a aº potom dokreslíme v²etko

potrebné.
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Obr. 3.10: Výber úplného stromu
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Nakoniec vyberieme nezávislé slu£ky, ktoré sú znázornené na Obr. 3.11.

Slu£ka 1: 1 + 2 + 3 + 4 Slu£ka 2: 9 + 10 + 11 + 12

Slu£ka 3: 7 + 11 + 12− 5− 4− 3 Slu£ka 4: 1 + 6− 9− 5

Slu£ka 5: 8 + 12− 5− 4

Obr. 3.11: Výber nezávislých slu£iek
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Teraz vieme ur£i´ maticu σ:

σ =



1 0 0 1 0

1 0 0 0 0

1 0 −1 0 0

1 0 −1 0 −1

0 0 −1 −1 −1

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 1 0 −1 0

0 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 1 1 0 1


Maticu s vieme získa´ z matice σ opä´ len transponovaním a nemusíme ni£ naviac

po£íta´.

V tomto príklade sú pre výpo£et prúdov a napätí vetiev pouºite©né obe metódy, s

ktorými sme sa oboznámili, pretoºe na kaºdej vetve máme rezistor (a tak ni£ nebráni

invertovate©nosti potrebných matíc). V sieti máme pä´ nezávislých slu£iek, £o znamená

pä´ neznámych pre metódu obvodových prúdov. Metóda uzlových potenciálov bude

ma´ sedem neznámych, pretoºe tu máme osem uzlov. Teda v tomto prípade je pre nás

výhodnej²ia metóda obvodových prúdov, kde budeme pracova´ s maticami men²ích

rozmerov.

Nakoniec e²te potrebujeme zapísa´ vektory W a K a maticu Z. Ke¤ºe v sieti nemáme

ºiaden zdroj prúdu, vektor K je nulový vektor.
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W =



10

0

0

0

0

0

15

0

0

0

0

0



Z =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


Teraz máme pripravené v²etko potrebné a môºeme po£íta´. Ako sme povedali, pouºi-

jeme metódu obvodových prúdov, pre ktorú platí

J = (sZσ)−1s(ZK −W )

Ak e²te pouºijeme, ºe K = 0, môºeme túto rovnicu prepísa´

J = (sZσ)−1s(−W )

sZσ =



6 0 −4 1 −2

0 7 3 −3 1

−4 3 13 3 6

1 −3 3 8 3

−2 1 6 3 8



(sZσ)−1 = 1
6799



2039 −901 932 −1063 322

−901 1942 −892 1280 −279

932 −892 1383 −826 −383

−1063 1280 −826 1978 −548

322 −279 −383 −548 1458
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s(−W ) =



1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 −1 −1 −1 0 1 0 0 0 1 1

1 0 0 0 −1 1 0 0 −1 0 0 0

0 0 0 −1 −1 0 0 1 0 0 0 1





−10

0

0

0

0

0

−15

0

0

0

0

0



=



−10

0

−15

−10

0



J = 1
6799



2039 −901 932 −1063 322

−901 1942 −892 1280 −279

932 −892 1383 −826 −383

−1063 1280 −826 1978 −548

322 −279 −383 −548 1458





−10

0

−15

−10

0


=



−3− 3343/6799

1 + 2791/6799

−3− 1408/6799

3240/6799

1 + 1206/6799


≈

≈



−3.49

1.41

−3.21

0.48

1.18



Toto je rie²enie pre obvodové prúdy, odkia© vieme vypo£íta´ prúdy v jednotlivých

vetvách.
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I = σJ =



1 0 0 1 0

1 0 0 0 0

1 0 −1 0 0

1 0 −1 0 −1

0 0 −1 −1 −1

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 1 0 −1 0

0 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 1 1 0 1





−3.49

1.41

−3.21

0.48

1.18


=



−3.02

−3.49

−0.28

−1.46

1.55

0.48

−3.21

1.18

0.93

1.41

−1.80

−0.62


Z týchto prúdov vieme ur£i´ napätia vetiev pod©a vz´ahu: V = W + ZI

V =



6.98

−3.49

−0.57

−2.92

4.66

0.48

5.38

2.35

2.80

1.41

−3.59

−0.62


Metóda uzlových potenciálov by nám dala rovnaké výsledky, £o by sme si mohli ©ahko

overi´.



Záver

Najskôr sme si zopakovali £o-to z fyziky - pozreli sme sa na Kirchho�ove zákony,

na rôzne metódy rie²enia elektrických sietí, ktoré sme si ozrejmili na jednoduchom

príklade. Okrem klasického rie²enia sme sa zamerali na metódu obvodových prúdov

a metódu uzlových potenciálov. Potom sme sa pozreli trocha bliº²ie na samotnú sie´.

Videli sme, ºe elektrickej sieti vieme priradi´ jednorozmerný komplex, £o je sústava

dvoch vektorových priestorov, medzi ktorými existuje lineárne zobrazenie - hrani£né

zobrazenie. Nahliadnutie jeho významu nám ukázalo, ºe v elektrickej sieti ako komplexe

môºeme prirodzene sformulova´ Kirchho�ov zákon pre prúdy ako stru£ný výrok: Prúd

je 1-cyklus. Pri uvaºovaní o jadre a obraze hrani£ného zobrazenia sme tu objavili aj

¤al²í fyzikálny prvok: ako bázu pre jadro tohto zobrazenia môºeme vybra´ nezávislé

slu£ky komplexu (t.j. nezávislé obvody siete), ktoré sú potrebné pri po£ítaní metódou

obvodových prúdov. V duálnych priestoroch (ku daným dvom vektorovým priestorom)

sa nám podarilo sformulova´ aj druhý Kirchhho�ov zákon - zákon pre napätia, ktorý je

rovnako ve©mi stru£ným výrokom: Napätie je 1-kohranica. A po tomto úspechu nám uº

ni£ nebránilo v tom, aby sme v re£i ná²ho komplexu sformulovali metódu obvodových

prúdov a metódu uzlových potenciálov a aby sme tak mohli aj týmto spôsobom po£íta´.

Nadobudnuté vedomosti sme ¤alej vyuºili pri rie²ení konkrétnych príkladov. Najskôr

sme si celý postup vysvetlili na jednoduchom príklade, ktorý sme na za£iatku po£ítali

”fyzikálne”, neskôr sme vyskú²ali aj zloºitej²í prípad - konkrétne elektrickú sie´ v tvare

kocky. Na²li sme aj význam jednotlivých krokov a zis´ovali sme, kedy môºeme tento

nový spôsob po£ítania pouºi´. Videli sme, ºe nie vºdy sme pri po£ítaní úspe²ní, môºe

sa nám sta´, ºe zlyháme pri h©adaní inverznej matice. Neznamená to v²ak, ºe by sa

metóda obvodových prúdov alebo metóda uzlových potenciálov nedala pouºi´. Sú to

príklady, v ktorých musíme prida´ aj £osi naviac - podmienku, ktorá automaticky
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vyplýva z rozloºenia prvkov v sieti, ale ktorú formalizmus prezentovaný v tejto práci (a

teda ani ”návod” na metódu obvodových prúdov £i uzlových potenciálov) neobsahuje,

a to je prí£inou zlyhania v takýchto prípadoch. Pri po£ítaní siete v tvare kocky nám

v²ak tento formalizmus spreh©ad¬oval výpo£ty, a to môºeme povaºova´ za výhodu jeho

pouºitia. Prílohou tejto práce je aj program, ktorý po£íta elektrické siete, pri£om sta£í,

aby pouºívate© odpovedal na jednoduché otázky.

Cie©om práce bolo nau£i´ sa v²eobecný formalizmus a vyskú²a´ si ho na konkrétnych

príkladoch, £o sme aj splnili. Teraz uº ponecháme na £itate©a, £i povaºuje takýto spôsob

rie²enia niekedy za uºito£ný a pá£il sa mu alebo uprednostní pri po£ítaní vºdy klasický

postup.



Dodatok A

Kohomológie

A.1 Komplexy a homológie

De�nujme n-komplex ako zjednotenie n+1 (kone£ných) mnoºín S0, S1, S2, ..., Sn na-

vzájom spojených nejakými podmienkami (ku ktorým sa o chví©u dostaneme). Mnoºina

S0 obsahuje nularozmerné elementy (alebo aj uzly) komplexu, mnoºina S1 jednoroz-

merné elementy (vetvy), mnoºina S2 dvojrozmerné elementy, at¤. Skúsme jednoduchý

príklad, predstavme si nejaký 2-komplex, napríklad stenu vykachli£kovanú rôznymi

tvarmi kachli£iek, ktoré môºeme povaºova´ za n-uholníky - typicky ²tvoruholníky. Sa-

motná kachli£ka je prvok S2 (na Obr. A.1 ozna£ené 1 a 2), hrany kachli£ky, t.j. strany

n-uholníka sú prvky S1 (α, β, ...) a body n-uholníka sú prvky S0 (A, B, ...). Kaºdému

prvku musíme ur£i´ nejakú orientáciu (tá bude dôleºitá neskôr pri zavedení hrani£ného

operátora).

Obr. A.1: Príklad 2-komplexu
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Ku kaºdej mnoºine Sk prira¤me vektorový priestor Ck tvorený vektormi, ktorých

komponenty sú indexované pod©a prvkov Sk. Tieto vektory nazývame k-re´azce. Dimen-

zia priestoru Ck sa teda rovná po£tu prvkov Sk. Kaºdý prvok z Sk môºeme stotoºni´ s

vektorom, ktorý má 1 na pozícii prislúchajúcej tomuto prvku a 0 na v²etkých ostatných

miestach.

Pre úplný popis komplexu je potrebné e²te zavies´ hrani£ný operátor, presnej²ie

postupnos´ hrani£ných operátorov, ktoré môºeme v²etky ozna£i´ rovnakým symbolom:

∂: Ck → Ck−1

pre kaºdé k. Tento operátor môºeme chápa´ tak, ºe kaºdému prvku z Sk priradí nejakú

kombináciu prvkov z Sk−1 (s vhodnými znamienkami), ktoré tvoria jeho hranicu: toto

de�nuje ∂ na kaºdom bázovom prvku z Ck a tým ur£uje lineárne zobrazenie z Ck do

Ck−1. (Pre k = 0 vezmeme ∂ = 0, pretoºe tu nemáme v komplexe prvky zápornej

dimenzie.) Napríklad hranicou kachli£ky 1 sú hrany α, δ, µ a γ (je potrebné dáva´

pozor na smery, tie sú dôleºité, tak napríklad hranu µ musíme zobra´ so záporným

znamienkom - obiehame v smere pohybu hodinových ru£i£iek). Toto môºeme trocha

matematickej²ie vyjadri´:

∂1 = α + δ − µ+ γ

Takisto môºeme uvaºova´ hranicu vetvy, povedzme pre hranu α sú to body A a B:

∂α = B − A

(bod, z ktorého hrana vychádza, má záporné znamienko, bod, do ktorého hrana sme-

ruje, uvaºujeme s kladným znamienkom).

S kaºdým operátorom sú prirodzene spojené dva podpriestory: jadro a obraz ope-

rátora. Jadro ∂: Ck → Ck−1 je podpriestor Ck obsahujúci prvky s nulovou hranicou

(alebo teda bez hranice). Ozna£íme ho Zk a nazveme priestor k-cyklov. Druhým pod-

priestorom Ck je obraz ∂: Ck+1 → Ck obsahujúci také prvky, ktoré sú hranicami prvkov

z Ck+1. Tento ozna£íme Bk a nazveme ho priestor k-hraníc.

Platí tu jedna zaujímavá vlastnos´, ºe kaºdý priestor Bk je podpriestorom príslu²-

ného Zk alebo ºe kaºdá hranica je nejaký cyklus. Tak napríklad môºeme vidie´, ºe

hranica kachli£ky 1:
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∂1 = α + δ − µ+ γ

je uzavretá a ona sama má nulovú hranicu:

∂(∂1) = ∂(α+δ−µ+γ) = ∂α+∂δ−∂µ+∂γ = (B−A)+(E−B)−(E−D)+(A−D) = 0

To znamená, ºe je to cyklus. Hranica kaºdej z kachli£iek je uzavretá a je teda zárove¬

aj cyklom. Uº sme nazna£ili, ºe vlastnos´ Bk ⊂ Zk môºe by´ formulovaná aj inak. Ak

Bk je obraz zobrazenia ∂: Ck+1 → Ck a Zk je jadro zobrazenia ∂: Ck → Ck−1, potom

Bk ⊂ Zk znamená, ºe zloºenie dvoch takýchto zobrazení

∂ ◦ ∂: Ck+1 → Ck−1

dáva nulu alebo ºe hranica hranice je nula:

∂ ◦ ∂ = 0

Práve v¤aka tomu, ºe Bk je podpriestorom Zk, môºeme vytvori´ faktorpriestor Hk

priestoru k-cyklov Zk pod©a svojho podpriestoru k-hraníc Bk:

Hk = Zk/Bk

Hk sa nazýva k-tý homologický priestor komplexu. 1

A.2 Duálne priestory a kohomológie

Pod duálnym priestorom vektorového priestoru V rozumieme vektorový priestor

v²etkých lineárnych funkcií (zobrazení) na V . Duálne priestory k priestorom Ck ozna-

£íme Ck. Prvok z Ck, ktorý nazývame k-kore´azec, je teda lineárnou funkciou prvku z

Ck. Ak σ je k-kore´azec a c je k-re´azec, ozna£íme hodnotu kore´azca σ na re´azci c

ako 〈σ, c〉.

Uvaºujme teraz zdruºený operátor d k hrani£nému operátoru ∂: Ck+1 → Ck, ktorý

sa nazýva kohrani£ný operátor. d: Ck → Ck+1 je de�novaný vz´ahom
1Pre n-komplex platí Eulerova teoréma:

dim H0− dim H1+ dim H2− ... ± dim Hn = dim C0− dim C1+ dim C2− ... ± dim Cn

�íslo, ktoré vyjde na oboch stranách tejto rovnice sa nazýva Eulerova charakteristika komplexu.
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〈dσ, c〉 = 〈σ, ∂c〉

kde σ ∈ Ck a c ∈ Ck+1.

Pre kohrani£ný operátor platí:

d ◦ d = 0

H Z vlastnosti, ºe zloºenie ∂◦∂ dáva vºdy nulu, priamo vyplýva, ºe podobná vlastnos´

platí aj pre d, teda ºe rovnako aj zloºenie d ◦ d je nula. Pri tomto zloºení skladáme d:

Ck → Ck+1 s d: Ck+1 → Ck+2. Platí:

〈d(dσ), c〉 = 〈dσ, ∂c〉 = 〈σ, ∂(∂c)〉 = 0

pretoºe ∂(∂c) = 0. N

V priestoroch Ck máme opä´ aj ich podpriestory, ktoré sú jadrom a obrazom ko-

hrani£ného operátora. Obraz d: Ck−1 → Ck nazývame priestor k-kohraníc Bk, jadro

d: Ck → Ck+1 je priestor k-kocyklov Zk. Podmienka d ◦ d = 0 nám hovorí, ºe kaºdá

kohranica je aj kocyklus a teda ºe Bk je podpriestor Zk. Aj tu vytvoríme faktorpriestor

Hk priestoru k-kocyklov Zk pod©a svojho podpriestoru k-kohraníc Bk:

Hk = Zk/Bk

Hk sa nazýva k-tý kohomologický priestor komplexu a je duálnym priestorom ku Hk.

Jadro zdruºeného operátora anihiluje obraz operátora, obraz zdruºeného operátora

anihiluje jadro operátora. Uvaºujme nasledujúci diagram:

d d

Ck−1 → Ck → Ck+1

∂ ∂

Ck−1 ← Ck ← Ck+1

Najskôr sa pozrieme na operátor ∂: Ck+1 → Ck a jeho zdruºený operátor d: Ck → Ck+1.

Jadro d je priestor Zk kocyklov, ten anihiluje obraz ∂ - priestor hraníc Bk. Opa£ne, ak

uvaºujeme operátor ∂: Ck → Ck−1 a jeho zdruºený d: Ck−1 → Ck, obraz d je priestor

kohraníc Bk a ten anihiluje jadro ∂ - priestor cyklov Zk.
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H Uvaºujme, ºe σ je element Zk, tzn. dσ = 0. Ozna£me c prvok priestoru Ck+1,

potom ∂c je prvok priestoru hraníc Bk. Pouºitím týchto vlastností a de�nície kohra-

ni£ného operátora d dostaneme

〈σ, ∂c〉 = 〈dσ, c〉 = 0

Podobne, uvaºujme, ºe σ je prvok priestoru Ck−1, potom dσ je prvok obrazu d Bk.

Ozna£me c prvok priestoru Zk, tzn. ∂c = 0. Pouºitím týchto vlastností a de�nície

kohrani£ného operátora d dostaneme

〈dσ, c〉 = 〈σ, ∂c〉 = 0

Teda ©ubovo©ný prvok z Bk pôsobiaci na prvok zo Zk dáva tieº nulu. N

Ak σ je prvok priestoru Ck, σ je jeho trieda ekvivalencie z Hk a c je prvok priestoru

Ck, c je jeho trieda ekvivalencie z Hk, potom platí

〈σ, c〉 = 〈σ, c〉

H Ak σ je niektorá trieda ekvivalencie z Hk, potom σ je kocyklus tvaru σ + dτ . Ak

σ je prvok rôzny od nuly, potom σ nie je ur£ite kohranica. Podobne, ak c je niektorá

trieda ekvivalencie z Hk, potom c je cyklus tvaru c+∂b. Ak c je rôzny od nuly, c nemôºe

by´ hranica. Skúsime vypo£íta´ hodnotu σ na c:

〈σ, c〉 = 〈σ + dτ, c+ ∂b〉 = 〈σ, c〉+ 〈dτ, c〉+ 〈σ, ∂b〉+ 〈dτ, ∂b〉 =

= 〈σ, c〉+ 〈τ, ∂c〉+ 〈dσ, b〉+ 〈d(dτ), b〉

Pretoºe c je cyklus, ∂c = 0, rovnako aj σ = 0, pretoºe σ je kocyklus a e²te aj d(dτ) = 0

(vlastnos´ d). Teda sme dostali, ºe

〈σ, c〉 = 〈σ, c〉

N

Inými slovami, je jedno, ktorý prvok z triedy ekvivalencie vyberieme, výsledok ne-

závisí od reprezentantov. Máme tak dobre de�novanú hodnotu lineárnej funkcie z Hk

na prvku z Hk, teda Hk je duálny priestor k Hk.
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Príloha na CD

Prílohou tejto práce je program, ktorý po£íta elektrické siete. Vyuºíva pri tom obe

metódy, ktorými sme sa zaoberali v tejto práci - metódu obvodových prúdov a me-

tódu uzlových potenciálov. Tento program nepatrí k jadrovej £asti práce a autorka by

chcela na tomto mieste upozorni´ na to, ºe nie je ani ºiadnym programátorským die-

lom. Pôvodne vznikol kvôli u©ah£eniu práce pri násobení matíc v príkladoch. Neskôr

bol upravený, aby si mohol nejaký ten príklad vypo£íta´ aj niekto, kto má pocit, ºe

tomu zatia© celkom nerozumie (ale chcel by si nie£o spo£íta´) alebo kto nebol doteraz

oboznámený s potrebnou £as´ou matematiky (s násobeniami matíc - napríklad ºiak zá-

kladnej ²koly) £i fyziky (povedzme niekto, komu sa nechcelo podrobne £íta´ túto prácu

:)

Po spustení program ponúka dve moºnosti:

1. vypo£íta´ neznáme prúdy a napätia vo v²etkých vetvách siete, ktorá obsahuje

zdroje (napätí a prúdov) a rezistory

2. vypo£íta´ odpor zapojenia rezistorov (t.j. ak máme sie´, v ktorej nie je ºiaden

zdroj napätia ani prúdu)

Potom je potrebné zodpoveda´ nieko©ko jednoduchých otázok:

• Ko©ko vetiev a ko©ko uzlov je v sieti?

• Aký smer majú jednotlivé vetvy?

• Medzi ktorými bodmi chceme po£íta´ odpor? (táto otázka sa samozrejme vy-

skytne iba v prípade, ºe chceme po£íta´ odpor zapojenia rezistorov)
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• Ktorý bod je základný?

• Aké odpory majú jednotlivé vetvy?

• Aké zdroje napätí a prúdov sú na vetvách? (zadanie ve©kosti a tieº smeru)

Nakoniec nám program ponúkne výsledky pre obe metódy. Ak niektorá z metód

zlyhá, informuje nás o tom. Rovnako nám oznámi, ak sa mu nepodarí nájs´ systém

v²etkých nezávislých slu£iek. Program vie nájs´ maximálne 15 nezávislých slu£iek, toto

£íslo sa v²ak môºe dos´ zníºi´, ak po£ítame nejakú zloºitú sie´ (napríklad pri sieti tvaru

kocky, ktorú sme uvaºovali v kapitole 4.4, bolo potrebných 15 pokusov na nájdenie 5

nezávislých slu£iek siete).


