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Abstrakt: V tejto práci sa zaoberáme a�nným priestorom a Lieovou grupou a�nných

transformácií. V prvej £asti práce zavádzame pojem a�nného priestoru a dávame ho

do súvisu s pojmom hlavného homogénneho priestoru grupy. Taktieº uvádzame vz´ah

a�nného priestoru s lineárnym priestorom. Prvú kapitolu zakon£ujeme zavedením grupy

a�nných transformácií lineárneho priestoru Rn a jej Lieovej algebry. V druhej £asti tejto

práce uvádzame výpo£et najv²eobecnej²ej Ad -invariantnej bilineárnej formy a zvlá²´

Killingovej-Cartanovej formy na Lieovej algebre euklidovskej grupy E(3). V závere£nej

£asti tejto práce pripomíname pojmy z teórie Lieových grúp dôleºité z h©adiska na²ej

témy.
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Úvod

V práci, ktorú máte pred sebou sa budeme zaobera´ ²túdiom a�nných priestorov

a s nimi súvisiacou Lieovou grupou a�nných transformácií. Ako moºno uº názov práce

nazna£uje vo ve©kej miere budeme vyuºíva´ pojmy z teórie Lieových grúp a lineárnej

algebry. Preto sa moºno prirodzene vynára otázka aké vedomosti o£akávame od £itate©a

tejto práce.

V prvom rade môºeme poveda´, ºe práca je ur£ená pre ²tudenta fyziky, ktorý

úspe²ne zvládol základný kurz lineárnej algebry a má isté základné poznatky z teórie

grúp. Aby sme v²ak neodradili ani tých, ktorí si nie sú svojimi vedomos´ami z daných

oblastí úplne istí, v tretej kapitole Dodatky si môºu pripomenú´ (alebo sa aj nau£i´)

pojmy z teórie Lieových grúp dôleºité z h©adiska tejto práce. Takýmto £itate©om teda

odporú£ame £íta´ tretiu kapitolu ako prvú. �alej môºeme poveda´, ºe £itate© sa nemusí

obáva´ pojmov z diferenciálnej geometrie, ke¤ºe v celej práci sme sa im snaºili vyhnú´.

V predkladanej práci za£neme ²túdiom a�nných priestorov na abstraktnej úrovni

na rozdiel od mnohých základných kurzov lineárnej algebry, kde sa pojem a�nného

priestoru zavádza len na opis rovín, £i priamok, ktoré neprechádzajú po£iatkom v line-

árnom priestore R3 a dáme a�nný priestor do súvisu s homogénnymi priestormi grupy

(V,+). Prvú kapitolu potom zakon£íme zavedením a�nného zobrazenia a Lieovej grupy

a�nných transformácií. Nájdeme aj maticovú grupu a�nných transformácií lineárneho

priestoru a jej Lieovu algebru.

V druhej kapitole tejto práce predloºíme £itate©ovi výpo£et najv²eobecnej²ej Ad -

invariantnej bilineárnej formy na Lieovej algebre euklidovskej grupy E(3). Pri£om výsle-

dok sa pokúsime dosiahnu´ linearizáciou celého problému, ktorú nám umoº¬ujú práve

vlastnosti Lieových grúp.

Ako sme uº spomenuli, v tretej a poslednej kapitole tejto práce uvedieme pojmy

z teórie Lieových grúp, ²peciálne sa budeme venova´ pojmu hlavný homogénny priestor.

Na záver tohto krátkeho úvodu si e²te pripome¬me nórskeho matematika menom

Sophus Lie, ktorý v druhej polovici devätnásteho storo£ia rozvinul teóriu spojitých

grúp transformácií dnes na jeho po£es´ pomenovaných Lieove grupy.
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1 A�nné priestory

Ústredným pojmom v tejto práci pre nás bude a�nný priestor. Uve¤me najprv

motiváciu na zavedenie tohto pojmu a potom jeho de�níciu.

1.1 De�nícia a�nného priestoru

Jedna z motivácií zavies´ pojem a�nného priestoru by pre nás mohla by´ jednodu-

chá geometrická predstava roviny alebo priamky v trojrozmernom lineárnom priestore,

ktorá neprechádza po£iatkom tohto priestoru. Takáto mnoºina nemá nijaký význa£ný

bod. V dôsledku toho nemáme moºnos´ nahliada´ na prvky tejto mnoºiny, ako to bolo

v lineárnom priestore, kde sme si jeho prvky (vektory) mohli predstavi´ ako orientované

úse£ky vychádzajúce z po£iatku. Intuitívne nám teda odpadá moºnos´ robi´ lineárne

kombinácie prvkov tejto mnoºiny. �o si v²ak ©ahko vieme predstavi´ je, ºe pomocou

vhodných vektorov (vektorov z vhodného lineárneho priestoru) by sme sa medzi bodmi

tejto mnoºiny vedeli presúva´. Napríklad pri spomínanej rovine by sme asi potrebovali

nejaký dvojrozmerný lineárny priestor, ktorého vektory by sme mohli priklada´ k bo-

dom tejto roviny tak, aby sme sa po tejto operácii nedostali mimo nej. Uvidíme teda,

ºe sa nám predsa len ponúkne moºnos´ robi´ akési kombinácie bodov v a�nnom pries-

tore, a to ich rozdiel, ktorý budeme chápa´ ako vektor. Skúsme teraz tieto my²lienky

sformulova´.

Nech E je mnoºina a V lineárny priestor. Mnoºinu E spolu so zobrazením

+ : V × E → E; (v, p) 7→ v + p

nazveme a�nným priestorom, ak má zobrazenie nasledujúce vlastnosti

1. ∀p ∈ E : 0 + p = p; 0 ∈ V

2. ∀u, v ∈ V ; ∀p ∈ E : (u+ v) + p = u+ (v + p)

3. ∀p ∈ E; V → E : v 7→ v + p je bijekcia

Tretí bod na²ej de�nície by sme slovne mohli formulova´ tak, ºe pre kaºdý bod p ∈ E

máme práve jeden vektor v ∈ V , ktorý ke¤ pripo£ítame k bodu p dostaneme sa do
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bodu q ∈ E. Poznamenajme, ºe v druhom bode tejto de�nície je symbol + pouºitý v

dvoch rôznych významoch. ([4], s. 48) Vrá´me sa e²te k jednej my²lienke z úvodu tohto

paragrafu. Majme dva body p, q ∈ E ich rozdiel chápeme ako vektor q − p = v ∈ V ,

pre ktorý platí q = v + p. Ak by sme si totiº umelo zvolili nejaký bod v E za po£iatok

vektor v to neovplyvní.

Pre úplnos´ uve¤me e²te ve©mi stru£nú de�níciu a�nného priestoru, ktorá obsahuje

v²etko uº povedané, av²ak nemusí by´ pre £itate©a taká prieh©adná. Táto druhá de�nícia

znie:

A�nný priestor je hlavný homogénny priestor grupy (V,+).

O hlavnom homogénnom priestore grupy sa £itate© dozvie viac v paragrafe 3.3 kapitola

3 Dodatky. Pozrime sa, ako tieto dve de�nície a�nného priestoru spolu súvisia. V tomto

prípade to, ºe akcia grupy je tranzitívna znamená, ºe akciou grupy (V,+)

Lv : E → E de�novanou: Lvp := v + p (1.1.1)

kde v ∈ V a p ∈ E vieme spoji´ ©ubovo©né dva body a�nného priestoru E. Prvý bod

vy²²ie uvedenej prvej de�nície je zaistený tým, ºe akcia jednotkového prvku grupy je

identické zobrazenie L0 = id. Druhý bod je zabezpe£ený tým, ºe pre ©avú akciu (alebo

pravú akciu, ke¤ºe grupa (V,+) je komutatívna, nie je rozdiel medzi ©avým a pravým

pôsobením) platí

Lv+w = Lv ◦ Lw (1.1.2)

To, ºe je táto akcia vo©ná, grupa a jej hlavný homogénny priestor sú bijektívne mnoºiny

a zobrazenie Lv je bijektívne, dokopy zas tvorí tretí bod prvej vy²²ie uvedenej de�nície.

([5], s. 5)

Na záver tohto paragrafu de�nujme dimenziu a�nného priestoru a to tak, ºe di-

menzia a�nného priestoru E je rovná dimenzii k nemu prislúchajúcemu lineárnemu

priestoru V (dim E = dim V ). ([3], s. 98)

1.1.1 Lineárny priestor chápaný ako a�nný

Ako sa ukazuje, na kaºdý lineárny priestor V môºeme h©adie´ aj ako na a�nný.

Inými slovami ²trukúra lineárnych priestorov je dostato£ná na to, aby sme z nej vedeli
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vybudova´ (o nie£o menej bohatú) ²truktúru a�nných priestorov. Toto tvrdenie realizu-

jeme tak, ºe moºnos´ tvori´ lineárne kombinácie vo V budeme chápa´ ako akciu grupy

(V,+) a na samotné prvky V budeme h©adie´ ako na body a�nného priestoru (£o

vlastne znamená ignorovanie význa£ného prvku vo V ), inak povedané zanechávame

moºnos´ tvorby lineárnych kombinácií medzi týmito prvkami a násobenie skalárom

týchto prvkov. Ponechávame si len akciu grupy (V,+) de�novanú predpisom

Lvw = v + w (1.1.3)

kde v ∈ (V,+), w ∈ V a + je v tomto prípade dobre de�novaná operácia v lineárnom

priestore. Poznamenajme, ºe mnoºina V = E je tá istá mnoºina ako (V,+), iným

ozna£ením len chceme zdôrazni´ jej viaceré ²truktúry. �ahko nahliadneme, ºe takto

de�novaná akcia má v²etky potrebné vlastnosti.

Ako teda vidíme, po ignorovaní význa£ného prvku v lineárnom priestore kaºdý li-

neárny priestor môºeme chápa´ ako a�nný priestor nad sebou samým. Alebo opa£ne,

zhruba povedané, a�nný priestor je matematický objekt, ktorý dostávame po ignoro-

vaní význa£ného prvku v lineárnom priestore. ([4], s. 49) Ak v²ak vyu¹ijeme poznatok

z teórie grúp, ºe hlavný homogénny priestor grupy nemusí by´ vytvorený len z pojmov

samotnej grupy (pozri paragraf 3.3 kapitolu 3 Dodatky), potom skuto£ne a�nné pries-

tory vytvorené z lineárneho priestoru (hlavné homogénne priestory vytvorené priamo

faktorizáciou grupy (V,+)) môºeme radi´ do ²peci�ckej kategórie.

Na záver dopl¬me e²te jedno ozna£enie. �peci�ckú triedu a�nných priestorov vy-

tvorených z lineárneho priestoru Rn ozna£ujeme An. Je to teda a�nný priestor tvorený

usporiadanými n-ticami, ktoré chápeme ako body, na ktorých pôsobí grupa (Rn,+).

1.2 Báza v a�nnom priestore

Tak ako býva potrebné nájs´ vhodný spôsob ako zavies´ súradnice v lineárnom pries-

tore, pozrime sa teraz na vhodný spôsob ako tak u£ini´ v a�nnom priestore. Pouºijeme

na to pojem a�nného repéru.

Na zavedenie a�nného repéru v a�nnom priestore E (s prislúchajúcim lineárnym

priestorom V ) musíme zvoli´ nejaký bod o ∈ E. Ako sme uviedli v paragrafe 1.1,

v a�nnom priestore nemáme nijaký význa£ný bod. Teda pri výbere bodu o máme
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nekone£ne ve©a moºností a v²etky sú rovnako dobré. Teraz môºeme spravi´ to, £o je

nám v a�nnom priestore najprirodzenej²ie. Budeme pripo£ítava´ vektory k bodu o

a ako nám hovorí tretí bod de�nície z paragrafu 1.1, v²etky ostatné body v E sú uº

jednozna£ne ur£ené vektormi z V , ktoré k bodu o budeme pripo£ítava´. Zvy²ok na²ej

úlohy je opä´ zavedenie bázy v lineárnom priestore, tak ako sme to urobili v kapitole 3

Dodatky paragraf 3.1.

A�nnou bázou teda pomenujeme usporiadanú dvojicu (o, e) zloºenú z bodu o ∈ E

a bázy e v lineárnom priestore V . Po zavedení bázy môºeme kaºdý bod p ∈ E zapísa´

nasledovne

p = xi(p)ei + o (1.2.1)

Usporiadanú n-ticu £ísel xi(p) nazveme a�nnými súradnicami bodu p. ([5], s. 6) V²im-

nime si, ºe a�nné súradnice bodu p vzh©adom na bázu (o, e) môºeme stotoºni´ so

súradnicami vektora (p− o) ∈ V vzh©adom na bázu e.

Pozrime sa teraz na problém zmeny bázy v a�nnom priestore. Majme a�nný priestor

E a k nemu prislúchajúci lineárny priestor V . Majme teraz v a�nnom priestore E dve

bázy (p, e) a (q, f). Vzh©adom na obe bázy môºeme pre bod r ∈ E písa´

r = xi(r)ei + p & r = yi(r)fi + q (1.2.2)

kde £ísla xi sú a�nné súradnice bodu r vzh©adom na bázu (p, e) a £ísla yi sú a�nné

súradnice bodu r vzh©adom na bázu (q, f). V²imnime si, ºe zmenu bázy v a�nnom

priestor musíme vlastne urobi´ v dvoch krokoch. Zmeníme bázu v príslu²nom lineárnom

priestore V a presunieme po£iatok súradnicovej sústavy. Pri výpo£te zmeny a�nných

súradníc bodu r ∈ E vyjdeme z rovností 1.2.2

yifi + q = xiei + p

= xjP
−1
ij fi + p

= xjP
−1
ij fi + q + pifi

(1.2.3)

kde matica P je matica prechodu z bázy e do bázy f vo V de�novaná rovnicou 3.1.3

a pi sú a�nné súradnice bodu p vzh©adom na bázu (q, f). A teda pre a�nné súradnice

bodu r ∈ E vzh©adom na jednu a druhú bázu dostávame rovnos´

yi = P−1ij xj + pi (1.2.4)
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Poslednou otázkou uº ostáva, ako zistíme a�nné súradnice bodu p vzh©adom na bázu

(q, f). To závisí od toho, £o budeme ma´ zadané. Ak budeme vedie´, tak povediac, kam

posúvame po£iatok nových súradníc teda a�nné súradnice qi bodu q vzh©adom na bázu

(p, e), tak praktickej²í vzorec by pre nás mohol by´

yi = P−1ij xj − P−1ij qj (1.2.5)

1.3 A�nné zobrazenie

Podobne ako v kapitole 3 Dodatky paragraf 3.1 ºiadame od lineárneho zobrazenia

zachovanie ²truktúry lineárnych priestorov, chceme aj teraz ºiada´ od a�nného zobra-

zenia zachovanie ²truktúry a�nných priestorov, tak ako sme ju zade�novali v paragrafe

1.1. Inými slovami môºeme poveda´, ºe zachovanie ²truktúry v a�nnom priestore pre

nás znamená komutovanie a�nného zobrazenia s posúvaním bodov v a�nnom priestore

(s akciou grupy (V,+) na jej hlavnom homogénnom priestore). Pozrime sa teda, £o by

sme mali ºiada´ od zobrazenia

f : E1 → E2 (1.3.1)

kde E1 a E2 sú a�nné priestory s prisluchajúcimi lineárnymi priestormi V1 a V2, aby

sme ho mohli vola´ a�nným.

Uvaºujme teda dva body p, q ∈ E1 také, ºe v + p = q, kde v ∈ V1. Ich obrazy f(p)

a f(q) budú patri´ do a�nného priestoru E2, z toho vyplýva, ºe bude existova´ (vieme

nájs´) vektor u ∈ V2 taký, ºe f(q) = u+ f(p). Ke¤ºe v²ak q = v + p vidíme, ºe vektor

u zárove¬ musí závisie´ od vektora v.

f(v + p) = u+ f(p) ⇒ u+ f(p) = s(f)(v) + f(p) (1.3.2)

A�nné zobrazenie bodov teda indukuje nám zatia© neznáme zobrazenie vektorov

s(f) : V1 → V2 (1.3.3)

Na²ou cie©om je ukáza´, aké zobrazenie komutuje s posúvaním bodov v a�nnom pries-

tore. De�nujme teda bod r ∈ E1 tak, ºe y + p = r a x + r = q, kde x, y ∈ V1. Potom
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x+ y = v a platia nasledujúce tri rovnosti

f(q) = f(x+ y + p) = s(f)(x+ y) + f(p)

f(r) = f(y + p) = s(f)(y) + f(p)

f(q) = f(x+ r) = s(f)(x) + f(r)

(1.3.4)

Jednoduchými úpravami týchto troch rovníc dostávame podmienku pre zobrazenie s(f)

s(f)(x+ y) = s(f)(x) + s(f)(y) (1.3.5)

£o je jedna z vlastností lineárneho zobrazenia. Ako sa teda ukazuje, od a�nného zo-

brazenia by sme mali chcie´, aby indukovalo zobrazenie vektorov, ktoré bude lineárne.

Uve¤me si na základe na²ich o£akávaní de�níciu a�nného zobrazenia.

Ak E1 a E2 sú a�nné priestory a V1 a V2 sú k nim prislúchajúce lineárne priestory

(ich grupy posunutí), zobrazenie

f : E1 → E2

nazveme a�nným zobrazením, ak existuje lineárne zobrazenie

s(f) : V1 → V2

pre ktoré platí

f(v + p) = s(f)(v) + f(p)

kde v ∈ V1 a p ∈ E1. ([5], s. 5)

Bijektívne a�nné zobrazenie nazývame a�nným izomor�zmom. Ukáºeme, ºe a�nné

zobrazenie f je bijektívne práve vtedy, ke¤ ním indukované lineárne zobrazenie s(f)

je bijektívne. ([4], s. 50) Ak by a�nné zobrazenie nebolo surjektívne, existoval by bod

m ∈ E2, ktorý by nebol obrazom ºiadneho bodu p ∈ E1. Potom by musel existova´ aj

vektor f(p) + u = m, kde u ∈ V2, ktorý by nebol obrazom ºiadneho vektora z V1. Teda

zobrazenie s(f) by bolo tieº nesurjektívne. Podobne ak by f bolo surjektívne aj s(f)

by muselo by´ surjektívne, ke¤ºe pre rôzne v ∈ V1 by sme výrazom s(f)(v) + f(p) =

f(p) museli pokry´ celý a�nný priestor E2 respektíve zobrazením s(f)(v) celý lineárny

priestor V2. Pozrime sa, ako je to s injektívnos´ou. Majme body p, q ∈ E1 také, ºe

p = v + q, kde 0 6= v ∈ V1. Potom, ak

f(p) = f(q) ⇒ s(f)(v) = 0 (1.3.6)
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Ak teda zobrazenie f nie je injektívne ani zobrazenie s(f) nie je injektívne. Povedzme

teraz, ºe a�nné zobrazenie f je injektívne, ale zobrazenie s(f) nie je. Potom platí

f(q) = (v + p) = s(f)(v) + f(p) = f(p) (1.3.7)

To je spor s predpokladom a tým je na²e tvrdenie o vzájomnej bijektívnosti f a s(f)

dokázané. Dopl¬me e²te, ºe bijektívne a�nné zobrazenie

f : E → E (1.3.8)

nazývame a�nnou transformáciou. Mnoºina v²etkých a�nných transformácií tvorí a�nnú

grupu, ktorú ozna£ujeme GA(E).

H Ukáºeme, ºe a�nné transformácie tvoria grupu. Majme zobrazenia f, h ∈ GA(E).

Potom, ak g = f ◦ h

g(v + p) = (f ◦ h)(v + p) = f(s(h)(v) + h(p)) = (s(f) ◦ s(h))(v) + (f ◦ h)(p) (1.3.9)

kde p ∈ E a v ∈ V . Ke¤ºe zloºením dvoch lineárnych zobrazení dostávame lineárne

zobrazenie, vidíme, ºe aj zobrazenie g je a�nné. Bijektívnos´ zobrazenia g máme za-

ru£enú bijektívnos´ou zobrazení f a h a teda g ∈ GA(E). Obsahuje ¤alej GA(E)

jednotkový prvok?

id(v + p) = v + p = s(id)(v) + id(p) (1.3.10)

Zobrazenie s(id) je identické, a teda ur£ite aj lineárne, takºe zobrazenie id je a�nné,

a teda id ∈ GA(E). Pozrime sa na existenciu inverzného prvku. Existenciu f−1 máme

zaru£enú bijektívnos´ou f ∈ GA(E), takºe sta£í ukáza´, ºe f−1 je a�nné. Za£nime

rovnos´ou

f(v + p) = s(f)(v) + f(p) = u+ q = r (1.3.11)

Potom ur£ite platí

v = s(f)−1(u) & p = f−1(q)

f−1(r) = f−1(u+ q) = v + p = s(f)−1(u) + f−1(q) (1.3.12)

kde p, q, r ∈ E a u, v ∈ V . Vidíme, ºe zobrazenie f−1 je skuto£ne a�nné, a teda

f−1 ∈ GA(E). Navy²e platí s(f−1) = s(f)−1. Ke¤ºe asociatívnos´ je vlastnos´ou

operácie skladania zobrazení, mnoºina GA(E) má skuto£ne ²truktúru grupy. N
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Pozrime sa teraz, £i tak ako to bolo v lineárnom priestore pomocou matice lineár-

neho zobrazenia, nevieme aj v a�nnom priestore po zavedení bázy nájs´ praktické vy-

jadrenie a�nného zobrazenia pomocou súradníc. Majme a�nné zobrazenie h : E1 → E2

a bázy (p, e) a (q, f) v E1 a E2.

h(x) = h(x)αfα + q = h(xiei + p)

= xis(h)(ei) + h(p)

= xiAαifα + h(p)αfα + q

(1.3.13)

kde i, . . . , dim(E1), α, . . . , dim(E2), x ∈ E1, matica A je maticou lineárneho zobrazenia

s(h) a h(p)α, h(x)α sú a�nné súradnice bodu h(p) respektíve h(x) vzh©adom na bázu

(q, f). Ako teda vidíme, a�nné súradnice bodu h(x) vzh©adom na bázu (q, f) sú dané

nasledujúcim vzorcom

h(x)α = Aαixi + h(p)α (1.3.14)

Poloºme teraz E = V . A�nné transformácie f : V → V tvoria grupu GA(V ). Zave¤me

vo V ako a�nnom priestore bázu (0, e), kde sme ako referen£ný bod prirodzene zvolili

jediný význa£ný bod v lineárnom priestore. Potom kaºdý vektor v ∈ V je ur£ený akciou

grupy (V,+) prislúchajúcej jemu samému, teda je ur£ený sám sebou.

f(v) = f(v + 0) = s(f)(v) + f(0) = s(f)(v) + a (1.3.15)

Ak teraz vyuºijeme rovnicu 1.3.14 dostávame

f(v)i = Aijvj + ai (1.3.16)

kde i, j = 1, . . . , dim(V ). Pripome¬me, ºe a�nné zobrazenie je bijektívne práve vtedy,

ke¤ ním indukované lineárne zobrazenie je bijektívne. Vidíme teda, ºe a�nná trans-

formácia V je úplne ur£ená lineárnou transformáciou s(f) ∈ GL(V ) (respektíve jej

maticou z GL(n,R)) a prvkom a ∈ V . Prvky grupy GA(V ) môºeme teda zapísa´

ako dvojice (s(f), a). �alej sa ukazuje, ºe kaºdému prvku (s(f), a) ∈ GL(V ) môºeme

priradi´ vhodnú blokovú maticu (pre lep²iu preh©adnos´ ozna£me lineárnu transformá-

ciu s(f) = A)

(A, a) −→

 A a

0 1

 (1.3.17)
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(A, a) ◦ (B, b)(v) = A(B(v)) + A(b) + a ⇒

(A, a) ◦ (B, b) = (A ◦B,A(b) + a) (1.3.18)

(A, a) ◦ (B, b)→

 A a

0 1

 B b

0 1

 =

 AB Ab+ a

0 1

→ (A ◦B,A(b) + a)

Násobenie takto zostavených matíc nám umoºnuje jednoducho sklada´ a�nné trans-

formácie V . ([5], s. 6) Poloºme teraz V = Rn. Ke¤ºe v lineárnom priestore Rn máme

prirodzenú bázu (²tandartnú bázu), a�nnú transformáciu Rn budú tvori´ matice pod©a

rovnice 1.3.17, kde A ∈ GL(n,R) je matica a a ∈ (Rn,+) je vektor. Grupu takýchto

blokových matíc (A, a) ozna£ujeme GA(n,R). Pozrime sa, na aké objekty vlastne grupa

GA(n,R) pôsobí. Prira¤me kaºdému vektoru v ∈ Rn vektor (v, 1)

(A, a)(v)→

 A a

0 1

 v

1

 =

 Av + a

1

→ Av + a (1.3.19)

Vidíme, ºe sme dostali správnu a�nnú transformáciu v ∈ Rn pod©a rovnice 1.3.15.

([1], s. 19)

Na záver spome¬me e²te dve významné podgrupy a�nnej grupy. Prvú z nich tvorenú

blokovými maticami (R,v), kde R ∈ SO(n) a v ∈ Rn ozna£ujeme E(n) a nazývame

euklidovskou grupou. Euklidovská grupa je teda zloºenie rotácie a posunutia a kon-

krétne grupa E(3) hrá dôleºitú úlohu napríklad v robotike, kde sa jednotlivé diely

posúvajú a otá£ajú (inak povedané pôsobí na ne euklidovská grupa). Pripome¬me, ºe

grupa SO(n) má pôvod v poºiadavke vybra´ tie lineárne transformácie, vo£i ktorým

je skalárny sú£in v euklidovskom priestore invariantný. Podobne ak v ²peciálnej teórii

relativity h©adáme lineárne transformácie, vo£i ktorým by bol invariatný skalárny sú-

£in v Minkowského £asopriestore (Minkowskeho metrika) dostávame Lorentzovu grupu

SO(1, 3). Potom Poincarého grupou nazveme podgrupu a�nnej grupy tvorenú bloko-

vými maticami (Λ,v), kde Λ ∈ SO(1, 3) a v ∈ R4.
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1.4 Lieova algebra grupy GA(n,R)

V tomto paragrafe sa pozrieme na Lieovu algebru maticovej grupy GA(n,R). Ako

prvé vypo£ítajme tvar matíc, ktorými je Lieova algebra ga(n,R) tvorená. Výpo£et

urobíme postupom opísaným v paragrafe 3.2.1 kapitola 3 Dodatky, kde sú uvedené aj

¤al²ie dôleºité pojmy o Lieových algebrách v²eobecne.

Tvar prvku (matice) grupy GA(n,R) poznáme pod©a rovnice 1.3.17, a teda rie²ime

rovnicu

1 + εX =

 1 + εX εx1

εx2 1 + εx3

 =

 A v

0 1

 (1.4.1)

kde A ∈ GL(n,R), v ∈ (R3,+) a X ∈ ga(n,R) je neznámou maticou. Ke¤ºe pod©a

rovnice 3.2.3 vidíme, ºe podmienka det(1 + εX) 6= 0 je splnená pre ©ubovo©nú maticu

X, ©ahko nahliadneme, ºe posledná rovnica je splnená, ak vektor x2 = 0 je nulový

a kon²tanta x3 = 0 je taktieº nulová. Teda maticovú Lieovu algebru ga(n,R) tvoria

matice  X x

0 0

 (1.4.2)

kde X ∈ gl(n,R) je ©ubovo©ná matica rozmeru n×n a vektor x ∈ Rn. Ako teda vidno,

dimenzia Lieovej alebry ga(n,R) je rovná n2 +n. Teraz, ke¤ uº vieme, akými maticami

je Lieova algebra ga(n,R) tvorená, môºeme sa pozrie´ na jej Lieovu zátvorku (v tomto

prípade komutátor). Najprv v²ak zvo©me v ga(n,R) vhodnú bázu. Pre Lieovu algebru

gl(n,R) sa ako ve©mi vhodná ukazuje Weylova báza, ktorej prvky sú matice de�nované

nasledujúco

(Eml)ij = δimδlj (1.4.3)

V lineárnom priestore máme tieº prirodzenú bázu a to ²tandartnú bázu e. Bázu v

ga(n,R) teda môºeme zavies´ pomocou matíc dvoch typov Eml 0

0 0

  0 ei

0 0

 (1.4.4)

Ozna£me prvky bázy tvorené maticami prvého typu Eml a prvky bázy tvorené maticami

druhého typu ei, kde v²etky indexy sú rovné 1, . . . , n. Predtým, ako ur£íme ²truktúrne

kon²tanty vzh©adom na práve zavedenú bázu v ga(n,R), pozrime sa na nasledujúci
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komutátor
[Eab;Ecd]ij = (EabEcd)ij − (EcdEab)ij

= (Eab)ik(Ecd)kj − (Ecd)ik(Eab)kj

= δiaδbkδkcδdj − δicδdkδkaδbj
= δiaδbcδdj − δicδdaδbj
= δbc(Ead)ij − δda(Ecb)ij

(1.4.5)

a £omu nasledovný výraz

(Eml)ij(ea)j = δimδljδaj = δimδla = δla(em)i (1.4.6)

Teraz uº môºeme ur£i´ tri rôzne prípady komutátora Lieovej algebry ga(n,R) vzh©adom

na nami zavedenú bázu.

Komutátor typu [Eab,Ecd]

[Eab,Ecd] =

 [Eab;Ecd] 0

0 0

 = δbcEad − δdaEcb (1.4.7)

Komutátor typu [Eab, ec]

[Eab, ec] =

 0 Eabec

0 0

 = δbcea (1.4.8)

Komutátor typu [ea, eb]

[ea, eb] = 0 (1.4.9)

Na záver tohto paragrafu dopl¬me, ºe Lieova algebra e(3) euklidovskej grupy E(3)

je tieº tvorená blokovými maticami pod©a rovnice 1.4.2 av²ak matice X ∈ so(3) sú

antisymetrické (pozri paragraf 3.2.1 kapitola 3 Dodatky).
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2 Ad -invariantná bilineárna forma na e(3)

V tejto kapitole si dávame za cie© vypo£íta´ najv²eobecnej²iu Ad -invariantnú biline-

árnu formu na Lieovej algebre euklidovskej grupy E(3). Predtým v²ak, ako sa pustíme

do samotného výpo£tu, uve¤me jedno tvrdenie a to, ºe Ad -invariantné bilineárne formy

na Lieovej algebre A tvoria lineárny priestor, ozna£me ho VB. Nahliadnime, ºe toto tvr-

denie je pravdivé. Majme dve Ad -invariantné bilineárne formy K,L ∈ VB (VB je zatia©

pre nás len mnoºina v²etkých Ad -invariantných bilineárnych foriem na A), pre ktoré

vieme, ºe platí

K(X, Y ) = K(Ad gX,Ad gY ) L(X, Y ) = L(Ad gX,Ad gY )

kde X, Y ∈ A a g prvok príslu²nej Lieovej grupy. Ozna£me písmenom J = K + αL

lineárnu kombináciu Ad -invariantných bilineárnych foriem K,L ∈ VB.

J(Ad gX,Ad gY ) = K(Ad gX,Ad gY ) + αL(Ad gX,Ad gY )

= K(X, Y ) + αL(X, Y )

= J(X, Y )

Tým je na²e tvrdenie dokázané, lebo ako vidíme, mnoºina VB je skuto£ne uzavretá na

lineárne kombinácie. Ak by sa nám teda vo VB podarilo nájs´ nejakú bázu, nájdeme

skuto£ne v²etky Ad -invariantné bilineárne formy na Lieovej algebre A.

Na záver tohto úvodu s cie©om zlep²enia preh©adnosti zave¤me formalizmus vyuºí-

vajúci dvojvektory. Prvok Lieovej algebry grupy E(3) budeme zapisova´ ako dvojvek-

tor (ω,x), kde ω ∈ R3 je trojrozmerný vektor taký, ºe ωili ∈ so(3), (l je báza v so(3)

pod©a rovnice 3.2.4) a x je taktieº trojrozmerný vektor patriaci x ∈ R3. Pri zápise

prvkov euklidovskej grupy E(3) vyuºijeme ozna£enie, ktoré sme za£ali pouºíva´ uº v

predo²lej kapitole. Prvok grupy E(3) teda ozna£íme (R,v), kde R ∈ SO(3) je matica

a v ∈ (R3,+) trojrozmerný vektor. Pri výpo£toch budeme pod©a potreby prechádza´

medzi maticovým zápisom jednotlivých prvkov a zápisom pomocou dvojvektorov.

2.1 Ad reprezentácia E(3)

Pozrime sa najprv ako bude vyzera´ Ad reprezentácia euklidovskej grupy. E²te pred-

tým v²ak povedzme, ºe maticaR = (r1, r2, r3)
T ∈ SO(3), kde r1 = (r11, r12, r13); r2 = . . .
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a matica X = ω · l ∈ so(3). Vyjdeme z de�nície Ad reprezentácie pod©a rovnice 3.2.10

Ad (R,v)(ω,x) =

 R v

0 1

 X x

0 0

 RT −RTv

0 1



=

 RXRT −RXRTv +Rx

0 0


(2.1.1)

S takýmto výsledkom sa v²ak e²te neuspokojíme, pretoºe pre Ad reprezentáciu E(3)

by sme radi mali úspornej²í a preh©adnej²í zápis pomocou dvojvektorov. Pred ¤al²ími

výpo£tami e²te pripome¬me, ºe st¨pce matice R ∈ SO(3) tvoria ortonormálnu bázu v

R3, ktorú dostávame rotáciou ²tandartnej bázy.

RXRT = (r1, r2, r3)
T


0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 (r1, r2, r3)

=


ω · (r2 × r3)

−ω · (r1 × r3)

ω · (r1 × r2)

 · l =


r1 · ω

r2 · ω

r3 · ω

 · l
(2.1.2)

A teda dostávame výsledok

Ad RX = RXRT = Rω · l = $ · l (2.1.3)

Teraz sa pozrime na ¤al²í nenulový prvok matice z rovnice 2.1.1

RXRTv =


0 −$3 $2

$3 0 −$1

−$2 $1 0




v1

v2

v3


= −v ×$

= Rω × v

(2.1.4)

a teda dostávame

−RXRTv +Rx = −Rω × v +Rx (2.1.5)

Teraz uº máme v²etko pripravené aby sme mohli zapísa´ vzorec Ad reprezentácie E(3)

pomocou dvojvektorov

Ad (R,v)(ω,x) = (Rω, Rx−Rω × v) (2.1.6)
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2.2 ad reprezentácia e(3)

�al²í ná² krok bude, ºe ur£íme vzorec v jazyku dvojvektorov pre in�nitezimálnu

verziu Ad reprezentácie E(3) teda ad reprezentáciu e(3). Vyjdeme zo známeho vzorca

pre ad reprezentáciu Lieovej algebry pod©a rovnice 3.2.11

ad (ω1,y)(ω2,x) = [(ω1,y), (ω2,x)] =

 Y X −XY Y x−Xy

0 0

 (2.2.1)

kde X = ω2 · l a Y = ω1 · l. Opä´ sa pozrime na jednotlivé prvky matice z predo²lej

rovnice a ozna£me ω1 = (a1, a2, a3) a ω2 = (b1, b2, b3)

[Y,X] =


0 −a3 a2

a3 0 −a1
−a2 a1 0




0 −b3 b2

b3 0 −b1
−b2 b1 0

−XY

=


· a2b1 a3b1

· · a3b2

· · ·

−

· a1b2 a1b3

· · a2b3

· · ·

 =


a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1

 · l
(2.2.2)

dostávame teda výsledok

[Y,X] = (ω1 × ω2) · l (2.2.3)

V²imnime si, ako nám môºe aj v tomto prípade u©ah£i´ výpo£et znalos´ ²truktúrnych

kon²tánt (konkrétne ²truktúrnych kon²tánt so(3) vzh©adom na bázu l, pozri rovnicu

3.2.5)

[Y,X] = aibj[li, lj] = aibj εijklk = lk εkijaibj = lk(ω1 × ω2)k = (ω1 × ω2) · l (2.2.4)

Na úpravu druhého nenulového prvku matice z rovnice 2.2.1 vyuºijeme rovnicu 2.1.4

Y x = ω1 × x Xy = ω2 × y (2.2.5)

Teda vzorec pre ad reprezentáciu e(3) v jazyku dvojvektorov je

ad (ω1,y)(ω2,x) = (ω1 × ω2,ω1 × x− ω2 × y) (2.2.6)

H Pozrime sa e²te raz na výsledok rovnice 2.2.3, konkréntne, £o platí pre maticu ad

reprezentácie so(3).

ad liω = ωj[li, lj] = ωjεijklk = −εikjωjlk = (li)kjωjlk = liω (2.2.7)

15



Dostali sme teda výsledok

ad li = li ⇒ adX = X (2.2.8)

kde X = ω · l ∈ so(3). Ak e²te uváºime, ºe matica 1 + εX = R ∈ SO(3) a Ad 1+εX =

1 + εadX dostávame pre maticu Ad reprezentácie SO(3)

Ad R = R ⇒ AXAT = A(ω · l)AT = (Aω) · l (2.2.9)

£o je zhodný výsledok, s výsledkom pod©a rovnice 2.1.3.

N

2.3 In�nitezimálna verzia Ad -invariantnosti bilineárnej formy

Na za£iatok tohto paragrafu si pripome¬me podmienku pre nami h©adanú bilineárnu

formu

J [(ω1,y), (ω2,x)] = J [Ad (R,v)(ω1,y),Ad (R,v)(ω2,x)] (2.3.1)

Vlastnos´ Lieových grúp nám teraz umoºní celý problém zlinearizova´. Môºeme si to

predstavi´ jednoducho tak, ºe to, £o platí pre ve©mi malú rotáciu (rotáciu blízku jednot-

kovej) alebo ve©mi malú transláciu, bude plati´ pre ©ubovo©nú rotáciu alebo transláciu,

ktoré sú len násobky tej ve©mi malej. Konkrétne v na²om prípade budeme h©ada´ bili-

neárnu formu invariantnú vo£i Ad reprezentácii prvku (1 + εZ, εz) ∈ E(3)

J [(ω1,y), (ω2,x)] = J [Ad (1+εZ,εz)(ω1,y),Ad (1+εZ,εz)(ω2,x)] (2.3.2)

Rozpí²me teda poslednú rovnicu

J [(ω1,y), (ω2,x)] = J [Ad (1+εZ,εz)(ω1,y),Ad (1+εZ,εz)(ω2,x)]

= J [(1̂ + εad (ω3,z))(ω1,y), (1̂ + εad (ω3,z))(ω2,x)]

= J [(ω1,y) + εad (ω3,z)(ω1,y), (ω2,x) + εad (ω3,z)(ω2,x)]

= J [(ω1,y), (ω2,x) + εad (ω3,z)(ω2,x)] + J [εad (ω3,z)(ω1,y), (ω2,x) + εad (ω3,z)(ω2,x)]

= J [(ω1,y), (ω2,x)] + εJ [(ω1,y), ad (ω3,z)(ω2,x)] + εJ [ad (ω3,z)(ω1,y), (ω2,x)] + ε2 . . .

= J [(ω1,y), (ω2,x)] + ε{J [(ω1,y), ad (ω3,z)(ω2,x)] + J [ad (ω3,z)(ω1,y), (ω2,x)]}
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Ako vidíme £leny úmerné vy²²ím mocninám ε ako ε1 sme zanedbali, £o je samotným

princípom linearizácie a z rovnice 2.3.2 dostávame nasledujúcu podmienku in�nitezi-

málnej verzie Ad invariantnosti bilineárnej formy

J [(ω1,y), ad (ω3,z)(ω2,x)] = −J [ad (ω3,z)(ω1,y), (ω2,x)] (2.3.3)

Ak teraz vyuºijeme vyjadrenie ad reprezentácie e(3), ktoré sme si odvodili v rovnici

2.2.6 dostávame

J [(ω1,y), (ω3×ω2,ω3×x−ω2×z)] = −J [(ω3×ω1,ω3×y−ω1×z), (ω2,x)] (2.3.4)

2.4 Výpo£et Ad -invariantnej bilineárnej formy na e(3)

V jazyku dvojvektorov si ©ubovo©ný prvok (ω,x) ∈ e(3) môºeme predstavi´ ako

6-rozmerný vektor, kde prvé tri zloºky budú ωi a druhé tri zloºky budú xi. Takáto

predstava nám umoºní stotoºni´ bilineárnu formu na e(3) s maticou 6 × 6. Pri vý-

po£te nám dobre poslúºi parametrizova´ túto maticu, ozna£me ju J , ²tyrmi maticami

A,B,C,D rozmeru 3× 3

J =

 A B

C D

 (2.4.1)

Zapí²me teraz pomocou tejto parametrizácie ©avú stranu rovnice 2.3.4

(ω1,y)

 A B

C D

 ω3 × ω2

ω3 × x− ω2 × z)

 =

= ω1A(ω3 × ω2) + yC(ω3 × ω2) + ω1B(ω3 × x)

−ω1B(ω2 × z) + yD(ω3 × x)− yD(ω2 × z) (2.4.2)

a pravú stranu rovncie 2.3.4

−(ω3 × ω1,ω3 × y − ω1 × z)

 A B

C D

 ω2

x

 =

= (ω1 × ω3)Aω2 + (y × ω3)Cω2 − (z× ω1)Cω2

+(ω1 × ω3)Bx + (y × ω3)Dx− (z× ω1)Dx (2.4.3)

Dostávame pomerne zloºitú maticovú rovnicu, ktorá musí plati´ pre ©ubovo©né vektory

ω1,ω2,ω3 a x,y, z. Po parametrizovaní matice J h©adáme teraz rie²enie tejto rovnice

17



pre ²tyri neznáme matice A,B,C,D. Pokúsime sa teraz o nich nie£o viac zisti´, a to

vhodným výberom vektorov ω1,ω2,ω3 a x,y, z, ke¤ºe, ako sme povedali rovnica musí

plati´ pre ©ubovo©né tieto vektory.

Skúsme vybra´ dané vektory tak, aby nám zostala rovnica len pre jednu z matíc

3×3. To dosiahneme napríklad tak, ºe v rovniciach 2.4.2 a 2.4.3 poloºíme x = y = z = 0

a následne ω3 = ω2. Zostane nám rovnica len pre maticu A.

ω1A(ω3 × ω2) = (ω1 × ω3)Aω2

(ω1 × ω2)Aω2 = 0 (2.4.4)

Ak poloºíme ω2 = y = z = 0 a následne ω3 = x, dostaneme podobnú podmienku ako

pre maticu A pre maticu B.

ω1B(ω3 × x) = (ω1 × ω3)Bx

(ω1 × ω3)Bω3 = 0 (2.4.5)

Ako vieme z paragrafu 3.4 kapitola 3 Dodatky podmienky 2.4.4 a 2.4.5 znamenájú, ºe

matice A a B musia ma´ nasledovný tvar

A = α1 B = β1 (2.4.6)

Prepí²me teraz rovnice 2.4.2 a 2.4.3 s tým, ºe uº poznáme (aº na kon²tantu) tvar

matíc A a B.

αω1 · (ω3 × ω2) + yC(ω3 × ω2) + βω1 · (ω3 × x)

− βω1 · (ω2 × z) + yD(ω3 × x)− yD(ω2 × z) =

= α(ω1 × ω3) · ω2 + (y × ω3)Cω2 − (z× ω1)Cω2

+ β(ω1 × ω3) · x + (y × ω3)Dx− (z× ω1)Dx (2.4.7)

Na²ím ¤al²ím cie©om je dozvedie´ sa nie£o viac o maticiach C a D. Opä´ tak urobíme

pomocou vhodného výberu vektorov ω1,ω2,ω3 a x,y, z, teraz v²ak uº v rovnici 2.4.7.

Poloºme teda v rovnici 2.4.7 x = y = 0 a následne ω1 = ω2 = ω3.

αω1 · (ω3 × ω2)− βω1 · (ω2 × z) = α(ω1 × ω3) · ω2 − (z× ω1)Cω2
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(z× ω1)Cω1 = 0 (2.4.8)

Ako vidíme, dostávame verziu tej istej podmienky ako pre matice A a B. Skúsme teraz

nájs´ podmienku, ktorú musí sp¨¬a´ matica D. Poloºme v rovnici 2.4.7 y = ω2 = ω3 =

0 a následne x = z.

−(z× ω1)Dx = 0

(x× ω1)Dx = 0 (2.4.9)

Dostávame tak dôleºitý výsledok. Aby bola in�nitezimálna verzia Ad invariantnosti

pod©a rovnice 2.3.4 nami h©adanej bilineárnej formy splnená, v²etky ²tyri matice A, B,

C, D musia by´ násobkami jednotkovej matice.

A = α1 B = β1 C = γ1 D = δ1 (2.4.10)

Ke¤ºe uº poznáme tvar matíc C a D, prepí²me e²te raz rovnicu 2.4.7 a pokúsme sa

zisti´ nie£o viac o kon²tantách α, β, γ, δ.

αω1 · (ω3 × ω2) + γy · (ω3 × ω2) + βω1 · (ω3 × x)

− βω1 · (ω2 × z) + δy · (ω3 × x)− δy · (ω2 × z) =

= α(ω1 × ω3) · ω2 + γ(y × ω3) · ω2 − γ(z× ω1) · ω2

+ β(ω1 × ω3) · x + δ(y × ω3) · x− δ(z× ω1) · x (2.4.11)

Predtým, ako sa pustíme do úprav poslednej rovnice, dokáºme nasledujúcu identitu

pre ©ubovo©né vektory x,y, z ∈ R3

x · (z× y) = y · (x× z) (2.4.12)

x · (z× y) = xiεijkzjyk = ykεijkxizj = ykεkijxizj = y · (x× z)

Práve dokázanú identitu nazývame cyklická invariantnos´ zmie²aného sú£inu. Vyuºitím

tejto identity a jej podobných teraz upravme pravú stranu rovnosti 2.4.11 a dostaneme

nasledujúcu rovnos´

αω1 · (ω3 × ω2) + γy · (ω3 × ω2) + βω1 · (ω3 × x)

− βω1 · (ω2 × z) + δy · (ω3 × x)− δy · (ω2 × z) =
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= αω1 · (ω3 × ω2) + γy · (ω3 × ω2) + βω1 · (ω3 × x)

− γω1 · (ω2 × z) + δy · (ω3 × x)− δx · (z× ω1) (2.4.13)

Ako ihne¤ vidíme, rovnos´, ktorú sme práve dostali, je splnená za dvoch podmienok a

to β = γ a δ = 0. Teraz uº môºeme zapísa´ ná² závere£ný výsledok pre Ad invariantnú

bilineárnu formu na e(3).

J =

 A B

C D

 = α

 1 0

0 0

 + β

 0 1

1 0

 = αK + αL (2.4.14)

V²imnime si, ºe dostávame dvojrozmerný priestor Ad -invariantných bilineárnych fo-

riem na e(3), kde bázu tvoria práve bilineárne formy K a L. Zapí²me teraz bilineárne

formy K, L a J v jazyku dvojvektorov.

K[(ω1,y), (ω2,x)] = ω1 · ω2 (2.4.15)

L[(ω1,y), (ω2,x)] = ω2 · y + ω1 · x (2.4.16)

J [(ω1,y), (ω2,x)] = αω1 · ω2 + βω2 · y + βω1 · x (2.4.17)

Na záver ná²ho výpo£tu overme, ºe vypo£ítaná bilineárna forma J je skuto£ne Ad -

invariantná.

K[Ad (R,v)(ω1,y),Ad (R,v)(ω2,x)] =

= K[(Rω1, Ry −Rω1 × v), (Rω2, Rx−Rω2 × v)]

= Rω1 ·Rω2

= ω1 · ω2 = K[(ω1,y), (ω2,x)]

(2.4.18)

Ke¤ºe matica R ∈ SO(3) predstavuje práve transformáciu, vo£i ktorej je ²tandartný

skalárny sú£in v euklidovskom priestore invariantný, bilineárna forma K je skuto£ne

Ad -invariantná. Podobne pre bilineárnu formu L platí

L[Ad (R,v)(ω1,y),Ad (R,v)(ω2,x)] =

= L[(Rω1, Ry −Rω1 × v), (Rω2, Rx−Rω2 × v)]

= Rω1 · (Rx−Rω2 × v) +Rω2 · (Ry −Rω1 × v)

= Rω1 ·Rx−Rω1 · (Rω2 × v) +Rω2 ·Ry +Rω1 · (Rω2 × v)

= Rω1 ·Rx +Rω2 ·Ry

= ω1 · x + ω2 · y = L[(ω1,y), (ω2,x)]

(2.4.19)
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2.5 Výpo£et Killingovej-Cartanovej bilineárnej formy na e(3)

V tomto paragrafe je na²ím cie©om vypo£íta´ Killingovu-Cartanovu bilineárnu formu

na e(3). O Killingovej-Cartanovej forme vieme, ºe je Ad -invariantná, takºe o£aká-

vame, ºe ju budeme môc´ identi�kova´ v rovnici 2.4.14 teda v najv²eobecnej²ej Ad -

invariantnej bilineárnej forme na e(3). Na úvod ur£íme v²eobecný vzorec pre maticu

Killingovej-Cartanovej formy

K(X, Y ) = K(Ei, Ej)XiYj

Kij = K(Ei, Ej) = Tr (ad Ei
ad Ej

) (2.5.1)

ad Ei
ad Ej

Ek = [Ei, [Ej, Ek]] = cjkm[Ei, Em] = cjkmcimnEn

Tr (ad Ei
ad Ej

) = Tr (cimncjkm) = cimkcjkm (2.5.2)

([2], s. 286) Ako by uº mohla nazna£i´ predo²lá rovnica, v ¤al²ích výpo£toch budeme

potrebova´ pozna´ ²truktúrne kon²tanty vzh©adom na nejakú bázu E v e(3). Najprv

teda zave¤me bázu v e(3). Ke¤ºe v so(3) aj v R3 máme prirodzené bázy tvorené

prvkami li (pozri rovnicu 3.2.4), respektíve ei (ei ozna£ujeme vektory ²tandartnej bázy

v R3), bázu v e(3) zavedieme nasledovne

Eα = (li, 0) pre α = 1, 2, 3, kde i = α (2.5.3)

Eα = (0, ei) pre α = 4, 5, 6, kde i = α− 3 (2.5.4)

�truktúrne kon²tanty budeme musie´ vypo£íta´ po £astiach pre tri rôzne prípady

pod©a toho, ktoré prvky bázy budú vstupova´ do komutátora. V nasledujúcom vý-

po£te vyuºijeme znalos´ ²truktúrnych kon²tánt Lieovej algebry so(3) vzh©adom na

bázu l pod©a rovnice 3.2.5. Pre lep²iu preh©adnos´ ozna£me súbor bázových vektorov

Eα pre α = 1, 2, 3 písmenom F a pre α = 4, 5, 6 písmeno G.

Komutátor typu [F, F ]

[(li, 0), (lj, 0)] =

 [(li, lj] 0

0 0

 = εijk(lk, 0) (2.5.5)

Komutátor typu [G,G]

[(0, ei), (0, ej)] = 0 (2.5.6)
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Komutátor typu [F,G]

[(li, 0), (0, ej)] =

 0 liej

0 0

 =

 0 (li)km(ej)mek

0 0



=

 0 −εikmδjmek
0 0

 =

 0 εijkek

0 0

 = εijk(0, ej)

(2.5.7)

Teraz tak ako vo výpo£te bilineárnej formy J parametrizujme maticu 6×6 Killingovej-

Cartanovej formy ²tyrmi maticami 3× 3

K =

 A B

C D

 (2.5.8)

Potom pod©a rovnice 2.5.1 je zrejmé, ºe

A = Tr (ad F ◦ ad F )

B = Tr (ad F ◦ adG)

C = Tr (adG ◦ ad F )

D = Tr (adG ◦ adG)

Predtým, ako by sme sa pustili do výpo£tu matice K pomocou ²truktúrnych kon²tánt

a museli by sme ur£i´ 1296 £ísel, pozrime sa na jednotlivé operátory, z ktorých h©adáme

stopu. Znalos´ ²truktúrnych kon²tánt v²ak zuºitkujeme aj tak. Za£nime s operátorom

adG ◦ adG a pustime ho najprv na £as´ bázy F a potom na G

adGadGF = [G, [G,F ]] = [G, G̃] = 0 (2.5.9)

kde prvky G̃ sú prvky G poprípade vynásobené −1.

adGadGG = [G, [G,G]] = [G, 0] = 0 (2.5.10)

Ako vidíme, operátor adG ◦ adG je nulovým operátorom, a teda bude ma´ aj nulovú

stopu. Z toho vyplýva, ºe matica D bude tieº nulová. Pozrime sa teraz na operátor

ad F ◦ adG
ad FadGG = [F, [G,G]] = [F, 0] = 0
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ad FadGF = [F, [G,F ]] = [F, G̃] = ˜̃G (2.5.11)

Vidíme, ºe aj ke¤ operátor ad F ◦ adG nie je nulový, jeho stopa pod©a paragrafu 3.5

kapitola 3 Dodatky ur£ite nulová bude, a teda aj matica B bude nulová. Podobne pre

operátor adG ◦ ad F
adGad FF = [G, [F, F ]] = [G, F̃ ] = G̃

adGad FG = [G, [F,G]] = [G, G̃] = 0 (2.5.12)

Opä´ dostávame výsledok, ºe matica C rovnajúca sa stope tohto operátora bude nulová.

Ostáva nám zodpoveda´, ako bude vyzera´ matica A. Za£nime teda opä´ tým, ºe sa

pozrieme na operátor ad F ◦ ad F . Pri tom vyuºijeme rovnice 2.2.1 a 2.2.8

ad (li,0)(X,x) =

 ad liX lix

0 0

 =

 liX lix

0 0

 =

 li 0

0 0

 X x

0 0

 (2.5.13)

a dostávame výsledok

ad (li,0) =

 li 0

0 0

 ⇒ ad li ◦ ad lj =

 lilj 0

0 0

 (2.5.14)

Stopa operátora ad li ◦ ad lj bude teda rovná Tr (lilj) + 0.

(lilj)ac = (li)ab(lj)bc = εiabεjbc = −εiabεjcb = −δijδac + δicδaj

Tr (lilj) = Tr (−δijδac + δicδaj) = −δijδaa + δiaδaj = −3δij + δij = −2δij (2.5.15)

Takºe pre maticu A sme dostali predpis A = −21 a môºeme napísa´ závere£ný výsledok

Killingovej-Cartanovej formy na e(3)

K = −2 ·

 1 0

0 0

 (2.5.16)

Respektíve v jazyku dvojvektorov

K[(ω1,y), (ω2,x)] = −2ω1 · ω2 (2.5.17)

Na záver si e²te v²imnime, ºe Killingovu-Cartanovu formu, tak ako sme ju vypo£ítali

v tomto paragrafe, skuto£ne dokáºeme identi�kova´ v rovnici 2.4.14, kde je taktieº

ozna£ená K a lí²i sa len o násobok kon²tantou.
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Je tieº dôleºité uvedomi´ si, ºe Killingova-Cartanova forma na Lieovej algebre e(3)

vychádza degenerovaná. Z tohto h©adiska je pre nás zaujímavej²ia druhá bázová bili-

neárna forma, ktorú sme v rovnici 2.4.14 ozna£ili písmenom L a nazýva sa Kleinova

forma, ktorá, ako vidíme, vychádza nedegenerovaná (det(L) 6= 0).
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3 Dodatky

3.1 Dodatok 1 - Lineárne priestory

Na za£iatok tejto kapitoly uvedemie niektoré základné pojmy o lineárnych pries-

toroch. Aj ke¤ tieto pojmy povaºujeme za £itate©ovi dobre známe, tvoria základ pre

niektoré ¤al²ie úvahy v tejto práci.

�truktúra lineárneho priestoru V nad po©om reálnych £ísel R (v zmysle ¤al²ieho

textu iné skalárne polia uvaºova´ nebudeme) pozostáva z dvoch základných vlastností,

ktoré spolu súvisia. Z moºnosti vytvára´ lineárne kombinácie x+λy ∈ V , kde x, y ∈ V

a λ ∈ R a z existencie význa£ného prvku 0. ([6], s. 51)

�alej môºeme v lineárnom priestore V zavies´ pojem repéru (v lineárnej algebre

bude pre nás pojem repéru a bázy znamena´ to isté). Báza (repér) e je maximálny

súbor lineárne nezávislých vektorov vo V . Takýchto súborov môºeme nájs´ nekone£ne

ve©a, ale dá sa ukáza´, ºe kaºdý bude ma´ rovnaký po£et vektorov. Po£et vektorov v

báze e nazývame dimenzia lineárneho priestoru. Majme teraz reálny lineárny priestor

V a v ¬om repér e = (e1, . . . , en), kde ei ∈ V potom kaºdý vektor u ∈ V môºeme

zapísa´ ako u = uiei, kde £ísla ui ∈ R sú súradnicami vektora u vzh©adom na daný

repér. ([5], s. 3)

Taktieº dôleºitým pojmom je lineárne zobrazenie. Zo v²etkých zobrazení f : V → U

medzi dvomi lineárnymi priestormi U a V vyberáme také, ktoré zachovajú ²truktúru

lineárneho priestoru. A tak prirodzene nazveme zobrazenie f lineárnym, ak platí

f(x+ λy) = f(x) + λf(y) (3.1.1)

Ukazuje sa, ºe nám sta£í pozna´, ako sa lineárne zobrazenie správa na báze. Taktieº

po zavedení bázy vo V aj U môºeme lineárne zobrazenie f realizova´ pomocou matice

de�novanej nasledovne

f(ei) = Aαieα (3.1.2)

kde i = 1, . . . , dim(V ) a α = 1, . . . , dim(U). ([6], s. 119)

Bijektívne lineárne zobrazenie f : V → V nazveme lineárnou transformáciou V .

Grupu takýchto lineárnych transfomácií na V zna£íme GL(V ). Respektíve po zavedení
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bázy vo V dostávame maticovú grupu GL(n,R) tvorenú regulárnymi maticami rozmeru

n× n.

Pomocou regulárnej ²tvorcovej matice, nazývame ju matica prechodu P , môºeme

tieº realizova´ zmenu bázy v lineárnom priestore V . ([6], s. 135) Majme vo V dve bázy

e a f , potom matica prechodu z bázy e do bázy f je maticou bijektívneho lineárneho

zobrazenia f : V → V

fi = Pjiej (3.1.3)

Na záver tohto paragrafu e²te pripome¬me pojmy bilineárne zobrazenie a bilineárna

forma. Majme reálne lineárne priestory U , V aW . Zobrazenie B : U×V → W nazveme

bilineárne zobrazením, ak platí

B(x1,y1 + cy2) = B(x1,y1) + cB(x1,y2)

B(x1 + cx2,y1) = B(x1,y1) + cB(x2,y1)
(3.1.4)

kde x1,x1 ∈ U , y1,y1 ∈ V a c ∈ R. Teda bilineárne zobrazenie sa správa lineárne v

oboch vstupoch. ([3], s. 197)

�peciálnym prípadom bilineárneho zobrazenia je bilineárna forma na lineárnom

priestore V . Bilineárna forma na V je bilineárne zobrazenie B : V × V → R. Teda

z dvoch vektorov dostávame £íslo. Po zavedení bázy e vo V môºeme bilineárnu formu

realizova´ ²tvorcovou maticou de�novanou nasledujúcim vz´ahom

B(ei, ej) = Bij (3.1.5)

Ak je bilineárna forma B na V nedegenerovaná a symetrická (∀x, y ∈ V : B(x, y) =

B(y, x)), nazveme ju skalárnym sú£inom (niekedy sa vyºaduje aj kladná de�nitnos´

(∀x ∈ V ; x 6= 0 ⇒ B(x, x) > 0)).

3.2 Dodatok 2 - Grupy

V tomto dodatku pripomenieme niektoré pojmy z teórie grúp. Vä£²ina pojmov,

ktoré uvedieme, majú ¤alekosiahle dôsledky a je za nimi ve©mi ²iroká teória, ktorá

v²ak z¤aleka prekra£uje rozsah tejto práce, preto pripomenieme len tie aspekty tejto

teórie, ktoré sa úzko týkajú na²ej témy.
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3.2.1 Lieova grupa a Lieova algebra

Grupa je z h©adiska matematickej de�nície ve©mi jednoduchý objekt, £o v²ak ni-

jako neuberá na jej význame. Práve naopak. Pomocou grúp totiº v matematike a

následne aj vo fyzike opisujeme a pouºívame rôzne symetrie. �ahko nájdeme ve©a tri-

viálnych mnoºín so ²truktúrou grupy. Z h©adiska teórie grúp je v²ak najdôleºitej²í

príklad grupy mnoºina transformácií ©ubovo©nej mnoºiny M teda bijektívnych zobra-

zení f : M → M vzh©adom na operáciu skladania zobrazení. Z h©adiska tejto práce

sú to konkrétne dve Lieove grupy, maticová grupa lineárnych transformácií GL(n,R) a

grupa a�nných transformácií GA(E). Lieova grupa je matematický objekt, ktorý je zá-

rove¬ grupou a hladkou varietou. Pojem variety je opä´ ¤aleko presahujúci rozsah tejto

práce, no povedzme aspo¬, ºe varieta je mnoºina, na ktorej môºeme v okolí kaºdého

bodu zavies´ súradnice.

Lieova algebra je matematický objekt, ktorý sa ²tuduje osobitne aj v súvise s Lie-

ovými grupami. Nás bude Lieova algebra zaujíma´ práve v súvislosti s Lieovými gru-

pami, pretoºe, ako sa ukazuje, Lieova algebra nesie podstatnú informáciu o príslu²nej

Lieovej grupe.

Lieova algebra je lineárny priestor g spolu s Lieovou zátvorkou [·, ·] teda bilineárnym

zobrazením g× g→ g, ktoré musí sp¨¬a´ nasledujúce vlastnosti:

1. antisymetria ∀x, y ∈ g : [x, y] = −[y, x]

2. Jacobiho identita ∀x, y, z ∈ g : [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0

([1], s. 68) Príkladom Lieovej algebry je napríklad vektorový priestor R3, kde úlohu

Lieovej zátvorky bude plni´ vektorový sú£in. Pozrime sa v²ak, ako sme uº spome-

nuli, na pre nás dôleºitý vz´ah Lieovej algebry a Lieovej grupy. V algoritme výpo£tu

Lieovej algebry sa v²ak obmedzíme len na prípad maticových Lieových grúp. Majme

teda maticovú grupu GL(n,R), jej podgrupy (ozna£me ©ubovo©nú takúto podgrupu

P (n,R)) si môºeme predstavi´ ako trajektórie vnútri tejto grupy, ktoré prechádzajú

jednotkovým prvkom. Ak pouºijeme analógiu z mechaniky, tak prvok X Lieovej al-

gebry bude rýchlos´, ktorou sa vydávame z jednotkového prvku po danej trajektórii

teda 1 + εX ∈ P (n,R). Inými slovami, h©adáme matice blízke jednotkovej, ktoré do
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rádu ε1 budú sp¨¬a´ vz´ahy v danej grupe alebo podgrupe. Povedzme e²te, ºe v mati-

covej Lieovej algebre plní úlohu Lieovej zátvorky komutátor ([2], s. 253).

Na záver tohto paragrafu dopl¬me, ºe ke¤ºe základom ²truktúry Lieovej algebry je

lineárny priestor, môºeme v nej zavies´ bázu. Ak E bude báza v Lieovej algebre, potom

môºeme de�nova´ pojem ²truktúrnych kon²tánt vz´ahom [Ei, Ej] = cijkEk. Vidíme, ºe

²truktúrne kon²tanty cijk vyjadrujú Lieovu zátvorku na báze. ([2], s. 717)

H Na ilustráciu uve¤me výpo£et Lieovej algebry grupy SO(n) (pri£om pre nás je

tento výpo£et najdôleºitej²í z h©adiska rota£nej grupy SO(3)). Ako vieme, maticovú

grupu SO(n) charaketrizujú dve podmienky RTR = 1 a det(R) = 1, kde R ∈ SO(n).

Pozrime sa najprv na prvú z nich

RTR = (1 + εXT )(1 + εX)

= 1 + εX + εXT + ε2 . . .

= 1 + ε(X +XT ) = 1

(3.2.1)

vidíme, ºe pre maticu X ∈ so(n) dostávame

XT = −X (3.2.2)

Pozrime sa teraz na druhú podmienku pre maticu X. Vyjdeme zo vz´ahu

det(1 + εX) = 1 + εTr (X) (3.2.3)

Ak uváºime, ºe matica 1 + εX ∈ SO(n) dostávame podmienku, ºe matica X musí

ma´ nulovú stopu. V²imnime si v²ak, ºe nulovos´ stopy je automaticky zabezpe£ená uº

tým, ºe matica X je antisymetrická pod©a podmienky 3.2.2. Teda Lieove grupy O(n)

a SO(n) majú totoºné Lieove algebry tvorené antisymetrickými maticami rozmeru

n × n. Ukazuje sa, ºe Lieova algebra so(3) je trojrozmerná a môºeme v nej zvoli´

vhodnú bázu tvorenú troma maticami li rozmeru 3× 3 pod©a predpisu

(li)jk := −εijk (3.2.4)

vzh©adom, na ktorú vychádza komutátor nasledovne ([2], s. 259)

[li, lj] = εijklk (3.2.5)

N
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3.2.2 Pôsobenie a reprezentácia grupy

V tomto paragrafe pripomenieme pojmy pôsobenia a reprezentácie grupy. Pre úpl-

nos´ najprv uve¤me podmienku, kedy zobrazenie F : G1 → G2 z grupy G1 do grupy

G2 je homomor�zmom grúp. Pre zobrazenie F musí plati´

F (g ◦ h) = F (g) ◦ F (h) (3.2.6)

kde g, h ∈ G1.

Majme grupu G a ©ubovo©nú mnoºinu M , pôsobenie grupy G na mnoºine M je

zobrazenie g → Lg, kde Lg : M → M sú bijektívne zobrazenia. �alej môºeme hovori´

o ©avom pôsobení grupy, ak platí

gh→ Lgh ≡ Lg ◦ Lh (3.2.7)

(niekedy ozna£ujeme Lgx = gx, kde x ∈M) a pravom pôsobení, ak platí

gh→ Rgh ≡ Rh ◦Rg (3.2.8)

(niekedy ozna£ujeme Rgx = xg, kde x ∈ M). ([2], s. 313) Reprezentácia grupy je

²peciálny prípad ©avého pôsobenia, ke¤ grupa G pôsobí na lineárnom priestore V = M

a bijektívne zobrazenia Lg sú lineárne. K reprezentácii ρ(g) Lieovej grupy G vieme nájs´

aj odvodenú reprezentáciu ρ′(X) príslu²nej Lieovej algebry de�novanú predpisom ([2],

s. 269)

ρ(1 + εX) = 1̂ + ερ′(X) (3.2.9)

Na záver tohto paragrafu pripome¬me e²te istý druh reprezentácie Lieovej grupy

G, a to Ad reprezentáciu (tieº nazývanú pridruºená reprezentácia) a jej odvodenú ad

reprezentáciu Lieovej algebry g. Ad reprezentáciu de�nujeme predpisom

A→ Ad A Ad AX ≡ AXA−1 (3.2.10)

kde A ∈ G a X ∈ g. Je to teda reprezentácia Lieovej grupy na jej vlastnej Lieovej

algebre. Poznamenajme e²te, ºe takáto de�nícia Ad reprezentácie je moºná len v ma-

ticových Lieových grupách a maticových Lieových algebrách, v abstraktných Lieových

grupách a algebrách nie je de�novaný násobok prvku grupy a algebry. Pozrime sa teraz

29



na odvodenú reprezentáciu k Ad reprezentácii teda ad reprezentáciu, ktorá vychádza

nasledujúco

X → adX adXY = [X, Y ] (3.2.11)

kde X, Y ∈ g. Reprezentácia ad je teda reprezentácia Lieovej algebry na sebe samej.

Dopl¬me e²te, ºe výnimo£nos´ Ad reprezentácie spo£íva v tom, ºe ju vieme kon²truova´

v pojmoch samotnej grupy. ([2], s. 281)

3.2.3 Killingova-Cartanova forma

Killingovou-Cartanovou formou zadanou predpisom

K(X, Y ) = Tr (adX ◦ ad Y ) (3.2.12)

kde X, Y ∈ g, je v Lieovej algebre g de�novaná symetrická Ad -invariantná bilineárna

forma. ([2], s. 286) Skúsme tieto vlastnosti overi´.

Symetriu Killingovej-Cartanovej formy dostávame priamo z vlastnosti stopy

Tr (AB) = Tr (BA) ⇒ K(X, Y ) = K(Y,X) (3.2.13)

Predtým, ako dokáºeme Ad -invariantnos´, ukáºme, ºe platí nasledujúca rovnos´

ad AdAX = Ad AadX(Ad A)−1 (3.2.14)

ke¤ºe platí Ad−1A = Ad A−1 môºeme písa´

Ad AadX(Ad A)−1Y = Ad A(XA−1Y A− A−1Y AX)

= AXA−1Y AA−1 − AA−1Y AXA−1

= AXA−1Y − Y AXA−1

= ad AdAXY

(3.2.15)

tým je rovnos´ 3.2.14 dokázaná. V ¤al²om výpo£te vyuºijeme spolu s rovnos´ou 3.2.14

moºnos´ cyklickej zámeny v stope (Tr (ABC) = Tr (CAB) = Tr (BCA))

K(Ad AX,Ad AY ) = Tr (ad AdAX ◦ ad AdAY )

= Tr (Ad AadX(Ad A)−1Ad Aad Y (Ad A)−1)

= Tr (Ad AadXad Y (Ad A)−1)

= Tr ((Ad A)−1Ad AadXad Y )

= Tr (adX ◦ ad Y )

= K(X, Y )

(3.2.16)
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Tým je dôkaz Ad -invariantnosti Killingovej-Cartanovej formy skon£ený.

3.3 Dodatok 3 - Hlavný homogénny priestor grupy

Pri objasnení pojmu hlavný homogénny priestor grupyG za£neme pojmomG−priestor.

G−priestor je mnoºina, na ktorej pôsobí grupa G (z©ava alebo sprava). V G−priestore,

ozna£me ho M , môºeme ¤alej hovori´ o orbitách. Orbita bodu x ∈ M je podmnoºina

G−priestoru M taká, ºe

Ox = {y ∈M | ∃g ∈ G pre ktoré platí y = gx} (3.3.1)

G−priestor sa teda rozpadá na jednotlivé orbity, ktoré nemajú ºiadne spolo£né prvky.

To znamená, ºe kaºdá orbita O je jednozna£ne ur£ená jediným bodom (teda ktorým-

ko©vek bodom, ktorý obsahuje). ([2] s. 315)

H Povedzme, ºe máme bod y ∈M , ktorý patrí do dvoch rôznych orbít Ox1 a Ox2 . To

znamená, ºe existujú také g1, g2 ∈ G, pre ktoré platí y = g1x1 a y = g2x2. Z vlastností

prvkov grupy potom máme x1 = g−11 g2x2 = g̃x2, kde g̃ ∈ G. Vidíme teda, ºe ak orbity

Ox1 a Ox2 majú nejaký spolo£ný bod, tak majú v²etky body spolo£né, teda Ox1 = Ox2 .

N

Ak je teraz G−priestor tvorený jednou orbitou nazveme ho homogénnym pries-

torom. Uvidíme, ºe len pomocou samotnej grupy G vieme vytvori´ izomorfnú kópiu

kaºdého homogénneho priestoru grupy G. Na to v²ak e²te zave¤me pojmy stabilizátor

bodu x a ©avá zvy²ková trieda. Stabilizátor bodu x Gx je podgrupa grupy G, pre ktorú

platí ([2] s. 316)

Gx = {g ∈ G | gx = x} (3.3.2)

H Je Gx naozaj podgrupa? Ke¤ºe ur£ite platí ex = x (Le = id), takºe e ∈ Gx.

�alej platí

∀g, h ∈ Gx : (gh)x = g(hx) = gx = x ⇒ gh ∈ Gx
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∀g ∈ Gx : gx = x ⇒ x = g−1x ⇒ g−1 ∈ Gx

Teda Gx je skuto£ne podgrupa G.

N

Ak H je podgrupa grupy G, potom ©avá zvy²ková trieda gH je mnoºina takých

prvkov, ºe

gH = {k | k = gh; h ∈ H} (3.3.3)

([2] s. 318). Podobným spôsobom ako sme ukázali, ºe G−priestor sa rozpadá na sa-

mostatné orbity, môºeme ukáza´, ºe grupa G sa rozkladá na samostatné ©avé zvy²kové

triedy (výrazy typu gh sú teraz násobením v grupe). A teda pomocou ©avých zvy²ko-

vých tried vieme zavies´ ekvivalenciu grupových prvkov. Mnoºinu ©avých zvy²kových

tried (teda mnoºinu bodov [g] ∈ G/H, ktoré sme priradili jednotlivým zvy²kovým

triedam) ozna£íme G/H. Hovoríme tieº, ºe grupu G faktorizujeme pod©a podgrupy H

a dostávame mnoºinu G/H. Na tejto mnoºine môºe grupa pôsobi´ z©ava predpisom

g̃[g] = [g̃g] (3.3.4)

H

Lgh[g̃] = [ghg̃] = Lg[hg̃] = LgLh[g̃] (3.3.5)

N

Pomocou takejto ©avej akcie grupy G sa naozaj vieme presúva´ medzi v²etkými

prvkami mnoºiny G/H. Vytvorili sme teda homogénny priestor grupy G len v pojmoch

samotnej grupy. Ako ho teraz spoji´ s ©ubovo©ným homogénnym priestorom grupy G?

Tvrdením, ºe ku kaºdému homogénnemu priestoru N grupy G vieme nájs´ izo-

morfný homogénny priestor tvaru G/Gx, kde x ∈ N . Skúsme nahliadnu´, £i takýto

izomor�zmus vôbec môºe existova´ a ako bude vyzera´. Na to pripome¬me, ºe máme

prípad, ke¤ N = Ox, takºe ©avou akciou grupy sa vieme dosta´ ku ktorémuko©vek

bodu y = gx ∈ N . Prvky mnoºiny G/Gx sú de�nované rovnicou 3.3.3, kde H = Gx.
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Prirodzene môºeme potom de�nova´ zobrazenia ρ : N → G/Gx a ρ1 : G/Gx → N

ρ : y = gx 7−→ [g] = [gh] = [g̃] (3.3.6)

ρ1 : [g̃] 7−→ g̃x = ghx = (ke¤ºeh ∈ Gx) = gx = y = ρ−1([g]) (3.3.7)

Teda naozaj zobrazenie ρ alebo ρ1 sú bijekcie, ke¤ºe k nim existujú inverzné zobrazenia.

E²te overíme ekvivariantnos´

gρ(x) = g[e] = [ge] = [g] = ρ(gx) (3.3.8)

Teraz môºeme uº skuto£ne v²eobecne de�nova´ pojem hlavného homogénneho pries-

toru. Hlavný homogénny priestor grupy G je mnoºina G/{e}, kde e je jednotkový

prvok grupy G. Teda je to homogénny priestor pod©a najmen²ej podgrupy {e} ⊂ G.

([2] s. 320)

V²imnime si ¤alej, ºe hlavný homogénny priestor danej grupy a samotná grupa sú

rovnako ve©ké teda bijektívne mnoºiny. Faktorizáciou sme z grupy vytvorili mnoºinu,

ktorá úplne stráca ²truktúru grupy (grupový sú£in aj existenciu význa£ného prvku)

a jej jedinou ²truktúrou ostáva akcia pôvodnej grupy na tejto mnoºine. V prípade

homogénnych priestorov v²eobecne túto akciu nazývame tranzitívnou, £o znamená, ºe

©ubovo©né dva body vieme spoji´ akciou grupy. Av²ak na hlavnom homogénnom pries-

tore je táto akcia navy²e vo©ná, £o znamená, ºe po zapôsobení nejednotkovým prvkom

sa nemôºe sta´, ºe by sme sa neposunuli z daného bodu do iného.

Zatia© sme spomenuli len homogénny priestor grupy G vytvorený z nej samotnej

vzdaním sa grupového sú£inu. Vzniká v²ak otázka, £i neexistuje hlavný homogénny

priestor grupy G, ktorý by bol nezávislý od grupy G. H©adáme teda mnoºinu, ktorá by

bola rovnako ve©ká ako samotná grupa a akcia grupy na tejto mnoºine by bola vo©ná

a tranzitívna. Ukazuje sa, ºe napríklad pre grupu GL(n,R) takúto mnoºinu skuto£ne

dokáºeme nájs´. Je ¬ou mnoºina M v²etkých báz v n-rozmernom lineárnom priestore

V , na ktorej je de�novaná pravá akcia grupy GL(n,R) nasledovne

RAe ≡ eA

kde A ∈ GL(n,R) a e ∈ M . V²imnime si, ºe dve bázy skuto£ne nevieme násobi´

a neexistuje ani jednotková báza. Teda v mnoºine M naozaj nemáme ²truktúru grupy
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(grupový sú£in) a nie je to spôsobené tým, ºe by sme sa tejto ²truktúry len vzdali. ([2]

s. 320)

3.4 Dodatok 4

V tomto paragrafe sa pozrieme, akú podmienku musí spl¬a´ matica M , ak chceme,

aby rovnica

(x× y)My = 0 (3.4.1)

bola splnená pre ©ubovo©né vektory x,y ∈ R3. Rozpí²me teda uvedenú rovnicu

(x× y)My =

= (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1)


m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33




y1

y2

y3

 (3.4.2)

kde x,y ∈ R3. Ke¤ po roznásobení posledného výrazu a ¤al²ích úpravách vyjmeme

x1, x2 a x3, dostaneme rovnicu

x1(m31y2y1 +m32y2y2 +m33y2y3 −m21y3y1 −m22y3y2 −m23y3y3)

+ x2(m11y3y1 +m12y3y2 +m13y3y3 −m31y1y1 −m32y1y2 −m33y1y3)

+ x3(m21y1y1 +m22y1y2 +m23y1y3 −m11y2y1 −m12y2y2 −m13y2y3)

= 0

(3.4.3)

Ke¤ºe vektor x ∈ R3 je úplne ©ubovo©ný, môºeme napísa´ nasledujúce tri podmienky

ekvivalentné predo²lej rovnici

m31y2y1 +m32y2y2 +m33y2y3 −m21y3y1 −m22y3y2 −m23y3y3 = 0

m11y3y1 +m12y3y2 +m13y3y3 −m31y1y1 −m32y1y2 −m33y1y3 = 0

m21y1y1 +m22y1y2 +m23y1y3 −m11y2y1 −m12y2y2 −m13y2y3 = 0

(3.4.4)

Tak ako vektor x aj vektor y ∈ R3 v na²ej rovnici je úplne ©ubovo©ný, a tak z posled-

ných troch rovníc postupne dostávame nasledujúce podmienky pre jednotlivé prvky

matice M
m31 = 0 m32 = 0 m21 = 0 m23 = 0 m33 = m22

m12 = 0 m13 = 0 m31 = 0 m32 = 0 m11 = m33

m21 = 0 m23 = 0 m12 = 0 m13 = 0 m22 = m11
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Ako z posledného st¨pca vidíme, diagonálne prvky maticeM musia by´ totoºné a v²etky

ostatné prvky nulové. Matica M musí by´ teda v tvare

M = µ1 (3.4.5)

kde µ ∈ R je ©ubovo©ná kon²tanta.

3.5 Dodatok 5 - O stope lineárneho operátora

V tomto paragrafe uvedieme krátku poznámku o stope lineárnych operátorov, kon-

krétne o jej nulovosti za istých podmienok. Na ú£ely tejto poznámky nám posta£í

pracova´ v dvojrozmernom lineárnom priestore. �alej vyuºijeme rovnicu 3.1.2, teda

de�níciu matice lineárneho zobrazenia, kde maticu lineárneho zobrazenia ϕ : R2 → R2

teraz budeme zna£i´ A a bázové vektory budeme zna£i´ ei ∈ R2. Pustime teraz zobra-

zenie ϕ na prvý bázový vektor.

ϕ(e1) = a11e1 + a21e2 (3.5.1)

Analogicky k rovniciam 2.5.11 a 2.5.12 by predchádzajúca rovnica vyzerala

ϕ(e1) = a21e2 = 0e1 + a21e2 ⇒ a11 = 0 (3.5.2)

ϕ(e2) = 0 = 0e1 + 0e2 ⇒ a12 = 0 a22 = 0 (3.5.3)

A ke¤ºe Tr (A) = a11 + a22 = 0 + 0, dostávame nulovú stopu matice A.
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Záver

Na za£iatku tejto práce sme uviedli krátku motiváciu a dve de�nície pojmu a�nný

priestor. Druhou de�níciou, ktorá sa ukázala ako ve©mi výstiºná a stru£ná, sme zadali

súvis medzi a�nným priestorom a homogénnym priestorom grupy. Tieº sa ukázalo, ºe

lineárny priestor môºeme chápa´ ako a�nný, nie v²ak naopak. �alej sme sa zaoberali

a�nným zobrazením ako zobrazením, ktoré komutuje so ²truktúrou a�nných priestorov

a zistili sme, ºe mnoºina v²etkých a�nných transformácií a�nného priestoru tvorí grupu.

Na záver prvej kapitoly sme zaviedli grupu a�nných transformácií lineárneho priestoru

Rn a vypo£ítali sme aj Lieovu algebru tejto grupy.

V druhej kapitole sme úspe²ne vypo£ítali najv²eobecnej²iu Ad -invariantnú biline-

árnu formu na Lieovej algebre euklidovskej grupy E(3). Pri výpo£te sme najprv celý

problém zlinearizovali, £o nám umoºnila práve lieovos´ a�nnej (euklidovskej) grupy

a vyuºili sme in�nitezimálnu podmienku Ad -invariantnosti bilineárnej formy. Vo vý-

sledku sme dostali dve bázové Ad -invariantné bilineárne formy na e(3), z ktorých jednu

sme dokázali identi�kova´ ako Killingovu-Cartanovu, ktorá v²ak vy²la degenerovaná.

Preto sa ukázala ako významnej²ia druhá bázová bilineárna forma, nazývaná Kleinova,

ktorá vy²la nedegenerovaná. Zistili sme teda, ºe Ad -invariantné bilineárne formy na

e(3) tvoria dvojrozmerný lineárny priestor.

V Dodatkoch k hlavnému textu sme zhrnuli dôleºité pojmy z h©adiska na²ej práce

z teórie Lieových grúp. Tieº sme uviedli niektoré dodato£né výpo£ty k druhej kapitole.

Cie©om práce bolo dozvedie´ sa £o najviac o a�nnom priestore, a�nnej grupe a vy-

po£íta´ uvedenú bilineárnu formu. Teraz je uº na £itate©ovi, ktoré z poskytovaných

informácií a výsledkov bude povaºova´ za dôleºité a zaujímavé a rozhodne sa ich vyuºi´

v ¤al²om ²túdiu napríklad klasickej mechaniky, ktorá sa celá odohráva práve v a�nnom

priestore a výberom vz´aºnej sústavy vlastne do tohto priestoru zavádzame bázu. Ak

sa £itate© naopak venuje robotike, mohol by ho zauja´ výsledok Ad -invariantnej bili-

neárnej formy na e(3), ke¤ºe by sme mohli poveda´, ºe na jednotlivé sú£iastky robotov

pôsobí práve euklidovská grupa.
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