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Anotácia: Einsteinova špeciálna teória relativity bola publikovaná v slávnom článku
z roku 1905. Dnes ju automaticky spájame so štvorrozmerným časopriestorom.
O ňom však v tomto článku nie je ani slovo. Ten zaviedol Hermann Minkowski
až v roku 1908, teda o tri roky neskôr. Jadrom jeho príspevku ale nie je len púhe
spojenie času a priestoru do jedného celku (to by bolo triviálne). Je ním kľúčový
postreh, že v tomto časopriestore existuje taký metrický tenzor, voči ktorému
sú Lorentzove transformácie (veľmi dôležité v teórii relativity) izometriami.
Rôzni inerciálni pozorovatelia tak pozorujú objektívne fakty (udalosti) a vidia
ich rôzne, pričom vzťahy medzi týmito rôznymi pohľadmi sa dajú chápať
geometricky, prechod od opisu jedného k druhému je izometriou Minkowského
metriky (niečo ako ,,rotácia" v štvorrozmernom časopriestore).

Ak človek dáva dobrý pozor na (tretiackej výberovej) prednáške Matematická
fyzika (konkrétne v časti o Killingových rovniciach), zistí, že by vlastne
malo byť celkom jednoduché odvodiť tvar tejto metriky zo známych
vzorcov z prvého ročníka. Stačí si odvodiť ,,generátory" všetkých potrebných
transformácií (translácií, rotácií a Lorentzových transformácií - aj to je remeslo,
ktoré sa na MF učí) a žiadať, aby boli Killingovými poľami hľadanej metriky.

Keď to všetko pekne vyjde, mohlo by nám napadnúť urobiť to isté pre staršiu
Galileiho relativitu. Zaviesť v štvorrozmernom priestore (zrejme inú) metriku
tak, aby jej izometriami boli Galileiho transformácie (čo sa dalo - a malo - urobiť
už pred Einsteinom). A tu čaká prekvapenie - pochopenie, prečo sa to neurobilo.

Cieľ: Cieľom práce je vyššie opísaným spôsobom odvodiť Minkowského metriku.
Potom skúsiť zopakovať metódu v galileovskom prípade a okomentovať
výsledok výpočtov. A samozrejme všetko pekne a zrozumiteľne spísať.
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Abstrakt

V tejto práci odvod́ıme Minkowského metriku, objavenú matematikom Herman-

nom Minkowsḱım okolo roku 1908, použ́ıvanú na definovanie prirodzenej metrickej

štruktúry v Minkowského časopriestore. Minkowského metrika je plne určená (až na

násobok konštantou) svojimi izometriami, ktorými sú práve translácie a Lorentzove

transformácie, v špeciálnej teóríı relativity pož́ıvané na transformovanie medzi inerciál-

nymi vzt’ažnými sústavami. Celý postup odvodenia Minkowského metriky zopakujeme

pre staršiu Galileiho relativitu a matematicky objasńıme, prečo sa podobná metrická

štruktúra, ktorej izometrie by prirodzene boli translácie a Galileiho transformácie, ne-

zaviedla pred publikovańım špeciálnej teórie relativity v roku 1905 Albertom Einstei-

nom. Na dosiahnutie týchto ciel’ov využijeme základy diferenciálnej geometrie a teórie

Lieových grúp.

Kl’́učové slová: Minkowského metrika, Galileiho metrika, metrický tenzor, izometrie



Abstract

In this theses, we derive the Minkowski metric, discovered by the mathematician

Hermann Minkowski around 1908, used to define the natural metric structure on Min-

kowski spacetime. The Minkowski metric is fully given (up to a multiple of a constant)

by its isometries, which are precisely translations and Lorentz transformations, used

in the special theory of relativity to transform between inertial reference frames. We

repeat the entire approach of deriving the Minkowski metric for the older Galilean re-

lativity and we mathematically clarify why a similar metric structure, whose isometries

would naturally be translations and Galilean transformations, was not introduced be-

fore the publication of Albert Einstein’s special theory of relativity in 1905. To achieve

these goals, we will use the basics of differential geometry and Lie groups theory.

Keywords: Minkowski metric, Galilean metric, metric tensor, isometries



Predhovor

Minkowského metrika sa od doby svojho objavenia pred viac než 115 rokmi stala

fyzikálnym folklórom. Avšak v čase jej objavu zrejme vyvolala prekvapenie svoj́ım

tvarom, kvôli netriviálnej kombinácíı kladných a záporných znamienok. Táto kom-

binácia je prekvapujúca najmä pri porovnańı s euklidovskou metrikou, ktorá štandardne

obsahuje len kladné znamienka a je použ́ıvaná na poč́ıtanie
”
d́lžok v newtonovsko-

galileovskej fyzike”. V základných kurzoch špeciálnej teórie relativity sa zväčša z rô-

znych dôvodov postuluje tvar Minkowského metriky a iba stručne sa aj fyzikálne

zdôvodńı. Navyše sa vôbec neobjasňuje nepouž́ıvanie podobnej metrickej štruktúry

v rámci staršej Galileiho relativity.

Hlavným ciel’om tejto bakalárskej práce je matematicky odvodit’ Minkowského met-

riku (skratka pre metrický tenzor). Vedl’aǰśım ciel’om je matematicky vysvetlit’, ako to

je s pŕıtomnost’ou podobnej metriky v bežnom živote a aj v newtonovsko-galileovskej

fyzike. Na splnenie týchto ciel’ov využijeme aparát diferenciálnej geometrie a teórie

Lieových grúp.
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3.7 Galileovská limita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Úvod

V roku 1905 Albert Einstein publikoval špeciálnu teóriu relativity (ŠTR) vybu-

dovanú na dvoch postulátoch - prinćıpe relativity, podl’a ktorého sú všetky fyzikálne

zákony rovnaké vo všetkých inerciálnych vzt’ažných sústavách a prinćıpe invariantnosti

rýchlosti svetla vo vákuu, podl’a ktorého je rýchlost’ svetla vo vákuu rovnaká vo všetkých

inerciálnych vzt’ažných sústavách. Tieto postuláty viedli na množstvo nových fyzikál-

nych dôsledkov, najpopulárneǰśım z nich je vo všeobecnosti rôzne vńımanie plynutia

času pre rôznych inerciálnych pozorovatel’ov, čo je v priamom rozpore s newtonovsko-

galileovským konceptom absolútneho času pre všetkých inerciálnych pozorovatel’ov.

Okolo roku 1908 sa na celú problematiku pozrel matematik Hermann Minkowski,

ktorému sa podarilo interpretovat’ ŠTR geometricky a vybudovat’ efekt́ıvny mate-

matický aparát pre túto teóriu - štvortenzory. Minkowski prǐsiel s myšlienkou za-

viest’ štvorrozmerný priestor - časopriestor, č́ım spojil čas a priestor do jedného celku.

Hlavným Minkowského objavom bolo zistenie, že v tomto štvorrozmernom časopriesto-

re (dnes známeho pod názvom Minkowského časopriestor) prirodzene existuje metrický

tenzor (Minkowského metrika), ktorého izometrie sú práve Lorentzove transformácie a

translácie, v ŠTR slúžiace na transformovanie medzi inerciálnymi vzt’ažnými sústavami.

Minkowského metrický tenzor má v sebe zakódovanú celú geometriu ŠTR, umožňuje

poč́ıtat’
”
vzdialenosti” v Minkowského časopriestore a predstavuje d’aľsiu užitočnú ab-

solútnu štruktúru v ŠTR.

V mnohých učebniciach a kurzoch ŠTR sa štandardne postuluje Minkowského met-

rika z rôznych dôvodov a málokedy sa matematicky zdôvodńı jej tvar. Ani z originálneho

Minkowského článku (pozri [3] s anglickým prekladom [4] s. 39-53) nie je triviálne vidiet’

vysvetlenie jej tvaru, ktorý je pri porovnańı s euklidovskou metrikou dost’ neintuit́ıvny

a prekvapujúci.

V tejto práci odvod́ıme Minkowského metrický tenzor využit́ım aparátu diferenciál-

nej geometrie a teórie Lieových grúp. Následne zopakujeme celú myšlienku pre staršiu

Galileiho relativitu a ukážeme, prečo sa podobná absolútna štruktúra, ktorej izomet-

rie by boli translácie a Galileiho transformácie, prirodzene nezaviedla už skôr, pred

objaveńım ŠTR.

1
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Práca pozostáva z troch kapitol rozdelených do viacerých podkapitol a jej súčast’ou

je aj jeden dodatok, v ktorom sa nachádza dôkaz zauj́ımavého matematického tvrdenia,

potrebného v rámci výpočtov.

Prvá kapitola slúži na pripomenutie kl’́učových poznatkov z oblasti diferenciálnej

geometrie a Lieových grúp pre potreby tejto práce. Ciel’om prvej kapitoly nie je ucelený

výklad daných pojmov, ale len ich pripomenutie a intuit́ıvne pribĺıženie čitatel’ovi.

V druhej kapitole sa pozrieme na transformačné vzt’ahy medzi inerciálnymi vzt’ažný-

mi sústavami, a to na Lorentzove a Galileiho transformácie. Táto kapitola má tiež

informačný charakter, pričom jej ciel’om je pripomenút’ tieto transformačné vzt’ahy a

odvodit’ pár kl’́učových výsledkov, ktoré budeme potrebovat’ neskôr.

V tretej kapitole naplńıme ciel’ tejto práce, t.j. odvod́ıme Minkowského metrický

tenzor a ukážeme, ako je to s existenciou metrického tenzora v Galileiho časopriestore.

Nad rámec ciel’ov tejto práce sa pozrieme aj na kometriku a galileovskú limitu.

Na záver zhrnieme všetky naše źıskané výsledky a porovnáme ich medzi sebou. Tým

sa ukáže dôležitost’ Minkowského metriky a vysvetĺı sa, prečo sa v Galileiho relativite

nezaviedla podobná metrika už pred Einsteinom.
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Matematické pojmy

V tejto kapitole si pripomenieme nevyhnutý matematický aparát slúžiaci na vyko-

nanie všetkých výpočtov v rámci tejto práce a do určitej miery ho intuit́ıvne pribĺıžime

čitatel’ovi. Tiež odvod́ıme pár kl’́učových výsledkov, ktoré budeme potrebovat’ v nasle-

dujúcich kapitolách. Pre ucelený výklad daných pojmov odporúčame nahliadnut’ do

literatúry [1] a [7].

1.1 Lieova grupa a Lieova algebra

Grupa je množina s asociat́ıvnou binárnou operáciou medzi prvkami tejto množiny,

pričom je uzavretá vzhl’adom na túto operáciu. V grupe muśı byt’ pŕıtomný neutrálny

prvok a pre každý grupový prvok muśı existovat’ jednoznačný inverzný prvok. V d’aľsom

budeme pracovat’ iba s maticovými grupami, v ktorých je asociat́ıvnou binárnou operá-

ciou násobenie mat́ıc a neutrálnym prvkom je jednotková matica.

Hladká varieta (d’alej len varieta) M je objekt, ktorý môžeme intuit́ıvne chápat’

ako n-rozmerný priestor, na ktorom sa vždy dá zaviest’ n hladkých lokálnych súradńıc

[x1, . . . , xn], pričom lokálne sa tento priestor podobá na Rn a celý ho môžeme poskladat’

z takýchto lokálnych kúskov. Napŕıklad povrch sféry vieme poṕısat’ pomocou dvoch

súradńıc [θ, φ] a na dostatočne malom úseku sa jav́ı byt’ ako R2.

Lieova grupa G je sḱlbenie pojmov grupa a varieta do jedného celku, pričom si nesie

vlastnosti obidvoch pojmov. To znamená, že grupové prvky teraz tvoria hladkú varietu

a môžeme ich určovat’ pomocou súradńıc.

Lieova algebra G je lineárny priestor s Lieovou zátvorkou, čo je antisymetrické bi-

lineárne zobrazenie sṕlňajúce Jacobiho identitu. Lieova algebra je štruktúra existujúca

nezávisle od pojmu Lieova grupa, ale každej n-rozmernej Lieovej grupe vieme prira-

dit’ jej n-rozmernú Lieovu algebru, ktorá obsahuje vel’a dôležitých informácíı o svojej

Lieovej grupe. To je vel’mi dôležitý poznatok, pretože vo všeobecnosti je jednoduchšie

3



4 1. MATEMATICKÉ POJMY

pracovat’ s lineárnymi priestormi ako s varietami. Týmto máme k dispoźıcíı lineárnu

štruktúru priradenú k Lieovej grupe, ktorá nesie o nej podstatné informácie. V d’aľsom

budeme pracovat’ iba práve s takými Lieovými algebrami, ktoré prislúchajú Lieovým

grupám.

Každá Lieova grupa G obsahuje neutrálny prvok a ukazuje sa, že je na nej možné

zostrojit’ určité významné krivky, ktoré štartujú práve z tohto neutrálneho prvku. Tieto

krivky sa nazývajú jednoparametrické podgrupy a im prislúchajúce grupové prvky sa

dajú vyjadrit’ ako

G(t) = etX (1.1.1)

kde G(t) je prvok grupy G, t ∈ R je parameter a X je prvok Lieovej algebry G
prislúchajúcej grupe G určujúci danú jednoparametrickú podgrupu. Prvok X ∈ G
vypoč́ıtame nasledovne

X =
d

dt

∣∣∣∣
0

G(t) (1.1.2)

V maticových Lieových grupách vieme uvažovańım malých hodnôt parametra t = ε

zjednodušit’ výraz (1.1.1) rozvojom exponenciálnej funkcie do prvého rádu ε na

G(ε) = 1+ εX (1.1.3)

Lieovu algebru G tvoŕı lineárny priestor, preto v ňom vieme zaviest’ bázu Ea a

l’ubovol’ný prvok X ∈ G vyjadrit’ ako1

X = XaEa (1.1.4)

Táto lineárnost’ nám umožňuje skúmat’ výraz (1.1.3) iba na báze G, t.j. skúmat’

jednoparametrické podgrupy tvaru

G(ε) = 1+ εEa (1.1.5)

1.2 Tenzorové polia na variete

Hladké tenzorové pole (d’alej len tenzorové pole alebo tenzor) A typu
(
p
q

)
na variete

M zaṕı̌seme ako

A = A...j
i... (x)dx

i ⊗ · · · ⊗ ∂j (1.2.1)

pričom tenzorové pole typu
(
1
0

)
sa nazýva vektorové pole V

V = V i(x)∂i (1.2.2)

1Tu už použ́ıvame sumačnú konvenciu, t.j. sumuje sa vždy cez dva rovnaké indexy, pričom jeden

muśı byt’ horný a druhý dolný.
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Tenzor je objekt definovaný nezávisle od lokálnych súradńıc a v rôznych lokálnych

súradniciach má vo všeobecnosti rôzne komponenty. Pri prechode z lokálnych súradńıc

x do x′(x) sa komponenty tenzora typu
(
p
q

)
transformujú nasledovne

A
′i...j
k...l (x

′) = J i
r(x). . .J

j
s (x)

(
J−1
)u
k
(x) . . .

(
J−1
)v
l
(x)Ar...s

u...v(x) (1.2.3)

kde J i
j(x) =

∂x′i(x)
∂xj je Jacobiho matica transformácie lokálnych súradńıc.

Metrický tenzor g je symetrický nedegenerovaný tenzor typu
(
0
2

)
tvaru

g = gij(x)dx
i ⊗ dxj (1.2.4)

ktorý vytvára vel’mi dôležitú štruktúru na variete M , umožňujúcu poč́ıtat’ skalárny

súčin v každom bode M . Symetričnost’ tenzora znamená, že pre jeho komponenty plat́ı

gij = gji a nedegenerovanost’ znamená nesingulárnost’ matice komponent2, t.j. det g ̸= 0.

Kometrický tenzor g−1 je symetrický nedegenerovaný tenzor typu
(
2
0

)
tvaru

g−1 = gij∂i ⊗ ∂j (1.2.5)

ktorého matica komponent je inverzná ku matici komponent metrického tenzora, t.j.

plat́ı pre ňu

gikgkj = δij (1.2.6)

1.3 Lieova derivácia a izometrie

Lieova derivácia tenzorového pol’a A typu
(
p
q

)
v smere vektorového pol’a V je ten-

zorové pole typu
(
p
q

)
, ktorého súradnicové vyjadrenie je3

LVA =
(
V mA...j

i...,m + V m
,i A

...j
m... + . . .− V j

,mA
...m
i...

)
dxi ⊗ · · · ⊗ ∂j (1.3.1)

Tenzorové pole A je lieovsky invariantné voči vektorovému pol’u V , ak

LVA = 0 (1.3.2)

čo možno, ako vidno z (1.3.1), alternat́ıvne sformulovat’ cez komponenty ako

V mAi...j
k...l,m + V m

,k A
i...j
m...l + . . .− V j

,mA
i...m
k...l = 0 (1.3.3)

V každom bode priestoru máme definovaný vektor V a vždy sa vieme pohnút’ o

malý krok ε v smere tohto vektora do d’aľsieho bodu, kde celý proces zopakujeme a

2Pracujeme s dvojindexovými tenzormi, preto ich komponenty vieme efekt́ıvne zaṕısat’ cez matice,

ktoré označ́ıme rovnako ako tenzory.
3Kde čiarky vo výraze (1.3.1) predstavujú skrátený výraz pre derivovanie, napr. V m

,i := ∂iV
m.



6 1. MATEMATICKÉ POJMY

postupne tým na variete vytvoŕıme krivku. Takáto krivka sa nazýva integrálna krivka

pol’a V a do prvého rádu ε ju zaṕı̌seme ako

xi(t+ ε) = xi(t) + εV i(x(t)) (1.3.4)

zároveň sa týmto postupom celá varieta pokryje integrálnymi krivkami.

Analogicky sa na to môžeme pozriet’ pohl’adom toku, čo je zobrazenie Φs variety

samej na seba, ktoré bodu na integrálnej krivke prirad́ı iný bod na tej istej integrálnej

krivke s parametrom o s väčš́ım.

Izometria je zobrazenie variety samej na seba, ktoré zachováva d́lžky. Tomuto zo-

brazeniu prislúchajú špeciálne vektorové polia - Killingove polia ξ, ktoré źıskame z

podmienky lieovskej invariantnosti pre metrický tenzor g, t.j. riešeńım Killingových

rovńıc

Lξg = 0 (1.3.5)

V tomto pŕıpade môžeme Lieovu deriváciu metrického tenzora fyzikálne interpre-

tovat’ ako rýchlost’ zmeny tenzorového pol’a g spôsobenú tokom vektorového pol’a ξ

deformujúceho varietu (nezachováva sa d́lžka krivky) a ak je Lieova derivácia met-

rického tenzora nulová, tak tok tohto vektorového pol’a nespôsobuje deformáciu, čiže

sa jedná o izometriu4.

1.4 Invariantnost’ tenzora voči transformácíı

Nech f : M → N je difeomorfizmus5 variet M a N , pričom na M zavedieme lokálne

súradnice [x1, . . . , xn] a na N zase [y1, . . . , yn]. Tenzorové pole A na N vyjadŕıme ako

A = A...a
b... (y)dy

b ⊗ · · · ⊗ ∂a (1.4.1)

Výraz f ∗A nazveme pull-back tenzorového pol’a A. Pull-back indukuje tenzorové

pole na variete M z variety N a vypoč́ıtame ho ako

f ∗A = A...a
b... (y(x))J

b
i (x) . . .

(
J−1
)j
a
(x)dxi ⊗ · · · ⊗ ∂j (1.4.2)

kde Ja
i (x) =

∂ya(x)
∂xi je Jacobiho matica daného zobrazenia.

Pre naše potreby je odteraz varieta N = M a y = x′ (takéto zobrazenie sa nazýva

transformácia), č́ım výraz (1.4.2) prejde na

f ∗A = A...a
b... (x

′(x))J b
i (x) . . .

(
J−1
)j
a
(x)dxi ⊗ · · · ⊗ ∂j (1.4.3)

kde Ja
i (x) =

∂x′a(x)
∂xi je Jacobiho matica transformácie.

Tenzorové pole A nazveme invariantné voči transformácíı f , ak

f ∗A = A (1.4.4)
4Deformácia je definovaná ako opak izometrie.
5f je bijekcia, f a f−1 sú hladké a dimM = dimN = n.
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1.5 Akcia Lieovej grupy a fundamentálne polia

Prvkami Lieovej grupy G sme schopńı pôsobit’ na body variety, pričom tomuto pôso-

beniu vieme priradit’ vektorové polia - fundamentálne polia ξX , ktoré nám ukazujú pre

všetky prvky X Lieovej algebry G všetky smery, do ktorých vieme ı́st’ z daného bodu

vplyvom pôsobenia Lieovej grupy G.

Prvky Lieovej grupy sa dajú efekt́ıvne určovat’ cez (1.1.1) pomocou jej Lieovej al-

gebry určenej prvkami X. Fundamentálne pole prvku X zaṕı̌seme ako

ξX = ξiX∂i (1.5.1)

Fundamentálne polia závisia od X lineárne

ξXaEa = XaξEa (1.5.2)

čo nám umožňuje sa vo vzt’ahu (1.5.1) obmedzit’ iba na bázu Ea, t.j. d’alej pracovat’

len s generátormi ξEa

ξEa = ξiEa
∂i (1.5.3)

Pŕıkladom6 akcie Lieovej grupy je translácia o vektor T pôsobiaca na variete Rn. V

kartézskych súradniciach sú komponenty vektorového pol’a T konštantné a každý bod

Rn sa posunie v smere tohto vektorového pol’a, preto podl’a (1.3.4) dostaneme funda-

mentálne pole pre translácie v kartézských súradniciach, ktorého generátory označ́ıme

ako

ξTi = ∂i (1.5.4)

L’avú akciu Lieovej grupy G pôsobiacu na variete M každým svoj́ım grupovým

prvkom g ∈ G označ́ıme Lg a definujeme ju ako difeomorfizmus sṕlňajúci podmienky

Lg : M → M Lg1g2 = Lg1 ◦ Lg2 Le = idM (1.5.5)

kde g1, g2 ∈ G a e je neutrálny prvok G.

Analogicky definujeme pravú akciu Rg

Rg : M → M Rg1g2 = Rg2 ◦Rg1 Re = idM (1.5.6)

Ak máme k dispoźıcíı l’avú akciu Lg, tak automaticky máme aj pravú akciu určenú

predpisom

R̂g = Lg−1 (1.5.7)

Reprezentáciou ρ(g) Lieovej grupyG v lineárnom priestore V nazveme l’avú lineárnu

akciu. Ukazuje sa, že v priestore tenzorových poĺı T p
q (M) na variete M môžeme pôsobit’

vel’mi dôležitou a špeciálnou reprezentáciou tvaru

ρ(g) = R∗
g (1.5.8)

6Tento pŕıklad je zvolený zámerne kvôli potrebe výsledku v d’aľśıch kapitolách.
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Odteraz predpokladáme, že prvky g sú určené jednoparametrickou podgrupou (1.1.1).

Odvodenou reprezentáciou ρ′(X) Lieovej algebry G v priestore tenzorových poĺı

T p
q (M) na variete M k reprezentácíı (1.5.8) je výraz

ρ′(X) = LξX (1.5.9)

kde ξX je fundamentálne pole (1.5.1).

Vo všeobecnosti je vzt’ah medzi ρ(g) a jej prislúchajúcou ρ′(X) určený ako

ρ(etX) = etρ
′(X) (1.5.10)

kde t ∈ R je parameter.

Rovnica (1.5.10) sa v našom pŕıpade vyjadreńım do prvého rádu ε pre malé hodnoty

parametra t = ε zredukuje na

R∗
1+εX = 1̂ + εLξX (1.5.11)

Z podmienky (1.4.4) pre transformáciu f = R1+εX dostaneme

LξXA = 0 (1.5.12)

čo je podmienka lieovskej invariantnosti tenzorového pol’a A voči ξX .

Tento výsledok hovoŕı, že pri hl’adańı invariantného tenzorového pol’a voči zobra-

zeniu f , ktoré vzniklo pôsobeńım Lieovej grupy na variete, sa dá úloha previest’ na

hl’adanie lieovsky invariantného tenzorového pol’a voči fundamentálnym poliam danej

akcie Lieovej grupy.

Opät’ pôsobme transláciou o vektor T na body variety M = Rn, ktoré označ́ıme

x ∈ Rn×1. Toto pôsobenie definujeme ako pravú akciu

RTx = x+ T (1.5.13)

Hl’adajme translačne invariantné tenzorové polia A typu
(
0
2

)
voči akcii (1.5.13) v

priestore tenzorových poĺı T 0
2 (M), t.j.

R∗
TA = A (1.5.14)

Rovnica (1.5.14) vedie podl’a (1.4.3) na podmienku

Aij(x+ T ) = Aij(x) (1.5.15)

pre všetky vektory T .

Podmienka (1.5.15) je splnená, ak je Aij = const. Analogicky postupujeme aj

v pŕıpade tenzorového pol’a B typu
(
2
0

)
a dopracujeme sa k rovnakému záveru o

konštantnosti komponent, t.j. Bij = const.
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Definujme l’avú akciu Lieovej grupy pseudoortogonálnych mat́ıc O(r, s) na body

variety Rn ako

LCx = Cx (1.5.16)

kde C ∈ O(r, s) a r + s = n

K l’avej akcii (1.5.16) nájdeme pravú akciu pomocou (1.5.7) ako

R̂C = LC−1 (1.5.17)

Hl’adajme invariantné tenzorové polia A typu
(
0
2

)
voči akcii (1.5.17) v priestore

tenzorových poĺı T 0
2 (M), pričom predpokladajme translačnú invariantnost’ A. Chceme

R̂∗
CA = A (1.5.18)

Rovnica (1.5.18) vedie podl’a (1.4.3) na podmienku

Akl

(
C−1

)k
i

(
C−1

)l
j
= Aij (1.5.19)

pre všetky matice C ∈ O(r, s).

Analogicky postupujeme aj v pŕıpade translačne invariantného tenzorového pol’a B

typu
(
2
0

)
a dopracujeme sa k podmienke

BklCi
kC

j
l = Bij (1.5.20)

pre všetky matice C ∈ O(r, s).

Podmienky (1.5.19) a (1.5.20) sa dajú alternat́ıvne zaṕısat’ v maticovom zápise ako

A = CTAC (1.5.21)

B = CBCT (1.5.22)

Tým sme pre translačne invariantné tenzorové polia A a B dostali podmienky

invariantnosti voči lineárnym transformáciám C, ktoré vznikajú pôsobeńım Lieovej

grupy pseudoortogonálnych mat́ıc O(r, s) na variete Rn.



2

Lorentzove a Galileiho

transformácie

V tejto kapitole si pripomenieme Lorentzove a Galileiho transformácie, prepoj́ıme

ich s matematickými poznatkami z prvej kapitoly a nakoniec odvod́ıme Lieove algebry

a fundamentálne polia týchto transformácíı. Tieto výsledky budú pre nás kl’́učové pri

hl’adańı metrických tenzorov v d’aľsej kapitole. Pre viac detailov o Lorentzových a

Galileiho transformáciách odporúčame nahliadnut’ do literatúry [5] a [6].

2.1 Časopriestor a transformácie vzt’ažných sústav

Časopriestor chápeme ako 4-rozmernú varietu a poṕı̌seme ho (globálnymi) súradni-

cami [x0, x1, x2, x3], kde x0 zodpovedá časovej súradnici a x1, x2, x3 zodpovedajú pries-

torovým súradniciam.

Z prinćıpov ŠTR vyplýva lineárnost’ transformačných vzt’ahov medzi inerciálnymi

vzt’ažnými sústavami (IVS) pri použit́ı kartézskych súradńıc v týchto IVS. Zavedeńım

súradńıc x a x′ v časopriestore by sme vo všeobecnosti vytvorili dve vzt’ažné sústavy,

medzi ktorými existuje l’ubovol’ný transformačný vzt’ah x′(x), ale podl’a predchádzajú-

ceho tvrdenia je tento transformačný vzt’ah lineárny v pŕıpade IVS a použit́ı kartéz-

skych súradńıc. Z prinćıpu relativity a prinćıpu kauzality vyplýva existencia iba dvoch

typov týchto lineárnych transformácíı (pozri [5] s. 57, podkapitola 2.11), a to Lorentzove

a Galileiho transformácie1 (ku každej z nich sa pridajú aj translácie).

2.2 Lorentzove transformácie

Lorentzove transformácie (LT), ktoré označ́ıme ako Λ, pozostávajú z rotácíı a lo-

rentzovských boostov. Pomocou LT sa pôsob́ı na body Minkowského časopriestoru,

1V tejto práci sa nezaoberáme zrkadleniami.

10
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ktorým v kartézskych súradniciach prirad́ıme jednu časovú súradnicu2 x0 := ct a tri

priestorové súradnice x1 := x, x2 := y a x3 := z.

Z LT je najznámeǰśı a najčasteǰsie použ́ıvaný práve lorentzovský boost v smere osi

x, slúžiaci na transformovanie medzi IVS S a S ′ pohybujúcich sa voči sebe relat́ıvnou

rýchlost’ou v⃗ = (v, 0, 0)T, ktorého tvar je

ct′ =
ct− vx

c√
1−

(
v
c

)2
x′ =

x− vt√
1−

(
v
c

)2
y′ = y

z′ = z

(2.2.1)

Vzt’ah (2.2.1) možno efekt́ıvne zaṕısat’ cez komponentné vyjadrenie LT Λ ako

x′µ = Λµ
νx

ν (2.2.2)

Lineárnost’ LT nám cez (2.2.2) v určitom zmysle umožňuje chápat’ súradnice v

časopriestore ako komponenty vektora, tzv. štvorvektora X := (x0, x1, x2, x3)T.

Transformovanie rotáciami prebieha iba medzi priestorovými súradnicami. Trans-

formáciu rotáciou označ́ıme ako ΛR a plat́ı pre ňu

ΛR =

(
1 0

0 R

)
(2.2.3)

čo je matica 4×4, kde R je všeobecná rotačná matica 3×3 určená
”
vektorom” rotácie

φ⃗ = φn⃗, pričom φ je uhol rotácie a n⃗ = (nx, ny, nz)
T je jednotkový vektor, ktorým je

daná os rotácie.

Transformovanie boostom prebieha medzi časovou a priestorovými súradnicami.

Boost môže prebiehat’ v l’ubovol’nom smere určenom vektorom okamžitej rýchlosti

v⃗ = (vx, vy, vz)
T. Boost v smere x označ́ıme ako Λx, v smere y ako Λy a v smere z ako

Λz. Plat́ı pre ne

Λx =


γ −γβ 0 0

−γβ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 Λy =


γ 0 −γβ 0

0 1 0 0

−γβ 0 γ 0

0 0 0 1



Λz =


γ 0 0 −γβ

0 1 0 0

0 0 1 0

−γβ 0 0 γ


(2.2.4)

2Výhodné je mat’ časovú súradnicu x0 rovnakého rozmeru ako zvyšné priestorové súradnice, čo

vieme zabezpečit’ práve využit́ım rýchlosti svetla c.
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kde γ = (1− β2)−1/2 a β = v/c.

Použit́ım Λx vo vzt’ahu (2.2.2) dostaneme (2.2.1). Matice lorentzovských boostov

sú symetrické a pre LT Λ plat́ı, že det Λ = 1.

2.3 Galileiho transformácie

Galileiho transformácie (GT), ktoré označ́ıme ako G, pozostávajú z rotácíı a gali-

leovských boostov. Pomocou GT sa pôsob́ı na body Galileiho časopriestoru, ktorým

v kartézskych súradniciach prirad́ıme jednu časovú súradnicu x0 := t a tri priestorové

súradnice x1 := x, x2 := y a x3 := z.

Z GT je najznámeǰśı a najčasteǰsie použ́ıvaný práve galileovský boost v smere osi

x, slúžiaci na transformovanie medzi IVS S a S ′ pohybujúcich sa voči sebe relat́ıvnou

rýchlost’ou v⃗ = (v, 0, 0)T, ktorého tvar je

t′ = t

x′ = x− vt

y′ = y

z′ = z

(2.3.1)

Vzt’ah (2.3.1) možno efekt́ıvne zaṕısat’ cez komponentné vyjadrenie GT G ako

x′µ = Gµ
νx

ν (2.3.2)

Lineárnost’ GT nám cez (2.3.2) v určitom zmysle opät’ umožňuje chápat’ súradnice v

časopriestore ako komponenty štvorvektora X = (x0, x1, x2, x3)T.

Transformáciu rotáciou označ́ıme ako GR a plat́ı pre ňu rovnaký vzt’ah ako pri LT

GR =

(
1 0

0 R

)
(2.3.3)

Rozdiel medzi GT a LT je v tvare boostu. Boost v smere x označ́ıme ako Gx, v

smere y ako Gy a v smere z ako Gz. Plat́ı pre ne

Gx =


1 0 0 0

−v 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 Gy =


1 0 0 0

0 1 0 0

−v 0 1 0

0 0 0 1

 Gz =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

−v 0 0 1

 (2.3.4)

Použit́ım Gx vo vzt’ahu (2.3.2) dostaneme (2.3.1).

Matice galileovských boostov sú nesymetrické a pre GT G plat́ı, že detG = 1
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2.4 Transformácie IVS tvoria Lieove grupy

V predchádzajúcich podkapitolách tejto kapitoly sme si pripomenuli maticový tvar

LT a GT, ktoré predstavujú transformačné vzt’ahy medzi IVS. Ukazuje sa, že LT a GT

tvoria Lieove grupy. Čisto intuit́ıvne zdôvodnenie tohto tvrdenia je zhruba nasledovné:

Z fyzikálnej motivácie úlohy prirodzene očakávame, že pôsobeńım jednej LT (resp.

GT) na S sprav́ıme prechod S → S ′ a pôsobeńım d’aľsej LT na S ′ sprav́ıme prechod

S ′ → S ′′, č́ım opät’ skonč́ıme v IVS. Z toho vyplýva uzavretost’ vzhl’adom na skladanie

LT. Toto skladanie je asociat́ıvne, pretože v schéme S → S ′ → S ′′ → S ′′′ nezálež́ı na

tom, či najprv vykonáme efekt́ıvny prechod S → S ′′, a potom prechod S ′′ → S ′′′, alebo

najprv vykonáme prechod S → S ′, a potom efekt́ıvny prechod S ′ → S ′′′. Po prechode

z S do S ′ sa muśıme vediet’ vrátit’ z S ′ spät’ do S inverznou transformáciou, čo je

prirodzená fyzikálna požiadavka, preto vždy existuje inverzný prvok. Triviálne vieme

spravit’ aj prechod z S spät’ do S cez identitu, preto existuje neutrálny prvok. Z tejto

úvahy môžeme prirodzene očakávat’, že LT a GT tvoria grupy.

LT pozostávajú z boostov a rotácíı, ktoré vieme úplne zadat’ pomocou 6 parametrov

daných komponentami dvoch vektor v⃗ a φ⃗. Vektor okamžitej rýchlosti v⃗ = (vx, vy, vz)
T

určuje smer a tvar boostu.
”
Vektor” rotácie φ⃗ = φ(nx, ny, nz)

T určuje rotáciu okolo

osi danej vektorom n⃗ o uhol φ. Prvky každej z týchto transformačných grúp vieme

jednoznačne určit’ pomocou 6 súradńıc, to z nich potom rob́ı 6-rozmerné Lieove grupy

a má zmysel hl’adat’ ich Lieove algebry, ktoré sú tiež 6-rozmerné.

2.5 Lieove algebry transformácíı IVS

V predchádzajúcej podkapitole sme sa dozvedeli, že LT a GT tvoria Lieove grupy

a ako už vieme z podkapitoly 1.1, má zmysel hl’adat’ ich Lieove algebry. Prvky Lieovej

grupy vieme určit’ pomocou jednoparametrických podgrúp cez (1.1.5), kde vystupuje

báza jej Lieovej algebry, ktorú nájdeme cez (1.1.2) využit́ım (1.1.4).

Najprv sa pozrieme na prvky Lieovej algebry LT. Vždy štartujeme z jednotkovej

matice, preto pre Λ(t) tvaru lorentzovských boostov (2.2.4) dostávame podmienky

β(0) = 0 γ(0) = 0 (2.5.1)

Cez (1.1.2) pri zohl’adneńı podmienok (2.5.1) dostaneme

Ex =


0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 Ey =


0 0 −1 0

0 0 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

 Ez =


0 0 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

−1 0 0 0

 (2.5.2)

čo sú 3 lineárne nezávislé prvky Lieovej algebry LT prislúchajúce lorentzovským boos-

tom (2.2.4).
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Teraz sa pozrieme na prvky Lieovej algebry GT, pričom postupujeme analogicky.

Tým pre G(t) tvaru galileovských boostov (2.3.4) dostávame podmienku

v(0) = 0 (2.5.3)

Cez (1.1.2) pri zohl’adneńı podmienky (2.5.3) dostaneme

E ′
x =


0 0 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 E ′
y =


0 0 0 0

0 0 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

 E ′
z =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

−1 0 0 0

 (2.5.4)

čo sú 3 lineárne nezávislé prvky Lieovej algebry GT prislúchajúce galileovským boos-

tom (2.3.4).

Rotácie sú rovnaké pre LT aj GT, preto budú aj prvky ich Lieových algebier

prislúchajúce rotáciám rovnaké. Cez (1.1.2) a využit́ım bázy li (pozri dodatok A, alebo

[1] s. 259, pŕıklad 11.7.13 čast’ i) dostaneme

ex =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0

 ey =


0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 −1 0 0

 ez =


0 0 0 0

0 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 (2.5.5)

čo sú 3 lineárne nezávislé prvky Lieových algebier LT a GT prislúchajúce rotáciám.

Lieove grupy LT aj GT sú 6-rozmerné, preto budú aj ich Lieove algebry 6-rozmerné.

V Lieovej algebre LT zvoĺıme 6-ticu prvkov

(Ex, Ey, Ez, ex, ey, ez) (2.5.6)

táto 6-tica je lineárne nezávislá, preto sa dá použit’ ako báza Lieovej algebry LT.

V Lieovej algebre GT zvoĺıme 6-ticu prvkov(
E ′

x, E
′
y, E

′
z, ex, ey, ez

)
(2.5.7)

táto 6-tica je lineárne nezávislá, preto sa dá použit’ ako báza Lieovej algebry GT.

2.6 2D Lorentzove a Galileiho transformácie

Doteraz sme sa venovali 4D LT a GT, čoho dôsledkom bola pŕıtomnost’ rotácíı

v týchto transformáciách. Vel’a fyzikálnych dejov sa dá abstrakciou považovat’ za 1-

rozmerné (z priestorového hl’adiska), napr. dynamika hmotného bodu na priamke. Pre

každého 1-rozmerného pozorovatel’a vieme zaviest’ 2-rozmerný (d’alej len 2D) časopries-

tor so súradnicami [x0, x1]. Výhodou tohto pŕıstupu je zbavenie sa rotácíı, č́ım ostanú
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len boosty a translácie. LT a GT tvoria Lieove grupy aj v 2D pŕıpade a z podkapitoly

1.5 už vieme, že má zmysel hl’adat’ ich fundamentálne polia.

Pre 2D LT prechodu z S do S ′ dostaneme rovnice

ct′ = γ (ct− βx)

x′ = γ (x− vt)
(2.6.1)

V rovniciach (2.6.1) sprav́ıme rozvoj γ a β do prvého rádu v = ε, č́ım źıskame

výrazy3

t′ = t− εx

x′ = x− εt
(2.6.2)

Z rovńıc (2.6.2) využit́ım (1.3.4) vieme akcii Lieovej grupy 2D LT pôsobiacich v 2D

Minkowského časopriestore priradit’ generátor fundamentálneho pol’a tvaru

ξL = t∂x + x∂t (2.6.3)

Tento generátor geometricky zodpovedá prúdeniu po hyperbolách.

Pre 2D GT prechodu z S do S ′ dostaneme rovnice

t′ = t

x′ = x− vt
(2.6.4)

V rovniciach (2.6.4) sprav́ıme rozvoj do prvého rádu v = ε, č́ım źıskame výrazy

t′ = t

x′ = x− εt
(2.6.5)

Z rovńıc (2.6.5) využit́ım (1.3.4) vieme akcii Lieovej grupy 2D GT pôsobiacich v

2D Galileiho časopriestore priradit’ generátor fundamentálneho pol’a tvaru

ξG = t∂x (2.6.6)

Tento generátor geometricky zodpovedá prúdeniu rovnobežnému so smerom osi x a

jeho rýchlost’ narastá priamo úmerne so vzdialenost’ou od osi x.

Podl’a (1.5.4) transláciám zodpovedajú generátory fundamentálnych poĺı tvaru

ξTt = ∂t ξTx = ∂x (2.6.7)

ktoré množinovo označ́ıme spoločným symbolom ξT

ξT = {ξTt , ξTx } (2.6.8)

3Tu už použ́ıvame sústavu jednotiek, v ktorej je c = 1 a v d’aľsom ju vždy použijeme pri práci s

fundamentálnymi poliami.
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Analogickým postupom ako v predchádzajúcej podkapitole 2.5 vieme nájst’ Lieove

algebry LT a GT.

Pre 1D Lieovu grupu LT dostaneme bázu jej Lieovej algebry tvaru

E =

(
0 −1

−1 0

)
(2.6.9)

Pre 1D Lieovu grupu GT dostaneme bázu jej Lieovej algebry tvaru

E ′ =

(
0 0

−1 0

)
(2.6.10)



3

Hl’adanie metrických tenzorov

V tejto kapitole odvod́ıme Minkowského metrický tenzor a ukážeme, ako to je s exis-

tenciou Galileiho metrického tenzora. Osobitne preskúmame 4D a 2D pŕıpady, pretože

4D pŕıpad slúži na opis fyziky tohto sveta a 2D pŕıpad sa využ́ıva vo vel’a fyzikálnych

modeloch a za určitých okolnost́ı sa dá efekt́ıvne použit’ ako projekcia 4D pŕıpadu. Vo

všetkých výpočtoch riešime trochu všeobecneǰsiu úlohu, t.j. hl’adáme najvšeobecneǰsie

lorentzovsky (a translačne) a galileovsky (a translačne) invariantné tenzory typu
(
0
2

)
.

V 4D pŕıpade sa pozrieme na kometriku a nakoniec preskúmame galileovskú limitu

Minkowského metriky.

3.1 Minkowského metrika v 2D časopriestore

V tejto podkapitole odvod́ıme Minkowského metrický tenzor v 2D Minkowského

časopriestore. Najvšeobecneǰśı translačne a lorentzovsky invariantný tenzor h typu
(
0
2

)
nájdeme pomocou podmienky lieovskej invariantnosti (1.3.3). Od tenzorového pol’a

h požadujeme, aby bolo lorentzovsky a translačne invariantné (taký chceme mat’ náš

metrický tenzor), t.j. aby jeho izometrie boli translácie ξT (2.6.8) a hyperbolické rotácie

ξL (2.6.3).

Z predchádzajúceho odseku vyplýva, že na určenie tenzora h potrebujeme nájst’ 4

neznáme funkcie htt, htx, hxt a hxx, ktoré vyhovujú sústave rovńıc

ξmhij,m + ξm,i hmj + ξm,j him = 0 (3.1.1)

kde symbolom ξ efekt́ıvne označujeme ξL a ξT .

Tenzorové pole h má vyhovovat’ sústave (3.1.1) jednotlivo pre ξT aj pre ξL, preto

nezálež́ı na porad́ı, v ktorom začneme riešit’ danú sústavu rovńıc. Výhodne je začat’

práve s transláciami ξT , kvôli neskoršiemu zjednodušeniu danej sústavy rovńıc pri

riešeńı s ξL.

17
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Komponenty generátorov translácíı (2.6.7) sú (ξTi )
j = 1 a plat́ı pre ne (ξTi )

j
,k = 0,

čo redukuje (3.1.1) na

hij,m = 0 (3.1.2)

odkial’ dostaneme podmienku

hij = const (3.1.3)

Podmienka (3.1.3) redukuje (3.1.1) na sústavu rovńıc tvaru

ξm,i hmj + ξm,j him = 0 (3.1.4)

V sústave (3.1.4) použijeme ξL a presumujeme cez sumačné indexy, č́ım dostaneme1

ξt,ihtj + ξx,ihxj + ξt,jhit + ξx,jhix = 0 (3.1.5)

Pre komponenty ξL plat́ı ξt,i = δxi a ξx,i = δti , čo dosadeńım do (3.1.5) dáva

δxi htj + δtihxj + δxj hit + δtjhix = 0 (3.1.6)

do tejto sústavy najprv dosad́ıme i = t, a potom i = x. To vedie na rovnice

hxj = −δxj htt − δtjhtx htj = −δxj hxt − δtjhxx (3.1.7)

Do rovńıc (3.1.7) najprv dosad́ıme j = t, a potom j = x. Z toho źıskame vzt’ahy

hxx = −htt a hxt = −htx, čo sú podmienky pre komponenty tenzora h.

Tým sme našli hl’adaný tenzor h, pre ktorého komponenty plat́ı

h = a

(
1 0

0 −1

)
+ b

(
0 1

−1 0

)
(3.1.8)

kde a = htt ∈ R a b = htx ∈ R.
Komponenty tenzora h pozostávajú z lineárnej kombinácie 2 mat́ıc. Prvá matica

sa označuje ako η a tvoŕı komponenty tenzora, ktorý sa v literatúre nazýva plochý

pseudometrický tenzor. Druhá matica sa označuje2 ako ε a tvoŕı komponenty úplne

antisymetrického tenzora. Metrický tenzor je podl’a defińıcie symetrický a nedegenero-

vaný, vo vzt’ahu (3.1.8) oba tieto predpoklady sṕlňa iba η, preto nutne zvoĺıme b = 0

a podl’a konvencie3 zvoĺıme a = 1.

Tým sme v 2D Minkowského časopriestore odvodili Minkowského metriku

h = η (3.1.9)

1Kvôli kompaktnosti zápisov použ́ıvame označenie ξ = ξL a odteraz sa v tejto podkapitole nebude

použ́ıvat’ sumačná konvencia.
2εij je Levi-Civitov symbol v dvoch rozmeroch.
3Vol’ba a = 1 je konvencia a zabezpeč́ıme ňou ortonormovanost’ použitej bázy.
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3.2 Galileiho metrika v 2D časopriestore

V tejto podkapitole ukážeme, ako to je s existenciou Galileiho metrického tenzora v

2D Galileiho časopriestore. Postupujeme úplne rovnako ako v predchádzajúcej podka-

pitole. Najvšeobecneǰśı translačne a galileovsky invariantný tenzor H typu
(
0
2

)
nájdeme

cez podmienku lieovskej invariantnosti (1.3.3) a od tenzora H požadujeme, aby jeho

izometrie boli translácie ξT (2.6.8) a fundamentálne pole ξG (2.6.6).

Na určenie tenzorového pol’a H potrebujeme nájst’ 4 neznáme funkcie Htt, Htx, Hxt

a Hxx, ktoré vyhovujú sústave rovńıc

ξmHij,m + ξm,i Hmj + ξm,j Him = 0 (3.2.1)

kde symbolom ξ efekt́ıvne označujeme ξG a ξT .

Pri riešeńı (3.2.1) opät’ začneme s transláciami ξT , ktoré vedú na Hij = const. Táto

podmienka zredukuje sústavu (3.2.1) na

ξm,i Hmj + ξm,j Him = 0 (3.2.2)

V sústave (3.2.2) použijeme ξG a presumujeme cez sumačné indexy, č́ım dostaneme4

ξt,iHtj + ξx,iHxj + ξt,jHit + ξx,jHix = 0 (3.2.3)

Pre komponenty ξG plat́ı ξt,i = 0 a ξx,i = δti , čo dosadeńım do (3.2.3) dáva

δtiHxj + δtjHix = 0 (3.2.4)

do tejto sústavy najprv dosad́ıme i = t, a potom i = x. To vedie na rovnice

Hxj = −δtjHtx δtjHxx = 0 (3.2.5)

Do rovńıc (3.2.5) najprv dosad́ıme j = t, a potom j = x. Z toho źıskame vzt’ahy

Hxx = 0, Hxt = −Htx a Htt ∈ R, čo sú podmienky pre komponenty tenzora H.

Tým sme našli hl’adaný tenzor H, pre ktorého komponenty plat́ı

H = a

(
1 0

0 0

)
+ b

(
0 1

−1 0

)
(3.2.6)

kde a = Htt ∈ R a b = Htx ∈ R.
Komponenty tenzora H pozostávajú z lineárnej kombinácie 2 mat́ıc. Prvá matica

je singulárna a druhá je antisymetrická. Metrický tenzor je symetrický a nedegenero-

vaný, preto muśıme nutne zvolit’ b = 0. Koeficient a môžeme volit’ l’ubovol’ne, ale vždy

dostaneme singulárnu maticu. To znamená, že v 2D Galileiho časopriestore neexistuje

Galileiho metrika, ktorej izometrie by boli translácie a GT. Tým sme zistili, prečo sa

Galileiho metrika nezaviedla už pred Einsteinom.

4Kvôli kompaktnosti zápisov použ́ıvame označenie ξ = ξG a odteraz sa v tejto podkapitole nebude

použ́ıvat’ sumačná konvencia.
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3.3 Metrika v 2D časopriestore cez lineárnu algebru

LT sú lineárne transformácie pôsobiace v Minkowského časopriestore, ktorý je va-

rietou. V každom bode tejto variety máme definovaný lineárny tangenciálny priestor,

ktorého prvkami sú vektory. Každý n-rozmerný lineárny priestor V nad R môžeme

chápat’ ako n-rozmernú varietu (pozri [1] s. 30, pŕıklad 1.4.11) a jej tangenciálne pries-

tory môžeme kanonicky stotožnit’ so samotným V (pozri [1] s. 44, pŕıklad 2.2.13 a pre

väčšie detaily pozri [2] s. 28-29, dodatok E). Ukazuje sa, že na základe predchádzajúcich

tvrdeńı môžeme stotožnit’ Minkowského časopriestor s lineárnym priestorom, čo nám

pri výpočtoch umožňuje použit’ lineárnu algebru namiesto diferenciálnej geometrie.

Hl’adáme translačne a lorentzovsky invariantný tenzor h. Translácie efekt́ıvne vy-

riešime cez lieovskú invariantnost’ ako v podkapitole 3.1. Analogickým výpočtom do-

staneme hij = const. Komponenty tenzora h zaṕı̌seme ako

h =

(
a b

c d

)
(3.3.1)

kde a, b, c, d ∈ R sú všetko konštanty.

V kanonicky izomorfnom lineárnom priestore požadujeme, aby C = Λ vo vzt’ahu

(1.5.21), čo vedie na podmienku

h = ΛThΛ (3.3.2)

Prvky Λ vyjadŕıme cez (1.1.5) využit́ım bázy E (2.6.9), t.j. použijeme

Λ = 1+ εE (3.3.3)

Dosadeńım (3.3.3) do (3.3.2) a úpravami do prvého rádu ε źıskame podmienku

hE = −ETh (3.3.4)

Podmienka (3.3.4) vedie na d = −a a c = −b, č́ım pre komponenty h opät’ dostaneme

h = a

(
1 0

0 −1

)
+ b

(
0 1

−1 0

)
(3.3.5)

Rovnakou úvahou ako v podkapitole 3.1 pŕıdeme k záveru h = η. Tým sme opät’

našli Minkowského metrický tenzor v 2D Minkowského časopriestore.

Galileiho metrický tenzor hl’adáme úplne rovnakým postupom, ako sme v rámci

tejto podkapitoly hl’adali Minkowského metrický tenzor. Všade kde bolo h, Λ a E teraz

naṕı̌seme H, G a E ′ (2.6.10). Vykonańım potrebných výpočtov sa dopracujeme k

H = a

(
1 0

0 0

)
+ b

(
0 1

−1 0

)
(3.3.6)
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Rovnakou úvahou ako v podkapitole 3.2 pŕıdeme k záveru, že v 2D Galileiho

časopriestore neexistuje Galileiho metrický tenzor.

Pre hl’adané metrické tenzory sme dostali rovnaké výsledky ako v predchádzajúcich

podkapitolách, čo je spôsobené práve lineárnost’ou LT a GT. Ak by tieto transformácie

neboli lineárne, tak pŕıstup cez lineárne priestory by nebol možný a museli by sme po-

stupovat’ univerzálne, t.j. využit́ım Lieovej derivácie. Pri skúmańı vplyvu LT (resp. GT)

na tvar hl’adanej metriky je maticový pŕıstup jednoduchš́ı pri porovnańı s pŕıstupom

cez Lieovu deriváciu. To sa ukáže byt’ kl’́učové práve v 4D časopriestore, kde do hry

vstúpia aj rotácie, ktoré by značne skomplikovali výpočty cez Lieovu deriváciu. Preto v

nasledujúcich podkapitolách použijeme práve maticový pŕıstup pri skúmańı vplyvu LT

(resp. GT) na tvar hl’adanej metriky, pričom vplyv translácíı aj nad’alej preskúmame

využit́ım Lieovej derivácie (je to efekt́ıvneǰsie).

3.4 Minkowského metrika v 4D časopriestore

V tejto podkapitole odvod́ıme Minkowského metrický tenzor v 4D Minkowského

časopriestore. Hl’adáme translačne a lorentzovsky invariantný tenzor h typu
(
0
2

)
.

Transláciám zodpovedajú fundamentálne polia (1.5.4), ktoré množinovo opät’ ozna-

č́ıme ako ξT = {ξTt , ξTx , ξTy , ξTz }. Postup je úplne analogický ako v podkapitole 3.1, len

teraz máme až 4 generátory translácíı namiesto iba 2. Z dosadenia týchto 4 generátorov

do sústavy rovńıc (3.1.1) dostaneme hij = const. Komponenty tenzora h zaṕı̌seme po

blokoch do matice rozmeru 4× 4

h =

(
a bT

c D

)
(3.4.1)

kde a ∈ R1×1, b ∈ R3×1, c ∈ R3×1 a D ∈ R3×3 sú všetko konštanty.

V 4D Minkowského časopriestore do hry vstúpia rotácie a lorentzovské boosty v

l’ubovol’nom smere. Na bližšie určenie tvaru h opät’ použijeme

h = ΛThΛ (3.4.2)

Výhodné je začat’ so skúmańım vplyvu rotácíı (2.2.3) na tvar h. Dosadeńım (2.2.3)

do (3.4.2) a následnými úpravami dostaneme(
a bT

c D

)
=

(
a bTR

RTc RTDR

)
(3.4.3)

čo môžeme ekvivalentne zaṕısat’ ako

a = a

Rb = b

Rc = c

D = RTDR

(3.4.4)
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Z rovnice pre a dostávame vol’nost’ a ∈ R. Z rovńıc pre b a c dostávame b = c = 0,

pretože iba nulový vektor je invariantný voči pôsobeniu všetkých rotačných mat́ıc.

Rovnica preD hovoŕı, že sa zaoberáme takými maticamiD, ktoré komutujú so všetkými

rotačnými maticami 3× 3. Takéto matice majú tvar λ1, kde λ ∈ R (pozri dodatok A).

Tým sme zistili, že h má diagonálny tvar (preto bolo výhodné začat’ s rotáciami)

h =

(
a 0

0 λ1

)
(3.4.5)

kde a, λ ∈ R.
Tenzor h má byt’ invariantný voči lorentzovskému boostu v l’ubovol’nom smere.

Tento boost oṕı̌seme pomocou Lieovej algebry LT (2.5.6). Prvky Λ vyjadŕıme cez (1.1.5)

využit́ım prvkov Ea (2.5.2), t.j. použijeme

Λ = 1+ εEa (3.4.6)

Dosadeńım (3.4.6) do (3.4.2) a úpravami do prvého rádu ε źıskame podmienku

hEa = −ET
a h (3.4.7)

Vo výraze (3.4.7) postupne dosad́ıme a = x, y, z, č́ım źıskame dodatočnú podmienku

λ = −a ∈ R. Potom pre komponenty tenzora h plat́ı

h = aη (3.4.8)

kde η = diag(1,−1,−1,−1) sú komponenty tzv. plochého pseudometrického tenzora a

a ∈ R.
Výsledok (3.4.8) hovoŕı, že v 4D Minkowského časopriestore je najvšeobecneǰśım

translačne a lorentzovsky invariantným tenzorom typu
(
0
2

)
práve l’ubovol’ný skalárny

násobok plochého pseudometrického tenzora η.

Vol’bou a = 1 źıskame Minkowského metriku v 4D Minkowského časopriestore

h = η (3.4.9)

Tým sme splnili sl’ub z úvodu tejto práce, t.j. matematicky sme objasnili jej tvar.

3.5 Galileiho metrika v 4D časopriestore

V tejto podkapitole ukážeme, ako to je s existenciou Galileiho metrického tenzora

v 4D Galileiho časopriestore. Hl’adáme translačne a galileovsky invariantný tenzor H

typu
(
0
2

)
. Postupujeme analogicky ako v predchádzajúcej podkapitole.
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Z podmienky translačnej invariantnosti opät’ zist́ıme, že Hij = const. Komponenty

tenzora H zaṕı̌seme po blokoch do matice rozmeru 4× 4

H =

(
a bT

c D

)
(3.5.1)

kde a ∈ R1×1, b ∈ R3×1, c ∈ R3×1 a D ∈ R3×3 sú všetko konštanty.

V 4D Galileiho časopriestore do hry vstúpia rotácie a galileovské boosty v l’ubovol’-

nom smere. Na bližšie určenie tvaru H použijeme

H = GTHG (3.5.2)

Najprv preskúmame vplyv rotácíı (2.3.3) na tvar H. Rotácie (2.3.3) sú rovnaké ako

(2.2.3) v pŕıpade LT, preto bude mat’ aj H diagonálny tvar

H =

(
a 0

0 λ1

)
(3.5.3)

Tenzor H má byt’ invariantný voči galileovskému boostu v l’ubovol’nom smere. Tento

boost oṕı̌seme pomocou Lieovej algebry GT (2.5.7). Prvky G vyjadŕıme cez (1.1.5)

využit́ım prvkov E ′
a (2.5.4), t.j. použijeme

G = 1+ εE ′
a (3.5.4)

Dosadeńım (3.5.4) do (3.5.2) a úpravami do prvého rádu ε źıskame podmienku

HE ′
a = −E ′T

a H (3.5.5)

Vo výraze (3.5.5) postupne dosad́ıme a = x, y, z, č́ım źıskame dodatočné podmienky

λ = 0 a a ∈ R. Potom pre komponenty tenzora H plat́ı

H = a


1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (3.5.6)

kde a ∈ R.

Tým sme v 4D Galileiho časopriestore našli najvšeobecneǰśı translačne a galileov-

sky invariantný tenzor typu
(
0
2

)
. Tento tenzor je degenerovaný, preto v 4D Galileiho

časopriestore neexistuje Galileiho metrika. Teraz sme si objasnili, prečo sa v Galileiho

relativite nezaviedla podobná metrická štruktúra už pred Einsteinom.
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3.6 Kometrika v 4D časopriestore

Doposial’ sme odvodili Minkowského metrický tenzor η a dokázali sme neexistenciu

Galileiho metrického tenzora, pretože nám vyšiel degenerovaný tenzor (3.5.6).

Podl’a vzt’ahu (1.2.6) vieme k Minkowského metrickému tenzoru η nájst’ prislúcha-

júci kometrický tenzor η−1. Komponenty η−1 sú

η−1 =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 (3.6.1)

Vzt’ah (1.2.6) vylučuje existenciu kometriky v pŕıpade neexistencie metriky a opa-

čne. Z toho vyplýva neexistencia Galileiho kometrického tenzora. Avšak stále môžeme

hl’adat’ najvšeobecneǰśı translačne a galileovsky invariantný tenzor K typu
(
2
0

)
v 4D

Galileiho časopriestore.

Vplyv translácíı preskúmame pomocou podmienky lieovskej invariantnosti voči fun-

damentálnym poliam ξT = {ξTt , ξTx , ξTy , ξTz }. Z (1.3.3) dostávame sústavu rovńıc

ξmKij
,m − ξi,mK

mj − ξj,mK
im = 0 (3.6.2)

Analogickým postupom ako v podkapitole 3.1 z (3.6.2) dostaneme Kij = const.

Komponenty tenzora K zaṕı̌seme po blokoch do matice rozmeru 4× 4

K =

(
a bT

c D

)
(3.6.3)

kde a ∈ R1×1, b ∈ R3×1, c ∈ R3×1 a D ∈ R3×3 sú všetko konštanty.

V 4D Galileiho časopriestore pôsob́ıme rotáciami a galileovskými boostmi v l’ubovol’-

nom smere. Na bližšie určenie tvaru K použijeme (1.5.22), kde dosad́ıme C = G, t.j.

K = GKGT (3.6.4)

Opät’ je výhodne začat’ s preskúmańım vplyvu rotácíı (2.3.3) na tvar K. Aj v tomto

pŕıpade vedú rotácie (2.3.3) na identický výsledok ako v predchádzajúcej podkapitole.

Preto má tenzor K diagonálny tvar

K =

(
a 0

0 λ1

)
(3.6.5)

kde a, λ ∈ R.
TenzorK má byt’ invariantný voči galileovskému boostu v l’ubovol’nom smere. Tento

boost oṕı̌seme pomocou Lieovej algebry GT (2.5.7). Prvky G vyjadŕıme cez (1.1.5)

využit́ım prvkov E ′
a (2.5.4), t.j. použijeme

G = 1+ εE ′
a (3.6.6)
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Dosadeńım (3.6.6) do (3.6.4) a úpravami do prvého rádu ε źıskame podmienku

E ′
aK = −KE ′T

a (3.6.7)

Vo výraze (3.6.7) postupne dosad́ıme a = x, y, z, č́ım źıskame dodatočné podmienky

a = 0 a λ ∈ R. Potom pre komponenty tenzora K plat́ı

K = λ


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (3.6.8)

kde λ ∈ R.
Tým sme v 4D Galileiho časopriestore našli najvšeobecneǰśı translačne a galileovsky

invariantný tenzor typu
(
2
0

)
. Tenzor (3.6.8) je degenerovaný, preto podl’a očakávania v

4D Galileiho časopriestore neexistuje Galileiho kometrický tenzor.

3.7 Galileovská limita

V rámci ŠTR má rýchlost’ svetla c konečnú invariantnú hodnotu, ale v rámci Ga-

lileiho relativity má c nekonečnú invariantnú hodnotu. GT (2.3.2) vieme źıskat’ z LT

(2.2.2) pomocou galileovskej limity5 c → ∞. Vplyvom tejto limity prejdu boosty (2.2.4)

na boosty (2.3.4) a rotačné matice ostanú rovnaké. Tým vzniká prirodzená otázka, či

by nebolo možné touto limitou źıskat’ Galileiho metrický tenzor za predpokladu znalosti

Minkowského metrického tenzora (3.4.9).

Minkowského metrický tenzor má tvar

η = ηµνdx
µ ⊗ dxν (3.7.1)

čo po dosadeńı za ηµν a presumovańı cez sumačné indexy zaṕı̌seme ako

η = dx0 ⊗ dx0 − dx1 ⊗ dx1 − dx2 ⊗ dx2 − dx3 ⊗ dx3 (3.7.2)

alebo po využit́ı defińıcie súradńıc v 4D Minkowského časopriestore ako

η = c2dt⊗ dt− dx⊗ dx− dy ⊗ dy − dz ⊗ dz (3.7.3)

Minkowského kometrický tenzor má tvar

η−1 = ηµν∂µ ⊗ ∂ν (3.7.4)

čo môžeme analogickým postupom zaṕısat’ ako

η−1 =
1

c2
∂t ⊗ ∂t − ∂x ⊗ ∂x − ∂y ⊗ ∂y − ∂z ⊗ ∂z (3.7.5)

5Je to limita prechodu zo ŠTR do Galileiho relativity.
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Definujme limity tvaru

τ := lim
c→∞

(
1

c2
η

)
D := lim

c→∞

(
−η−1

)
(3.7.6)

Vypoč́ıtańım limı́t (3.7.6) źıskame tenzory

τ = dt⊗ dt (3.7.7)

D = ∂x ⊗ ∂x + ∂y ⊗ ∂y + ∂z ⊗ ∂z (3.7.8)

Tým sme zistili, že τ = H pri vol’be a = 1 v (3.5.6) a D = K pri vol’be λ = 1

v (3.6.8). Spoč́ıtanie limity c → ∞ pre Minkowského metriku a kometriku vedie na

degenerované pŕıpady, čo je v súlade s výsledkami z predchádzajúcich podkapitol.

Ak by sme v 4D Galileiho časopriestore zafixovali súradnice x, y a z, tak výsledok

(3.7.7) môžeme chápat’ ako metrický tenzor čisto pre čas - slúžiaci na poč́ıtanie časových

vzdialenosti v newtonovsko-galileovskej fyzike. Pri zafixovańı tmôžeme výsledok (3.7.8)

chápat’ ako kometrický tenzor čisto pre priestor, z ktorého vieme dostat’ metrický ten-

zor. Tento metrický tenzor je identický s euklidovským metrickým tenzorom - slúžiacim

na poč́ıtanie priestorových vzdialenosti v newtonovsko-galileovskej fyzike.

Takýmto spôsobom vieme v Galileiho relativite zaviest’ dva od seba nezávislé met-

rické tenzory (jeden pre čas a druhý pre priestor) namiesto jedného spoločného met-

rického tenzora pre čas aj priestor, ako v Einsteinovej relativite.



Záver

Hlavným ciel’om tejto práce bolo odvodit’ Minkowského metriku v 4D časopriestore.

Tento tenzor sme hl’adali tak, že sme požadovali, aby bol invariantný voči transláciám a

Lorentzovým transformáciám. Vedl’aǰśım ciel’om bolo zopakovat’ celý postup pre staršiu

Galileiho relativitu a vysvetlit’, prečo sa podobná metrika nezaviedla už pred objaveńım

špeciálnej teórie relativity. Tento tenzor sme hl’adali tak, že sme požadovali jeho inva-

riantnost’ voči transláciám a Galileiho transformáciám.

V práci sme hl’adali metrické tenzory samostatne pre 4D a pre 2D časopriestor,

pretože 4D pŕıpad popisuje fyziku tohto sveta a 2D pŕıpad je dôležitý vo vel’a fy-

zikálnych modeloch. Trojrozmerný pŕıpad sme vynechali kvôli jeho podobnosti so 4D.

Skúmaný 2D pŕıpad sa ukázal byt’ jednoduchš́ı kvôli absencíı rotácíı v Lorent-

zových a Galileiho transformáciách. Tento pŕıpad bol postačujúci na ukázanie ne-

triviálnej zmeny v znamienkach Minkowského metriky (jej izometrie sú translácie a

pseudorotácie) pri porovnańı s euklidovskou metrikou 2D priestoru, ktorej izometrie sú

iba translácie a rotácie.

V 2D Minkowského časopriestore sme hl’adali najvšeobecneǰśı translačne a lorent-

zovsky invariantný tenzor typu
(
0
2

)
. Tvar hl’adaného tenzora sme určili pomocou pod-

mienky lieovskej invariantnosti voči fundamentálnym poliam translácíı a lorentzovských

boostov. Výpočty nás doviedli k tenzoru (3.1.8) - určeného lineárnou kombináciou

plochého pseudometrického tenzora η a totálne antisymetrického tenzora ε. Z tohto

výsledku sme diskutovanou vol’bou koeficientov lineárnej kombinácie obdržali Minkow-

ského metrický tenzor, ktorý je rovný plochému pseudometrickému tenzoru η.

Pri odvodeńı Galileiho metrického tenzora v 2D Galileiho časopriestore sme postu-

povali úplne rovnako ako v pŕıpade Minkowského metriky, len tentokrát sme požadovali

lieovskú invariantnost’ voči fundamentálnym poliam translácíı a galileovských boostov.

Analogické výpočty nás doviedli k najvšeobecneǰsiemu translačne a galileovsky inva-

riantnému tenzoru (3.2.6) - určeného lineárnou kombináciou istého degenerovaného

tenzora a totálne antisymetrického tenzora. Žiadnou vol’bou koeficientov tejto lineárnej

kombinácie sme neboli schopńı dostat’ nedegenerovaný symetrický tenzor. Preto v 2D

Galileiho časopriestore neexistuje Galileiho metrický tenzor.
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Skúmaný 4D pŕıpad sa pŕıtomnost’ou rotácíı a boostov v l’ubovol’nom smere značne

skomplikoval. Vel’mi efekt́ıvne sa ukázalo využitie lineárnosti Lorentzových a Galileiho

transformácíı, ktorá nám umožnila využit’ postupy jednoduchej lineárnej algebry a tým

sa vyhnút’ použitiu Lieovej derivácie v pŕıpade rotácíı a boostov. Lieovu deriváciu sme

použili iba na translácie.

V 4D Minkowského časopriestore sme hl’adali najvšeobecneǰśı translačne a lorent-

zovsky invariantný tenzor typu
(
0
2

)
. Tvar hl’adaného tenzora sme určili pomocou pod-

mienky lieovskej invariantnosti voči fundamentálnym poliam translácíı a efekt́ıvnym

využit́ım lineárnej algebry v pŕıpade rotácíı a lorentzovských boostov. Výpočty nás

doviedli k tenzoru (3.4.8) - určeného l’ubovol’ným skalárnym násobkom plochého pse-

udometrického tenzora η. Minkowského metrika v 4D Minkowského časopriestore je

rovná plochému pseudometrickému tenzoru η. Tým sme úspešne splnili hlavný ciel’

tejto práce.

Pri odvodeńı Galileiho metrického tenzora v 4D Galileiho časopriestore sme po-

stupovali úplne rovnako ako v pŕıpade 4D Minkowského metriky, ale namiesto lorent-

zovských boostov sme použili galileovské boosty. Analogické výpočty nás doviedli k

najvšeobecneǰsiemu translačne a galileovsky invariantnému tenzoru (3.5.6) - určeného

l’ubovol’ným skalárnym násobkom istého degenerovaného tenzora. To znamená, že ani v

4D Galileiho časopriestore neexistuje Galileiho metrický tenzor. Teraz už vieme, prečo

sa v Galileiho relativite prirodzene nezaviedla podobná metrická štruktúra ako ta Min-

kowského už pred Einsteinom. Tým sme úspešne splnili vedl’aǰśı ciel’ tejto práce.

Nad rámec ciel’ov tejto práce (kvôli lepšiemu porozumeniu výsledkom) sme v 4D

časopriestore hl’adali aj kometrické tenzory a preskúmali galileovskú limitu. Určili sme

Minkowského kometrický tenzor (3.6.1) a podl’a očakávania nám vyšla neexistencia

Galileiho kometrického tenzora - dostali sme degenerovaný tenzor (3.6.8). Z vhodne

definovanej galileovskej limity Minkowského metrického tenzora sme dostali degene-

rovaný tenzor (3.7.7), ktorý sme našli (až na l’ubovolný násobok) aj pri hl’adańı Ga-

lileiho metriky. Pri zafixovańı priestorových súradńıc môžeme tento výsledok chápat’

ako metrický tenzor čisto pre čas. Z vhodne definovanej galileovskej limity Minkow-

ského kometrického tenzora sme dostali degenerovaný tenzor (3.7.8), ktorý sme našli

(až na l’ubovolný násobok) aj pri hl’adańı Galileiho kometrického tenzora. Pri zafixo-

vańı časovej súradnice môžeme tento výsledok chápat’ ako kometrický tenzor čisto pre

priestor.

Tieto interpretácie nám v Galileiho časopriestore umožňujú definovat’ dva od seba

nezávislé metrické tenzory - jeden čisto pre čas a druhý čisto pre priestor. Metrický

tenzor pre priestor je identický s euklidovským metrickým tenzorom, ktorý sa v rámci

newtonovsko-galileovskej fyziky použ́ıva na poč́ıtanie priestorových vzdialenosti, a met-

rický tenzor pre čas by sa dal použit’ na poč́ıtanie časových vzdialenost́ı.



Dodatok A

Komutovanie s rotačnými maticami

V tomto dodatku dokážeme tvrdenie, že všetky matice D sṕlňajúce maticovú rov-

nicu D = RTDR pre všetky 3× 3 rotačné matice R majú tvar D = λ1, kde λ ∈ R.

Rotačné matice R sṕlňajú podmienky RRT = 1 a detR = 1, ktoré vymedzujú

maticovú Lieovu grupu SO(3). Jej Lieova algebra so(3) je 3-rozmerná a tvoria ju an-

tisymetrické matice C, t.j. C = −CT. Každý prvok so(3) možno zaṕısat’ cez lineárnu

kombináciu C = CiEi, kde Ei sú bázové prvky tejto Lieovej algebry. Ako bázu môžeme

zvolit’ (Ei)jk = (li)jk := −εijk, t.j. matice

l1 =

0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 l2 =

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 l3 =

0 −1 0

1 0 0

0 0 0


Kl’́učovú čast’ prvkov SO(3) vieme vyjadrit’ pomocou jednoparametrickej podgrupy

na báze li cez (1.1.5) ako

R(ε) = 1+ εli

Z D = RTDR úpravami dostaneme RD = DR, preto hl’adáme také matice D, ktoré

komutujú so všetkými rotačnými maticami. Do komutačnej podmienky dosad́ıme za

R(ε), č́ım po úpravách do prvého rádu ε dostaneme finálnu podmienku

liD = Dli

V tejto podmienke postupne dosad́ıme i = 1, 2, 3, tým postupne zistime tvar D.

Pre i = 1 dostaneme D v tvare

D =

D11 0 0

0 D22 D23

0 −D23 D22


z i = 2 zist́ıme, že D = D111 a z i = 3 nedostaneme pre D žiadnu novú podmienku.

Po označeńı D11 = λ ∈ R dostaneme výsledný tvar

D = λ1
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