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K prednéaske z 19.2.2024
i) Vymyslite si hocijakid varietu a na nej (siradnicovo zapisani)

hocijakiu 1-formu o. Vyratajte 2-formu do a napiste diferencidlne rovnice pre
krivku ~, ktord spliia rovnicu

i;YdJ =0

i1) Ako budi vyzerat tieto rovnice, ak ako varietu zoberieme euklidovsky 3-
rozmerny priestor E3 a ako 1-formu o zoberieme vieobecni 1-formu v tvare
A -dr, t.j. zapiS8eme ju tak, ako sme sa to naucili v paragrafe 8.5 o vektorovej
analyze?

(Rovnice, ktoré takto dostanete, sa formdlne volaji rovnice pre virové
éiary pola A. Naozaj virové ¢iary st to vtedy, ked ako pole A zoberieme (tu
stacionédrne) rychlostné pole tecenia tekutiny, ¢ize pole v z hydrodynamiky.)
Navod na ii): 8.5.8ii; pre stiradnice z!,..., 2" je § = 70;; Cize tur -V

Uvazujme v priestore E2 x R so stiradnicami (x,y,2,t) = (r,t)

(pre zmenu :-) 2-formu
o=zdx Ndy — HIG A dt H(r,t),G(r,t)

Vyratajte 3-formu do a napiste diferencidlne rovnice pre krivku v < (r(t), ),

ktord splia rovnicu
Z;YdO' =0

Overte si, ze sa daji napisat v tvare

r=VH x VG

Névod: Pouzite rozklad analogicky tomu, aky sa robil s Hamiltonovimi rovni-
cami na prednaske, t.j.

Uvedomte si, ze priestorové formy § a 7 vieme vyjadrif pomocou zapisov z
vektorovej analyjzy (paragraf 8.5) ako

§=—(VH -dr)A(VG-dr)=... P=dV
1



(Rovnice, ktoré dostanete, sa volaji Nambuove rovnice (Nambu 1973).)

K prednéaske z 26.2.2024

Uvazujeme linearny harmonicky oscilator s hamiltonidnom
1
H(.T,p, t) = 5(-132 + p2)

(m =w =1). Potom 1-forma o = p,dq? — Hdt je

Zavedme namiesto x, p poldrne suradnice T,

T =TrCosp

p=rsiny
1) NapiSte o a do v stradniciach r, p, t, napiste a vyrieste Hamiltonove rovnice
iydo =0 ¥ =70, + POy + O
i1) Presvedcte sa, ze £ = 0, je symetriou v zmysle
Leo =db
iii) Vyréatajte explicitne zachovdvajicu sa veli¢inu
fi=1ic0—0

zodpovedajiicu tejto symetrii. Co to je (aké fyzikdlna velicina)?
) Vyréatajte tok @4 pola & a vyrdtajte, ako vyzerd nové riesenie

Vs = Pgs o0y t.j. ’Ys(t) = (I)S(FY(t))

vyrobené tymto tokom z pévodného riesenia vy (ndjdeného v Casti 7).



K prednaske zo 4.3.2024
17.3.1 | Ukézat, ze Tf ,uzatvara” komutativny diagram

™ - TN
WMJ le t.j. ze plati fompy=anoTf

M - N

17.3.2 | Dokézat, ze pre zlozenie zobrazeni plati
T(fog)=TfoTyg

Névod: (3.1.2)

Podla vzoru TM a T*M, spojenych s vektormi a kovektormi na M,
opisat fibraciu T} M, spojent s tenzormi typu (}) na M. Skonstruovat hladky
atlas, zistit, aky méd (totdlny priestor) rozmer, ¢o je typické vldkno F' a ako
vyzerd v siradniciach projekcia. (Dobrovolng ¢ast: Ako vyzera v siradniciach
vSeobecné vertikdlne vektorové pole?) ]

K prednaske z 11.3.2024

Ulohy (17.4.1), (17.4.2) ukazuji, ze vertikdlne podpriestory na TM resp.
% PP 2} lé) 1o} )

T*M st linedrnym obalom vektorov (501, ..., 5o ) Tesp. <8Tn’ ceny é?;Tn)' Zdalo

by sa, ze podobne by sa dal definovat ”horizontalny” podpriestor ako linedrny

obal (%, ..., 72-). Z tohoto omylu nés vyvedie vysledok tlohy (17.4.3).

> B
17.4.3 | Overit, ze takto definovany podpriestor je (na rozdiel od vertikdlneho)
nekanonicky, t.j. zavisi od vyberu siradnic xt.

Navod: overif, ze ak z° — z'*(z), tak vektory % obsahuju aj ¢leny %,

e)

zatial ¢o =2+ neobsahuji ot
X

Ov’t

17.5.4 | (upraveny, len pre p = 1 plus podrobnejsi ndvod): Mdame v bode
x € M definovany tenzor typu G) : A €T} v o Mdzeme mu priradit jeho
vertikdlny zdvih AT, ¢o je tenzor typu (}) v bode v € T, M:

ANU) = (A(m,U)T UeT,TM .

Ak je na M definované tenzorové pole A typu (}), pobodovym zdvihom sa
vygeneruje v TM tenzorové pole AT typu (}), Cize vznika zobrazenie

()" M) = THTM)



Overit, ze
1) v stradnicovom vyjadreni to vyzerd takto:

0
Ox?

0

A= Ag(x)d:cb ® e

— A = Al (z)dz® @

ii) tenzor AT je horizontdlny, t.j. anuluje sa Tubovolnym wvertikdlnym argu-
mentom.
Néavod : i) ako kazdy tenzor typu G) hore, musi mat AT tvar

. o o . o . )
AT :Ebdl‘b@@+de$b®%+devb®@+Hbdvb® ava

Podobne U, ako kazdy vektor hore, musi mat tvar

0 0
U=K*" L®
Ox? * ove
Takze AT(U) = ... a pritom podla definicie to m4 byt ... takze doteraz

nezname koeficienty (matice) Ef, F¥, G¢, Hf musia byt v skuto¢nosti . ..
K prednaske z 18.3.2024

17.7.1 | Budte sami sebou! Dokazte svoje tri identity na T M resp. T*M
a pocitajte dalsich 200 uloh do konca marca zadarmo!

TM M
vhwt=o0 [a", 81 =0
VW =[V,W]  [V.W]= W]

[‘77 WT] = [V7 VV]T [f/, O‘T] = (ﬁva)T

[A,VT] =y [A,of] =—af

[A,V]=0 [A,V]=0

Ly+S=0 L0 =T"a = Loyw=T1"da
£WS:0 LW9:0 = Eszo
LAS =-S5 LA0=0 = Law=uw

Névod: (napriklad) kanonické suradnice; niektoré (tie, v ktorych sa vyskytuje
A) sme uz mali v (17.6.3), (17.6.4).



K prednaske z 25.3.2024

Kedze sa z TM stala symplektickd varieta (T'M,wy,), standardne mozeme
zaviest hamiltonovské pole (¢ zodpovedajice TubovoInému generdtoru f €
F(TM)

igwa = —df

a hamiltonovsky systém (TM,wr,,H) vyberom jednej privilegovanej funkcie
f = H (hamiltonidnu), ktord potom generuje dynamiku (= casovy vyvoj)
ako pohyb po integrélnych krivkéch ~v(¢) pola (3:

¥ =Cu
t].
x =7(0) = Oi(z) = (1) tok @ > (x
Ukazuje sa pritom klicovy vysledok, ze pre vhodny vyber funkcie H, kon-

krétne pre
H=Fr:=AL—-L

(E, =: energia zodpovedajuca lagranzidnu L) je dynamika tohoto hamilto-
novského systému (T'M,wr,, E,) totozna so standardnou dynamikou genero-
vanou Lagrangeovymi rovnicami 2. druhu.

18.2.6 | Overit tento fakt zapisanim defini¢nej rovnice pre Fulerovo-Lagran-
geovo pole I’
ipr = 7dEL tj I'= CE'L

v kanonickych sturadniciach.
Névod: dostatocne velky kus papiera, (18.2.2), (18.2.3)

K prednaske z 8.4.2024

Let V be a Cartan symmetry of a Hamiltonian system (M,w, H).
Check that

1) ... 1) ... 1) ... NETREBA

w) if V = (g is an ezact Cartan symmetry corresponding to the conserved
quantity F', then the value of F for the initial motion coincides with the value
of F on the new (class of) solutions!

F(7s(8)) = F(3(t)) = const.

F(~,(t)) depends neither on ¢ (since F' is conserved on all 7y,) nor on s (since
the value if the conserved quantity happens to be the same on all ~,); F is

IThis means, for example (as will be clear after reading (18.4.3)), that if the new
solution is obtained by a translation, it has the same momentum as before and the new
solution obtained by a rotation has the same angular momentum.



thus constant on the two-dimensional sheet v(t) C M)
Hint: ) ... i) ... w) (pF = {F,F} =0 (= (g F = {H, F} by (14.4.3))

It turns out that the canonical 1-form 6 on T*M may be regarded
as the “Platonic eternal Idea” of a differential 1-form on M in the following
sense: let a be a 1-formon O C M and let o : O — T* M be the corresponding
section of the cotangent bundle 7: T*M — M (17.2.6). Check that

"0 =«

so that any differential 1-form on M may be viewed as a result of an ap-
propriate pull-back of “the 1-form 6” on T*M. The 1-form 6, living in the
“real world of eternal Ideas” T*M, is then “the Platonic Idea of a differential
1-form” whereas «a, living in the “apparent world of material objects” M is
its “immersion in the material world”.

Obe tilohy? st LEN v anglickom vydan{ knihy :-(
Preto su tu po anglicky.

K prednaske z 15.4.2024

Uvazujme ako symplekticki varietu (M, w) rovinu R?[z, p] so sym-
plektickou formou w = dp A dz. V tejto rovine zaroven prirodzene posobi
(rotaciami) grupa SO(2). Ukazuje sa (overte!), ze toto pdsobenie zachovéva
formu w. Mdme teda istym konkrétnym (a velmi jednoduchym) sposobom
realizovand trojicu (M,w, Ry).

1) Presvedcte sa, ze fundamentdlne pole £x uvazovaného posobenia explicitne
vyzera

§X:X1§E1 X' = const. &g, = —p0y + 20,

Mysli sa to voci standardnej baze

0 1 . 0 X!
E1:<_1 0) t.. X:X1E1:<_X1 0)

v Lieovej algebre so(2) grupy SO(2).
11) Presvedcte sa, ze

ﬁgXOJ =0
i41) Vyréatajte explicitne 1-formu axy = —is, w a overte, Ze je uzavretd
dOlX =0

2Casti i) - i44) tlohy 14.4.6 st aj v slovenskom vydanf; nie je tam &ast iv), ktora (ako
jedind) je népliiou domadcej tlohy. Cela tloha 17.6.6 je len v anglickom vydani.



iv) 1-forma aox = —i¢ w je v tomto nasom pripade dokonca exaktnd - ndjdite
jej potencial Py

ax = dPx Px = X'Pg, (2,p) — funkcia na M
v) Vyratajte explicitne momentové zobrazenie P : M — G*

Dodatok pre trochu narocnejsich (nepovinng):

Uvazujme ako fazovy priestor R*[x1, 29, p1,p2] s formou w = dp; A dzy +
dpa A dzxo. Tu prirodzene posobi grupa SO(2) x SO(2) (Tavé z nich rotdciami
len v rovine (z1,p1) a pravd rotdciami len v rovine (z2,ps2)). Toto posobenie
tiez zachovéva formu w. Zopakovat body povinnej casti tlohy pre tito (o
epsilon) komplikovanejsiu situdciu.

Dodatok pre este trochu nérocnejsich (este nepovinnejsi):

Ako vieme od ttleho detstva (14.2.3), obyé¢ajnd sféra s (oby¢ajnou me-
trickou) formou objemu je symplektickd varieta. Zaroven vieme (od ttleho
detstva), ze sféra je pekne gulatd. T.j. Ze na nej posobi ako grupa symetrie
rotacnd grupa S0(3). A pekne gulatd je aj t4 forma objemu, ¢ize je rotacne in-
variantnd. Vieme to napriklad z toho, Ze plocha (napriklad) Afriky na glébuse
sa nezvykne zmenit, ked glébusom zatoc¢ime. Ale, pravdu povediac, glébusom
slusni Tudia (ktor{ ho nevyberaji z osi ani ked na fiom utieraji prach) netocia
okolo hociktorej osi, ale len okolo osi z (to je td, ktord ide cez pély). Tak pre
istotu uvazujeme ako G nie celt grupu rotécif, ale len rotdcie okolo osi z (teda
SO(2) C SO(3)). Mame tak vsetko, ¢o potrebujeme na ohmatanie latky z
paragrafu 14.5 - mdme symplekticki varietu a posobenie grupy G na nej,
ktoré si ju cti. N4jdite (tu sa zacina naozajstnd dloha) explicitne hybnostné
zobrazenie P : M — G*, t.j. tu

P: 5% = 50(2)* C s0(3)*

zodpovedajice tomuto poésobeniu (a hned tu sa t4 iloha aj konéf).

Névod: v beznych sférickych siradniciach (9, ¢) na sfére vyzera symplektickd
forma takto ..., generator pésobenia SO(2) (to su tie rotécie okolo z) takto
..., takze ... (A ako by to dopadlo - len odhad! - keby sa rotovalo okolo x
alebo y? A teda pre celi SO(3)7?)

K prednaske z 22.4.2024

12.6.2 | (podmnozina): Na prvych troch stupnoch vyzeraji vzorce pre d



(spominané na prednéaske) takto:

dv(X) = p(X)v
da(X,Y) = p(X)(a(Y)) = p(Y)(a(X)) — (X, Y])
dB(X,Y, Z) = p(X)(B(Y, Z)) = p(Y)(B(X, Z)) + p(Z)(B(X,Y))
- B(X, Y], 2) + B(IX, 2], Y) = B([Y, Z], X)

i) Overte, 7e operétor d je nilpotentny, t.j. dd =0

11) Ako vyzeraju prislusné (jednoduchsie) vzorce pre trividlnu reprezentdciu
(bude treba v 14.5.5 :-)

Néavod: ¢) Ide o dva vypocty (na dvoch réznych stupnoch), konkrétne ze

ddv(X,Y) =0 ddo(X,Y,Z) =0
i) p="

14.5.5 | Ukézat, ze

1) zobrazenie

B:GxG—R
definované vztahom (pozri (14.5.4))

BX,Y) = {Px, Py} = Pxv)

je bilinedrne a antisymetrické, takze ide o 2-formu v G (s hodnotami v R)?
ii) této 2-forma B € A2G* je uzavretd (2-kocyklus)

dB=0 tj. B(X,[Y,Z])+ cykl. =0
141) vyuzitie vdle vo vybere Px na béze vedie na zmenu 2-formy
Py Px:=Px+(p,X) = Brp:=F+dp peg =Agr
) o A
B]=0 < dédsadosiahnuf {Px,Py} = Pixy]

¢ize aditivna konstanta 5(X,Y) sa dd odstrénit vyuzitim tejto vole prave ak
B reprezentuje trividlnu kohomologicku triedu, t.j. je kohranicou. To je iste
zarucené vtedy, ak iné ako trividlne triedy pre danu Lieovu algebru neexis-
tujt, ¢ize ak H2(G*,R) = 0. Tdto podmienka je splnend, ako sa spominalo v

3v skutocnosti je B(X,Y) konstantnd funkcia na M, takze vlastne prisne vzaté 8 €
QO (M, A2G*); kedze je viak konstantnd, v kazdom bode je rovnaky element z A2G*, o sa
dé prakticky chapat ako 8 € A2G*



(11.8), napriklad pre dolezitu triedu poloprostych Lieovych algebier.
Névod: i) (11.8.4), Jacobiho identity pre { ., . }a[., . ]; ) f =dr —
dr + dp = treba zvolif nové Py tak, aby p= —7,tj. P=P — 1

K prednéaske zo 6.5.2024

(Inspirovany z 18.4.17) Uvazujme ako hamiltonovskd ststavu fé-
zovy priestor RS[r, p] (jedného bodu s "polohovym vektorom” r, t.j. s kon-

figuraénym priestorom M = R3[r] a fdzovym T*M = R[r, p]) s kanonickou
symplektickou formou

w =dp. Ndr =dp; ANdx + dpy ANdy + dp, N dz

a s hamiltonidnom
H(x,p) = p/2m + mg>

Ide teda o pohyb v homogénnom gravitacnom poli.

1) Presvedéte sa, ze transldcie vo vodorovngch smeroch su jej symetriou

ii) Detto pre rotdcie okolo z (t.j. vo vodorovngjch rovindch)*

1i1) N4jdite prislusné zachovavajice sa velic¢iny (funkcie Px pre zodpoveda-
juce X).

iv) Overte ich zachovavanie sa priamo z pohybovych (Hamiltonovych) rovnic.

Névod: i) uvedomit si, Ze posobenie grupy transldcii v konfigura¢nom pries-
tore R3[r] je

Ra(xayaz) = (x+axuy+ayvz) a= (azaay)

Odtial vypocitat dvihnuté posobenie R, (tej istej grupy) vo fazovom priestore
RS[r, p] a potvrdit vysledok

Ra(2,Y, 2,02, Dy, Pz) = (T + g, Y + Gy, 2, Dz, Py, D2) Ra:=T"R_4

(a podobne pre rotdcie okolo osi z). Presvedéit sa, Ze zobrazenia

Ra : R°[r, p] = R°[r, p]

(a podobne pre rotécie okolo osi z) zachovavaju symplektickd formu, najst ich
fundamentédlne polia £, (generdtory) a standardne dopoéitat zvySok (pozri
18.4.3)

4Grupa symetrie je teda dvojrozmernd euklidovskd grupa F(2) (translicie a rotacie),
realizovand ako podgrupa trojrozmernej euklidovskej grupy E(3).
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K prednaske z 13.5.2024

18.4.5 | (Rozsireny.) Vyskisat si fungovanie takého vypoétu Lieovej derivécie
na priklade vektorového a kovektorového pola a tiez metrického tenzora.
Riesenie: ak W = W99, a g = gapda® @ dz®, tak W = W, a ¢ = gapv®0?.
Pre V = V%9, potom podla (17.5.7) a (17.5.13) dostdvame

VV?/ = (Va(x) aia - aa )
— (VW — WV)p,
o 0
Vg = (Va(x)a —+ V%% 8v“> Geqv“v?

(Vgab + Ve agcb +V bgac)

V zatvorkach sa nazbierali prave spravne komponentné vyrazy pre Lieove
derivacie Ly W a Ly g. Podobne to urobit aj pre kovektorové pole.



