Diferencidlna geometria a Lieove grupy pre fyzikov
Marian Fecko
(vyber z pozndmok pod ¢iarou)

V tejto kapitole sa zozndmime so zdkladmi technickej stranky opisu hladkych variet. Hlavnd myslienka
spociva v tom, Ze sa varieta d4 predstavit ako ”zlepend” z niekolkyjch kiskov, ktoré uz su otvorenymi oblastami
v R™. Formdlnym ndstrojom na tento opis si pojmy mapa (lokdlne stradnice) a atlas. V tvodnom odseku
sa trochu obtrieme aj o pojem topologického priestoru, ale pre droven poznania variet, ktori potrebujeme, ho
netrividlne nijako nevyuzijeme.!

Ak f: M — N je vloZenie, tak podmnozina f(M) C N m4 prirodzenu struktiru variety (ako lokélne
stiradnice sa pouziju y,...,y™, t.j. tie, ktoré sa neanulujii na f(M)) a vola sa podvarieta variety N.2

Integrdlna krivka vektorového pola V je takd krivka v na M, Zze v kazdom bode, cez ktory prechadza,
je nou dand trieda [y] totoznd s triedou danou vektorom Vp. Indé povedané, z kazdého bodu, do ktorého pride,
pojde dalej presne smerom (a aj rychlostou), ktory jej ukazuje® vektor Vp.

Zistili sme teda, ze L indukuje oco-vela dalsich linedrnych priestorov - pre kazdu dvojicu (p,q) celych
nezdpornych ¢isel mame priestor 77 (L) rozmeru nPT4. (To znamend, Ze ak si predstavime tenzorové priestory
ako ”"vezu”, tato veza sa smerom hore rozsiruje, podobne ako budova rozhlasu v Bratislave - na rozdiel od nej
vSak rastie do nekoneéna.)

Vysledok (2.4.7) ukazuje, ze vsetky tenzory spolu tvoria (co-rozmernt nekomutativnu) asociativnu
algebru (Dodatok A2), ktorej sa hovori tenzorovd algebra T'(L). Ako linedrny priestor je priamym suctom
vetkych priestorov TP(L)

T(L) :=
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(do nekonecna), t.j. prvok z T'(L) sa da chdpat ako linedrna kombindcia tenzorov vsemoznych typov (¥) a

nisobenie ® sa zavddza linedrnym rozsirenim definicie pre ® na homogénnych clenoch (s fixnym (7)), t.j. podla
pravidla "kazdy s kazdym”*:

k+v+ta+...)@@+w+B+...) =k®@q+kQu+k@B+ - +v@q+v@wW+...

Vektorové pole V na M vytvorilo novi zaujimavu struktiru, kongruenciu integralnych kriviek na M:
varieta M je "husto” vyplnend sistavou (oo vela) kriviek, pricom tieto krivky sa nikde nepretinaji a rychlost
pohybu po nich je polom V tiez jednoznaé¢ne diktovana. Mozno si to predstavit tak, akoby po variete tiekla
rieka, pricom toto teCenie je staciondrne (vektor rychlosti v danom bode je stdle rovnaky; v miestach, kde
je pole nulové, voda stoji) a pre Specidlne typy poli - napriklad hamiltonovské - je kvapalina navyse (14.3.6)

IDidakticky sa opierame o najnovsie vedecké poznatky, najmi o etnologické vyskumy Indidnov v povodi Amazonky.
Tie presvedcivo ukdazali, ze aj tito skutocni majstri prezitia v podmienkach dzungle iplne vystacia s intuitivnymi vedomostami o
hladkych varietach a iba Samani tu i tam ovlddali niektoré formélne definicie; napriklad fakt, ze topologicky priestor, ktorym je
hladka varieta, mé byt hausdorffouvsky, zvyknd Samani prezradit ¢lenom kmefia az tesne pred smrtou a ked im zaénu rozoberat
priklady nehausdorffovskijch priestorov, vystraseny jedinec uz (podla oc¢itych svedkov) oby¢ajne radsej rychlo poru¢i dusu Vsemo-
hicemu.

2Nie kazd4 podmnozina X C N, ktors je varietou, je teda podvarietou v N. Aby fiou bola, musi byt ”velmi slusne” v N
ulozend - bez rohov, $picov a samopriesekov. Préve to zabezpet{ existencia vlozenia f. Napriklad kruznica aj Stvorec sd (navzdjom
difeomorfné) hladké jednorozmerné variety, ale zatial ¢o kruznica je podvarietou v R2, stvorec fiou nie je (md rohy; extrémnym
prikladom je tiez koza, ktord ma dokonca $picaté rohy a k tplnej (ne)dokonalosti jej chybaji uz len samoprieseky, ¢o iste neujde
pozornosti genetickych inzinierov).

3Ako disciplinovany turista, ktory kraca stile v smere §ipiek na orientaénjch miestach a navyse aj poslusne dodrziava
predpisané ¢asové udaje (o kolko minit méa byt pri dalsej znacke) na tabulkdch

4Pravidlo maximdalnej promiskuity.
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nestlacitelnd. Integrdlne krivky s v tejto predstave pridnice tohoto tecenia. Ak v niektory horici letny den
neodoldme a nechdme sa undsat po dobu t tymto pridom, dostaneme sa z bodu P = «(0) € M do bodu
Q =v(t) € M - vzniké teda prirodzene jednoparametrickd trieda zobrazen{

O, : M —- M P =~(0) — ~(t)

ktorej sa hovori (lokdlny) tok generovany polom V. K tomuto mimoriadne délezitému pojmu sa vratime po-
drobnejsie vo 4. kapitole.

Overit, ze

1) vysledok je opét tenzor (multilinedrnost)
1) C nezdvisi od vyberu bézy e, (po vybere e, uz ale e* musi byt dudlna)
iii) v zlozkach C vyzerdd

toe e t.j. ako scitanie cez dvojicu indexov hore-dolu

Zobrazeniam by resp. f#, sa zvykne hovorit spustanie resp. dvihanie indexov (pomocou g). Veli¢indm
Vg, v® sa niekedy hovori kovariantné a kontravariantné zlozky (toho istého!) vektora v. Ttto terminolégiu vsak
nebudeme pouzivat; budeme striktne rozlisovat vektor v = v%e, a kovektor v,e® (ako prvky L a L*) a operécie
dvihnutia a spustenia indexu interpretovat ako zobrazenie dvoch réznych priestorov L <+ L*. Poznamenajme
tiez, ze oznacenie je ingpirované symbolikou z hudobnej tedrie.

stope

Metricky tenzor umoznuje analogicky menit polohu indexov aj na tenzoroch vyssieho rangu, napriklad
a o d ab o ef
tbc = tabc ‘= Gad tbc Rcd = Rabcd = YGae Gbf Rcd

Toto patri k zdkladnym cvikom indezovej gymnastiky.”

V odseku 2.2 sme sa zoznamili s pojmom vektor v bode P € M a dotykovy priestor Tp M. Odsek
2.4 nés zase poucil o konstrukeii tenzorov typu (4) Startujic z lfubovolného koneénorozmerného vektorového
priestoru L. Ak teda zoberieme ako L priestor Tp M, dostdvame okamzite (a uz bez ndmahy - len pozbierame
urodu z toho, ¢o sme zasiali v 2.4) tenzory v bode P € M. Specidlne dudlny priestor k Tp M, priestor kovektorov
v P € M sa vol& kodotykovy priestor® v P a oznaéuje sa T M.

vi) ak ¥ : N — R je lubovolna funkcia, tak plati

(fin) =3(f")

5Kazd4 kontrakcia teda odbremeni tenzor o dva indexy. Dycha sa mu hned Tahsie (vela indexov = vela starosti), citi sa,
akoby omladol. Tento Tudsky rozmer veci citlivo odrdza nemecky termin pre tito operdciu, Verjingung (omladenie).

67Bécko” a 7krizik”. Pozornym absolventom hudobnych §kél sa iste vybavilo, ze na krizikoch a béckach v notach ziadne g
nevideli - je to jednoducho preto, lebo v hudobnych sienach sa tradi¢ne predpoklada platnost euklidovskej geometrie, takze hudobné
bécka a kriziky sa konvenéne viazu na toto euklidovské g (a explicitne sa nevypisujui).

"Treba ju, ako kazdi gymnastiku, robif pri otvorenom okne a nikdy nie bezprostredne po vydatnom jedle.

8 Alebo aj kotangencidlny priestor. Slovo ”kodotykovy” je vystupom grantu na zdklade ”Slovensko-Latinskej zmluvy o
dprimnom priatelstve oboch ndrodov a spolupréci v oblasti tvorby novych uzitoénych slov”; latinskd strana (zastiipend Maticou
latinskou) sa finan¢ne podielala na prvych dvoch pismendch, slovenskd na zvysku (slovotvorny svik uz zréstol, ale stdle ho vidno
pod mikroskopom, ak prepardt trochu prifarbime).



t.j. nezavisla (a ekvivalentna) moznost definovat f, je°

(V) = V(")

Vsimnime si blizsie, ako vlastne funguje indukovany tenzor g. Podla definicie v (3.1.4) skaldrny suéin
dvoch vektorov V, W v zmysle g na M je

gV, W) = (f*h)(V,W) == h(f.V, f. W)
Vidime, Ze je rovnaky, ako keby sme vektory V, W najprv preniesli na N a tam urobili'® skaldrny st¢in v zmysle

Vseobecné pole A vsak na integrélnych krivkdch pola V' nie je konstantné: tenzor (®;A)(x), ktory
je do bodu x preneseny z bodu ®,(x), vSeobecne zdvisi od ¢. Vhodnou mierou tejto zdvislosti (t.j. lieovskej
nekonstantnosti = neinvariantnosti voci V') je vyraz

LyA:= —| &1 A
v dt|, !

ktorému sa hovori Lieova derivdcia tenzorového pola't

Ako uvidime o chvilu (4.3.4), komponentné vyjadrenie Lieovej derivécie vSeobecného tenzorového pola
je suctom viacerych ¢lenov a na kazdom je vela indexov. Celkova Struktira mé sice jasné pravidld, vyraz je
véak na pohlad pomerne komplikovany. A aj ked sa z tohoto vyjadrenia daji odvodit!? vietky vlastnosti Ly,
ovela efektivnejsie a poucnejsie je vyuzit algebraické vlastnosti Ly, ktoré st priamym doésledkom algebraickych
vlastnosti pull-backu ®;.

Overit, ze
i)
Lydz' = V' da’ Ly =—V7,0;

i)
(CvAN = VAL b VAL = Vi

t.j. je tam prvy ¢len (pausdl), plus za kazdy index jeden dalsi ¢len (s + za dolny a s - za horny). Prehladne to

9Namiesto Mohameda k hore ide hora k Mohamedovi. Kedze invariantny vysledok je rovnaky - Mohamed je pri hore -
da sa jedno definovat cez druhé.

10Myslienkovo to vystihuje nasledujica analdgia s pracou s pocitacovymi siefami: M a N je poéitac "tu” a "tam”, h je
uzitoény softvér tam (my sedime tu). Mdme dve moznosti: bud pracu vykondvame tam (¢o moze byt nepohodlné, ak ju chceme
robit v Case, ked je siet pretazend), alebo si stiahneme softvér sem (f* slizi ako ftp), ¢im dostaneme (M, f*h) (+> nds pocitac
vybaveny uz stiahnutym uzitoénym softvérom) a précu (skaldrne stciny a ich doésledky) robime uz pohodlne v ktoromkolvek dennom
case tu. Vysledok prace je rovnaky, ale Setri sa cas.

11y Arnoldovej monografii [1] sa spomina Lieova derivécia aj pod vystiznym nazvom rybdrska derivdcia: rybér stoji na
mieste a derivuje tenzorové polia, ktoré plavaji okolo neho. Zial, zmena reslif okolitého sveta sposobuje, ze tento sviezi bonmot
sa stdva sticasnej generdcii uz takmer nezrozumitelny. Zalostny stav riek uz prakticky neumoziiuje vyzif v nich tenzorovym
poliam vyssich rangov a strhujice rozpravania starsich rybarov, ako derivovali "holymi rukami v potoku za dedinou” ¢asto tiplne
antisymetrické (!) tenzory ”za poldruha lakta” pocivame uz len s nemym tzasom a zle maskovanou zdvistou.

12V starsej literatiire sa to aj tak robilo. Napriklad steny jaskyn Altamira a Lascaux st vraj (podla nie celkom spolahlivych
o¢itych svedkov) husto popisané préve takymito komponentnymi vyrazmi. Ako kuriozitu ilustrujicu vynaliezavost lovcov tych Cias
vo vyuziti terénnych nerovnosti spomeinime, ze horné indexy pisali spravidla na stalaktity, dolné na stalagmity a kontrakciu horného
a dolného indexu graficky riesili temer vzdy na stalagndtoch. Len pre iplnost tiez uvddzame, ze z dosial (uspokojivo) nevysvetlenych
pricin préve v tychto jaskyniach stalaktity, stalagmity ani stalagnéaty (ako na potvoru) vobec nie si.



4
vyjadrime v tabulke - recepte na pripravu miestnej Speciality (,CVA)ZJl (porovnaj s (15.2.7)):

| plus 7a kazdy A pridat —W AT
| plus za kazdy A. ;. pridaf +W"A m

Ako uvidime dalej, vhodny vyber repérneho pola e,(x) a korepérneho pola e®(x) moze niekedy veci
vyrazne zjednodusit. Dolezitymi prikladmi si pouzivanie ortonormovaného pola na riemannovskej variete (pozri
napriklad (15.6)) alebo lavoinvariantngch poli na grupe (11.1). Vo vSeobecnej tedrii relativity sa (vhodne
vybratému, najéastejsie ortonormovanému) repérnemu polu hovori tetrddne pole'® a formalizmu, v ktorom
sa pracuje s komponentami voéi takémuto repérnemu polu sa hovori tetrddny formalizmus (pozri napriklad
(15.6.20), (16.5) a (22.5)).

V dalsom postupe sa ndm velmi zidu nasledujiice uzitocné cviky'* indexovej gymnastiky.
Rozmysliet si legdlnost krokov (a, 8, A, t si lubovoIné navzijom komutujice objekty s indexmi, napriklad
zlozky tenzorov)

i)
a[a...b]ﬂamb = O[[a__'b]ﬂ[““'b] — aa..,bﬁ[a“'b]
O‘(a.,.b)ﬁamb — Oé(a.,,b)ﬁ(a"'b) _ Oéa...bﬂ(a"'b)
iy b gl b _ a b)
o Ag *AZ-..Ad] —A[C LA
a b b
A Y = AL A = A A

d)
i)
Ulailbocnode] = Hoanibocond.. ]
(b yde) = Waniboend...)
)

U an(boenYonde] = Han[boee]ondey = 0

kde okruihle zatvorky znamenajd tplnt symetrizdciu (v definicii z (5.2.2) sa vpravo berud vSetky ¢leny s plusom).
Zmyslom i) - iii) je spoznat typické situdcie, v ktorych mozno niektoré (anti)symetrizécie vynechat (alebo
naopak aj formdlne pridat), lebo st uz automaticky zabezpetené inymi (anti)symetrizdciami; iv) hovori, ze
symetrizdcia vnitri antisymetrizacie (a naopak) ddva nulu.

Vidime, Ze tri zo Styroch ¢lenov vypadli. Po troche cviku takéto nulové éleny vidno na (priblizne) sto
honov, a teda ich netreba ani vypisovat a vysledok nésobenia sa pise prakticky hned. Ich vynulovanie mé na
svedomi velmi efektivny'® mechanizmus &.4.

13Kedze priestorocas (M, g) je §tvorrozmernou varietou; vSeobecne sa pouziva termin vielbeinové pole, teda v preklade
”mnohonoézkové pole”; repér v troch rozmeroch pripomina pri troche fantdzie (bez ktorej sa v matematike tazko dycha) trojnozku,
Cize dreibein a tetrdda je to isté, ako vierbein.

Pamitnici si iste spoment, Ze na spartakiddach ich bolo vidat v skladbach so $pecidlnym naéinim - s hranatymi a
okrihlymi zatvorkami.

15Najnovsie literarnovedné vyskumy jasne ukazuji, ze verse Jana Bottu ”iba raz spakrukou dokola zato&i, hned siedmim
lapajom stipkom stoja o¢i” netreba chépat doslova, ale si rafinovanym inotajom, vyjadrujicim jeho ohurenie likvidacnou silou
mechanizmu ¢&.4 (podobnost ”spakruky” a znaku A je zrejma). Pokracovanie ”len raz sa ¢incierom dokola zaZenie, uz po celom
dvore samé spustoSenie” zasa jasne symbolizuje ”vlastnost ¢.4” z tlohy (6.2.5) (len tazko sa v ¢inéieri nespoznd operétor d).
Pripomenme, ze v ¢asoch, ked Jan Botto publikoval Smrt Jénosikovu (1862, Lauffer et Stolp, Pest), by cenztira zastavila aktkolvek
otvorenejsiu zmienku o vonkajsich forméch, s typickym arogantnym zdovodnenim, Ze eSte neboli objavené. (Zrnko pravdy jej ale
priznajme. Prica (z roku 1844) ucitela gymnézia v dnesnom Stetine, Hermanna Grassmanna, dlho nevyvolala zaslizeny ohlas
(znechuteny Grassmann tuspesne presedlal na sanskrt) a jej myslienky vyuzil a rozvinul az Cartan.)



Vyratat ten isty vysledok komponentne a vyskidsat si, ze je to v porovnani s priamym postupom
nepraktické.

Névod: porovnanim so §tandardnymi (5.2.9) vyrazmi a = age?, § = %ﬁabea A eb uréit komponenty aq, SBab,
dosadit do (5.2.5) a z vyslednych komponent (a A 8)ase zrekonstruovat celok 3i(a A B)asce® A €” A € pocas
vypoctov sa (napriek ¢oraz tazsie odolateInému pokuseniu) vyhnif vykrikovaniu menej spisovnych (ale o to
vystiznejsich) slov

Takato Zs-graduovanost hrd klicovu tlohu vo fyzikou inspirovanej supermatematike (superpriestory,
superalgebry, supervariety, supersymetrie,'® ...) a na nej zalozenych supersymetrickych teériach pola. Vonkajsia
algebra AL*, interpretovana ako Zs-graduovany priestor, je jednoduchy priklad (asociativnej) superalgebry.

Zovseobecnené Kroneckerove symboly (p-delta symboly) hraji v aparédte foriem tlohu podobnu, ako
obyc¢ajny Kroneckerov delta symbol d7 pre vektory alebo kovektory. V tomto odseku si pre ne odvodime
niekolko uzitoénych technickych identit!” a ukazeme na ich sivis s inymi zndmymi objektami, ako napriklad s
Levi-Civitovym symbolom a s determinantom.

7 pohladu merania objemov je teda vo vzorci na vypocet objemu rovnobeznostena v L vola v jednom
parametri A\. Tento parameter mozno zafixovat predpisanim konkrétnej hodnoty objemu pre jeden vybrany
(nesinguldrny) rovnobeznosten. V (len) linedrnom priestore (bez metrického tenzora) su vsak vsetky (nede-
generované) rovnobeznosteny uUplne rovnocenné a teda niet rozumného dévodu preferovat niektory z nich na
zafixovanie konstanty A. Ina¢ povedané, nedd sa kanonicky zafixovat skdla objemov, vsetky formy objemu, a
teda aj vSetky na nich zalozené vzorce na vypocet objemu, st rovnocenné. D4 sa hovorit len o pomeroch objemov
ale nie o objemoch samotnych.'®

(Tu sme na nasej plavbe narazili na drobny vrcholok obrovského ladovca, ktorého objem nad vodou je v
tomto pripade podstatne mensi, ako ona casto citovana jedna desatina a ktorého vacsina, zial, v tomto texte pod
vodou aj zostane. Ide o tzky suvis diferencidlnej geometrie a topoldgie variet. Vidime, ze globalne topologické
vlastnosti variet moézu byt napriklad prekdzkou zavedenia istych geometrickych struktir (tu orientdcia, alebo
ekvivalentne (6.3.5) forma objemu). Podobné ”topologické podmienky” si kladu aj niektoré iné hviezdy geo-
metrického neba, napriklad spinorové polia alebo metricky tenzor s lorentzovskou signatirou (nedéd sa globélne
definovat napriklad na sfére S2 !). Mozno by si mohli trochu vstipit do svedomia a zobrat si priklad z takej
uzitoénej a zasluzilej velic¢iny, akou je ”obycajny” (kladne definitny) metricky tenzor, ktory sa bez zbyto¢nych
re¢i rdd nechd definovat na kazdej variete.)

Vidime, ze orientdcie pasika P’, ktoré sa indukuji z P kandlmi A = A’ resp. B = B’ si protirecia, a
teda na zjednoteni (celom Mobiovom liste) nemdme Ziadnu konzistentni globédlnu orientdciu. D4 sa dokézaf,

16Pre tiplnost uvddzame, Ze (podstatne frekventovanejsie) pojmy superkseft a superSpicovy-bombovy nie si odborné
terminy zo supermatematiky.

17 Citatelovi, ktorému zvykne byt z mnoZstva indexov nevolno, odpori¢ame pol hodiny pred stidiom tohoto odseku zapit
poharom vody pol tabletky Kinedrylu; ak to nepomdze, radsej ho necitat.

18 Masfvna reklama, ktord do nds denne busi zo vietkych stran, nés presvied¢a, ze bez platobnej karty, mobilného telefénu
a metrického tenzora sme v zivote Uplne strateni. Niektori z nas to vSak stéle citia ind¢. Napriklad John Lennon posobivo umelecky
pretlmocil svoje odvézne sny o Zivote v linedrnom priestore bez metrického tenzora (o si uz naozaj vieme len tazko predstavit) v
skladbe Imagine (Predstav si). V pdvodnej verzii sa tam spievalo

Imagine there’s no metric Predstav si, ze niet metriky
it isn’t hard to do nie je to nic¢ tazké

no way to measure angles nedaju sa merat uhly

no lengths of vectors, too... ani diiky vektorov...

Pravda, doba vtedy eSte na takéto odvdzne posolstvo nedozrela, cenzira (pochopitelne, izko prepojend na tenzorové lobby) ho
printtila text prepracovat a v obchodoch sa objavila vSeobecne zndma nevinnd verzia, v ktorej po metrickom tenzore nezostalo ani
stopy.



Ze tento problém je na Mobiovom liste neodstrdnitelns. Povie sa, ze ide o neorientovatelni varietu.'?

Uvedme eSte prepisy zo vzneSeného pisma hieroglyfov do demotického pisma Tudu pospolitého. Ten
pouziva oznacenia

wg < dQ=+/|g| d"x wy <> dS d¥; <> dS; < dS

v ktorych zapis Gaussovej vety vyzera
/(divV)dQ = / (divV) v/|g|d"x
D D

:?{ (V.l’l)dSE% V.dS = VidS;
aD oD aD

pricom krizok na integrdli znamend, Ze sa integruje cez uzavreti ”plochu” (hranicu?! oblasti D). Opift plati
(pozri pozndmku v tlohe (6.3.11)), ze df2 resp. dS nie s vSeobecne vonkajSou derivdciou nie¢oho, ide len o
konvenény zépis ("d” v nom suvisi s ”infinitezimalnostou” tychto ”elementov”).

Vznikne tak ”plnd trubica” U. Jej favou stenou je o, sprava ju ohrani¢uje @, (o) a zboku integrélne
krivky pola &, ktoré startuji z hranice do. Cielom je porovnaf integrdly nejakej formy a po pé6vodnom simplexe
a jeho koncovom obraze, t.j. porovnat integraly f@w(o) a a fa a. Kedze @ (o) aj o st castou hranice U,
oba skimané integraly sa objavia v zdpise Stokesovej vety pre formu a a oblast U. Okrem vytuzenych dvoch
integralov vsak Stokesova veta prihadzuje este dva ¢leny, jeden ”objemovy” integral po U a jeden ”plosny”
integral po "boku” hranice dU. Tieto integrédly treba vediet zratat. Podstatnd myslienka pre ich vypocet teraz
spo¢iva v tom, Ze uvazovand trubica (aj bok jej hranice) sa da poskladat z infinitezimdlnych odrezkov®? hribky
dt (poskladanie = fooo dt...). Stokesova veta teda déva rovnicu, v ktorej figuruji dva integrély, o ktoré ndm
ide, plus dva dalsie integraly, ktoré obsahuji procediru skladania kruzkov fooo dt.... Poslednym technickym
momentom je uvedomenie si faktu, ze odrezky si vlastne "mince” z tlohy (7.6.11), takze sa na ne da pouzit
”mincova interpretacia” operdcie vnitorného stucinu iy .

Overit, ze

i) ak su vsetky p-kocykly p-kohranicami (ZP = BP), takdto trieda bude (pre dané p) len jedna (trieda [0]).

11) ak existuje netrividlny p-kocyklus z (ktory nie je p-kohranicou), tak netrividlne su aj vSetky jeho (nenulové)
néasobky Az, pricom nasobky réznymi ¢islami st navzajom neekvivalentné.

Névod: i) ak z € ZP = BP, tak 2z = dw pre nejaké w € CP~!. Potom z = dw = 0 + dw = [2] = [0], a to?3 pre
kazdé z; 4i) z #d(...) = Az #d(...);ak M1z =Xz +d(...), tak (A — X))z =d(...) = z=4d(...), ¢o je
Spor.

19Vo vedeckych kruhoch sa vedi dlhodobé véasnivé spory, &i je neorientovatelnost variet vlastnost vrodens, vychovou
prakticky neovplyvnitelnd, alebo je dosledkom necitlivého pristupu v itlom veku (podfa niektorych uz v prenatdlnom, ked ju lepili
z trividlnych kiskov).

20 inedrny priestor mozno zadat vymenovanim prvkov bazy. Ak J je jablko a H je hruska, méZeme pomocou nich zaviest
dvojrozmerny linedrny priestor elementov tvaru v = v'J + v?H (jablko a hruska tvoria jeho bazu). V nasom priklade hore si
bazou simplexy.

21 Nie je to teda, ako sa to niekedy chybne uvddza, médna ozdoba znidma ako piercing.

22Podobne ako sa zvykne stangla saldmy (pre nas vegetaridnov mrkva) nakrajat na izomorfnt képku tenkych krizkov.

23Na tomto mieste by sa autor rdd podakoval Indom za vynajdenie nuly, ako aj vietkym ndrodom, jednotlivcom a firmam,
ktoré sa zaslazili o jej uvedenie aj na nas trh. V tomto dokaze prisla naozaj vhod.



Z hladiska geometrie ma mimoriadny vyznam $pecidlna trieda grip, ktorej sa hovori Lieove grupy. Ide
o objekty, v ktorych si bok po boku v sfastnej symbidze nazivaji ich dva rozne aspekty - algebraicky (sd to
grupy) a geometricky, resp. diferencidlno-topologicky (si to hladké variety). Tieto dve zlozky sa navzdjom
obmedzuji,?* ale (ako to uz v dobrom partnerstve chodf) aj nesmierne obohacuji - bohatstvo geometrie na
Lieovych grupdch ma svoj povod prave v existencii algebraickej Struktiury grupy.

Ak si vSeobecne nemaju v spolo¢nej domacnosti liezt neustale na nervy dve uplne rozdielne Struktury,
musia sa dohodnit na dodrziavani istych pravidiel hry - byt kompatibilné. Jedna zo Struktur je teraz hladkd
struktira na variete. T4 si konkrétne velmi potrpi na to, aby vSetky zobrazenia, s ktorymi prichddza do styku,
boli hladké.?® Jej poziadavka teda je, aby vsetky zobrazenia, ktoré domov donesie grupa, boli hladké.?8 Grupa
si svoj zivot nevie predstavit (a teda ich domov urcite donesie) bez zdkladnych t¢roch zobrazeni, poziadavka
hladkosti sa teda z definicie tyka prave ich troch.

Lieove grupy by mali byt uvddzané ako vzory vo v8etkych priru¢kich o ”umeni zit” - z hladiska difer-
encidlnej geometrie ziju naozaj naplno. Vyskytuje sa na nich niekolko kanonickych geometrickych objektov
a daju sa robit procedury, ktoré su Specifické len pre ne. Za celé toto bohatstvo vdac¢i Lieova grupa ako varieta
Lieovej grupe ako grupe, t.j. uz spominanej symbidze svojej algebraickej a diferencidlno-topologickej struktiry.
Mnoho z dalsich konstrukcii stavia na délezitom pojme (Tavo)invariantngch poli, s ktorym sa zozndmime v na-
sledujicom paragrafe.

Z 1lohy (11.2.1) vieme, ze Struktirne konstanty c¢, st vlastne koeficienty anholonémie lavoinvariant-
ného repérneho pola e, a teda nesi informéaciu nielen o objektoch v bode e, ale prinajmensom v jeho istom
okoli. Tavoinvariantné pole sa ale ”rozsiruje” zo svojej predpisanej hodnoty E, = e,(e) v e do bodov mimo
bodu e Tavou transldciou Ly, = m(yg, . ), ktord zase zévisi od kompozi¢ného zékona m : G x G — G na grupe
G (t.j. pre tie isté vektory E, dostaneme iné Tavoinvariantné polia a teda aj iné Struktirne konstanty, ak
zmenime kompoziény zdkon). Vidime teda, ze v struktirnych konstantéch (t.j. vlastne v Lieovej algebre G) je
v skoncentrovanej podobe ukryta zivotne dolezitd ”genetickd” informacia, informacia o kompozicnom zdkone na
grupe,®” aj ked sa formélne vyjadruji len cez objekty, ktoré zijii len v jej jedinom bode (jednotke e).

11.3.3 | Nech Lx je Tavoinvariantné vektorové pole na G, ktoré je generované vektorom X € G. Ukdzaf, ze
i) jeho integralna krivka v (t), ktord §tartuje z e, je jednoparametrické podgrupa

VXt +5) = B (s)  ¥(0) =e
ii) ak naopak v(t) je Tubovolna jednoparametricka podgrupa, tak je integralnou krivkou lavoinvariantného®®
pola Lx s X = Lx(e) = 4(0); jej cely priebeh je teda plne dany tym, kam a ako rychlo vyrazi z e v ¢ase 0, t.j.
svojim dotykovym vektorom 4(0) = X v pociatku e.

11.4.6 | Ozna¢me <1>th : G — G tok generovany lavoinvariantnym pofom Ly, @f" : G — @G tok generovany
pravoinvariantnym polom Rx. Ukdzat, ze plati

L R
(I)t X = Rexp tX q)t X = Lexp tX

24Napriklad uvidime (11.1.6), ze varieta, ktord sa chce stat Lieovou grupou, sa musi najprv sldvnostne zaviazat, ze bude
cely zivot paralelizovatelnd (existuje na nej globdlne repérne pole, t.j. n = dim M vSade nenulovych vektorovych poli, ktoré su v
kazdom bode linedrne nezédvislé) a zdaleka nie vSetky variety si ochotné takéto silné zavizky na seba brat. Napriklad na obycajnej
sfére S? neexistuje ani jedno véade nenulové vektorové pole, a teda sa na nej nedd zaviest struktira Lieovej grupy.

25V literatire sa cituje anamnéza Lieovej grupy (z etickych dévodov tu neuvddzame jej meno), ktorej sa po celom tele
vysypali vyrazky ”ako bobule hrozna”, ked prisla len na kritku chvilu do styku s "drsnym” zobrazenim triedy C2 (namiesto
hladu¢kych C°°, ktorymi bola cely zivot hyckand).

260 niektorych nirokoch grupy voéi variete sme uz hovorili v (10.1).

27Istou analégiou by mohol byt vztah medzi niektorymi potravinami (Lieova grupa) a ich verziami ” v prdsku” (jej Lieova
algebra); praskové formy si ”zjednoduSenou” verziou naozajstnych, pricom zachovdvaji podstatni (podla reklamy uplnu) cast
vlastnosti origindlu

28K kulodrov k ndm preniklo, Ze t4 istd krivka nenechdva ni¢ na ndhodu (“krivka nikdy nevie”) a systematicky sa
pripravuje na casy, ked sa vo vSetkych ucebniciach v krajine budu autori venovat hlavne pravoinvariantnym objektom - potajomky
a nikym nepozorovand si rozohrava svoju hru na druht stranu a uz teraz je zdroveri integralnou krivkou aj pravoinvariantného pola
Rx, o tom sa moze Tubovolny investigativny Zurnalista lahko presved¢it vypoc¢tom; menej investigativny nahliadne do (11.4.7).



resp.
(I)fx (9) = glexptX) = ge'* @fx (9) = (exptX)g = Xy

takze ak pojdeme z g pozdii lavoinvariantného pola Lx o t, dojdeme do ge!X; ak pozdfi pravoinvariantného
pola Ry, skonéime?® v e'Xg. Zobrazenie <I>tLX je teda pravou transldciou o prvok exptX, zatial ¢o q)fix je
lavou translaciou o (taky isty) prvok exptX. Povie sa, ze lavoinvariantné polia generuju pravé translicie a
pravoinvariantné polia generuju lavé translécie.

Nech f : G — H je homomorfizmus Lieovych grip. Ukazuje sa, ze potom automaticky vznika aj
homomorfizmus Lieovych algebier tychto grip. Hovori sa mu odvodeny homomorfizmus. Za¢neme jednoduchym
pozorovanim.30

Mnoho faktov o Lieovych grupach a ich Lieovych algebrdch sa da ziskat aj bez doteraz pouzivaného
geometrického apardtu (favoinvariantnych poli, ich integrélnych kriviek atd.). Tu skisime tento zjednoduseny
aparat ”"odvodit” z doterajsich vysledkov a dopracovat sa k praktickym a rychlym algoritmom,3! ktorymi si
potom presetrime konkrétne bezné Lieove grupy, spominané v paragrafe (10.1).

Nech G = sl(2,R). Ukdzat, ze

i) vieobecny element tejto Lieovej algebry ma tvar3?

Ako sme uz spominali na zaciatku odseku 10.1., grupy sa vzdy objavuju ako grupy transformaécii ¢ohosi,
teda cez svoje posobenie (akciu) na nejakej mnozine (zvyéajne s dodato¢nou Struktirou). Existuje teda predpis,
ktory kazdému grupovému prvku ¢ priradi transforméciu L, nejakej mnoziny M. Az cez toto posobenie da
o sebe abstraktnd grupa G vedief. Stidium teérie grip takto prirodzene zahffia®? okrem poznatkov o samotnych
grupach aj skimanie otazky, ako a kde moze dana grupa posobit.

Pridruzend reprezentdacia Ad grupy G a jej odvodend reprezentéicia ad Lieovej algebry G hraju velmi
vyznamnu ulohu v roznych aplikdciach. Ked sa nam pripletd pod nohy uz jubilejny sty krat, urcite zacneme
rozmyslat, preco sa vlastne v natolko réznorodych kontextoch objavuje préave tdto jedna reprezentdcia. Ddvod
by sme mohli vystopovat v tom, Ze je to vlastne jedind (vSeobecne netrividlna) reprezentdcia, ktord je k dispozicii
vZdy, lebo (ako o chvilu uvidime) grupa je z hladiska tejto reprezentdcie tiplne sebestaéné: nepotrebuje sa trapit
s hladanim reprezenta¢ného priestoru V', zoberie jednoducho priestor, ktory je na katastrdlnom urade odddvna
zapisany ako jej vlastnictvo, svoju vlastnu Lieovu algebru.

29 Ak hovorime ”déjdeme” & ”skonéime”, mame na mysli aspon ako-tak skdsenych turistov. Zagiatoénici nezriedka
podcenia uskalia, ktoré na nich na Lieovych grupédch striehnu, vyrazia si bezstarostne bez jedinej mapy (uz to je vdzny prehresok,
ved Lieova grupa je varietou!), zablidia a zamestnanci grupovej sluzby ich potom vycerpanych ndjdu dplne inde. Jeden takyto
turista dokonca skonéil na inej komponente sivislosti a dodnes nevie uspokojivo vysvetlit, ako sa tam dostal, kedze (vraj) cely cas
isiel po spojitej krivke.

30Toto pozorovanie robime vzdy pri slabom &ervenom svetle v dobre zatemnenej miestnosti. V literattre sa tiez odportica
pripravit si uz aspon den vopred kisok konopného motiza, zvicSovacie (alebo zmensovacie) sklicko, jednu diédu a trochu jelenieho
loja. Podla osobnych skisenosti autora tohoto textu sa vsak bez vymenovanych pomécok napokon vzdy podarilo akosi zaobist a
mohli sa rovnako uzito¢ne vyuzit pri niektorom z dalsich zaujimavych pozorovani.

31Vznik4 prirodzend a plne opravnend némietka, preco sme vlastne zacali ”zlozitym” geometrickym vykladom, ked je na
trhu ”jednoduchy” maticovy formalizmus. Na svoju obranu pred sldvnou sidnou stolicou uvddzame, ze 1. po desiatich kapitolach
sme sa s geometriou uz natolko spriatelili, Ze jej argumentom nerozumieme o ni¢ horsie, ako maticovému nésobeniu a 2. niektoré
veci sa z pozicif maticového fundamentalizmu nahliadnu naopak podstatne horsie, alebo sa ziskavajd len po velmi neekologickych
vypoctoch (= ktorym padne za obet papier z nejedného hektéra lesa).

32Upozoriujeme na drobnti pascu, do ktorej v tomto kontexte sa s oblubou chytaji najmé zaciatoénici-relativisti: ¢ vo
vyjadreni matice X nie je rychlost svetla vo vdkuu.

33Najmaé v tych polutovaniahodnych pripadoch, ked sa venujeme tejto oblasti uz od zagiatku s tmyslom ziskané vedomosti
kdesi aj pouzit.



Cely postup si je dobré krok po kroku v pokoji ujasnovat, lebo prdve uspornost celej konstrukcie, t.j.
fakt, Ze reprezentacny priestor V je tu totozny s objektom, ktory sa (v odvodenej reprezentacii) reprezentuje,
moze pri prilisnom zhone sposobif zméitok.3*

12.4.11 | Nech (p1,V1) a (p2, Va) st dve reprezentdcie (tej istej) grupy G. Overit, ze
i) predpisom?®

(1 ® p2)(9) = p1(g) @ p2(g)

(kde pravéa strana, t.j. operédtor struktiry A ® B, je v zmysle Dodatku Al) sa naozaj definuje reprezenticia G

Kazdé ekvivariantné zobrazenie A : (Vi,p1) — (Va,p2) ndm déva do ruk éarovny prutik na dosi-
ahnutie vytizeného sna celych generdcii alchymistov, ”zmenu veli¢iny typu p; na veli¢inu typu ps”. Staci
chvilu predstierat hlboké sistredenie, mrmlat si popod nos abraka-dabraka a (hlavne nezabudnit) popri tom
nendpadne®® priradit vektoru v; € V; vektor Av, =: vy € Va; pdsobenie g totiz potom déva

v = pi(g)vr = v = Avy = A(pi(g)vr) = pa(g)(Avy) = pa(g)ve

takze vplyv zobrazenia A sa da opisat ako strata korenov a uplnd asimildcia na nové kultirne prostredie
Vo: povodné obyvatelstvo z V; zaprie svoju pi-dni hrudu a do vSetkych dokladov si bez najmensich vycitiek
svedomia nechd na uradoch zapisat

Hruda : (Va, p2)

Moéze sa stat, ze dany G-priestor sa sklada z jedinej orbity; znamen4 to, ze Tubovolné dva body sa daju
spojit akciou grupy. Vtedy hovorime o tranzitivnej akcii a prislusny G-priestor sa vola homogénny priestor. O-
pa¢nym extrémom je pripad, ked sa nejaka orbita O, sklada len z jediného bodu x; vtedy hovorime o stabilnom
bode posobenia.?”

Tym sme dostali do rik nastroj na jednoduchu konstrukciu istej triedy homogénnych priestorov grupy
G - staci néjst jej podgrupy H. Nasa radost, uz teraz nemald, vSak prerastie do skuto¢ného nadsenia ked
zistime, Ze okrem tejto triedy uz vlastne (az na izomorfizmus) Ziadne iné homogénne priestory neexistuju, takze
touto konstrukciou sa vycerpavaji vlastne vietky3® homogénne priestory.

Zobrazeniu f moze chybat k izomorfizmu nanajvys neinjektivnost a nesurjektivnost; neinjektivnost
vylie¢ime faktorizaciou, nesurjektivnost ignorovanim ¢asti G, ktord nie je v obraze f; takto prelieceného pacienta
potom nazveme f a kypiaceho zdravim vypiSeme opéat ako praceschopného.

34 Ak mé divadlo len dvoch-troch hercov a hra hru, v ktorej je spolu sedemnést postdv, vidime na javisku stéle tie isté
tvdre v novych a novych tlohdch a ak chvilu neddvame pozor, stratime prehlad koho dany herec prdve teraz hré (v horsom pripade
ho stratia aj oni).

35Vsimnime si, Ze konstrukcia priameho stiétu reprezentacii p1 @ p2 sa dad velmi jednoducho ziskat (a pritom sa to v
literatiire na po¢udovanie nikde nespominal) z priameho si¢inu p1 ® p2 dobre zndmou operdciou ”otocenie ziarovky o uhol m/4”
(jej iterdcia sa zvykne pouzivat vtedy, ked sa ziarovka ® vypéli a treba ju vymenit).

36Slovo nendpadne treba osobitne zdéraznit; niekedy malé deti z prvych radov trik prekuknid a potom bez zdbran
skodoradostne vykrikuji ”hddd, pouzil ekvivariantné zobrazenie A : (p1, V1) — (p2, V2)!”

37Takyto bod x, ak existuje, si zaslizi nasu tctu: nech sa grupa akokolvek snaz{ vykyvat ho zo svojho miesta (a méd na
to prostriedkov dost: pusta nai vsetky svoje g € G), vietko mérne, bod z zostdva neochvejne stétf so vztycenou hlavou stéle na
tom istom mieste, na ktorom stoji od nepaméti (dokonca vraj uz od ¢ias, ked Tudstvo o matematike este ani nechyrovalo).

38Vritane homogénnych priestorov, ktoré kedykolvek v budiicnosti dovezi (s ciefom preskiimat ich v laboratéridch pod
mikroskopom) akékolvek misie z inych planét, ”slne¢nych” sistav ¢i dokonca inych galaxii. Sila nasej utlej pozemskej matematiky
niekedy skuto¢ne vyraza dych.
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13.2.13 | Overit, ze homomorfizmy vlavo ddvaju izomorfizmy vpravo:3?

GL(n,R) — GL(1,R) A det A

= GL(n,R)/SL(n,R) = GL(1,R)
GL(1,C) — GL(1,R) z |z

= GL(1,C)/U(1) = GL+(1,R)
GL(1,C) — GL(1,C) z 22

= GL(1,C)/Zy = GL(1,C)

SU(n) x U(1) = U(n) (A, e") s e A
= SU(n) x U(1)/Zy, = U(n)
GL{(L,R) = (R, +) z—Inx
= GLi(1L,R) = (R, +)

Z tlohy (13.3.1) vieme, ze reprezentdcie "nakrytej” grupy automaticky ”si” aj reprezenticiami nakryva-
jucej grupy, ale naopak to vseobecne neplati. Na zmékcenie dusevnej traumy, ktord sposobuje tento nemily
vysledok nakrytym?® grupam G, zaviedla modernd psychohygiena pojem viacznacénej reprezentdcie. O ¢o v nej
ide?

Ako sa uz spominalo v nédvode k (13.3.1), opaénému priradeniu p — p bréni to, ze f sa vSeobecne
neda obratit, lebo je neinjektivne a vSeobecne neexistuje ani kanonicky vyber jedného zo vzorov. Ked neex-
istuje preferovany vyber jedného, bude spravodlivé, ked zoberieme vsetky vzory. (Druhy spravodlivy vyber je
neakceptovat Ziaden vzor a zaujat konzervativne stanovisko, ze nemdme ziadnu reprezentéciu a basta).

e  Touto konstrukciou doslo k avizovanej (pred 13.4.11)) kombindcii dvoch linii zovSeobecnenia reprezentécie
na F(M): prisli sme k 7 (M,V), ¢ize od funkcii sme presli k tenzorovym poliam a zdroveir od hodnét v R
k hodnotam vo V.

Uvedme si dva jednoduché priklady objektov uvazovaného typu. Uvidime z nich, ze tenzorové polia
typu p zdaleka nie si takou zriedkavou kvetenou, ako by sme si to o nich mohli na prvy pohlad mysliet. Naopak,
su ich plné liky, len sme si zatial ich pritomnost (a krdsnu vornu) v tomto upondhlanom svete nestihli viimnit.

Este v tlohe (2.3.7), teda v ¢asoch, ked sme boli na préridch diferencidlnej geometrie naozajstnymi

greenhornmi,*'sme zistili, ze Hamiltonove rovnice
.. OH . 0H .
e = — a = g e n
q e Pa dga

sa daju interpretovat ako rovnice pre integralne krivky istého vektorového pola na R?"[¢%, p,], konkrétne pola

_OH 0 9H 9
~ Opa 0g° g Opa

CH

39Posledny izomorfizmus (dany logaritmom) je jadrom fungovania logaritmického pravitka, kedysi neodmyslitelnej vybavy
kazdého spravneho inziniera. Suc¢in prerdba na sicet, ktory sa realizuje mechanicky. Pravitka zalozené na ostatnych izomorfizmoch
si vSak u nds, zial, svojho vyrobcu zatial nenasgli. Opat zrejme cakdme, kym nas predbehni Japonci.

40Grupy G podla (13.3.1) ochotne a nezistne poskytuji vietky svoje reprezenticie svojim nakryvajicim grupdm G; ¢asto
sa v8ak reciprocity nedockaji

41Karl May: Winnetou, 1.kapitola: Greenhorn. V apokryfickom vydani diela vraj okrem standardnych bodov definicie
tohoto kIicového pojmu (... pokladd myvala za opossum a len trochu pekni mulatku za kvadronku ...) moézeme néjst aj vetu ” pletie
si bivektory s 2-formami a o stvise Hamiltonovych rovnic a symplektickej geometrie vie tolko, ako o obsahu katiénov v mineralnych
pramenoch Vihorlatu”. V kanonickom vydani chyba.
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Definujme vyrazy (Poincarého-Cartanove integrdlne invarianty)

I* = I*[D] ::/w/\--~/\w
~———
D k kusov

Dokézat, 7e si zaslizia svoj nazov; konkrétne?? dokézat, ze plati

1¥1@4(D)] = I*[D]

V pripade zrychlenia si vektor v(t+€) treba posunit z bodu r(t +¢) spat do bodu r(t) (tak dostaneme
v (t)) a az ten moézeme porovnavat s vektorom v(t). Je to teda presne trik z (15.1.1), kde tilohu izomorfizmu B

hra prislugné posunutie. Vsetko je tu také jasné, az sme v rozpakoch, preco by sa z toho mala "robit veda”.*3

Predstavme si, ze sa naplnil smely technokraticky idedl - na Zemi najprv buldozérmi vyrovnali vSetky
nerovnosti (boli nepraktické a neestetické) a potom ju celd pokryli ihladnym asfaltom. Ak po takomto povrchu
rozkotilame gulu,** musi sa podla zdkonov mechaniky giilaf rovnomerne a priamociaro. Jedin sila v hre je
totiz gravitacna sila, ktorda smeruje vSade kolmo dolu. T4 ju ntti zostat na dvojrozmernom povrchu Zeme
(neumoznuje jej odletiet do vesmiru "naozaj” rovno); na to si gula po ¢ase zvykne a nepocituje to uz ako nejaké
obmedzenie.*® Ako svoj (do)zivotny priestor, vnima pragmaticky sféru S? a nestard sa o to, ¢i je tato sféra
podmnozinou ¢ohosi vacsieho, alebo nie. KedZe projekcia gravitacnej sily do roviny, ktord sa dotyka sféry v
danom bode, je vzdy nulové, gula mé pocit,*® ze na fiu nepdsobi Ziadna sila, takze nema dévod menif svoju
rychlost (velkost ani smer) a preto pojde s nulovym zrychlenfm stale rovno. Vysledkom vsak z pohladu E® nie
je beznd rovna éiara, ale kruznica (s maximéalnym polomerom), obopinajtica celi Zem.*”

Pojem linedrnej konexie je vo fyzike velmi dolezity, aj ked jej pritomnost je vacsinou skrytd a nefiguruje
v apardte explicitne (zrychlenie v elementdrnej mechanike). Si vsak oblasti, ako napriklad vSeobecnd tedria
relativity, kde sa svojho zviditelnenia konexia néstojéivo dozadovala a OZLK*® statoénym postojom v tripartite
presadil, ze sa vSeobecne uznava ako jadro jej matematického aparatu. Napokon dalekosiahle zovseobecnenie
linedrnej konexie, s ktorym sa blizsie zoznamime v 20.kapitole, je zdkladom formalizmu modernych kalibra¢nych
tedrif pola.

Tato vyznamnd linedrna konexia na riemannovskej variete sa zvykne volat Riemannova konezxia alebo
tiez Levi-Civitova koneria; skratene ju preto budeme oznaéovat RLC-konexia*®

Pozrime sa eSte na niektoré praktické manipulacie so siradnicovymi vyrazmi obsahujicimi kovariantné
derivécie.?”

15.4.17 | Z Bratislavy sa zacala stavat dialnica do Zapadnej Eurépy. Rozhodlo sa, ze jej zaciatok pdjde presne
smerom na zapad a Ze dalej pojde stdle rovno (t.j. bude geodetikou). Nedopatrenim kompetentnych tiradnikov!
sa zacala stavat eSte jedna dialnica, ktorej zaciatok bol rovnaky, ale ktord pre zmenu smerovala vZdy smerom

42Dodkaz casti ndzvu ”Poincarého-Cartanove” overif ”v kniznici na rebriku” (Lasica & Satinsky), ”integralne” vidno z
definicie. Tu sa sustredime preto len na slovo ”invariantny”, a to v zmysle invariantny voci toku ®¢

43Matematickej fyzike sa niekedy vytyka, Ze z ”jednoduchych” veci (zbytoéne) ”robi vedu”. Vseobecnd zhoda panuje v
tom, ze tato vycitka je v p percentach konkrétnych pripadov naozaj opravnend, trochu mensia zhoda je v numerickej hodnote ¢isla
p, ktora kolise od p = 0 po p = 100.

44 A zabezpeéime nulovy odpor vzduchu a par podobnych technickych detailov.

458kromn4 informécia od jednej takej gule, ktora si z osobnych dévodov nepriala byt menovana.

461ibid.

47Na tom je zalozend zaujimavé, a pritom prekvapujico mélo rozsirend hra, sférické kolky, pri ktorej hraci zhadzuji
figirky zdsahom od chrbta gulou, ktoré obide celd Zem.

480dborovy zviz linedrnych konexii.

49 Akt tilohu hré v analyze RLC-obvodov v elektronike, zostava stale zahalené riskom tajomstva.

501de o pokracovanie cvikov indexovej gymnastiky z (2.4.14), (5.2.6), umoznené pridanim dalsieho nicinia, bodkociarky.

51Dochadza k nemu naozaj len velmi zriedka.
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na zapad (t.j. po rovnobezke). Zistit, akd je (priblizne) vzdialenost tychto dialnic od seba po 1 km, 10 km a
100 km od svojho zaciatku.

15.6.12 | Riesit sistavu (15.6.10) pre (T2, g) = dvojrozmerny torus s metrikou indukovanou z vlozenia do E3
(3.2.2). Vyrétat jeho Gaussovu krivost, Ricciho tenzor a skaldrnu krivost a overit, ze®?

_ sin 1) _ sin
Rabed = 4o s ) e Rav = pra F osme) O
2siny
=— =2K
k() b(a + bsiny) (@)

Skalarna krivost teda uz nie je konstantna ale zavisi od sturadnice 1; $pecidlne je nulovd na dvoch kruzniciach,
v ktorych sa torus dotyka krajcov chleba, medzi ktoré si ho balime na desiatu, kladnd na jeho casti, ktoru
spomedzi chlebov vidime a zadporna na casti, ktortd nevidime.

S pojmom (tenzora) torzie sme sa zozndmili v paragrafe o RLC-konexii (15.3.3), kde sa ukdzalo, ze
.. . .7 . . . . o ) , .
poziadavka nulovosti torzie ddva spolu s metri¢nostou jednoznaéni konexiu (RLC). A kedze prave tato konexia,
v ktorej torzia podla definicie vela vody nenamiti, je najbeznejSou linedrnou konexiou, s ktorou sa obycajny
smrtelnik v Zivote stretdva, zostdva torzia viésinou tplne v tieni svojej ovela populdrnejsej sestry, krivosti.??
Preto jej urcite padne dobre, ked na fiu celkom nezabudneme a vS§imneme si, v akej geometrickej situacii sa ma
Sancu prejavit. Ukazuje sa, ze nenulova torzia sa prejavi tym, ze sa ”neuzatvara geodeticky rovnobeznik”.

Uvazujme ako varietu dvojrozmerni sféru S? bez severného a juzného pélu, s beznym ”okriihlym”
metrickym tenzorom. Ak je také velka, ako povrch zemegule, Tahko sa ndm moze stat, Zze si ani nev§imneme,
ze ide o sféru (aj Tudstvu to chvilu trvalo) a budeme zit v predstave, ze chodime po euklidovskej rovine. V tom
pripade je celkom prirodzené robit paralelny prenos vektorov takto: Po prvé, zmeriame dizku vektora, ktory
chceme preniest a zabezpecéime jeho rovnaki dizku aj po preneseni. Tym ostane otvorenou uz iba otazka jeho
smeru. Ten vybavime tak, ze zmeriame jeho azimut (uhol od smeru na sever, pomocou kompasu; na péloch by
to nefungovalo, preto sa z variety prezieravo vopred odstrdnili) a na novom mieste nastavime rovnaky azimut.
Ak verfme, Ze chodime po euklidovskej rovine, tak mame ¢isté svedomie,®® Ze sme takto urobili vietko pre
paralelny prenos vektora v tom najobycajnejSom intuitivnom zmysle.>?

Standardny aparét, ktory sa rozvija v kurzoch $peciélnej teérie relativity, je matematika stvorvektorov
a Stvortenzorov v Minkowského priestore. Dosahuje sa nim explicitnd lorentzovska kovariantnost vsetkych
rovnic. Ukazuje sa napriklad, ze elektrické a magnetické polia sa Stvorrozmerne javia ako ¢asti spolo¢ného
objektu, tenzora elektromagnetického pola s komponentami F),,. Tento tenzor vSak nie je ”vSeobecny”, ale
antisymetricky

Fn=-F,

To je pre nas uz jasny signdl, aby sme v rozmyslani o nom prepli hlavu na méd diferencidglnych foriem. A ak si
pripadne spomenieme aj na Stvorrozmerny zapis Maxwellovych rovnic v tvare

F, = g Fipa) =0

tak nase sktisené oko®® uz nezavdha a hlasi, ze na lavych strandch rovnic spozndva zlozkovy tvar kodiferencidlu a
diferencidlu dva-formy F. Zakladné rovnice elektromagnetizmu sa teda zapisuji pomocou zakladnych objektov
a operacii teérie diferencialnych foriem.

52 Ak sa chystdte pismenkdm a,b v menovateloch prisudzovat hodnoty indexov a,b na tenzoroch, signalizuje to lahki
prepracovanost a odporicame par minuit relaxa¢nych cviceni na cerstvom vzduchu.

53 Ako zistili vedci pod mikroskopom, tento astronomicky tikaz poznali uz starif Mayovia a hovorili mu ”zatmenie torzie”
(krivostou). Zarover vedeli s obdivuhodnou presnostou pocitat, kedy nastane (vyslo im, Ze nastdva vzdy).

54Prinajmensom (v terminolégii K.Plihala) "ako podlaha po plese v Ndrodnom dome”.

55Ureite by sa takto dali dosiahnut slusné vysledky napriklad pri stavbe rovnobeznych ulic a paneldkov na sidlisku; v
ramci ndcviku mozno zacat aspon s kreslenim rovnobeznych vektorov v zosite.

56U pravakov Iavé, u lavékov pravé; ide o zndme krizenie nervovych drah.



Pozrime sa napokon na posledné dva potrebné operatory, kodiferencial § a Laplaceov-deRhamov ope-
rator A. Kedze si poskladané z operatorov, ktoré sme uz vybavili, treba na ne uz len dat doterajsie vysledky
dokopy. Ako je standardne zauzivané, budeme Laplaceov-deRhamov operdtor v pripade E'? oznacovat O
namiesto A (pravda, treba mat na paméti, ze tento operdtor posobi véeobecne na formy, nielen na funkcie; na
funkcidch sa mu hovori aj d’Alembertov operdtor alebo vinovyj operdtor).5”

V tomto kontexte bude dobré zaviest ¢asto pouzivany termin variacnej derivdcie G¢inku podla svojho
argumentu (ktorého je funkciondlom; moéze ich byt aj viac, potom existuje pre kazdy z nich). Tento pojem m4
pre funkciondly analogicky zmysel, ako obycajnd derivicia pre funkcie (pripadne parcidlna derivicia funkcie,
ak je argumentov viac), t.j. informuje nds o citlivosti funkciondlu na drobné zmeny argumentu.®® Napriklad
vysledok®®

S[A + ea] = S[A] — (0F + j,ea) +--- = S[A] — e/a“(§F+j),td4:17
D
sa prepise ako
0S[A]

SAK(z) —(0F + j)u(z)

Je uz verejnym tajomstvom, ze honorére, ktoré dostavaju pismend za svoje vystipenia v matematike a
fyzike su skutocne zalostné. Necudujme sa preto, ze mnohé si privyrabaju tak, ze podpisuju pracovné zmluvy
na viacero uloh (= viacero platov). Neodradia ich ani trépne scény, ked sa stretni v dvoch dlohédch v jednej
rovnici. Zistit, na ktorom mieste je tu § v lohe varidcie a kde je®® v tlohe kodiferencidlu.

i) tento novy cinok stéle zostava reparametrizaéne invariantny: f sa totiz pri reparametrizacii trans-
formugje podla predpisu
dr
7 = A= —
T 7 (1) BB o
Névod: i) ak g = B(7)dT ® B(1)dT = e! ® e, tak wy, = el a ((g, f*h)y +1/2)w, sa redukuje na 1/2(hapy29° /B +
B)dr; ii) "funkcia” B(7) je podla svojho zavedenia zlozkou I1-formyS! e! voci siradnicovej baze dr, odkial

jednoznacne vyplyva, ako sa transformuje pri zdmene tejto stradnice (tak, ze plat{ Sdr E gldr")

Pripad dvojrozmernej variety M (dvojrozmernych ploch v (N, h)) je zaujimavy hlavne pre dve skupiny
civilného obyvatelstva.

Prvou st malé deti, ktoré st vo vani otarené mydlovymi bublinami. Povrchové napétie nuti bubliny
zaujat tvar s minimalnou plochou pri danych dodatoénych podmienkach; tieto podmienky mozu byt realizované
napriklad drotenym rdmcekom, na ktorom mé okraj bubliny drzat alebo tlakom vzduchu, ktory je v nich
uzavrety (ak na nidom nedrzia a lahucko poletuji v tvare S? vo vzduchu). Niektoré deti zostand pri tejto
téme aj v dospelosti, pisu o nej zlozité ¢lanky a (zlozité) monografie, v ktorych nevdhaji vytiahnut proti
(zlozitym) problémom tedrie bublin fazki artilériu diferencidlnej geometrie a algebraickej topoldgie. Iné deti
v dospelosti spojito predifunduji od ocarenia bublinami k ocareniu tedriou strin; ta si zaumienila vysvetlit
z minima prvotnych principov celi fyziku vo vesmire. Ulohu svetociary y*(7) bodovej Castice v nej prebrala
dvojrozmernd svetoplocha y®(t,0) struny. Ak sa chce ¢itatel dozvediet o strundch viac, méze si o nich pre
zacCiatok (najlepsie este dnes!) precitat niekolko tisic ¢ldnkov, ktoré naiho trpezlivo ¢akaji v preprintovej
kniznici na adrese http://arxiv.org/ .

57Tudia, ktori kedysi zaviedli toto oznagenie, nevynikali zrejme mimoriadnou predvidavostou; vébec ich nenapadlo, ze
rovnakym symbolom sa raz bude v tomto texte oznacovat koniec tlohy.

58Ty sme sa uz dostali do rige, kde pevnou rukou vlddne dalsia rozsiahla matematicka disciplina, funkciondlna analjza.
N4s pristup je tu z jej pohladu len ”formdlny”, vyuzivajici nau¢ent geometricki masinériu. (To je ale v beznej teoretickej fyzike
standardné a zd4 sa, ze ”Prirode” je tento pristup celkom sympaticky.)

59Vo fyzikalnych knihdch sa &len ea zapisuje ¢asto ako §A (prirastok = varidcia A), ¢ize S[A+8A] = S[A]— [, SA*(SF +
Judiz.

60Vsimnime si, ze ide dokonca o maloleti §-u; zjavne to uz doslo tak daleko, Ze hoci sa dospeld A rozhodne tiez nenudi
a oznacuje vSetko mozné, rodinu neuzivi.

61Vzhladom na vieobecnt definiciu e® = ef,dzt sa B zvykne tiez volat vielbeinovym polom (el = el(r)dr = Bdr), aj ked
obhajobu slova viel (vela) v tomto (jednorozmernom) pripade by asi povazoval za tazko zarobené peniaze aj skiseny advokét.



Variety TM a T*M, s ktorymi sme sa zoznamili v tomto paragrafe, si ¢astou (totdlnymi priestormi)
struktir, ktorym sa hovori dotykovd fibrdcia a kodotykovd fibrdcia. Dévod tychto pomenovani®? sa stane tplne

jasnym v nasledujicom paragrafe (pozri (17.2.5)), kde sa pozrieme, ¢o je to fibracia vSeobecne.

Nézov vertikdlna distribiicia je pochopitelny z konvencii okolo kreslenia obrdzkov typu (19.1.3): vldkna
sa zvyknu kreslit zvislo, ¢ize vertikdlne. Preco sa distribuicia dand konexiou vold horizontdlna? Ak by sme robili
verejny prieskum, ako sa laicky chape pojem horizontdlny, pravdepodobne by sme sa dozvedeli to isté, ako
hovori slovnik cudzich slov:®® ”horizontalny = vodorovny (opak vertikdlneho)”. Pritom vieme, 7ze vodorovny
smer je kolmy na zvisly. V nasom kontexte by to znamenalo, ze by bol horizontalny podpriestor definovany
ako ortogondlny doplnok k vertikdlnemu. Tak to vSak nebolo (19.4.3), v definicii Hor LM nefiguroval ziaden
metricky tenzor na LM, len forma konexie w. Napriek tomu tu intuitivna predstava o horizontalite nemusi
stracat svoj zvycajny vyznam, ak ju vSak budeme chdpaft trochu volnejsie. Typicky horizont v slusnej prirode sa
javi ako ¢iara, ktord moze byt vseobecne aj zvlnend (teda nie nevyhnutne vodorovnd, nie sme vsetci ndmornici),
ale spravidla nie je zvisla (¢ize vertikdlna).%* Dotyénica k horizontu a zvislica tak tvoria dva nezavislé smery,
z ktorych sa uz dd skombinovat fubovolny iny smer. D4 sa to povedat aj tak, Ze horizontalny smer tvori doplnok
k vertikalnemu, avsak nie nevyhnutne ortogondlny.

Navod: — : existuje globalna trivializacia v : P — M x G; rez je napriklad o : m + ¢ ~1(m,e); < :
ak existuje rez o, v kazdom vldkne dostdvame vyznamny bod® (o(m) nad m). Vsetky ostatné body vo vldkne
mozeme vztahovat voci tomuto o(m): si dané jednoznaénym grupovym prvkom g takym, ze p = Rgyo(m) =
o(m)g; globélna trivializdcia je napriklad p — (m = w(p), g)

Této 1-forma je tplne nezdvisld na konexii, zije si na LM pokojne aj bez nej.%¢ Ked vsak nejaki
konexiu mame, dostavame na LM dalsi kanonicky objekt, horizontalnu 2-formu © = D6.

Pripomenme si, ze v (5.3.4) sme dostali vonkajgiu algebru AL* faktorizdciou ”¢isto kovariantnej” ten-
zorovej algebry podla vhodného idedlu I. Pri konstrukeii algebry C(L,g) moZeme postupovat rovnako, len
(v tej istej pociatoénej algebre) trochu zmenime ideél, podla ktorého budeme faktorizovat.6?

Ak uz pracujeme len s vyslednou faktoralgebrou®®

C(L,g) :=Ty(L)/J Cliffordova algebra

tak zdtvorky oznacujice triedy ekvivalencie nepiSeme a ostane klticové reldcia pre (bilinedrny a asociativny)
Cliffordov sucin
eaeb =+ ebea — anb

62Termin ”kodotykové fibricia” je tiez vystupom grantu, spominaného v pozndmke pod &iarou v paragrafe (2.5); podiel
latinskej strany je tu trochu v&acsi.

63M.Ivanova-Salingové, Z.Manikové: Slovnik cudzich slov, SPN Bratislava 1983

64Toto neplati napriklad pre pozorovatela stojaceho v strede sidliska: jeho horizont (moéze byt v niektorych smeroch az
neprijemne blizko, na paneldku par metrov od neho) ¢asto obsahuje dlho¢izné zvislé ¢iary (bo¢né mury paneldkov). To vSak nie je
slusnd priroda.

65Uz tusime, Ze sme vyhrali: Archimedes (by) pohol Zemou, len ¢o (by) mu dali pevny bod, my (naozaj) pohneme
dokazom, lebo (naozaj) mame vyznamny bod

66 A 7zila si tam uz v ¢asoch, ked konexia nebola este ani na rysovacich doskdch evolicie. (St zndme nilezy niektorych
jej komponent uz z prvohér. Z mladsich spomefime napriklad velmi zachovaly travertinovy odliatok 2 z Ganoviec pri Poprade &i
sldvnu dolnt polovicku z 03 E3 z Barce pri Kosiciach). Mimochodom podla niektorych autorov sa konexia vyvinula z dinosaurov,
nam sa vSak tdto hypotéza zda (pri vietkej tcte) natolko absurdnd, Ze mdze byt vhodna tak akurat ako ndmet na pozndmku pod
Ciarou.

67Zmena idedlov je Gastym sprievodnym znakom &asového vyvoja osobnosti. Aj my sme sa uz od piatej kapitoly trochu
vyvinuli a miernu zmenu idedlov by ndm okolie nemalo zazlievat.

68 A ignorujeme jej tazké detstvo, poznadené faktoriziciou povodnej algebry T(')(L).
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22.1.8 | Overit,% Ze vietky realne Cliffordove algebry sumarizuje nasledujica struéné tabulka (v hornom riadku
su ¢isla (p—¢q) mod 8, v dolnom zodpovedajice Cliffordove algebry C(p, q)), ktord zovseobectiuje tabulku z tlo-
hy (22.1.7):

0 1 2 3 4 5 6 7

R(2Y)  REHeRE) REH  c@h)  HETYH  HETHeHESTH O HETYH) O @)
Néavod: i) u — ¢, je reprezentdcia ortogonalnymi operdtormi; aj priamo: uluQe“uglufl = (A;l)gulebufl =
.; ii) geometricky folklér hovori,® 7e kaZdd rotcia (ortogonilna transformécia s determinantom +1) sa d4
realizovat ako parny pocet zrkadleni; neparny pocet zrkadleni potom vedie na zloZenie rotécie a zrkadlenia,
prvok z O(p, q), ktory nie je v SO(p, q)

Ak teda mame (pseudo)riemannovski varietu (M, g) signatiry (p, q), tak spinovd fibrdcia™

T:SM — M

je v terminolégii (20.5) (podla definicie) také predizenie fibracie (pravotocivych) ortonormovanych repérov
7 : OM — M, ze jeho struktirna grupa je Spin (p,q) a potrebny homomorfizmus ¢ : Spin (p,q) — SO(p,q)
je dvojlistové nakrytie spominané v (22.2). Tejto fibracii sa niekedy hovori aj spinovd $truktira na M.
Podobne, ako to bolo pri ohrani¢eni, ani prediienie fibracie nemusi vzdy existovat; mézu mu branif topo-
logické ”prekézky”. Specidlne spinové struktira nemusi existovat pre kazdi (pseudo)riemannovski varietu. Tu
sa nebudeme zaoberat problémom, kedy existuje a kedy nie;”? budeme jednoducho predpokladat, ze na nasej
variete (M, g) existuje.

Névod: 4) predstavme si v E? fixni (referenénii) pravotocivii ortonormovant bazu E,,a = 1,2,3. Ak
na fiu aplikujeme A € SO(3) vztahom e, := A’E},, dostaneme opif (pravi) ortonormovani bézu a mame
zjavnt bijekciu A «+ e medzi SO(3) a mnoZinou vsetkych pravych ortonormovanych bdz v E®. Tito mnozinu
béaz ale Tahko stotoznime aj s totdlnym priestorom fibracie pravych ortonormovanych repérov sféry S2: koniec
vektora ez bude zodpovedat bodu s na S? a zvy$nd dvojica (e, es) bude (po posunuti do tohoto bodu s na
sfére) slizit ako pravy ortonormovany repér v s € S2. Presne opaénym postupom priradime kazdému pravému
ortonormovanému repéru (e, ez) v s na S? prvok A € SO(3). Vo vldkne nad e3 = s posobi SO(2) ako grupa
takych B € SO(3), ktoré nemenia e3 (stabilizator bodu eg akcie e, + Bley, t.j. A~ AB). ii) pozrime sa, ¢o
sa deje napriklad nad severnym pélom;” zodpovedaji mu matice A € SO(3) také, ze e3 = E3, t.j. (13.1.11)
A = diag (4,1) = exp{a I3}, A € SO(2),l3 € s0(3) (tvoria vldkno nad severnym pélom sféry S? vo fibrécii
pravych ortonormovanych repérov).

e  Stiahnuté 1-formy
d}ab = 5'*&},11,

uz ziju v oblasti Y C M, kde je definovany rez &, a teda aj jemu prislusné ortonormované repérne pole. Tieto
formy predstieraju, ze sa vidime prvykrat. NetdspeSne. Akosi sa ndm to nezda a preto nazrieme do starostlivo
vedeného dennicka. Ten ndm naozaj pripomenie, ze sme do ich hlbokych antisymetrickych oc¢i dlho hladeli uz

69Pocas dlhych zimnych vegerov, ked st uz varesky vystrihané, véetko nicinie na jarné prace na poli opravené, dobytok
nakfmeny a karty namastené.

70Kto ho nepo¢ul v podani Liénice ani STuku a cheel by si ho sdm v kiitiku tisko zan6tit, nech si nakresli v rovine dve
priamky, ktoré sa pretinaju pod uhlom v a vyskuSa si, ze zlozenie zrkadleni voci tymto dvom priamkam déva to isté, ako rotécia o
uhol 2¢ okolo bodu, v ktorom sa pretinaji. Na trochu smelsi spev v troch rozmeroch treba namiesto dvoch priamok dve roviny a
na v8eobecné plnohodnotné predstavenie bude asi najlepsia td Lué¢nica ¢i STuk.

71Cast antropolégov sa domnieva, ze predkovia dnednych Fudi zili kedysi v totdlnom priestore nejakej hlavnej fibrécie
nad priestoroasom (a najviac sa hovori préve o spinovej fibrédcii) a vyvoj Iudského druhu obsahoval fazu, v ktorej sa ”spustil po
projekeii 7 do samotného priestorocasu. Jeden z kIi¢ovych argumentov v prospech tejto (zatial len) hypotézy dala svetovej vede
slovenskd etymologicka skola odvaznym vykladom dnes ¢asto pouzivaného zvratu "kedysi za totdca ...”

72Pre pripad, Ze by sme sa chceli nongalantne zapojit do odborného rozhovoru na tiito tému na nejakom vecierku, oplati
sa zapamaétat si, ze zavedeniu spinovej struktiury brani ”druhd Stiefelova-Whitneyho trieda”. Hned po tomto vyroku sa vsak radsej
odporucame rychlo vytratit, napriklad pod zamienkou, ze si ideme dat este trochu toho vyborného kaviaru.

73Iné zaujimavé tkazy, ktoré sa daji pozorovat nad severnym pélom (Specidlne pri jeho prekracovani), mozno vidiet
v podani Divadla Jary Cimrmana v hre Dobyti severniho pélu.



16

na jednom nezabudnutelnom veéierku v 15. kapitole a o par strdn dalej naim pomoze vybavit si v spomienkach
aj neskorsie stretnutie s nimi na koncerte neandertalskej hudby v 19. kapitole.

Vsimnime si, ze posledné vyjadrenie (ktoré obsahuje koeficienty anholonémie cf.(z)) vlastne nepotre-
buje ziadne objekty, ktoré explicitne charakterizuji konexiu; staci jednoducho vyratat vzajomné komutatory
repérneho pola (¢o je z technickej stranky jednoduchd doméca tloha z(o staby) kvantovej mechaniky).™ Vy-
hneme sa teda napriklad pocitaniu foriem konexie @gp z Cartanovych struktirnych rovnic, alebo (dokonca)
Ricciho koeficientov rotécie z komplikovaného vzorca yqpe = elep, el (15.6.20), ktorym sa s oblubou v lit-
eratire zvySuje posvitnd tdcta pred touto témou (treba pocitat vsetky bodkociarky, na ktoré potrebujeme
Christoffelove symboly zo vzorca 2I'% = g"?(gpv.o + ... ) atd., atd.

V tychto dodatkoch si stru¢ne zhrnieme elementarne fakty o algebraickych struktirach, ktoré sa v tex-
te najviac pouzivaji. Spravidla sa obmedzime na veci, kde hrozi aspon aké-také riziko, ze sa s nimi Citatel
este nestretol alebo v nich nem4 celkom jasno.” Pochybnosti o korektnosti ktorejkolvek definicie, &i platnosti
ktoréhokolvek tvrdenia, rozptyli samostatne a s chutou vykonany dokaz (vécsinou je velmi jednoduchy).

Podpriestor B < A je podalgebra, ak je uzavrety (aj) voci ndsobeniu a podalgebra 7 je idedl (Iavy, pravy,
obojstranny), ak ndsobenie Tubovolného prvku a € A prvkom i € Z (zlava, sprava, aj aj) vedie na vysledok uz
v Z (t.j. napr. pre lavy idedl ia = i’ € T pre Tubovolné a € A)."® Ak mame v algebre A obojstranny idedl Z,
mozeme do faktorpriestoru A/Z zaviest pomocou reprezentantov ndsobenie a dostat faktoralgebru ([a][b] := [ab];
pre inych reprezentantov méme [a + |[b + i'] = [ab + ai’ + ib + 7] = [ab], ak Z je obojstranny ide4l).

74D4 sa robit aj popri hldseni o stave vodnych tokov, pripadne ozname o regulaénych stupiioch pre odberatelov plynu.

"5Vopred sa ospravedliiujeme, ak tu Citatel narazi aj na pojmy déverne zndme a spésobend strata asu ho vyvedie
z emociondlnej rovnovahy; vytrhnutie, dokladné rozzuvanie a nasledné spopolnenie prislusnej pasdze zvycajne vrati v kratkom case
hladinu adrenalinu do hranic normy. Svoje pohfdanie autorom mézeme dat najavo aj tym, Ze sa textu niekolko dni (pripadne uz
nikdy) nedotkneme.

76 Ak si predstavime prvky idedlu T ako nositelov génu nenapraviteIného idealizmu, tak potomstvo, ktoré vznikne ich
TubovoInym pérenim (ndsobenim) (aj s tymi, ktori uz vSetky idedly ddvno stratili), pozostdva opéf len z (nenapravitelnych)
idealistov.



