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K prednaske z 19.2.2024

19.1.3 | Nech w : LM — M je fibracia repérov. Ukazat, ze na variete LM
mdame prirodzent struktiru pravého G L(n, R)-priestoru kompatibilného s fi-
brovanim, t.j. podrobnejsie ze

1 ; .
‘( ) M i) ak A € GL(n,R), tak zobrazenie
i Ra:LM — LM e+ Rye=eA

eAr
i T je pravé posobenie GL(n,R) na LM

€ i ii) v stradniciach (2%, yl) vyzerd

, M Ra: (‘rivyg) = (:Lﬂ?y/g) = (wlﬂylclAZ)
z £.j. (@', y") = (x,y4)

1i1) toto posobenie je volné ((13.4.14), vsetky staciondrne podgrupy su tri-
vidlne) a vo vldkne tranzitivne
1v) toto posobenie je vertikdlne,

mToRpa=m

t.j. transformuje body LM vzdy len v rdmci jedného vldkna (na obrazku
zvisld prerusovand ¢iara)

bez ¢isla | Predstavime si, Zze na n-rozmernej variete M mame aj metriku a

orientaciu, takze mozeme hovorit o pravotocivych ortonormovangch repéroch.
Podobne ako sme uvazovali varietu LM, definujeme varietu OM, ktorej
bodmi budi vSetky pravotocivé ortonormované repéry vo vSetkych bodoch
variety M.

1) Aky je rozmer variety OM?

1) Pre M = euklidovskd rovina zavedte explicitne lokédlne stradnice na OM!
1i1) Ak4 grupa posobi vSeobecne na OM?

1v) Ako vyzerd v sturadniciach toto posobenie pre pripad z ¢asti i7)?



K prednaske z 26.2.2024

19.2.1| Nech & st formy konexie V voéi repérnemu polu e(z) v oblasti O
a nech (z?,y¢) st stradnice v O = 771(0) zavedené voéi e(x) (19.1.1). Defi-
nujme v oblasti O = 7~1(O) maticovi 1-formu

w=we =y H(rto)y +y tdy
wi = (y~*

t.j. detailne (y™ )2 (m @Syl + (v~ 1) edy

Overit, ze
1) ak to isté zopakujeme v oblasti O’ s repérnym polom e’ (pri¢om na prieniku
s O plati ¢ = eA(x)) a siradnicami (z*,y'y) vztiahnutymi vo¢i nemu, tak

na prieniku @ N O’ plati
W = wWo

Vdaka tomu je na LM vlastne definovana globdlna maticové 1-forma
w=wiE’ € QY (LM, gl(n,R))

Thto globdlnu 1-formu w na LM s hodnotami v gl(n,R) budeme volat forma
konexie.
Névod: i) pomocou (19.1.3) a (15.6.2)

wor =y (W)Y +y T dy
= (A7) T (7 (AT0A) + 7 (AT A) ATy + (A7) (AT y) =

:(_UO

(uvedomit si, ze siradnicovy zapis 7*@w a 7* A je taky isty, ako zdpis & a A)
i1) v kazdej konkrétnej oblasti O je w := we; vypocet ukazuje, ze tdto defi-
nicia nezévisi od vyberu siradnic a repérneho pola na O

19.2.4 | Overit, ze forma konexie w

1) je typu Ad, t.j. sprava sa voci akcii R4 grupy GL(n,R) na LM nasledovne
Riw=Ady1w=A""wA

alebo podrobnejsie
Ryt = (A7) Af
ii) splita identitu

(w7 fc) =C



kde &¢ je fundamentélne pole akcie R4 zodpovedajice C € gl(n,R)
iii) spliia tiez identity

Leow =—adow = — [C,w]
’L'gcw =C
tepdw = — [C,w]

Névod: i), i1) priamy vypocet v stradniciach, (19.1.3), (19.1.4), (19.2.1) i)
prvé je infinitezimélna verzia i) (polozit A(t) = exp(tC) a derivovat v nule),
tretia kombindciou prvych dvoch (6.2.8)

K prednaske zo 4.3.2024

Zdovodnit, ze

1) lokélne rezy
c:0—=LM

fibracie 7 : LM — M st v 1 — 1 vztahu s repérnymi polami na O C M
ii) ak o > e(z) +» (2, yf), tak siradnicové vyjadrenie (tohto) rezu je

a a

' (2, Y5 = 6p) £.J. o'(z) =o' yp(z) =6

Névod: i) e(z) = o(z); (17.3.8); i) definicia stradnic (z¢,yy) a pojmu rez

19.2.3 | Nech 0 : O — LM je lokélny rez, e(z) jemu zodpovedajice repérne
pole na O, & forma konexie (na O C M) voéi e(x), w € QY (LM, gl(n,R))
forma konexie na LM . Ukéazat, ze

w=0c"w
Navod: v 77 1(0) je w = y~ 1 (7*@)y + y~'dy a rez je v siradniciach (19.2.2)
ozt (28, yf = 6); odtial o*w = o*1* 0 = (To o)W =0

K prednaske z 11.3.2024

19.3.7 | Overit, ze (aj) podla Frobeniovho kritéria je distribicia D z ulohy
(19.3.4) a (19.3.5) neintegrovateInd
Névod: [e1, es] = —20, # aey + bey

eV jazyku ohraniéujtcich 1-foriem 6¢ Frobeniovo kritérium hovori, Ze dis-
tribuicia D je integrovatelna prave vtedy, ked pre Tubovolné vektory U,V € D
plati d9*(U, V) = 0, t.j. ked ohranicenie vietkych 2-foriem df® na distribticiu
D dava nulu:

D integrovatelng = {U,V € D= do"(U,V) =0}



19.3.9 | Overit, ze (aj) podla tejto verzie Frobeniovho kritéria je distribicia
D z ulohy (19.3.4) neintegrovatelnd
Névod: df(e1,e2) =2 (#£0)

e Spomenme este, ze formova verzia Frobeniovho kritéria sa niekedy da
ndjst aj ako (ekvivalentné) tvrdenie, ze D je integrovatelnd prave ked existuje
(n — k)? 1-foriem o} takych, Ze plati df* = o} A 67

D integrovatelna = {307 - db" = ol NG}

Overit, ze (aj) podla tretej verzie Frobeniovho kritéria je distribicia
D z ulohy (19.3.4) neintegrovatelnd

Névod: df = 2dzAdy # o A6 pre ziadnu 1-formu o (skisit o = adz+bdy+cdz
a dostat spor)

K prednéaske z 18.3.2024

Uvazujme mudrosti, ktoré sme sa naucili o fibracii repérov 7 :
LM — M, pre pripad M = S' = kruznica. Ako lokdlnu stradnicu na nej
budeme pouzivat bezny uhol ¢.

i) Ako vyzeraju teraz siradnice typu (z%,yf")? A ako projekcia m?

1) Ako v nich vyzerd akcia grupy GL(n,R) a fundamentélne pole £c7

191) Ako v nich vyzerd najvSeobecnejsia forma konexie w?

iv) Ako potom vyzerd explicitne horizontélny zdvih vektorového pola?

v) Ako v nich vyzerd najvieobecnejsie vertikdlne vektorové pole?

Uvazujme este raz ten pripad M = S! = kruznica.

) Ako v nich vyzerd najvseobecnejsi horizontélny vektor?

ii) Ako vyzeraji (a kolko ich je) horizontdlne zdvihy 077

141) Zvolte nejaki tiplne konkrétnu formu konexie a urobte horizontdlny zdvih
(v jej zmysle) krivky ¢(t) = t!

Pozndmka: Pojem ,,horizontélny zdvih pola” si pozrite v 19.4.4 (napr. koniec
ndvodu :-), krivky v 19.5.2

K prednaske z 25.3.2024

Podla prednasky je vektorové pole na M nahraditelné vhodnym

zobrazenim
oY : LM — R" e d(e) =0

Prakticky (v siradniciach (z%,y{)) to je (rozmyslite si) sada funkeif

% (z,y)



Vhodné zobrazenie ®” je také, ktoré splita (abstraktne zapisant) podmienku

P(eA) = A71DY(e)

1) NapiSte tuto podmienku v stradnicovom baleni (t.j. pre funkcie 0%(z,y)).
i1) N4jdite explicitne jej vSeobecné riesenie.

141) Urcte to rieSenie, ktoré zodpoveda vektorovému polu V = V%(z)e,, kde
eq je repérne pole, voci ktorému sa zaviedli siradnice (z*,yf)

1v) Zopakujte to isté pre kovektorové pole a = a,(x)e®.

Névod: #i) napiste podmienku z i) pre y = jednotkovd matica

K prednéaske z 8.4.2024

Dalsie kritérium trividlnosti akejkolvek (nielen hlavnej) fibrovanej variety,
ktoré je uzitotné do zivota, znie (uvddzame ho bez dokazu)

stiahnutelna baza = trividlna fibracia

Vsimneme si, ze toto kritérium neddva (na rozdiel od (20.1.3)) konstruktiviy
navod, ako konkrétne néjst globdlnu trivializdciu; hovori len, ze urcite exis-
tuje.

Netrividlne fibrdcie teda musia matf nestiahnutelné bézy. Nestiahnutel-
nost bazy vsak nestaci na netrividlnost, ¢o ukazuje napriklad kazda sucinovd
fibrdcia s nestiahnutelnou bdzou. Pozrime sa na jeden trochu zaujimavejsi
priklad pouzitia tohoto kritéria.

Vlastnd ortochrénna Lorentzova grupa G = Ll (také A € SO(1,3),
7e A > 1, takze neobracia sa smer ¢asu <> ortochronnost) prirodzene posob{
zlava na stipéekoch = = (20, 21, 22, 23) = (2°,%) z E* (bodoch Minkowské-
ho priestoru)

Tz Az
Nech H je stabilizator bodu & = (1,0,0,0). Ukdzat, ze
i) orbita bodu & je (homogénny priestor)

M = horny hyperboloid = {z € E'3 | n(z,2) =1, 2° > 0}

ii) ako varieta M ~ R3
iii) H ~ SO(3)
)
m: LI_ — M
je trividlna hlavnd SO(3)-fibrdcia, a teda plati

Ll ~R?x SO(3)



Navod: i) (10.1.5), (13.1.8); ii) (2°,x) +— x; dii) (13.1.11); iv) (13.2.7),
(20.1.2), M ~ R? je stiahnutelnd

Pozndmka: Vysledok iv) znamend, ze zadat prvok grupy G = L1 je to isté,
ako zadat vhodnu dvojicu (a, A). Aky by mohol byt vyznam jednotlivych
¢lenov tejto dvojice?

K prednaske z 15.4.2024

13.5.5 | Uvazujme ako M kruznicu S' so standardnym poldrnym uhlom ¢
a na nej bezné poésobenie G = U(1) = SO(2) (rotéciu) dand vztahom

€Yo p+a

Overit, ze
1) fundamentdlne pole £ = £g, akcie, zodpovedajice bdzovému prvku X =
Ey=ieu(l),je

§= atp

i1) ak uvazujeme ako p ireducibilnd reprezentdciu p, z dlohy (12.2.10), tak
(infinitezimélna) podmienka na funkcie typu p, znie

Dy Py, () = —in®,, () = B,,(p) = B, (0)e "%

iii) Fourierov rozklad funkcif na kruznici (do radu podla funkcif ~ e~¥"%)
sa da chapat ako rozklad podla funkcii typu p pre vSemozné ireducibilné
reprezentécie grupy U(1)

1) diferencidly d®,, funkeii ®,, si 1-formy typu p, na kruznici:

Le(dDy,) = —in(dd,)

Névod: i) (13.5.4)iii; iv) (6.2.10)

Uvazujme sicinovd hlavni U(1)-fibraciu s bazou R
T RxU®1) =R

(Pozri text tesne pred 20.1.1.) Body totélneho priestoru P = R x U(1) si
teda usporiadané dvojice (z,€!?), projekcia je (z,€!?) + x a posobenie grupy
je Reia (z,€%) = (z,€!%e'). Ako lokélne stiradnice na P budeme brat (z, ).
1) Vyjadrite v siradniciach posobenie grupy U(1) na P

1) Vyjadrite v stradniciach fundamentdlne pole £x tohoto posobenia

1i1) Napiste najvseobecnejsiu 1-formu o s hodnotami v uvazovanej Lieovej
algebre

iv) Néjdite najvseobecnejsiu 1-formu konezie w na P



v) NapiSte najvSeobecnejsie horizontdlne vektorové pole W na P (voéi w
z Casti iv)

vi) Napiste horizontélny zdvih 0" bazového stiradnicového pola 9, na M
vii) Napiste horizontalny zdvih v"(¢) krivky v(t) < z(t) = t (voci nejako
fixzovanej konexii w z ¢asti iv)

Névod: 4ii) nasa Lieova algebra je u(1) a jej bdza je ...; iv) chce sa od nej
Ryjw = Ad 1w plus (w, {x) = X; fakt 20.2.6; v) chee sa od neho (w, W) = 0;
vi) chee sa od neho navyse, aby sa projektoval na 9,

K prednaske z 22.4.2024

20.3.4 | Definujme pre IubovoIni p-formu « na P novi p-formu hor a (jej
horizontdlnu éast) predpisom

(hora)(U,...,V) = a(horU,..., hor V)
Overit, ze
i) definicia je korektnd (vysledkom je naozaj p-forma)
i1) zobrazenie hor : QP(P) — QP(P) je projekcia, t.j. plati

hor o hor = hor

1it) horizontdlne formy (t.j. také, ze hora = «) sa anulujd, ak ¢o len jeden
ich argument je vertikalny

hora =« & iy = 0 pre vertikdlne W

1) pre formu konexie plat{ horw =0
v) na linedrnej kombindcii a sti¢ine plati

hor (a + AB) = hor a + Ahor 3 hor (a A 8) = (hor &) A (hor )

takze operdtor hor je (endo)morfizmus Cartanovej algebry Q(P) diferencidl-
nych foriem na P; jeho obraz je podalgebra Cartanovej algebry

Q(P) :=Imhor < Q(P) algebra horizontdlnych foriem na P
vi) ak operdtor hor aplikujeme Standardnym sposobom na formy typu p
(t.j. s hodnotami vo (V;p), hor (a*E4) := (hora®)E4, (6.4.4)), tak hor
zachovava typ p foriem, na ktoré posobi

« je typu p = hor « je typu p

Néavod: i) V +— hor V je F-linedrna operdcia; i) obe strany si predstavit na
vieobecnych argumentoch; vi) Rj o hor = hor o R} podla (20.2.1) O



20.3.5 | Definujme na P wvonkajsiu kovariantni derivdciu diferencidlnych fo-
riem predpisom
Da := hor da

t.j. ako horizontdlnu ¢ast z ich (obycajnej) vonkajsej derivacie. Overit, ze

i) je to zobrazenie D : QP(P) — QPTL(P)

11) na linedrnej kombindcii a sicine sa spréava podobne ako ”"oby¢ajnd” von-
kajsia derivécia

D(a+ A\3) = Da+ A\Dg D(a A B) = (Da) Ahor 5+ () hora) A DS

takze operdtor D sa v Cartanovej podalgebre Q(P) horizontdlnych foriem na
P spréava ako derivdcia stupna +1

iii) ak operdtor D aplikujeme Standardnym spésobom na formy typu p (t.j.
s hodnotami vo (V, p), D(a?E,) := (Da?)Ey,, (6.4.4)), tak D zachovava typ
p foriem, na ktoré pésobi

« je typu p = Da je typu p

Névod: ii) vlastnosti d a hor; iii) Ry o D = D o R} podla (20.3.4)
K prednéaske zo 6.5.2024

Pripomerime na zaciatku grupu GA(1,R) a jej Lieovu algebru
ga(1,R) (pozri 11.7.10):

GA(LR) & (g i) & (a,b)

1 2
ga(1,R) < (JE )(() ) =X'E+X’E, =X

Uvazujme sti¢inovi hlavni GA(1, R)-fibrdciu s bazou R?

7:R? x GA(1,R) — R?
(Pozri text tesne pred 20.1.1) Ako sme sa nauéili v ilohe 10.2.6, body grupy
GA(1,R) sa daju predstavit ako body roviny (u,v) s u # 0 (t.j. s vynechanou
osou v) a stéin v nej je dany vzorcom

(u,v) o (a,b) = (au, bu + v)

Stradnicovo st teda body totalneho priestoru P = R? x GA(1,R) dané ako
(z,y,u,v), projekcia je (x,y,u,v) — (x,y) a pdsobenie grupy vyzerd

R(a,b) (.’E, Y, u, U) = (.’L‘7 Yy, au, bu + U)



1) Vyjadrite v sdradniciach (z,y,u,v) fundamentdlne pole £x tohoto poso-
benia
1) Overte, ze vyrazom

1
w=wE +w?Ey ==~ dudv
v\ 0 O

je dand 1-forma istej konexie w na P
iii) Najdite 2-formu krivosti

1 2
Q=0 +Q%E, = (% % )

tejto konexie w na P

1) Zavisi paralelny prenos v zmysle tejto konexie od cesty?

Névod: i) jednotkovy prvok grupy je (a,b) = (1,0); éi) ma spliiat dve znédme
vlastnosti Rjw = Ad 1w plus (w,&€x) = X; prva z nich sa lahsie overuje
vo svojej infinitezimdlnej verzii L¢, w = —[X,w] (20.2.7); i) je na to Car-
tanov vzorec z predndsky (takze nuda; samozrejme za predpokladu, Ze vieme
komutétor [F1, Es]; ak ho nevieme, tak si ho najprv musime vyratat (¢o ale
moze zabrat aj vySe pol minity, preto je urcite lepsie nahliadnut do 11.2.4))

(O dost pracnejsie je ndjdenie najvseobecnejsej 1-formy konexie w na (tomto
nasom) P. Zov§eobecnenie pre vieobecnti bazu M - my tu mame R? - sa dé
ndjst v Additional material, konkrétne k 20.2.5.)

K prednaske z 13.5.2024

Uvazujme kuzel dany v obyc¢ajnom euklidovskom priestore rovni-
cou (v kartézskych resp. v cylindrickych stiradniciach)

22 =%+ resp. z(ryp)=r

(jeho sklon je teda 45°C). Predstavme si na fiom vodorovnu kruznicu vo vyske
z=R.

1) Vyrétajte, o kolko sa oto¢i vektor, ak ho (paralelne) prenesieme dookola
po tejto kruznici

i1) Vyratajte tenzor krivosti tohoto kuzela (v zmysle RLC konexie)

i4i) Uvedomte si, ¢o je na ziskanych vysledkoch (vzatych spolu, nie jednotlivo)
zaujimavé

Névod: ¢) komu sa chce pocvicit v oficidlnych vypoctoch, indukuje na kuzel
metriku, lagranzovskou technikou najde Christoffelove symboly, napise rov-
nice paralelného prenosu a vyriesi ich; komu sa to chce robit z obrazku,
rozstrihne kuzel, polozi ho do roviny (dé sa to, st lokdlne izometrické), tam sa
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vektor prenesie ,,oby¢ajne” (ako v rovine, t.j. jednoducho posunie) a napokon
sa kuzel spat zlepi a pozrie sa, kam na nom smeruje preneseny vektor -
spozoruje sa, ze je oto¢eny o uhol, ktory zavisi (pre vseobecny kuzel) od
,,uhlového deficitu”, t.j. od uhla, ktory treba z roviny (prakticky - pre kone¢ny
kuzel - z kruhu) vystrihnit, aby sme mohli zo ziskaného zvysku skritenim
vytvorit dany kuzel; ii) komu sa chce pocvicit v oficidlnych vypoctoch: kuzel
je dvojrozmernd plocha a naucili sme sa napr. pouzivat Cartanove Struktirne
rovnice (15.6.10-12); ind¢ - overit, ze kuzel je izometricky rovine; potom si
spomentt, ako to je z tohoto hladiska s rovinou



