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Povieme si:

�ím sa zaoberá diferenciálna geometria?

Aká je hlavná my²lienka za pojmom hladká varieta?

Máme hladké variety aj vo fyzike?

Aké sú najbeºnej²ie objekty na �prázdnej� variete?

Aké sú beºné ²truktúry, ktoré sa na varietu dodávajú navy²e?

Aké ²truktúry potrebujeme do mechaniky?

Aké ²truktúry potrebujeme do teórie relativity?

Zídu sa niekde vo fyzike aj d'al²ie geometrické ²truktúry?
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Ihrisko diferenciálnej geometrie: hladká varieta.

Úvodný diferenciálny a integrálny po£et sa deje v (oblastiach v) Rn.

Hladká varieta je prirodzené zov²eobecnenie Rn.
Lokálne je rovnaká ako Rn, ale globálne byt' nemusí.
Vd'aka tomu, ºe lokálne je, dá sa aj na nej zmysluplne rozvíjat'
diferenciálny a integrálny po£et.

�o je fajn, lebo pomocou neho sa dá ²tudovat' aj na nej
diferenciálna geometria
(= geometria pomocou diferenciálneho po£tu).
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Hladká varieta - mapy (lokálne súradnice)

n-rozmerná varieta sa dá chápat' ako
zlepená z niekol'kých kúskov Rn.

Formalizmus: pojmy mapa (= lokálne
súradnice), atlas, zámena súradníc.
Urobit' z nie£oho varietu znamená
zaviest' tam atlas.

Samotné Rn je tieº varieta :-)
(sta£í na nej 1 mapa daná identickým
zobrazením).

Mapy a atlas.
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Príklady 2d-variet

Sféra. Möbiov list. Nie£o zloºité.
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Príklad n-rozmernej variety (1)

Projektívny priestor RPn

(n-rozmerný, reálny)
má ako body priamky,
ktoré prechádzajú cez stred v Rn+1.

Na obrázku je zavedenie jednej z máp.

Ak sa takýchto máp urobí (n + 1)
(za kaºdú z osí v Rn+1 jedna),
získa sa atlas a z RPn sa stane
hladká n-rozmerná varieta.

Projektívny priestor RPn.
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Príklad n-rozmernej variety (2)

Projektívny priestor CPn

(n-rozmerný, komplexný)
má ako body komplexné priamky,
ktoré prechádzajú cez stred v Cn+1.

Mapy - podobne ako v reálnom prípade.

Je to 2n-rozmerná (reálna) varieta.

Vo fyzike: stavy (n + 1)-hladinovej
sústavy v kvantovej mechanike ↔ body
CPn

Projektívny priestor CPn.
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Kon²trukcia variety pomocou (holonómnych) väzieb

Jedna z kon²trukcií variet vyzerá takto:
máme niekol'ko (= k ; vhodných) funkcií v Rn.
Uvaºujeme (len) tie body z Rn, ktoré vynulujú tie funkcie:

Φ1(x1, . . . xn) = 0
Φ2(x1, . . . xn) = 0

. . .
Φk(x1, . . . xn) = 0

Ukazuje sa, ºe tak dostaneme (n − k)-rozmernú varietu.
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Príklad - rovinné kyvadlo

Ak má kyvadlo d¨ºku l a kýva v rovine
xz , tak moºné polohy jeho závaºia sú
obmedzené väzbami

Φ1(x , y , z) = 0
Φ2(x , y , z) = 0

pre

Φ1(x , y , z) := y

Φ2(x , y , z) := x2 + z2 − l2

Takºe kon�gura£ný priestor kyvadla
je hladká 1d -varieta. Je to kruºnica S1.

Rovinné kyvadlo.
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Príklad - termodynamika plynu

Stavová rovnica ideálneho plynu je

pV = RT

To je
Φ(p,V ,T ) = 0

pre
Φ(p,V ,T ) = pV − RT

Takºe priestor jeho stavov je hladká
2d -varieta.

2d -plocha stavov plynu
(pV = RT )
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Hladká varieta - jej základná výbava

Hladký atlas je základnou výbavou,
s ktorou sa variety v obchodoch predávajú.
Bez neho to (podl'a de�nície) hladká varieta nie je.

Náro£nej²í zákazníci si k nej zvyknú dokúpit' dodato£nú ²truktúru.
Moºností je viacero, napr.

- metrický tenzor,
- poissonovská £i symplektická ²truktúra,
- lineárna konexia,
- hladká distribúcia,
- pôsobenie grupy, atd'.

Výber závisí od toho, £o presne chceme na tej variete robit'.

Marián Fecko Diferenciálna geometria ako kl'ú£ový nástroj teoretickej fyziky
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�o sa dá robit' uº so základnou výbavou

Uº základná výbava umoº¬uje robit' spústu zaujímavých a
dôleºitých vecí:

- pracovat' s krivkami a funkciami
- po£ítat' smerové derivácie funkcií
- zaviest' tenzorové polia l'ubovol'ného typu
- po£ítat' ich Lieovu deriváciu
- ²peciálne zaviest' diferenciálne formy
- a po£ítat' ich vonkaj²iu deriváciu
- integrovat' (integrály �druhého druhu�)
- vyuºívat' pri tom v²eobecnú Stokesovu vetu
(rovnost' integrálov susedných rozmerov)
- atd'.

Kúpit' uº aj varietu v základnej výbave sa (pre za£iatok) oplatí.
Marián Fecko Diferenciálna geometria ako kl'ú£ový nástroj teoretickej fyziky
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�o sa ale uº nedá robit' len so základnou výbavou

Len základná výbava neumoº¬uje robit':
- po£ítat' d¨ºky kriviek (treba metrický tenzor)
- po£ítat' uhly medzi vektormi (metrický tenzor)
- prená²at' (paralelne) tenzory po krivkách (konexia)
- po£ítat' kovariantné derivácie tenzorových polí (konexia)
- po£ítat' zrýchlenie pohybu po krivke (konexia)
- zaviest' pojmy rovná £iara a rovnomerný priamo£iary pohyb
- po£ítat' integrály prvého druhu (forma objemu)
- efektívne opisovat' symetrie (pôsobenie grupy)
- ²tudovat' hamiltonovské sústavy (poissonovská ²truktúra)
- atd'.

Pre ne musíme zainvestovat' aj do dodato£nej ²truktúry.
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Vektor v bode P na variete M

Nech M je n-rozmerná varieta.

V kaºdom jej bode P
je kanonicky de�novaný
n-rozmerný vektorový priestor, TPM.

Jeho prvky, vektory v bode P ,
sú triedy ekvivalencie kriviek,
pri£om ekvivalenciou je
�dotýkat' sa v bode P�.

krivky γ1 a γ2 sa dotýkajú

trieda ekvivalencie [γ] ≡ v

Marián Fecko Diferenciálna geometria ako kl'ú£ový nástroj teoretickej fyziky
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Vektorové a tenzorové polia na variete

Zaviest' pojem vektor v bode P ∈ M bolo náro£nej²ie, ako by sme
asi £akali. Výrazný posun d'alej uº ale potom ide l'ahko:

Ked' máme vektory, ²tandardná (multi)lineárna algebra dáva
kovektory (prvky duálneho priestoru) a tenzory typu

(
p
q

)
v bode P

(multilineárne zobrazenia q vektorov a p kovektorov do R).

Ak potom máme takýto objekt v kaºdom bode variety M, hovoríme
tomu pole takýchto objektov (napríklad kovektorové pole na M).

Ak ide o tenzorové pole g typu
(
0
2

)
(bilineárna forma) a je navy²e

symetrické a nedegenerované, volá sa metrický tenzor na variete M.
Výraz g(U,V ) sa interpretuje ako skalárny sú£in U a V .
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Diferenciálne formy - ²peciálne tenzorové polia (1)

p-forma α na M je tenzorové pole
- typu

(
0
p

)
(argumenty: p vektorov; α(v1, . . . , vp))

- úplne antisymetrické

α(. . . u, . . . , v , . . . ) = −α(. . . v , . . . , u, . . . )

Dajú sa prirodzene integrovat' na M∫
c

α α ∈ Ωp(M), c ∈ Cp(M)

V istom zmysle je kaºdý (beºný, �p-násobný�) integrál integrálom
nejakej diferenciálnej p-formy
(t.j. diferenciálna forma je �to, £o je za znakom integrálu�).
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Diferenciálne formy - ²peciálne tenzorové polia (2)

Dajú sa aj prirodzene derivovat' spôsobom ²peci�ckým pre formy:

d : Ωp(M)→ Ωp+1(M) vonkaj²ia derivácia

£iºe
Ω0(M)

d→ Ω1(M)
d→ Ω2(M)

d→ . . .
d→ Ωn(M)

Súvis tejto derivácie a integrálu vyjadruje v²eobecná∫
∂c
α =

∫
c

dα Stokesova veta

kde ∂c je hranica (ret'azca) c .
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Niektoré klasické príklady Stokesovej vety (1)

Tie, kde netreba g (vystupujú integrály druhého druhu):

∫ b

a
f ′(x)dx = f (b)− f (a) Newton - Leibniz∫ b

a
f ′(x)g(x)dx +

∫ b

a
f (x)g ′(x)dx = [fg ]ba per partes

0 =
∮
∂S f (z)dz Cauchyho veta∫

S
(∂xg − ∂y f )dxdy =

∮
∂S fdx + gdy Greenova veta
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Niektoré klasické príklady Stokesovej vety (2)

Tie, kde treba g (vystupujú integrály prvého druhu):

∫
D

(divV )
√
|g |dnx =

∮
∂D V idSi Gaussova veta∫

D
(∇u · ∇v + u∆v)

√
|g |dnx =

∫
∂D u ∂v∂ndS Greenova identita∫

S
(rotA) · dS =

∮
∂S A · dr Stokesova veta
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Vektorová analýza - pohl'ad cez formy v E 3

Ak (M, g) = E 3, existujú (len) p-formy pre p=0,1,2,3.
Dajú sa parametrizovat' (= existujú kanonické izomor�zmy)
cez bud' skalárne alebo vektorové polia (netreba ni£ viac).
Preto d indukuje tri diferenciálne operácie.
Poznáme ich ako grad, rot a div.
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Mechanika (a hydrodynamika)
Termodynamika
Teória relativity
Teória elektromagnetického pol'a
Teória kalibra£ných polí
Kaluzove-Kleinove teórie
Teória kondenzovaných látok

Klasická mechanika - aréna a zdroj mnohých ²truktúr

Klasická mechanika zohrala historicky
dôleºitú úlohu v rozvoji mnohých
matematických disciplín.

Diferenciálnej geometrie obzvlá²t'.

Je to tak doteraz.

Sta£í sa pozriet' do Arnol'dovej knihy.

Vy²e 500 strán.
Celkom husté :-)
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Newtonova mechanika a rovnomerný priamo£iary pohyb

Prvý Newtonov zákon:
Bez sily rovnomerne priamo£iaro.

Rovnomerne priamo£iaro
= s nulovým zrýchlením
= po geodetike:

a ≡ ∇γ̇ γ̇ = 0

Prvý Newtonov zákon potrebuje
lineárnu konexiu, (M,∇).

zrýchlenie

rovnomerne priamo£iaro
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Geodetiky na zemeguli

Ak pláva lod' po oceáne tak, ºe

- motor beºí rovnomerne
- kormidlo je nastavené rovno

kapitán vníma, ºe lod' ide rovnomerne
priamo£iaro (dopredu).

Zdá sa mu, ºe v 3D priestore.

Kamera vo vesmíre odhalí, ºe po
geodetike na sfére.

geodetiky na zemeguli
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Kineticka energia a metricky tenzor

Kinetická energia sústavy N hmotných bodov (stredná ²kola) je

T =
1
2
m1v

2
1 + · · ·+ 1

2
mNv

2
N

To sa dá zapísat' abstraktne (vysoká ²kola) ako

T =
1
2
h(γ̇, γ̇)

pre krivku γ(t) = (r1(t), . . . , rN(t)) na variete R3N .
Pou£enie:
Pojem kinetickej energie si vyºaduje metrický tenzor (to h).
Sme nevyhnutne na pôde Riemannovej geometrie, (R3N , h).
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Lagrangeove rovnice a indukovaný metrický tenzor

Lagrangeove rovnice
∂L

∂qa
− d

dt

∂L

∂q̇a
= 0

lagranºián L = T − U ≡ 1
2
g(γ̇, γ̇)− U

Sú de�nované na kon�gura£nom priestore (M, g) ⊂ (R3N , h).
Metrický tenzor g na M je indukovaný z (R3N , h).
Sme opät' na pôde Riemannovej geometrie, (M, g).
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Hamiltonove rovnice a poissonovská ²truktúra

Hamiltonove rovnice q̇a =
∂H

∂pa
ṗa = − ∂H

∂qa

hamiltonián H = T + U

Sú de�nované na fázovom priestore,
£o je v²eobecne poissonovská varieta (M,P).
Geometrický zápis: krivka γ(t)↔ (qa(t), pa(t)) sp¨¬a

γ̇ = P(dH, · )

(P = Poissonov tenzor je bivektor, t.j. P ij = −P ji .)
�tuduje to Poissonova geomeria.
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Hamiltonove rovnice a symplektická ²truktúra

Ak je Poissonov tenzor nedegenerovaný (t.j. detP ij 6= 0), dá sa
�invertovat'�, t.j. de�novat' tenzor ω, tzv. symplektická forma

ω ◦ P = −1̂ t.j. ωikPkj = −δji

Je to uzavretá (dω = 0) nedegenerovaná (detωij 6= 0) 2-forma.
Pomocou nej sa Hamiltonove rovnice zapí²u (geometricky) v tvare

iγ̇ω = −dH

Fázový priestor je vtedy symplektická varieta.
�tuduje to symplektická geomeria.
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Neholonómna mechanika

Neholonómne väzby (Frobenius 1877).
(Typicky: gúl'anie telesa A po B.)

Tie kon�gura£ný priestor nezmen²ujú
(ako to robia holonómne),
ale komplikujú v ¬om pohyb.

Dnes aj v teórii riadenia a robotike.

Dodato£ná matematická ²truktúra:
neintegrovatel'ná distribúcia (M,D).
(v kaºdom x ∈ M je podpriestor Dx).
Smie sa íst' len do toho podpriestoru.

Príklad: väzba ż = y ẋ .
Distribúcia v R3

daná 1-formou dz − ydx :
D = Span {e1, e2}, kde
e1 = ex + yez , e2 = ey
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Hydrodynamika ideálnej tekutiny

Riadi sa Eulerovou rovnicou

ρ(∂tv + (v ·∇)v) = −∇p − ρ∇Φ

Ukazuje sa, ºe te£enie nestla£itel'nej kvapaliny
sa dá chápat' (V.I.Arnold 1966) ako pohyb po geodetike
na (nekone£no-rozmernej) grupe difeomor�zmov Di� (M)
priestoru (variety M), v ktorom to te£ie.

(O technických nuansoch tohto prístupu
som kedysi dávno po£ul hovorit' Petra Mali£kého

na seminári Pala Brunovského v Bratislave :-)
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Hydrodynamika barotrópnej ideálnej tekutiny

Jej stacionárny barotrópny prípad
(∂t(. . . ) = 0, p = p(ρ)) sa dá prepísat'
do jazyka diferenciálnych foriem takto:

ivdṽ = −dB B = Bernoulliho funkcia

Odtial' vel'mi l'ahko vidno klasické
dôsledky:
- 3 varianty Bernoulliho rovnice,
- Kelvinovu vetu o cirkulácii a
- Helmholtzove vety o víroch.
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Termodynamika a Pfa�ove formy

�tudujeme termodynamické procesy ↔ krivky v priestore so
súradnicami (x1, . . . , xn,T ). Napr. plyn (x1 = V ,T ).
Práca a teplo: dané krivkovými integrálmi (2.druhu)

Q =

∫
γ

d̄Q A =

∫
γ

d̄A d̄A = Xidx
i

Historický jazyk: Pfa�ove formy (1810), (ne)úplné diferenciály.
Sú£asný jazyk: 1-formy, v²eobecné a exaktné 1-formy (α = df )
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Adiabatický proces

Adiabatický proces ↔ taká krivka γ(t), na ktorej je

〈d̄Q, γ̇〉 = 0 nulová krivka 1-formy d̄Q

Sústava je pri takom procese tepelne izolovaná:

Q =

∫
γ

d̄Q ≡
∫ t2

t1

〈d̄Q, γ̇〉dt = 0
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Adiabatická distribúcia

Podmienka 〈d̄Q, v〉 = 0 vydel'uje na
variete stavov distribúciu

Dx = Ker d̄Q|x

(pojem bol v neholonómnej mechanike).

Adiabatický proces:
ideme vºdy v smere toho podpriestoru.

Opakovanie:
Distribúcia v R3

daná 1-formou dz − ydx :
e1 = ∂x + y∂z , e2 = ∂y
D = Span {e1, e2}
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Carathéodoryho formulácia 2.vety termodynamickej

Carathéodory (1909): V l'ubovol'ne malom okolí kaºdého bodu
existujú body, do ktorých sa nedá dostat' adiabatickým procesom.

Ekvivalentné tvrdenie: Tá distribúcia je integrovatel'ná
(existujú integrálne plochy; nedá sa adiabaticky opustit' daná
plocha).

Ekvivalentné tvrdenie: d̄Q = TdS pre nejaké funkcie T , S
(tie integrálne plochy: S = kon²t. (entropia = kon²t.)).

Adiabatický proces = izoentropický proces (entropia sa nemení).
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�peciálna teória relativity

Albert Einstein 1905: radikálna revízia pojmov £as a priestor.

Neexistuje (newtonovský) absolútny £as, relativita sú£asnosti,
platí iné skladanie rýchlostí, atd'. atd'.

Hermann Minkowski 1909: 4-rozmerný £aso-priestor

�Von Stund' an sollen Raum für sich und Zeit für sich völlig zu
Schatten herabsinken und nur noch eine Art Union der beiden soll
Selbständigkeit bewahren.� Raum und Zeit, (publ. 1909)

Vol'ne: .. samotný priestor a samotný £as sú odsúdené na zánik a
skuto£nou realitou je len isté spojenie týchto dvoch pojmov.
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Minkowského priestor (1)

V dne²nom jazyku: Pseudo-riemannovská (plochá) varieta.

Teda ako varieta to je �oby£ajné� R4 (súradnice (t, x , y , z)), ale
metrický tenzor na nej nie je euklidovský, t.j. �sú£et kvadrátov� ale
pseudo-euklidovský, t.j. �rozdiel kvadrátov�

dl2 = (dt)2 − ((dx)2 + (dy)2 + (dz)2)

Alebo: Skalárny sú£in dvoch ²tvor-vektorov je daný inde�nitnou
symetrickou bilineárnou formou

η(u, v) = u0v0 − (u1v1 + u2v2 + u3v3)

Matematická my²lienka (aj na vtedaj²ie £asy) úplne jednoduchá,
výhody tohto prístupu ohromné.
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Pohybujúci sa pozorovatel'

�tudujeme prechod od pôvodného inerciálneho pozorovatel'a
k pozorovatel'ovi, ktorý sa pohybuje rovnomerne
(tu rýchlost'ou v v smere osi x).
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Galileiho a Lorentzove transformácie

Pred teóriou relativity: samozrejmé, ºe Galileiho transformácie:

t ′ = t

x ′ = x − vt

y ′ = y

z ′ = z

Einstein zdôvodnil, ºe správne treba Lorentzove transformácie:

t ′ = (t−vx)√
1−v2

x ′ = (x−vt)√
1−v2

y ′ = y

z ′ = z

Kl'ú£ové transformácie ²peciálnej teórie relativity.
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Minkowského priestor veci zjednodu²uje

Ozna£me súradnice v Minkowského priestore takto:

(t, x , y , z) = (x0, x1, x2, x3) ≡ xµ , µ = 0, 1, 2, 3

Potom sa l'ahko overí, ºe Lorentzove transformácie sú také lineárne
transformácie súradníc

xµ 7→ x ′
µ

= Λµνx
ν

ktorých matica Λ je �ortogonálna� v zmysle Minkowského metriky

η(Λu,Λv) = η(u, v)

To je zázrak Minkowského nápadu:
Nie£o, £o je v �rozdelenom� 1 + 3 svete pomerne zloºité
je v 4-rozmernom celku zrazu vel'mi jednoduché.

Tento jav je v ²peciálnej teórii relativity pravidlo, nie výnimka.
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V²eobecná teória relativity

Albert Einstein 1915:
e²te radikálnej²ia revízia pojmov £as a priestor.
Princíp: hmota zakrivuje £aso-priestor
a zakrivenie £aso-priestoru vnímame ako gravita£nú silu.

4-rozmerný £aso-priestor stále tu, ale zloºitej²í.
Nie je �zhora daný� (ako bol Minkowského), ale je to v²eobecná
pseudo-riemannovská varieta (M, g), ktorej geometria (topológia aj
metrický tenzor g) sa po£íta z Einsteinových rovníc pol'a

Rµν −
1
2
Rgµν = const.Tµν

Výraz vl'avo opisuje �geometriu�, výraz vpravo opisuje �hmotu�.
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Geometria pre teóriu relativity

V £ase budovania v²eobecnej teórie relativity bola uº známa:
Krivost' dvojrozmerných plôch - Carl Friedrich Gauss (1827)
Krivost' viacrozmerných variet - Berndhard Riemann (1854)
�al²ie rozpracovanie (pred 1900) - talianska ²kola:

Gregorio Ricci-Curbastro (�Ricci calculus� = tenzorová analýza),
Tullio Levi-Civita

V²etky detaily �krivosti� sú v

Riemannovom tenzore (krivosti) R i
jkl

Postupne menej v

Ricciho tenzore Rij = Rk
ikj

skalárnej krivosti R = R i
i = Rki

ki
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Elektromagnetizmus: Maxwellove rovnice (1861)

Jazyk vektorovej analýzy:

rotE + ∂tB = 0

divB = 0
divE = ρ

rotB− ∂tE = j

Jazyk diferenciálnych foriem v Minkowského priestore:

dF = 0 d ∗ F = −J

kde 2-forma pol'a F a 3-forma prúdu J sú de�nované takto:

F := dt ∧ E.dr − B.dS J := dt ∧ (−j.dS) + ρdV
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Elektromagnetizmus v zakrivenom £asopriestore

Potrebujeme prechod od Minkowského metriky η k v²eobecnej
metrike g .

Jazyk diferenciálnych foriem opät' vel'mi ²ikovný.
Rovnice v Minkowského priestore boli

dF = 0 d ∗η F = −J

Jediné miesto v rovniciach, kde je ukrytá informácia o Minkowského
priestore, je Hodgeov operátor ∗.
Sta£í v ¬om nahradit' η 7→ g a dostaneme

dF = 0 d ∗g F = −J
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Kalibra£né polia - zov²eobenenie elektromagnetizmu

Elektromagnetizmus = kalibra£ná teória
s grupou U(1).

Yang-Mills 1954 - kalibra£ná teória
s grupou SU(2).
(Netriviálny rozdiel. Akoby tri druhy
fotónov, ktoré sú navy²e nabité.)

Vel'ký záujem aj zo strany matematikov.

Poznali to pod názvom teória konexií.

Základné ihrisko teórie G -konexií je
hlavný �brovaný priestor s grupou G .

Hlavný �brovaný priestor.
V totálnom priestore
pôsobí vertikálne grupa G
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Konexia v G -�brácii

Konexia: ekvivalentná fyzikálnemu
pojmu kalibra£né potenciály.
Jej (konceptuálne jednoduchý) opis je
cez horizontálne podpriestory v kaºdom
bode totálneho priestoru P .

Mierou neintegrovatel'nosti vzniknutej
distribúcie, je krivost' konexie.
Krivost' zodpovedá fyzikálnemu pojmu
intenzita kalibra£ného pol'a.

Elektromagnetizmus: krivost' ↔
elektrické a magnetické pole.

Horizontálny podpriestor:
doplnkový k vertikálnemu.
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Kaluza 1919 (1)

Kaluzov nápad z r.1919:
Podl'a Einsteina (1915) ºijeme v 4-rozmernom £asopriestore.

Gravitáciu tam opisuje metrika ĝµν ,
elektromagnetizmus 4-potenciál Aµ.

Uvaºujme teraz 5-rozmerný £asopriestor. A v ¬om len gravitáciu.
Ju opí²eme einsteinovsky, £iºe 5-rozmernou metrikou.
Poskladajme ju z ĝµν a Aµ takto:

gab ↔
(
gµν gµ5
g5µ g55

)
=

(
ĝµν + AµAν Aµ

Aµ 1

)
(1)
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Kaluza 1919 (2)

Ked' to urobíme, napí²eme 5-rozmerné

Einsteinove rovnice vo vákuu Rab −
1
2
Rgab = 0

a napokon ich �sprojektujeme� do pôvodného 4-rozmerného
£asopriestoru, dostaneme (Kaluzov zázrak, podobný ako bol
Minkowského)

- správne (Einsteinove) rovnice pre gravitáciu
- ich zdrojom je elektromagnetické pole
- plus správne rovnice pre elektromagnetizmus (bez zdrojov)
- v priestore zakrivenom gravitáciou
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Klein 1926

Otázkou bolo, £o je ten piaty rozmer.
�tyri chápeme, £as a priestor vnímame.
Ale piaty? Kde je?

Klein navrhol (in²pirácia z kvantovej teórie - práve vznikla):
Piaty je kompaktný (kruºnica, nie R), vel'mi vel'mi malý.
Ako taký je �z dial'ky neviditel'ný�.
(Dial'ka = vel'kosti uvaºované v normálnej fyzike.)
Analóg: hadica (2d) sa z dial'ky javí ako £iara (1d)
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Kaluza-Klein moderne

5-rozmerný priestor z pôvodnej verzie
sa nahradí totálnym priestorom P

l'ubovol'ného hlavného �brovaného
priestoru s grupou G s konexiou.

Metrika na P sa poskladá z
- pôvodnej metriky na M,
- formy konexie a
- skalárneho pol'a.
Kaluzov zázrak sa deje aj tak!
Kompakti�kácia nadbyto£ných rozmerov
je osobitná veda.

Metrika sa vyrába na P
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Prienik do teórie kondenzovaných látok
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Záver: Snaºil som sa ilustrovat', ºe

diferenciálna geometria je
jeden z kl'ú£ových nástrojov teoretickej fyziky.

Uº dlho to funguje tak, ºe

1. Diferenciálna geometria £erpá in²piráciu (aj) z problémov
vzniknutých v teoretickej fyzike.

2. Teoretická fyzika nachádza v diferenciálnej geometrii
- jazyk na formuláciu svojich zákonov aj
- metódy potrebné na rie²enie svojich úloh.
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Do £oho sa rýchlo pustit' (e²te dnes!)

Napríklad:

2004, 2008, 2018 2006, 2011 2009
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�akujem

za pozornost'!
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