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Symetrie a zákony zachovania

Poincarého-Cartanove integrálne invarianty

Povieme si:

Čo je to Nambuova mechanika

V čom sa líši geometricky Nambuova mechanika od
Hamiltonovej
Aký to má dopad na štruktúru účinkového integrálu
Ako sa hľadajú symetrie v Hamiltonovej mechanike
Ako sa (tam) počítajú príslušné zachovávajúce sa veličiny
Ako dopadne ten istý postup v Nambuovej mechanike
Čo sú to (Poincarého-Cartanove) integrálne invarianty
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Yoichiro Nambu ako taký

1921: Narodený v Tokiu (Japonsko).
1950: Profesor na Osaka City University
. (mal vtedy 29 rokov).
1958: Profesor na University of Chicago.
1970: Občan USA.
2008: Nobelova cena za fyziku.
2012: Stále žije, má 91 rokov.
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Yoichiro Nambu - jeho článok o Nambuovej mechanike
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V čom sa zovšeobecnila Hamiltonova mechanika (1)

Hamiltonove rovnice pre jeden kanonický pár (q, p) vyzerajú

q̇ =
∂H
∂p

ṗ = −∂H
∂q

Ak označíme (q, p) = (x1, x2), dostaneme

ẋ1 =
∂H
∂x2

ẋ2 = − ∂H
∂x1

To môžeme zapísat’ stručne ako

ẋi = εij
∂H
∂xj
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V čom sa zovšeobecnila Hamiltonova mechanika (2)

L.Smoljak,Z.Svěrák:
Jára Cimrman ležící spící (1984):

Cimrman: Na čem pracujete,doktore Čechove?
Čechov: Píši Dvě sestry.
Cimrman: A - není to málo, Antone Pavloviči?
Čechov: (dlhé zamyslenie)
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V čom sa zovšeobecnila Hamiltonova mechanika (3)

Aj Y.Nambu mal pocit, že dva je málo.
Zaviedol kanonickú trojicu (x1, x2, x3) a postuloval rovnice

ẋi = εijk
∂H1

∂xj

∂H2

∂xk

Zápis týchto rovníc vo vektorovom tvare je

ṙ = ∇H1 ×∇H2
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V čom sa zovšeobecnila Hamiltonova mechanika (4)

A ked’ už bol rozbehnutý, hned’ to aj rôznymi spôsobmi
zovšeobecnil, o.i. na kanonickú n-ticu (x1, . . . , xn) a rovnice

ẋi = εij ...k
∂H1

∂xj
. . .

∂Hn−1

∂xk

kde εij ...k je (n-rozmerný) Levi-Civitov symbol.
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V čom sa zovšeobecnila Hamiltonova mechanika (5)

Takáto dynamika sa dá zapísat’ aj cez Nambuovu zátvorku ako

ḟ = {H1, . . . ,Hn−1, f }

Pre n = 2 dostávame starú známu Poissonovu zátvorku

ḟ = {H, f } {f , g} ≡ ∂f
∂p

∂g
∂q
− ∂f
∂q

∂g
∂p
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Platí Liouvillova veta

L’ahko sa ukáže, že aj pre
Nambuovu mechaniku naozaj
platí Liouvillova veta: ak
zavedieme fázový objem

objem D ≡
∫

D
dx1 . . . dxn

tak zistíme, že sa pri časovom
vývoji zachováva

objem D = objem D(t)
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Pripomeňme si ...
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Hydrodynamika - diferenciálne rovnice pre vírové čiary
Hamiltonove a Nambuove rovnice a "vírové čiary"

Rovnice pre vírové čiary v hydrodynamike

V hydrodynamike:

v rýchlostné pole
rot v vektor víru

Čiary r(t), ktoré v každom bode
idú v smere vektora víru, čiže pre
ktoré platí (rot v) ‖ ṙ, sú vírové
čiary. Spĺňajú teda diferenciálne
rovnice

ṙ × rot v = 0
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Hydrodynamika - diferenciálne rovnice pre vírové čiary
Hamiltonove a Nambuove rovnice a "vírové čiary"

To isté v jazyku diferenciálnych foriem (1)

Rýchostné pole sa dá zakódovat’ aj do 1-formy

θ = v · dr

Jej vonkajšia derivácia je 2-forma

dθ = (rot v) · dS

Vnútorný súčin s vektorom ṙ dáva 1-formu

iṙdθ = (rot v × ṙ) · dr
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To isté v jazyku diferenciálnych foriem (2)

To znamená, že diferenciálne rovnice pre hl’adanie vírových čiar r(t)

ṙ × rot v = 0

sa dajú ekvivalentne zapísat’ aj v tvare

iṙdθ = 0

Komponentne to je rovnica

ẋj(∂jvi − ∂ivj) = 0
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Hamiltonove rovnice a "vírové čiary" (1)

V rozšírenom fázovom priestore (súradnice qa, pa, t) zaved’me
1-formu

σ = padqa − Hdt

Jej vonkajšia derivácia je 2-forma

dσ = dpa ∧ dqa − dH ∧ dt

Ak γ(t) je krivka a γ̇ jej dotykový vektor

γ̇ = q̇a ∂

∂qa + ṗa
∂

∂pa
+

∂

∂t
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Hamiltonove rovnice a "vírové čiary" (2)

tak jeho vnútorný súčin s dσ dáva 1-formu

iγ̇dσ =
(
ṗa + ∂H

∂qa

)
dqa +

(
−q̇a + ∂H

∂pa

)
dpa

−
(
q̇a ∂H

∂qa + ṗa
∂H
∂pa

)
dt

Ak vynulujeme prvé dve zátvorky, automaticky sa vynuluje aj tretia.
Ale vynulovat’ prvé dve zátvorky je to isté ako napísat’ Hamiltonove
rovnice!
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Hamiltonove rovnice a "vírové čiary" (3)

Znamená to, že Hamiltonove rovnice

q̇a =
∂H
∂pa

ṗa = − ∂H
∂qa

sa dajú ekvivalentne zapísat’ aj v
tvare

iγ̇dσ = 0

t.j. formálne rovnako, ako rovnice
pre vírové čiary.
Riešenia Hamiltonových rovníc sú
teda vírové čiary.
(Vo vhodnom priestore.)
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Dá sa o tom dočítat’ napríklad tu
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Malý kúsok z vnútra originálu - pre pamätníkov
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Nambuove rovnice a "vírové čiary" (1)

Namiesto "hamiltonovskej" 1-formy σ = pdq − Hdt, t.j.

x2dx1 − Hdt

zaved’me 2-formu

σ = x3dx1 ∧ dx2 − H1dH2 ∧ dt

Jej vonkajšia derivácia je 3-forma

dσ = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 − dH1 ∧ dH2 ∧ dt

Ak γ(t) je krivka a γ̇ jej dotykový vektor

γ̇ = ẋ1
∂

∂x1
+ ẋ2

∂

∂x2
+ ẋ3

∂

∂x3
+

∂

∂t
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Nambuove rovnice a "vírové čiary" (2)

tak jeho vnútorný súčin s dσ dáva 2-formu

iγ̇dσ = (ṙ −∇H1 ×∇H2) · dS
− ((∇H1 ×∇H2)× ṙ) · dr ∧ dt

Ak vynulujeme prvú zátvorku, automaticky sa vynuluje aj druhý
člen vpravo.
Ale vynulovat’ prvú zátvorku je to isté ako napísat’ Nambuove
rovnice!
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Nambuove rovnice a "vírové čiary" (3)

Znamená to, že aj Nambuove rovnice

ṙ = ∇H1 ×∇H2

sa dajú zapísat’ v tvare

iγ̇dσ = 0

t.j. opät’ formálne rovnako, ako
rovnice pre vírové čiary.
Aj riešenia Nambuových rovníc sú
teda "vírové čiary".
(Akurát že forma σ je teraz
2-forma!)
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Dá sa o tom dočítat’ tu

...
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Účinkový integrál pre Hamiltonove rovnice (1)

V Hamiltonových rovniciach vystupuje
1-forma

σ ≡ padqa − Hdt

Jej integrál po krivke γ

S [γ] =

∫
γ
σ ≡

∫ t2

t1
(paq̇a − H)dt

funguje ako účinok pre Hamiltonove
rovnice. T.j. získavajú sa jeho variáciou
S 7→ S + δS a podmienkou δS = 0.
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Účinkový integrál pre Hamiltonove rovnice (2)

Ak sa variácia robí tokom (l’ubovol’ného)
vektorového pol’a W , vychádza

δS = ε
∫ t2
t1
〈− iγ̇dσ,W 〉dt + ε〈σ,W 〉γ(t2)

γ(t1)

= ε
∫ t2
t1
〈− iγ̇dσ,W 〉dt + ε[paδqa]

γ(t2)
γ(t1)

Ak na koncoch požadujeme nulovost’
variácií súradníc, dostávame ako extremály
naozaj riešenia Hamiltonových rovníc

iγ̇dσ = 0

Marián Fecko Symetrie a zákony zachovania v Nambuovej mechanike



Úvod
Nambuova mechanika

Geometria za Hamiltonovou a Nambuovou mechanikou
Symetrie a zákony zachovania

Poincarého-Cartanove integrálne invarianty

Hydrodynamika - diferenciálne rovnice pre vírové čiary
Hamiltonove a Nambuove rovnice a "vírové čiary"

Účinkový integrál pre Nambuove rovnice (1)

Napísat’ účinok pre Nambuove rovnice je delikátna vec.
Zaoberajú sa tým už spomínané dva články:
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Účinkový integrál pre Nambuove rovnice (2)

V čom je problém?
Nambuove rovnice vyzerajú síce rovnako ako Hamiltonove,

iγ̇dσ = 0

ale σ v nich je tentokrát 2-forma.
Tá sa ale nedá preintegrovat’ po krivke, len po ploche!
Nevieme teda urobit’ to, čo má robit’ účinok: priradit’ číslo krivke.
Aj ked’ hl’adáme výnimočné krivky,
sme nútení vtiahnut’ do teórie plochy.
To sa deje v oboch článkoch.
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Účinkový integrál pre Nambuove rovnice (3)

Zaujímavejšie to má urobené Takhtajan
(1994). Jeho myšlienka:

1. V čase t1 vytvorím l’ubovol’nú slučku c0.
2. Nechám ju (každý jej bod) nambuovsky
vyvíjat’ v čase (po t2).
3. Dostanem tak plochu Σ.
4. Cez túto plochu preintegrujem 2-formu σ.
5. Nazvem výsledné číslo účinok. Ide o účinok
celého súboru čiar (= plochy Σ), nie jednej.
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Hydrodynamika - diferenciálne rovnice pre vírové čiary
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Účinkový integrál pre Nambuove rovnice (4)

Výpočet ukazuje, že to naozaj funguje!
T.j. účinok je stacionárny práve pre plochy,
ktoré sú vytvorené z riešení Nambuových rovníc.

(Urobí sa variácia účinku l’ubovol’ným vektorovým pol’om W
podobná,
ako sa to ukazovalo v hamiltonovskom prípade.)
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Čo je infinitenizimálna symetria hamiltonovskej sústavy

Je to malá zmena

γ 7→ γε

(generovaná tokom vektorového pol’a W ),
ktorá nemení hodnotu účinku

S [γε] = S [γ]

t.j. pre ktorú
δS = 0

Ak také (vel’mi špeciálne) pole W nájdeme,
odmenou je istý zákon zachovania.
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Zákon zachovania za infinitenizimálnu symetriu W (1)

Už sa spomínalo, že pre všeobecné pole W a všeobecnú krivku γ
vychádza výraz

δS = ε

∫ t2

t1
〈− iγ̇dσ,W 〉dt + ε〈σ,W 〉γ(t2)

γ(t1)

Naše pole W ale nie je všeobecné, lebo musí dávat’

δS = 0

Aj krivky budeme uvažovat’ špeciálne, a to riešenia Hamiltonových
rovníc

iγ̇dσ = 0
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Zákon zachovania za infinitenizimálnu symetriu W (2)

Čo zostane z toho všeobecného výrazu za týchto podmienok? Toto:

〈σ,W 〉γ(t2)
γ(t1) = 0

Výraz
f := 〈σ,W 〉 ≡ iWσ

je 0-forma, teda funkcia. Dostávame tvrdenie, že táto funkcia má v
čase t2 rovnakú hodnotu, ako mala v čase t1

f (t2) = f (t1)

To je sl’ubovaný zákon zachovania.
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Príklad: Zákon zachovania energie

Ak ak W zoberieme pole ∂t (t.j. skúmame transláciu v čase),
zistíme, že to je symetria práve vtedy,
ked’ H nezávisí explicitne od času.
Vtedy sa zachováva výraz

f := 〈σ,W 〉 ≡ 〈padqa − Hdt, ∂t〉 = −H

Zachováva sa teda funkcia H, t.j. energia.
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Symetrie a zákony zachovania v Hamiltonovej mechanike
Symetrie a zákony zachovania v Nambuovej mechanike

Čo je infinitenizimálna symetria nambuovskej sústavy

Je to malá zmena

Σ 7→ Σε

(generovaná tokom vektorového pol’a W ),
ktorá nemení hodnotu účinku

S [Σε] = S [Σ]

t.j. pre ktorú
δS = 0

Ak také (vel’mi špeciálne) pole W nájdeme,
odmenou je tiež istý zákon zachovania.
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Zákon zachovania za infinitenizimálnu symetriu W (1)

V nambuovskom prípade pre všeobecné pole W a všeobecnú plochu
Σ vychádza výraz

δS = ε

∫
Σ

iW dσ + ε

(∮
c1

−
∮

c0

)
iWσ

Naše pole W ale nie je všeobecné, lebo musí dávat’

δS = 0

Vd’aka tomu, že plocha Σ je poskladaná z riešení Nambuových
rovníc

iγ̇dσ = 0

l’ahko sa ukáže, že prvý integrál je nulový.
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Zákon zachovania za infinitenizimálnu symetriu W (2)

Čo zostane z toho všeobecného výrazu za týchto podmienok? Toto:∮
c1

iWσ =

∮
c0

iWσ

Výraz (funkcia)

f (t) :=

∮
ct

iWσ

je sl’ubovaný zákon zachovania:

f (t1) = f (t2)
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V čom je zásadný rozdiel?

V hamiltonovskom prípade sa zachovávala funkcia (0-forma)

f := iWσ

V nambuovskom prípade sa zachováva až integrál výrazu iWσ∮
c
iWσ

po (l’ubovol’nej) slučke c .
(Výraz iWσ je teraz 1-forma, číslo sa z nej dostane až
integrovaním.)
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Výsledok múdrymi slovami

V hamiltonovskom prípade je odmenou za symetriu zachovávajúca
sa funkcia (0-forma).
(Energia, komponenta hybnosti, komponenta momentu hybnosti
apod.)

V nambuovskom prípade je odmenou za symetriu integrálny
invariant,
t.j. zachováva sa až integrál nejakej 1-formy po l’ubovol’nej slučke.

Isté integrálne invarianty existujú aj v hamiltonovskej mechanike,
ale nesúvisia tam so symetriami (platia pre l’ubovol’ný hamiltonián).

Marián Fecko Symetrie a zákony zachovania v Nambuovej mechanike



Úvod
Nambuova mechanika

Geometria za Hamiltonovou a Nambuovou mechanikou
Symetrie a zákony zachovania

Poincarého-Cartanove integrálne invarianty

Henri Poincaré a Élie Cartan

Henri Poincaré (1854 – 1912) Élie Cartan (1869 – 1951)
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Poincarého-Cartanove integrálne invarianty

Invariantné sú isté integrály.
Najprv zistil Poincaré, že invariantný je integrál∮

c
padqa

(c je slučka v rovine fixného času) a potom neskôr to Cartan
zovšeobecnil aj na slučky, ktoré nemusia ležat’ rovine fixného času,
ale vtedy sa musí integrovat’ všeobecnejšia 1-forma, a to∮

c
(padqa − Hdt)
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Poincarého integrálny invariant

V.I.Arnol’d to vie nakreslit’ krajšie ako ja :-(
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Poincarého-Cartanov integrálny invariant (1)

Aj to vie V.I.Arnol’d nakreslit’ krajšie ako ja :-(
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Poincarého-Cartanov integrálny invariant (2)

Cartan má o tom slávnu knihu (z r.1922 :-)
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Ked’že som sa dostal na koniec, tak

Ďakujem za pozornost’!
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