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�asté pripisovanie úrokov je výhodnej²ie. O kol'ko?
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1 Pripomenutie pojmov

1.1 Pripisovanie úroku raz ro£ne

Mám v banke peniaze. Sumu x, na ro£nom vklade na P percent p.a. (per annum),
pri£om mi pripí²u úrok na konci toho ro£ného obdobia. Kol'ko budem mat' po roku?

Spomeniem si na význam slova percento [1]: "Názov pochádza z per cento,
znamenajúceho (pripadajúci) na sto".

K pôvodnej sume x teda mám prirátat' P stotín tejto sumy.

x 7→ x+ P
x

100
≡

(
1 +

P

100

)
x (1)

Vidím, ºe výsledok vznikne vynásobením pôvodnej sumy ziskovým faktorom(
1 +

P

100

)
(2)
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Príklad 1: Mám 1000e (t.j. x = 1000) a 3,3% úrok p.a. (t.j. P = 3, 3). Na konci
roka budem mat' (

1 +
3, 3

100

)
× 1000 = 1033 e (3)

1.2 Pripisovanie úroku n-krát ro£ne

Teraz dám svoje peniaze do opatery banky, ktorá mi ponúka tieº ro£ný vklad, tieº
P percent p.a., ale pí²e, ºe mi bude úrok pripisovat' n-krát ro£ne. Napríklad pre
n = 2 to bude raz za polrok, pre n = 12 to bude raz mesa£ne a pre n = 365 to
bude kaºdý (boºí) de¬. Kol'ko budem mat' teraz po roku?

P percent ro£ne je zrejme P/12 percent mesa£ne. V²eobecne, P percent p.a. je
P/n percent za n-tinu roka. Po prvej n-tine roka sa s mojím vkladom x teda stane
toto

x 7→
(
1 +

P/n

100

)
x (4)

Jednoducho sa vynásobí faktorom (
1 +

P/n

100

)
(5)

Po druhej n-tine roka sa vynásobí tým istým faktorom suma z konca prvej n-tiny,
t.j. suma z rovnice (4). Spolu po prvých dvoch n-tinách budem tak mat' sumu(

1 +
P/n

100

)[(
1 +

P/n

100

)
x

]
≡

(
1 +

P/n

100

)2

x (6)

Jednoducho sa pôvodná suma vynásobí faktorom(
1 +

P/n

100

)2

(7)

No a je jasné, ºe po roku, £iºe po n-tej n-tine :-) roka, mám na získanie kone£nej
sumy vynásobit' pôvodnú sumu x faktorom(

1 +
(P/n)

100

)n

(8)

Príklad 2: Mám 1000e (t.j. x = 1000) a 3,3% úrok p.a. (t.j. P = 3, 3), pripisujú
mi ho raz mesa£ne (t.j. n = 12). Na konci roka budem mat'(

1 +
(3, 3)/12

100

)12

× 1000 = 1, 03350× 1000 ≡ 1033, 50 e (9)

Vidím, ºe oproti príkladu z odseku 1.1, som vkladom do tejto banky zarobil. �Aº�
33,5 e oproti �len� 33 e v prvej banke. Celých 50 centov pribudlo k 33 eurám!
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Príklad 3 (exotika): Mám 1000e (t.j. x = 1000), vklad na dva roky a 3,3% úrok
p.a. (t.j. P = 3, 3), pripisujú mi ho aº na konci celého dvojro£ného obdobia. Po-
loºím v odvodenom vzorci n = 1/2 a takto získaným faktorom násobím pôvodnú
sumu dvakrát (raz za prvý rok a raz za druhý). Na konci dvojro£ného obdobia
budem mat'(
1 +

(3, 3)/(1/2)

100

) 1
2
(
1 +

(3, 3)/(1/2)

100

) 1
2

× 1000 =

(
1 +

6, 6

100

)
× 1000 ≡ 1066 e

(10)
�o dá rozum aj bez tohoto komplikovaného postupu (dva roky po sebe 3,3% je
spolu 6,6%). Ciel'om bolo len ot'uknút' fungovanie tohto postupu aj pre n < 1.

2 Najlep²ia banka vo vesmíre

2.1 Pripisovanie úroku kaºdú nanosekundu

Porovnanie výsledkov (3) a (9) ukazuje, ºe pre klienta je výhodné, ked' sa úroky
pripisujú £asto. (Zárove¬ ale moºno za£alo hlodat' podozrenie, ºe aº taká sláva to
zase nebude.) Výsledok (8) hovorí, ºe ked' sa pripisujú úroky n-krát ro£ne, na konci
roka bude mat' klient zo sumy x sumu x vynásobenú faktorom(

1 +
(P/n)

100

)n

(11)

ktorý môºeme zapísat' aj ako (
1 +

(P/100)

n

)n

(12)

Pri danom precente P per annum ten faktor závisí uº len od n a so zvy²ujúcim
sa n je £oraz vy²²í (pre klienta £oraz výhodnej²í; dá to rozum - uro£í sa aj úrok,
ten sa opät' a opät' úro£í, ...). Napríklad pripisovanie kaºdú sekundu (vol'ba n =
365× 24× 3600) je výhodnej²ie ako �len� kaºdý de¬ (vol'ba n = 365).

V jednej banke sa rozhodli tromfnút' konkurenciu raz a navºdy a ponúkli na
trh produkt s n = ∞. Dostali teda faktor(

1 +
(P/100)

∞

)∞
(13)

Ked'ºe si ale zo ²koly pamätali, ºe sa to má urobit' kultivovane, napísali ho o�ciálne
ako

lim
n→∞

(
1 +

(P/100)

n

)n

(14)

Limitu po£ítat' nemuseli, lebo jeden ²prták v tej banke si zo ²koly pamätal (ved'
hovorím, ºe ²prták), ºe práve touto limitou je de�novaná exponenciálna funkcia:

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= ex (15)
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takºe dostali presný a kone£ný (= rôzny od nekone£na :-) výsledok: ziskový faktor
má v najlep²ej banke vo vesmíre hodnotu

lim
n→∞

(
1 +

(P/100)

n

)n

= e
P
100 (16)

Viac ani otcovi! V²etky banky (aj tá z nadpisu, ktorá úro£í kaºdú nanosekundu,
dúfajúc, ºe predloºka nano jej vynesie nejaký európsky grant) sa k tejto limitnej
hodnote len blíºia.

Príklad 4: Mám 1000e (t.j. x = 1000) na 3,3% úrok p.a. (t.j. P = 3, 3) v najlep-
²ej banke vo vesmíre (t.j. n → ∞, t.j. mám pouºit' výsledok (16)). Na konci roka
budem mat'

e
3,3
100 × 1000 = 1.03355× 1000 = 1033, 55 e (17)

Hm, d'al²ích (a uº posledných) 5 centov oproti Príkladu 2.

2.2 Porovnanie najlep²ej banky vo vesmíre s �beºnou�

bankou

�Beºná banka (podl'a de�nície taká, ktorá sa s tým ne... a pripisuje úroky len raz
ro£ne) má ziskový faktor (pozri (2))(

1 +
P

100

)
(18)

Najlep²ia vo vesmíre (ktorá sa s tým ... a na iné jej £as nezostáva, lebo len úro£í a
úro£í) má ziskový faktor (pozri (16))

e
P
100 (19)

Toto £íslo môºeme zapísat' cez efektívne percento per annum, P ′, de�nované poºia-
davkou (

1 +
P ′

100

)
= e

P
100 (20)

[P ′ je teda per annum percento oby£ajnej banky (úro£iacej len raz ro£ne), pri kto-
rom dosiahne rovnaký ziskový faktor, ako najlep²ia banka vo vesmíre pri percente
P .]

Z rovnice (20) dostávame explicitné vyjadrenie

P ′ = 100× (e
P
100 − 1) (21)

Príklad 5: Pozrime sa na konkrétne hodnoty: Pre

P = 1 P = 2 P = 3 P = 4 P = 5 (22)
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(vy²²ie P uº nemá význam po£ítat', v tejto galaxii ho asi ani nenájdeme) dostávame
toto:

P ′ = 1, 005 P ′ = 2, 02 P ′ = 3, 045 P ′ = 4, 081 P ′ = 5, 127 (23)

To sú celkom pou£né £ísla. Hovoria, ºe £asté úro£enie je ovel'a zaujímavej²ie pre
banku (= má prakticky výlu£ne marketingový efekt) ako pre klienta. Povedané
jasnej²ie: Ak sa rozhodujem medzi bankou, ktorá dáva 3, 1% p.a. s úro£ením raz
ro£ne a bankou, ktorá dáva 3% p.a. s úro£ením kaºdú nanosekundu, volím prvú z
nich.

2.3 Pohl'ad cez rady

Tento paragraf je len pre zvrhlíkov, ktorí to chcú vidiet' e²te z iného uhla.
Ako je (tým zvrhlíkom) známe, exponenciálna funkcia má (Taylorov) rozvoj

ex = 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ . . . (24)

Najlep²ia banka vo vesmíre má teda ziskový faktor (pozri (16), (19))

e
P
100 = 1 +

P

100
+

( P
100)

2

2!
+

( P
100)

3

3!
+

( P
100)

4

4!
+ . . . (25)

V²imnem si (pozri (18)), ºe prvé dva £leny sú presne ziskový faktor �oby£ajnej�
banky (úro£iacej len raz ro£ne). Rozdiel medzi oby£ajnou a najlep²ou sa teda dá
opísat' aj tak, ºe najlep²ia berie váºne v²etky £leny (nekone£ného) radu, zatial'
£o oby£ajná len prvé dva. Zanedbat' nekone£ne vel'a £lenov sa v²eobecne nezdá
najlep²í nápad, ale v tomto prípade to je výborný nápad. Ten rad totiº vel'mi
rýchlo konverguje - kaºdý d'al²í £len je pre beºné hodnoty P (1,2,3) len rádovo
stotina predchádzajúceho. (P/100 je zhruba stotina jednotky, (P/100)2 je zhruba
stotina z P/100 atd'.) Dominantná £ast' presného výsledku je teda v prvých dvoch
£lenoch, £o je ale presne faktor, ktorý pouºíva oby£ajná banka.

3 Záver

�asté úro£enie
- pridá robotu banke (najmä ak chce prerobit' softvér z oby£ajného na nový)
- pridá klientovi pocit, ºe banka mu dáva viac, ako tie oby£ajné

ale v skuto£nosti je z toho prospech pre klienta úplne zanedbatel'ný.
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