Bernoulliho rovnica - jej rozne podoby
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Bernoulliho rovnica (z hydrodynamiky) tvrdi, Ze isty vgraz (Bernoulliho funk-
cia) je v istej situdcii konstantny. Kde je konsStantng? Vseobecne na jednej fiznej
pridnici a tieZ na jednej fixnej virovej ¢iare. (Na inej pridnici a inej virovej iare
bude tiez konStantny, ale hodnota konstanty moze byt ind.) Niekedy je ale ten vy-
raz konstantny v celom objeme, t.j. na kaZdej pridnici ¢i virovej ciare je hodnota
konstanty rovnakd. Kedy plati ¢o? Presne na to sa tu pozrieme!
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1 Uvod

Cielom je dokazat zhruba toto:
Pri stacionarnom tecéeni ideédlnej tekutiny plati

L 9
3PV +p+ pgz = const. (1)

Pri dokazovani sa okrem iného uvidi, ¢o to presne znamené a tiez to, ze sa to moze
byt aj trochu inag& :-)

Prekladom slovného spojenia stactondrne tecenie idedlnej tekutiny do re¢i ma-
tematiky je rovnica

(v-V)v= —;Verg (2)

Je to Eulerova rovnica, v ktorej sa uplatnila podmienka stacionérnosti, d;v = 0.
Hlavné tvrdenie teda je, ze z (2) vyplyva (1). Ideme na tom popracovat.
Ako vidno, ako objemovu silu uvazujeme gravitacni silu. T4 je potencidlova,

g=-Vo (3)

pricom
O(r) = —g-r =gz (4)

Rovnica (2) sa teda da napisat aj ako
1
(v-V)v= —;Vp—Vq) (5)

(¢im je pripadne v pohotovosti aj pre pripad inej objemovej sily, ako je gravitacna).
No a kedze plati vektorova identita

1
(V-V)V:V<QU2>—VX(VXV) (6)
tak Eulerova rovnica (2) sa da do tretice napisat este aj ako
1, 1
v Qv t+g2 —{—;Vp:VX(VXV) (7)

Hlavné tvrdenie tak nadobudlo tvar, ze zo (7) vyplyva (1).

v Pozrime sa pre istotu na identitu (6). Mame

(VX (VXV)i = €jrvjemiivm

= €jk€lmkVi0Um
'Ujaﬂ)j — vjajvi
0i(vjv;/2) — (v - V)
= 0;(v?/2) — (v- V)

No a to je presne i-ta zlozka identity (6). A



2  Konstantnost pozdlz pridnice

Budem rozlisovat dva pripady, a to nestlaciteInu tekutinu, ked je hustota kon-
Stantnd (p = pp = const.) a stlacitelna tekutinu, ked hustota nie je konstantna

(p = p(r)).

2.1 NestladiteIna tekutina

V pripade p = pp = const., méZeme rovnicu (7) prepisat takto:

1
v (2p0v2 +p+ pogz> = pov X (V x v) (8)

Teraz sa urobi klucovy krok - tato rovnica sa skaldrne vynéasobi vektorom v. Vpravo
dostaneme nulu, takze zostane

(v-V) @pmﬂ Fpet pogz) 0 ©)

Diferencidlny operator v - V je znamy ako smerovd derivdicia. Konkrétne tu sa
derivuje v smere rychlostného pola v, ¢ize v smere pridnice. Funkcia v zatvorke,
znama, ako Bernoulliho funkcia, je teda kon§tantnd na prudnici

1
5;)0212 + p+ pogz = konst. na pridnici (10)

2.2 StlacditeIna tekutina

Pre stlacitelna tekutinu (p # const., napriklad vzduch) je problém v tom, 7e
1
Vp £ V() (11)

t.j. ze vyraz Vp/p nie je vieobecne gradientom niec¢oho, takze tento ¢len sa v rov-
nici (7) nedd prihodit ako treti do partie do zatvorky k tym dvom vlavo.

v Ako vieme, Ze nie je gradientom? Keby bol gradientom, jeho rotacia by bola
nulové (lebo rot grad cohokolvek je nula). Pritom

(Vx(%Vp))i = €;x0;(p 1 Okp)
= —p 2e;5(0;p)(Okp)

1

No a toto vSeobecne nie je nula. A

takze



Treba zlavit. Obmedzit sa na nejaky pripad, ked to gradientom je a napriek tomu
je to fyzikalne dostato¢ne Casté, aby to nebol wiplne akademicky pripad.

Taka situacia sa vola barotropne tecenie. Je formalne definované tak, ze tlak sa
d4 (v kazdom bode) vyjadrif cez hustotu (alebo naopak :-)

p=p(p) (13)

Vtedy
Vp=1p'(p) Vp (14)

a prava strana (12) je nulova. Viedy teda lava strana (11) je gradientom niecoho.
To nieCo nazveme P:

1
JVp=Vr (15)

Teraz sa uz teda tento ¢len v rovnici (7) dd prihodit ako treti do partie do zatvorky
k tym dvom vlavo. Dostaneme (vyuzijiuc aj (4))

V(;yQ—FP—HI)):vx(va) (16)

No a toto uz mé Struktaru podobnu ako (8): sta¢i to opéf skalarne vynésobit
vektorovym polom v a dostaneme rovnicu

(v-V) (;UQ+P+<I>> =0 (17)

¢ize (porovnaj s (10))

1
502 + P+ ® = kongt. na pridnici (18)

3 Konstantnost v objeme

Pre newvirové prudenie plati silnejsia forma Bernoulliho rovnice. Pripomenieme si
najprv, ¢o to je virové a nevirové prudenie a potom sa pozrieme na to silnejsie
tvrdenie.

3.1 Virové a nevirové pridenie

Z rychlostného pola v sa da vytvorit iné vektorové pole,
w:=V xXv wirové pole (19)

O ¢om nés toto pole informuje?
Treba si spomentt na Stokesovu vetu, podla ktorej tu mozeme prehlasit, ze

fv‘dr:/w-ds c=08 (20)
c S

4



V mieste, kde je nenulové virové pole w, si predstavim mald plogku tvaru kruhu
kolmii na ten vektor (t.j. to dS kruhového tvaru). Integral vpravo je potom wdS a
je kladny. Potom aj ten vlavo musi byt kladny. Ten je po kruznici, ktora je hrani-
cou toho malého kruhu. Na jeho kladnost zjavne potrebujem také rychlostné pole,
ktorého whlovd zlozka je prevazne v smere obehu tej kruznice. T.j. teGenie musi
maft charakter istého kriZenia okolo stredu toho kruhu.

v Okrem toho kruzenia tam moze byt aj ¢isto posuvny pohyb (a nielen to,
pozri koniec tejto vsuvky). Preco? Lebo konstantné v = vo da integral vlavo nu-
lovy, takze ak priddm také pole k nejakému inému, na integral to nem4 vplyv.

Dobre to ilustruje priklad roztoceného vedra (pozri napr. [4]). Tam voda vo
vedre doslova krazi stalou uhlovou rychlostou €2 okolo osi vedra (ako tuhé teleso,
ako keby bola zamrznutd). Prislucha jej pritom

v(ir) =2 xr takie w(r)=---=29Q (21)

Co je dobré si na tom o.i. v8§imnit je to, Ze vektor viru w je v celom objeme
vody rovnaky! T.j. t4 voda sa kriati nielen okolo osi vedra, ¢o je na prvy pohlad
zjavneé, ale teCie okolo stredu kazdého mysleného kruzka z textu vyssie (lebo aj
mimo 0si je w nenulova). Tie malé krazky tu su vodorovné (ked € smeruje hore)
a ich stredy kruzia okolo osi vedra (t.j. na kratkych ¢asovych tisekoch vykonavaja
posuvny pohyb). Ak si predstavime, Ze sedime v strede takého kruzka a nerotujeme
(sme teda vo vztaznej sustave, ktorej stred sa pohybuje po kruZnici, ale jej osi
nerotuji) a pozorujeme, ¢o robi voda, vidime, ze krizZi okolo stredu nasej sustavy
uhlovou rychlostou €2 (teda polovicou w).

Pozn.: Vo vSeobecnosti sa (v re¢i trochu vyssej matematiky :-) rychlostné pole
teCenia rozklada na sicet svojich ireducibilngch komponent a vyraz V x v kdduje
jednu z tychto ireducibilnych komponent. A

Takto (a aj inac¢) sa da nahliadnut, Ze vektor w v danom bode tecenia nés informuje
o lokdlnej rotdcii Jkvapky" so stredom v danom bode. (Rotécii voéi ,absolutnemu
priestoru". A nevsimajtc si, Ze stred kvapky sa okrem toho este aj postuva.) Pritom
vektor uhlovej rychlosti rotacie tej kvapky je len polovica vektora w.

Toto si je dobré uvedomif najmé v situdciach, ked ndm vychidza vypoctom
nenulovy vektor viru v pripadoch, v ktorych sa nadm intuitivne velmi nezda, ze by
sa tekutina pohybovala ,yirivo", t.j. jkratila sa". Staci, ked sa kruti lokdIne.

No a ¢o je virové a nevirové pradenie? To je uz asi jasné: Virové priidenie je
také, ked je virové pole nenulové (t.j. kvapky lokédlne rotuju) a nevirové pridenie
mé viade w(r) = 0, ¢ize pri iom kvapky lokdlne nerotuj.

3.2 Co plati pre nevirové prudenie

Dam Eulerovej rovnici v tvare (16) najavo, ze idem Studovat nevirové prudenie.
Tak, 7e kdekolvek tam zbadam vektor viru w = V x v, polozim ho rovny nule. Vi-



dim ho (len) na jednom mieste (celkom vpravo). Ked vykonam, ¢o som si zaumienil,
zostane toto:

1
V<2v2+P+<I>) =0 (22)

Teda nie az v - V aplikované na zatvorku je nula, ale uz samotné V aplikované na
zatvorku je nula.

A to je veru silnejsia kava. Hovori to, Ze ta funkcia v zatvorke je konstantna
nielen na akejsi ¢iare, ale rovno v celom objeme:

1
51)2 + P+ ® = konst. v objeme tekutiny (23)

3.3 Dokonca nevirové moéze byt aj nestacionirne!

Ak je prudenie nevirové, rot v.= 0 a podla Tudovych muadrosti z vektorovej analyzy
je vtedy v gradientom nejakej funkcie ¥

V=Ve =) (24)

(to ¥ moze zavisiet od Casu). Zvycajne z (24) vyplyva vola voci aditivnej konstante,
tu je to zjavne voci aditivnej funkcii casu

v=Vy=V(+Xx(t) (25)
Potom sa ¢len 0yv z nestaciondrnej Eulerovej rovnice

1
v +v(v-V)v= —;Vp +g (26)

stane (tiez) gradientom

Ov =0;Vip = V(at”i/f) (27)

Ak by sme namiesto stacionérnej rovnice (2) upravovali nestacionérnu rovnicu (26),
dostali by sme namiesto (16) toto:

V(;UQ—FP—G—CI)—{—atQ/)):VX(VXV) (28)

No a kedZe prava strana je pre nevirové prudenie nulové, funkcia pod gradientom
je konstantna v celom objeme

1
51)2 + P+ ®+ 0p = konst. v objeme tekutiny (29)

Ta funkcia zo Styroch Clenov je kon§tantnd v objeme, ale méze zavisiet od ¢asu. To
sa vSak lahko napravi volou (25): ak s nejakym v vyraz z () zavisi od ¢asu, vyberom
vhodného x(t) trividlne dosiahnem, Ze novy vyraz uz od ¢asu zavisiet nebude

1
502 + P+ ®+ 0+ x'(t) = konst. v objeme tekutiny aj v case (30)




Mimochodom keby sme rovnicu (28) nésobili skalarne vektorom v, dostali by sme
1
V~V<2v2—|—P—I—<I>+8t¢>:0 (31)

Toto v8ak memd interpretaciu ,konstantnost na prudnici", lebo pre ¢asovo zavislé
v mé problematicky zmysel samotny pojem prudnica :-(

4 Konstantnost pozdlz virovej ¢iary

Vzhladom na definiciu virového pola w mozeme (16) zapisat ako
L 5
v Y +P+P)=vxuw (32)

No a v8imnem si, Ze to mdZem skalarne vynasobit nielen rijchlostnym polom v a
dostat rovnicu (17), ¢o sa uz stalo, ale aj virovgm polom w a dostat rovnicu

(w- V) <;v2+P+<I>> =0 (33)

(€o sa stalo az teraz). Cize (porovnaj s (10), (18), (23))

1
5112 + P+ ® = konst. na virovej ciare (34)

Ked sme uz uz pri tom, virovd ¢iara je myslena ¢iara v tekutine, na ktorej je virové
pole v kazdom jej bode doty¢nicou k nej. Cize ,silo¢iara" pre vektorové pole w.
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