Keplerova tloha - par poznamok

Marian Fecko*
KTF, FMFI UK, Bratislava

Na prednagke sme za zaoberali problémom dvoch telies a tlohu sme doviedli ku
kvadratiram. Tu sa kvadrattra (integral), ktord dava trajektoriu, explicitne rata pre
Keplerovu ilohu, t.j. pre pripad potencidlnej energie klesajiicej s prvou mocninou
vzdialenosti (a teda silou, klesajucou so §tvorcom vzdialenosti). Diskutuje sa tiez
rieSenie, ktorym sa kuZelosecky.
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1 Uvod - problém dvoch telies

Pripomenme si velmi stru¢ne, k ¢omu sme sa dopracovali v probléme dvoch telies.

1.1 Redukcia na problém jedného telesa
Zacne sa s lagranzidnom

. 1 . 1 .

L(ry,ro, 1, 12) = 577111‘12 + 577%21[‘22 —U(ry,r2) (1)
so vSeobecnou potencidlnou energiou. Poziadavky homogenity a izotrépie prézd-
neho priestoru (t.j. aby sa fyzika nemenila, ked tu sustavu len posuniem a oto¢im)
daju (silné) obmedzenie na mozny tvar potencialnej energie, a to

.. 1 .9 1 . 9
L(ri,ry,11,12) = 5T + 5mary” — U(|ry —12|) (2)
(ked U je funkcia uz len jednej premennej). Stupne volnosti r1 a ro su zrefazené,
lebo argument |r; — ro| funkcie U obsahuje sucin rq - ra.
Prechod k premennym
miry + mory

R=—«—== =r — 3
p——— r:=rj; —ro (3)

(t.j. taZisko a relativny vektor) vedie na
) 1. . 1 i
LR,r,R,¥) = 5MR2 + §m~2 —U(r) = L1(R,R) + Lo(r, F) (4)

Co vidno rovno z (4):

1. Stupne voInosti R a r uz neinteraguji.

2. Cast R je trividlna (R(t) = R 4+ Vot - rovnomerny priamodiary pohyb).
3. Z problému dvoch telies sa tak naozaj stal problém len jedného telesa.

4. To jedno teleso (Cast r) treba riesit, ale je dost Specidlne.

Specialnosﬁ Casti r spociva v tom, Ze potencidlna energia v lagranziane
. 1 5
L(r,r) = SHE —U(r) r=|r| (5)

nezéavisi od vSeobecného r, ale len od r = |r| (v argumente U nie je tucné r, ale
len chudé). Silové pole

F(r) = —VU(r) = f(r)>  f0)=—U() (6)

ktoré zodpoveda takejto potencidlnej energii je zndme ako centrdlne pole. Smeruje
v kazdom bode do centra (ak je v tom bode f(r) < 0) alebo od centra (ak je tam



f(r) > 0; centrum je bod r = 0). NavySe velkost sily je rovnaka vo vSetkych bodoch,
ktoré maji rovnaku vzdialenost od centra. (To silové pole sa da charakterizovaft aj
ako rotacne invariantné vektorové pole.)

Takéto pole mé v kazdom bode nulovy moment sily (vo€i poc¢iatku = centru):

N=rxF~rxr=0 (7)
Z rovnice pre moment hybnosti
L=N L=rxp (8)
potom dostévame
r x p =Ly = const. t.J. Lp-r=0 (9)

To je v8ak rovnica roviny prechadzajucej cez pociatok. (Vektor Lo je kolmy na tu
rovinu.)

Pohyb v centralnom poli je teda vzdy pohyb v rovine prechadzajicej cez cen-
trum silového pola. (T4 rovina moze byt apriori lubovolna, rozhodne sa o nej v ¢ase
t = 0 pociatoénygmi podmienkami pohybu bodu: Ak r(0) =rg a v(0) = vy, tak

L(O) = L(] = urg X vo (10)

a t& rovina je jedind rovina kolma na toto Lo prechadzajuca cez centrum.)

Ak si zvolime kartézske saradnice (x,y, z) tak, aby ta rovina bola rovinou z,y
(takze pre body v nej bude z = 0 a vektor Ly bude mat zlozky (0,0, Lg)), nas
pohyb bude opisovat lagranzian (pozri (5))

Ly i.9) = (@ +57) ~ U+ o) (11)

2
Potencidlna energia nasSepkava, ze bude lepSie prejst do polarnych stradnic:
.. 1 . ,
L(r,p,7,¢) = o (i +13%) —U(r) (12)

Naozaj namiesto pévodnej tlohy (1) treba teda riesif uz len tito tlohu.

1.2 RieSenie v kvadratuarach

Teraz by sme si mali pre lagranzian (12) napisat Lagrangeove rovnice a riesit ich.
Méme ale v hre dva zdkony zachovania (za cykli¢nost ¢ a t), takze vobec nebudeme
potrebovat pohybové rovnice (2. rddu), sta¢i namiesto nich riesit len rovnice 1.radu
(tie zakony zachovania)! Vyzeraju ! takto:

%,u(f“2+7"2gb2)+2/{(r) = E (13)
prip = M (14)

IPrva hovori, Ze sa zachovéva energia (a méa hodnotu F). Druha je zachovanie kano-
nickej hybnosti p,, ktora ,naozaj” zodpoveda z-ovej zloZke (zachovavajiceho sa) momentu
hybnosti (a jej hodnota sa oznagila ako M).



Tieto rovnice su zretazené. Ale vSimneme si, Ze z druhej sa da vyjadrit ¢ a dosadit
do prvej, ¢im dostaneme rovnicu

%mﬂ +Us(r) = E (15)
kde M2
uef(T) = Z/I(’I”) + W (16)

je tzv. efektivna potencidlna energia. Rovnica (15) je uz len pre premennu r a da
sa separovat:

dr
%(E - uef(r))

= dt (17)

dr
= 18
t / %(E - uef(r)) ( )

Keby sme vedeli ten integral vyratat, dostali by sme zavislost
t(r) a invertovanim hladané r(t) (19)

Toto r(t) by sme potom dosadili do separovanej rovnice (14)

M
a dostali M
o0 = [ 1)
Schopnost

- vyratat integral (18)
- invertovat ¢(r) na r(t) a napokon
- vyréatat integral (21)

by teda viedla k znalosti r(t) a ¢(t), o je 1ipiné vyrieSenie ulohy s lagranzianom
(12) a celkovo aj povodnej tlohy (problém dvoch telies) s lagranzianom (1).
Trochu skromnejsiou (ale dostato¢ne zaujimavou!) ambiciou je najst (,iba”)
trajektoriu, t.j. Ciaru, po ktorej sa pohybuje (fiktivny) bod s hmotnostou p opisany
lagranzidnom (12).
To sa d& dosiahnut vylicenim casu: Ak dame do rovnosti dt vyratané z rovnic

(17) a (20), dostaneme
dr dy
5 = (22)
2E—Ulr) v




t.j. rovnicu trajektorie v tvare integralu

%dr

7 V QN(E - uef(T))

Schopnost
- vyratat integral (23)
- invertovat ¢(r) (ku ktorému ten integral priamo vedie) 2

by teda viedla k znalosti r(¢), ¢o je ndjdenie trajektorie tlohy s lagranzianom (12)
(a celkovo aj povodnej ulohy (problém dvoch telies) s lagranzidnom (1)).

Riesenia v tvare (18), (21) a (23) st zname ako rieSenia v kvadratirach. St zapi-
sané cez integrdly, v ktorych figuruje (zatial nespecifikovana!) potencidlna energia
U(r). Az ked tuto funkciu fixujeme, integraly mozeme zacat naozaj pocitat a ziskat
(ak mame stastie v krokoch spominanych vyssie) ,naozajstné” rieenia tulohy.

2 Keplerova tloha

2.1 O ¢o ide

Ide o §pecialny (a najdolezitejsi) pripad tlohy z kapitoly 1, a to pripad s potencial-
nou energiou

Ur) = -2 a = const. (24)
T
Prislugné silové pole je (pozri (6))
ar
F(r)=——- 25
()= (25)

Vidime, ze

ide pole, ktorého velkost klesa so §tvorcom vzdialenosti
je pritazlivé pre a > 0

a odpudivé pre o < 0

- zodpoveda gravitaénému polu pre o = kKmims

- a elektrostatickému polu pre a = 47360 4192

Dalej sa budeme venovat len pritazlivému pripadu (zmeny pre odpudivy si treba
pozriet v literature). Pozrieme sa (len) na tvar trajektdrie, t.j. vyratame explicitne
integral (23) pre tento pripad.

2Skuste si rozmysliet (napriklad pre oby¢ajnii kruznicu), Ze zéavislost ¢(r) nie je prave
najpraktickejsia, zatial ¢o r(p) je fajn.



2.2 Rovnica trajektoérie - vypocet kvadratiry

Dosadenie (24) do (23) vedie na (uz uplne konkrétny) integral

My

/\/QME—FQ“O‘

Tento integral je podla [1| elementdrny (takZe tam neurdzuju Citatela tym, Ze by ¢o
len naznadili, ako ho potitat). Mysli sa to o.i. aj tak, Ze sa jeho vysledok vyjadruje
cez elementdrne funkcie, t.j. nie napriklad cez elipticky integrdl 1.druhu, ako to
dopadlo pre rovinné kyvadlo.

Substittucia u = M /r vedie na

(26)

d d
_ / u __ / u 27)
\/QME—I-%WO‘U—UQ \/—(u—%)Q—f—(“m) +2uFE
takze sa priam nika dalgia substiticia (plus oznacenie)

I pov 2 _ 1.2
v=u <M> +2uE =k (28)

[Vyuzili sme skryty predpoklad, Ze energia E, ktorda moze byt aj zdpornd (!), nikdy
neprebije ten kvadrat a nevyrobi zdporny celok. Keby sa to stalo, museli by sme
to oznadit —k? a pod odmocninou by bolo zaporné &islo. Kedze poé¢itame uhol
¢ a kedze vedci doteraz v prirode (ani pod mikroskopom) nenarazili na rydzo-
imaginarne uhly, predpokladame, Ze to tu Priroda vzdy uhra tak, Ze oznacenie k2
bude v poriadku.|

Dostaneme
v
=— | ——— 29
/ V2 —v? (29)
No a tu uz nezavahame a napiseme vysledok (,tabulkovy integral”)
.V
¢ = —arcsin o + const. (30)
alebo, vzhlfadom na identitu
. T
arcsiny = — arccos + 5 (31)
takto: ;
( = arccos — + const.’ (32)

k

Rychlo si tiez rozmyslime, 7e aditivna konstanta vpravo je vola v otoceni celej
trajektorie (ak je rieSsenim nejaka, je urcite rieSenim aj Iubovolne otocend, kedze



tloha ma rota¢nu symetriu). Tak urobime najjednoduchsi vyber const. = 0. Potom
dostaneme

v=~kcosyp (33)

Dosadime explicitné vyjadrenia z (28) a dostaneme odstragujico vyzerajuci vyraz

\/ + 2uE cosp (34)
M- 2E M2
=1+4+4/1+ 'A;l COs ¢ (35)
\/ Jite

Stac¢i vsak zaviest oznacenia

resp.

(36)

a vysledné (uz kone¢na :-) rovnica pre trajektoriu v Keplerovej tilohe nadobudne
(po tych peripetiach az prekvapujico) jednoduchy tvar

£:1+ecos<p (37)
,

3 Keplerova tuloha a kuzelosecky

Pre naozajstnijch znalcov analytickej geometrie v rovine je vec jasna: Ako trajekto-
riu sme dostali kuzelosecku. Cize Earu, ktora vznikne, ked kuzel presekne rovina.

Je zrejmé, 7e ta Ciara dopadne rozne podla toho, aka konkrétna rovina ten kuzel
presekne. 3 Je menej zrejmé (ale znalci vedia), ze nastavaju prdve tri moznosti, a to
elipsa (Specidlne kruznica), parabola a hyperbola. Pricom o tom, ktora moznost
nastava, rozhoduje len hodnota konstanty e (zvanej excentricita, ¢ize vystrednost)
a nemd na to vplyv hodnota druhej kongtanty p (zvanej parameter). Konkrétne
znalci hovoria, ze to je

-elipsapre0 <e<1

- parabola pre e =1

- hyperbola pre e > 1.

My amatér: si to najprv skisime trochu ohmatat priamo v poldrnych siradniciach,
cez ktoré sme to zratali a potom do toho nahliadnut viac prepisom do kartézskych
suradnic.

3Napriklad ak je os kuZela zvisla a rovina vodorovné, vyjde kruZnica; ak je aj rovina
zvisla, vznikne akési nekone¢néa Ciara, ¢osi ako parabola.



3.1 Pohfad cez polarne sturadnice

Ak vyjadrime z (37) r(p), dostaneme

4

- 1+ ecosy (38)

r(y)
7 toho sa da Tahko vyratat spusta zaujimavych veci.

Napriklad:

Najbliz&i bod k centru (perihélium) je (podla definicie) ten, ked je najmengsie
r. To je tam, kde je menovatel najvicsi. Kedze e nikdy nie je zaporné, je to tam,
kde je najviicsi cos ¢. Co je pre ¢ = 0 (a je to 1). Vtedy mam, Ze perihélium je T
od centra, a to pre vsetky tri kuzelosecky.

Pre 0 < e < 1 je menovatel vzdy nenulovy (a kladny), takze pre kazdé 0 <
¢ < 27 existuje rozumné (dokonca kone¢né) r a kedze funkcia (38) je 2m-periodicka,
vzniké tam wuzavretd krivka (ak ju obidem dookola, pridem tam, odkial som vyrazil).
Pre tuto uzavretu krivku fahko najdeme aj najvzdialenejsi bod od centra (afélium,)
- je (podla definicie) ten, ked je najvicsie r. Je to tam, kde je najmensi cos . Co
je pre ¢ = m (a je —1). Vtedy mam, ze afélium je 2 od centra. Kedze afélium s
perihélium su presne proti sebe, ,rozmer” tej krivky je £ + ﬁ = 21_1062. (Je to
dvakrat velkéa poloos tej elipsy, pozri (53).)

Pre e > 1 a zaporné hodnoty cos¢ by mohlo byt r zaporné. A kedZe ani
také zatial vedci (ani pod mikroskopom) neobjavili, také uhly sa na ziadnom bode
opisovanej krivky nemaju vyskytnut, takze tam vzniké oblast ,zakdzanych uhlov”
(skuste si ju nakreslit). Teda krivka nemoze byt uzavreté.

[Zoberuc do uvahy, ze podla (14) je ¢ monoténnou funkciou ¢asu (rozmyslite si).
Teda ¢ nemoéze pri pohybe po tej ¢iare niekde rast a niekde klesat. Preto sa do
povodného bodu (o ktorom vedci zistili, Ze ma povodnt hodnotu uhla ¢) moézeme
dostat len tak, ze obideme celé 2w, takze vlastne naozaj méme hodnotu uhla ¢ o
21 vacsiu ako predtym, ¢o volame ,pévodnéd hodnota”. Preto ak tam su ,zakizané
uhly”, krivka nemoze byt uzavreta.|

Pre e = 1 a zaporné hodnoty cos ¢ by mohol byt menovatel nulovy (ale nie
zaporny, takze ). A to (len) pre uhol ¢ = 7. To je jediny ,zakézany uhol”. Ak sa
pustime po rovnej ¢iare pod hocijakom ingm uhlom, raz (mozno dost daleko) urcite
narazime bod na tej krivke. Teda krivka nemdze byt uzavreta (zobertic do uvahy,
ze podla (14) je ¢ monotdnnou funkciou ¢asu (rozmyslite si), teda ¢ nemdze pri
pohybe po tej ¢iare niekde rast a niekde klesat).

Atd.

Atd.

3.2 Pohlad cez kartézske stiradnice
My amatéri si najprv napiseme (37) v tvare

T=p—ercosp=p-—ex (39)



takze ak obe strany umocnime, dostaneme
2?4+ y? = p* + %2 — 2pex (40)

resp.
(1 —eH)a? + 42 + 2pex = p? (41)

No a tu sa ndm amatérom vybavi, Zze po prvé

2 42
=+ i 1 je rovnica elipsy (42)
a
22 2
—=+ 3= 1 je rovnica hyperboly ¢.1 (43)
a
22 2
poii 1 je rovnica hyperboly ¢.2 (44)
a
—y =z je rovnica paraboly (45)

(hyperbola ¢.1 uteka hore a dolu, hyperbola ¢.2 uteka doprava a dolava) a po druhé
ze linedrny Clen 2pex v rovnici (40) je len za postivanie objektu v x-ovom smere.
No a kedZze samozrejme

1—e2>0 pre 0<e<l1 (46)
1-e?2<0 pre e>1 (47)
1-¢2=0 pre e=1 (48)

tak je zjavné, ze o type krivky naozaj rozhoduje len hodnota e a to takto:

0<ex<l1 je to elipsa (49)
e=1 je to parabola (50)
e>1 je to hyperbola (51)

Takze znalci mali pravdu (pozri text na zaciatku 3. kapitoly).

3.2.1 Elipsa

Ak je v rovnici (41) faktor pri 22 kladng (t.j. ak ide podIa (49) o elipsu), doplnenim
na aplny tvorec (a tym zbavenim sa linedrneho ¢lena v premennej x) dostaneme
tito rovnicu do tvaru

S A (52)

kde

a: P b= L T:=x+ae (53)

T 1-e? V1 —e2

Vidime z toho (nakreslite si), ze




- elipsa je vycentrovand v siradniciach (Z,y)

velka a malé poloos elipsy st dané vyrazmi (53)

- pre poloosi plati av/'1 — €2 = b, preto vidy a > b (> p)

- §peciélne pre e = 0 ide o kruznicu polomeru p (= a =1b)

- stred elipsy je v bode (Z,y) = (0,0), t.j. v bode (z,y) = (—ae,0)

- t.j. nalavo o ae oproti stredu povodnych * suradnic (z,y) = (0,0)

- celd elipsa je teda posunuté nalavo o ae oproti tomu, ako sme zvyknuti

- perihélium je teda vo vzdialenosti a — ae = 5 od centra (,Slnka”)

3.2.2 Hyperbola

Ak je v rovnici (41) faktor pri 22 zdporny (t.j. ak ide podla (51) o hyperbolu),
doplnenim vyrazu (41) na uplny Stvorec (a tym zbavenim sa linedrneho ¢lena v
premennej x) dostaneme rovnicu (41) do tvaru

j2 y2
kde » »
=5 b::ﬁ T:=x—ae (55)

Vidime z toho, ze
- hyperbola je vycentrovand v suradniciach (Z,y)
- v stradniciach (Z,y) sa najprv nakresli vycentrovany obdlznik 2a x 2b
- potom jeho (nekone¢ne dlhé) uhlopriecky (sluzia ako asymptoty hyperboly)
- jej dve vetvy utekaju doprava a dolava (nie hore a dolu)
- doprava z vrcholu (Z,y) = (a,0), dolava z vrcholu (z,y) = (—a,0)
- naozaj sa realizuje len vetva idica dolava °
- jej vrchol je v (Z,y) = (=a,0), t.j. v (z,y) = (a(e — 1),0) = (15, 0), teda
- 1. jej vrchol je napravo od centra a hyperbola sa rozsiruje smerom dolava
- 2. perihélium je vo vzdialenosti 64%1 od centra (,SInka”)

4V strede povodnych saradnic (z,y) = (0,0) je ohnisko tej elipsy. Elipsa m4 vieobecne
dve ohniska, st (podla definicie) vzdialené o ae od stredu v smere velkej poloosi. (Specialne
pre kruznicu splyvaju obe ohniskd so stredom elipsy.) U nas je v jednom z nich stred
povodnych suradnic, t.j. bod (z,y) = (0,0), t.j. centrum (,nehybné Slnko”) nasej centralnej
sily.

5Ked sme prechadzali do kartézskych siradnic, v jednom kroku sme umocnili strany
rovnice na druhu. Takato operacia moéze pridat rieSenia (napr. pre rovnicu z — 2 = 1 takto
pribudne rieSenie = 1, ktoré pévodna rovnica nemala). To, Ze vetva doprava nezodpoveda
nasej situécii, vidno napriklad z vyjadrenia v polarnych siradniciach.
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3.2.3 Parabola

Ak je v rovnici (41) faktor pri 22 nulovy (t.j. ak je e = 1 a ide podIa (50) o parabolu),
zostane z nej

1 p
2 2 - 2
+ 2px = t.]. = —— Yy 4+ = 56
Y pr =p J x Zpy 9 (56)

Cize pomocou posunutej siradnice

(57)

Vidime z toho, ze
- parabola mé vrchol v bode (Z,y) = (0,0), t.j. v bode (z,y) = (§,0)
- rozbieha sa smerom dolava, teda
- 1. jej vrchol je napravo od centra a parabola sa rozsiruje smerom dolava
- 2. perihélium je vo vzdialenosti ;25 od centra (,Slnka”)

4  Zhrnutie

Hlavnygm ciefom tohto textu bolo ukazat, Ze

- Keplerova tloha sa dé explicitne riesit

- napriklad trajektoria (pre pritazliva silu) z integralu (26)

- vysledkom su kuzelosecky (elipsa, parabola, hyperbola)

- ktora z nich to bude, zavisi (len) od hodnoty e v rieSeni (37)

- 0 hodnote e rozhoduje - pozri (36) - hodnota energie

- vela vidno cez polarne siradnice (v ktorych sa riesenie ziskalo)
- oplati sa prepisat to aj do kartézskych saradnic.
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