Newtonovo vedro - Styri sposoby vypoctu
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Cielom je zistit tvar hladiny vody vo vedre, ktoré visi v zemskom gravitacnom
poli a uZ dlho sa rovnomerne otdca okolo zvislej osi uhlovou rijchlostou Q. (Je to
tloha 11.6 v texte [1].) Pomenovanie problému suvisi s jeho historickou lohou.
Newton ho pouzil ako argument v prospech existencie absolitneho priestoru vo svo-
jom odbornom spore s Leibnizom.
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1 Pohlad z inercialnej ststavy

1.1 Inercidlna sistava - rieSenie pohybovych rovnic

Logika riesenia je takato:

Pohyb vody v otacajicom sa vedre sa musi riadit vSeobecnygmi hydrodynamic-
kymi rovnicami. Mala by sa teda riesit Navierova-Stokesova rovnica (s konstantnou
hustotou p(r,t) = po = konst., kedze voda je nestlacitelna) plus rovnica kontinu-
ity (tiez zjednodusena podmienkou p(r,t) = pp). Kedze ale (po dlhom ¢ase, uz v
ustalenom rezime) sa ,yrstvy vody o seba uz netri"(voda sa hybe ako tuhé teleso,
prakticky ako ,kus Tadu"), viskozita sa nijako neprejavi a teda Navierovu-Stokesovu
rovnicu méZeme nahradif jednoduchsou Fulerovou rovnicou (pre pohyb idedlne; te-
kutiny).

Predstavme si, Ze sa potrapim a najdem ich rieSenia. Na¢o mi vlastne buda?
Hladam predsa tvar hladiny a nie tlak a rychlostné pole v Tubovolnom mieste.

Hladina ale tizko suvis{ s tlakom. Je to totiz jedna z ploch konstantného tlaku,
konkrétnejsie mnozina bodov, v ktorej ma tlak hodnotu atmosférického tlaku

P(r) = Patm (1)

Vv  Preco? Predstavme si plosku dS umiestnenti v bode hladiny tak, ze vektor dS
je kolmy na hladinu v tomto bode (¢ize samotna ploska sa dotyka hladiny). Potom
plosné sila cez tuto plosku opisuje (podla definicie plosnej sily) silu, ktorou pdsobi
vzduch tesne nad hladinou na vodu tesne pod hladinou (cez ta hladinu). No ale
ten vzduch posobi prave atmosférickym tlakom. A

Takze potrapit sa a najst ten tlak sa oplati.

¥ A naco vlastne hfadam aj rychlostné pole, ked na hladinu staci len tlak?

Plytsi dovod: Rovnice, do ktorych vstupuje ako neznédma tlak st zretazené s
dalsou neznamou, rychlostnym polom. To sice na samotnt hladinu nepotrebujem,
ale ako to uz chodi so zretazenymi rovnicami, poc¢ita sa vSetko a na konci sa tesi z
toho, ¢o sa naozaj potrebuje.

Hlbsi dévod: Rovnice nevedia, Ze pre aké konkrétne teCenie ma zaujima tlak.
(Tecenim, ktoré vyhovuje uvazovanej sustave, je napriklad aj statie vody. Vtedy
da podmienka (1) ako hladinu rovnua plochu.) Préave cez konkrétne rychlostné pole,
ktoré zodpovedé tociacemu sa vedru, do rovnic vpaSujeme napriklad informéaciu,
7e vobec existuje nejaka uhlova rychlost €2, ktora sa nakoniec objavi aj vo vyraze
pre tlak (a teda aj vo vzorci pre tvar plochy hladiny). A

Ideme na to.



Mame riesit sistavu rovnic

po(Ov+ (v-V)v = —Vp+pog (2)
op+V-(pv) = 0 3)

Zoberuc do uvahy fakty

i) p(r,t) = po = konst. (voda je nestlacitelna)

1) Opv = 0 (teCenie je uz ustalené, takze staciondrne)
sa to zjednodusi na

po(v-V)v = —Vp+ pog (4)
Vv =0 (5)
Nezname su zatial
vt a plnd) (6)
Presnejsie, vdaka staciondrnosti ulohy (a teda aj jej riesent),
v(r) a p(r) (7)

V skutoc¢nosti sa ale rychlostné pole v(r) lahko uhddne. Naozaj: ma zodpovedat
oCividnému faktu, ze kazdy kisok vody ma rovnomerne krizit uhlovou rychlostou
Q po kruznici okolo z-ovej osi. Vyskisa sa, Ze tomu zodpoveda jednoduchy vzorcéek

v(ir)=Q xr (8)

Vv Je uzitocné si vSimnut, Ze tento vzorcek plati pre umiestnenie pociatku strad-
nic (x,y, z) kdekolvek na z-ovej osi. gpeciélne napriklad v strede dna vedra alebo v
strede (budtcej) hladiny. Vidno to z toho, Ze rozdiel medzi polohovymi vektormi r
a r’ od¢itanymi od pociatkov P a P’ (oba na z-ovej osi) je vektor v smere 2 (teda
' =r+ Q) apreto X xr=0Q xr. A

Jedinou naozaj neznamou v zozname (7) tak zostal tlak

p(r) (9)
Najprv overim, Ze uhadnuté rieSenie (8) vyhovuje (okyptenej) rovnici kontinuity

().

v Napriklad jednym z tychto troch spésobov:
1. (bez vypoctu): voda rotuje okolo osi z ako tuhé teleso, takze izometricky, takze
TubovoIny objem sa zachovéva, takze Tubovolnad hmotnost sa zachovéva, takze je
splnena rovnica kontinuity
2. (indexovy vypocet):
Vv = V- (22xr)
i(€ijrSYjTk)
€ijk$2j0ik
= 0



3. (vypocet v Specialne zvolenych osiach): ak € = (0,0, ), tak

v(r) = Q xr=(—Qy,Qz,0) (10)

Vv =0,(—Qy) + 0y(Qx) +0.(0) =0

Teraz sa pustim do rovnice (4). Najprv sa pozriem na ¢len opisujuci zrychlenie,
t.j. vyraz (V- v)v.

v Opét napriklad jednym z tychto troch spésobov: Bez vypoctu, indexovo aj v
Specialne zvolenych osiach.

1. (bez vypoctu): kazda kvapka vody rovnomerne krazi po kruznici okolo osi z. Ma
teda bezné dostredivé zrychlenie zname z tlohy o kameni na konci $nury (alebo
o Zemi kruziacej okolo Slnka). Co je smerom do stredu a velkosti Q2I, kde I je
vzdialenost od stredu (od osi z).

2. (indexovy vypocet):

(v- Vv = (xr)-V)(Qxr);
= (Erlesxlar)eiijjxk

€sik€ijk$ 2825

Qinl‘j - Qijl‘i

= Q*((n-r)n; — x)

t.j.
(v-V)v=—-0%r, (11)

kde € = Qn a r | je zlozka r kolméa na smer 2, teda na n:
r,=r—(r-nn (12)

(Jej velkost je vzialenost od osi danej vektorom n.)
3. (vypocet v 8pecialne zvolenych osiach): ak € = (0,0,), tak (10) dava

(v V)v = Qady — ya)(—Qy, Qx,0) = O*(~z, —y,0) (13)
¢o je to isté ako (11). A

Teraz uz mozem napisat celd rovnicu (4).
VyuZitim vysledku (11) ju méZem napisat v tvare

—poQ2I'J_ = —Vp + pog (14)
V 8peciélne zvolenych osiach (t.j. vyuzitim vysledku (35)) zase vyzera

poQ* (=, —y,0) = (=9yp, —0up, —0xp) + (0,0, —pog) (15)
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Po rozpisani na drobné

Oup = poS¥x (16)
dyp = poQ%y (17)
d:p = —pog (18)
Jej rieSenie sa najde velmi jednoducho a vyzera
IR 1
p(@,y,2) = 5po(z" +y7) = pogz + p(0,0,0) (19)
Hladina je potom dana rovnicou (1), t.j. explicitne
QZ
z(x,y) = g(azQ + ?) 4 const. (20)
kde
const. = p(0,0,0) — Patm (21)

Hladina teda mé tvar rotacného paraboloidu.

v Keby som to velmi chcel riesit ,yektorovo", t.j. v tvare (14), alebo podrobne

v tvare
poQ*((r-n)n —r) = —Vp — pogn (22)
mohol by som postupovat napriklad takto: v8imnem si, Ze plati
vV(ir?) = 2r (23)
Vin'r) = n (24)
V((r-n)?) = 2(r-n)n (25)

Potom sa da (22) napisat cez samé gradienty:

p0Q2 2 2\
\v4 5 ((r-n)*—r%) ) ==V (p+ pogn -r) (26)
Bez symbolov gradientu to znamené rovnost az na adit{vnu konstantu
poQ2?
p(r) = = —(r* = (r-n)?) — pogn - r + p(0) (27)

a teda rovnica hladiny ako plochy konstantného (= atmosférického) tlaku je

QQ
n-r= 2—(1'2 — (r-n)?) + const. (28)
g
kde const. = p(0) — patm- Pri vybere n = (0,0, 1) sme spit pri (20). A



2 Pohfad z rotujicej sastavy

2.1 Rotujtica ststava - rieSenie pohybovych rovnic

Stacionarna Eulerova rovnica (4) vznikla zo vSeobecnej pohybovej rovnice kontinua
fi+ 004 = pai (29)

skonkrétnenim niektorych ¢lenov. V nej f je hustota objemove;j sily a do Eulerovej
rovnice sa dostala v podobe ¢lena pg.

Ako prepisat rovnicu (29) do ststavy, ktora sa spolu s vedrom (a vodou v fiom)
rovnomerne otdca uhlovou rychlostou 27

Treba jednoducho pridat k objemovej sile vSetky ,fiktivne"sily, ktoré sa v danej
situécii prejavia. Neprejavi sa

- zotrva¢na sila (lebo pociatky inercidlnej a toc¢iacej sa ststavy splyvaji)

- Eulerova sila (lebo tocenie sa vedra je rovnomerné)
Takze treba dodat len odstredivi a Coriolisovu silu (ich hustoty), t.j. urobit zamenu

f=pg—pg—pQx (2 xr)—pkxvVv (30)
Z rovnice (4) sa tak stane rovnica
po(v - V)v = —=Vp+ pog — po2 X (2 xr) — po X v (31)

Vyzeréa sice o dost zlozitejsia ako (4), ale uvedomim si, ze © sa vybralo tak, aby v
tejto sustave voda stdla, takze namiesto ansatzu (8) z inercidlnej sistavy tu mam
dat (ovela jednoduchsi :-) ansatz

v(r)=0 (32)

(Tento ansatz meni nasu tlohu na tlohu z hydrostatiky.) Vdaka tomu sa (31), uz ako
rovnica len pre jednu neznamu - tlak p(r), velmi zjednodusi - vypadne Coriolisova
sila aj zrychlenie. Ostane z nej len toto:

0=—-Vp+ pog — pof2 x (2 xr) (33)

Asi to na prvy pohlad nevidno, ale realne je to presne takd istd (!) rovnica pre
tlak, akou bola rovnica (14). TakZe bude rovnaké aj jej rieSenie, tym aj plochy
konstantnych tlakov a napokon aj hladina ako plocha atmosférického tlaku.

v  Naozaj:

1. (bez vypoctu): Ono to tak chodi, ked nie¢o beha po kruznici, ze k dostredivej
sile z inercialnej sustavy pribudne v tociacej sa sistave rovnako velkd a opadcne
orientované odstrediva sila (preto, aby ich sucet dal nulu a vec mohla v tejto sistave
stat)



2. (indexovy vypocet): Ak Q = On, tak

—Ox(2xr) = —nx(nxr)
= r—(n-r)n
= Q2I‘J_

kde @ = On ar je zlozka r kolma na smer Q, teda na n. (Jej velkost je vzialenost
od osi danej vektorom n.) Z (33) sa tak stane

—po¥’r = —Vp+ pog (34)

¢o naozaj tazko rozoznat od rovnice (14)!
3. (vypocet v §pecidlne zvolenych osiach): ak © = (0,0, ), tak (10) dava

(v-V)v = Q20 — y0.)(—Qy, Qz,0) = Q*(—z, —y,0) (35)

¢o je to isté ako (11). A

2.2 Rotujtca sastava - hladina ma byt vSade kolma na
objemovu silu

Logika riesenia:

Som v sistave rotujtcej prave takou uhlovou rychlostou, ze v nej voda vo vedre
stoji. Je to teda hydrostatika, kde z objemovych sil musim uvazovat silu gravitacnu
a odstredivi. (Netreba Coriolisovu ani Eulerovu.)

f= fgrav + fodstr (36)

Z bezného zivota viem, Ze ak vedro stoji v inercidlnej stustave, jeho hladina je
vodorovna, ¢ize kolmd na objemovi silu (tam len gravitaéna). Poviem si, Ze toto
povysim na vieobecné pravidlo: !

Hladina je v kazdom bode kolmd na objemouvi silu. (37)

A pouzijem ho aj pre pripad, ked je objemova sila zlozitejsia, menovite teraz (36).
Mam teda najst plochu, ktora je v kaZdom bode kolmd na dané vektorové pole f.

¥  Z matematického hladiska je to znama tloha, pecialny pripad alohy integrovat
distribiciu. Ukazuje sa, ze takato plocha pre v8eobecné vektorové pole nemusi vo-
bec existovat. Existuje prave vtedy (pozri tlohu 19.3.13 v [2]), ked to pole splha
podmienku

f-rotf =0 (38)

7 uvah okolo existencie potencialnej energie vieme, Ze plati

rotf =0 & f=vVo (39)

1Jeho vysvetlenie - pozri dalej.



Podmienka (38) je slabsia ako podmienka vlavo v (39), moze jej teda vyhovovat
Sirsia trieda poli ako gradienty nejakej funkcie. Ukazuje sa, Ze prislusna modifikacia
(39) znie

f-rotf=0 & f=uVo (40)

A plochy, ktoré st v kazdom bode kolmé na pole f, sit potom dané rovnicami
O(r) =k (41)

(Pre kazda konstantu k jedna plocha.) VSimnime si, Ze to ¥, ktoré figuruje ako
moznost v Kkritériu, uz nefiguruje v zapise vyslednej plochy, aj keby ho uvazované
pole f na svoj zapis potrebovalo.) A

Takze idem skusit najst také dve funkcie ¥ a ®, aby nasa celkova objemové sila (36)
bola tvaru ¥V®. Na to najprv skontrolujem, ¢i vyhovuje kritériu (40). Z rovnic
(33) a (34) vidim, Ze objemova sila je

f=fou +fodstr = pog — po2 x (2 xr) (42)
= pog + poS¥r, (43)
= —pogn + poQ*(r — (n-r)n) (44)

Z (23) - (25) zase viem, Ze kazdy ¢len tejto sily je gradientom nie¢oho, takze pole f
nielen Ze je tvaru YV ®, ale dokonca rovno V®. A s akym ®7 No spominané vyrazy
(23) - (25) ukazuju, ze

2

a(r) = —pogn -x + PCL (02— (- m)?) (45)

Plochy kolmé na f st plochy konstantnej hodnoty tohoto ®. A to sd presne rotacné
paraboloidy dané vyjadreniami (28) ¢ (20).

Mimochodom od zaciatku je jasné, Ze vysledna hladina bude invariantné voci
rotaciam okolo osi z, takZe tlohu staci riesit dvojrozmerne; staci vediet, ako vyzerd
rez hladiny napriklad rovinou zz.

Ak uvazujem $tandardne os z v smere proti gravitatnému polu, v rovine xz
bude odstrediva sila v smere osi x. Konkrétne sa z (44) stane toto:

f = (0,—pog) + (po¥’z,0) = po(Q*x, —g) (46)
Hladam ®(x, z), ktorého by bolo pole (46) gradientom. Hned vidim, Ze to je

QQ
p02 x? — gz + const. (47)

O(x,2) =

Krivka konstantnej hodnoty funkcie ® je parabola



Rotacne invariantné plocha dané touto krivkou je potom rotacny paraboloid

QQ
2(z,y) = %( 2 4 9?) 4 const. (49)

A sme opét pri (20) :-)

v Tak sa eSte pozrime na pravidlo (37).

Aby platila hydrostaticka rovnovdha (voda stoji!), objemova sila musi byt vy-
rovnand plo$nou silou. Len tlakovou silou (—Vp), lebo viskozita sa v statike nepre-
javi. Musi teda v kazdom bode vody (vratane hladiny) platit

Vp=f (50)

Hladina je jedna z pléch konstantného tlaku, normdla na hladinu mé teda smer
gradientu tlaku. A teda podla (50) aj smer pola f. Hotovo.

A preco je hladina kolmé na gradient tlaku? To je jednoduchy, ale uzito¢ny
geometricky fakt, ktory sme uz raz vyuzili pri odvodeni rovnice pre virtuélne po-
sunutia :-)

Argument: Uvazujme plochu dand rovnicou

F(r)=0

(v Iubovolne-rozmernom priestore). Uvazujem dva blizke body r a r + dr, oba na
tej ploche. Potom sucasne platia dve tvrdenia:

F(r)=0 F(r+6r)=0
Taylor do 1.radu dava
or-VF =0 ¢ize or L VF

Pritom vektor dr, ktory vlastne spaja lubovolné dva blizke body na ploche, sa da
chapat (rozmysliet!) ako lubovolng (maly) vektor dotykajici sa plochy. Takze VF
je vektor kolmy na plochu F(r) = 0.

Pre vysSie spomenuté tvrdenie o hladine treba polozit

F(r) = p(r) = patm
lebo hladina je plocha dana rovnicou

p(I‘) = Patm



2.3 Rotujtca ststava - minimalizacia potenciidlnej ener-
gie

Sme v stistave rotujicej spolu s vodou vo vedre, takZe mame hydrostatiku. Hustota
objemovej sily (36) je potencialové, konkrétne plati (pozri (45))

f=forav + foaster = —Vu (51)

pre
Q?

u(r) = pogn -r — 22 (2 — (r-n)?) (52)

alebo v Tudskej reci (x,y, z) (pre n = (0,0,1))

_ POQ2 2 2
u(x,y,z) = pogz — T(:U +y ) (53)

Potencialna energia infinitezimalneho objemu dV kvapaliny v mieste r je u(r)dV
a potencialna energia vetkej vody vo vedre je

U= /V udV (54)

Ideme ju vyrétat.

Predpokladam, ze vedro mé tvar valca (bo¢né steny su zvislé) a voda je v
nom rozloZena tak, Ze je od podstavy az po (zatial neznamu) hladinu, vyjadrent v
cylindrickych stradniciach ako

z(r, ¢) = 2(r) (55)

(uz sa predpoklada jej rotacna invariantnost).

Rozdelim si objem vody na infiniteziméalne tenké stiosé ,yalcové plochy". Zabe-
raju objem od r po r + dr a maju vysku od nuly (spodok vedra) po z(r). Objem
tohto telesa je

2nrdrz(r) (56)

a jeho tazisko je zjavne vo vyske z(r)/2. Preto jeho gravitatna potencialna energia
je

pog(2mrdrz(r))(z(r)/2) (57)
Kedze vsetky body tohto telesa st (do prislusného radu) rovnako daleko od osi (a
to r), Tahko sa uré¢i aj jeho odstrediva potencialna energia. Je to

2
—pOQQ (2mrdrz(r))r? (58)

Celkovd potencidlna energia vody vo vedre je integral od nuly po R (polomer vedra)
zo suctu prispevkov (57) a (58), t.].

R 0?2
Ulz] = Wpog/ (TZ2 — gr3z> dr (59)
0
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Z (56) sa Tahko vidi, ze celkovd hmotnost vody vo vedre je

R
Mlz] = 27rp0/0 (rz)dr (60)

Vyrazy (integraly) (59) a (60) sa funkciondly jednej premennej z(r). Druhy sluzi
ako vézba. NaSou tlohou je minimalizovat potencidlnu energiu (¢ize prvy funkei-
ondl), ale minimum méme hladat len medzi takymi z(r), ktoré zodpovedaji da-
nému fixnému mnozstvu vody. Ide teda o ulohu na viazany extrém z variacného
poctu.

Ako sa také ulohy riesia? To vieme napriklad z tlohy (4.5) v texte [1]! KIu¢ové
slovo je Lagrangeov multiplikdtor.

Konkrétne tu: Z dvoch uvazovanych funkcionalov (59) a (60) identifikujem dva
zodpovedajice lagranzidny:

R R
Ulz] =: / Ly(z, 2, r)dr Mlz] =: / Lo(z,2',r)dr (61)
0 0
kde
Li(z,2',7) = 7po (gr22 - er?’z) Lo(z,2',r) = 2mporz (62)
Teraz zostavim treti lagranzian,
L(z,2,r) == Li(2,2',r) + ALs(2,2',7) (63)

(¢islo A je vyssSie spominany Lagrangeov multiplikator) a pre tento lagranzian na-
pisem obycajni Fulerovu-Lagrangeovu rovnicu:

L 0oL
doL _IL _

il (64)

Ked sa pozriem na struktiru lagranzianov L; a Lo, ¢aki ma prijemné prekvapenie.
Vébec totiz nezavisia od 2’ (takze to isté plati aj pre L):

L(z,2',7) = L(z,7) (65)

To znamené, ze Eulerova-Lagrangeova rovnica tu degeneruje na smiesny tvar

oL
= _0 66
o (66)
NapiSme si ju explicitne. Mame
L(z,r) =mpo (grzz — Q%324+ A2rz) (67)
Potom (66) dava
2,3 Q5 A
2grz — Q°r° + X\2r = 2gr 2= o +—-]=0 (68)
g g
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2
_. A (69)
29 g
Co je opét nas znamy rotaény paraboloid z (20).
Konstanta A sa ur¢i z podmienky, aby bola splnend vizba, t.j. aby (69) dosadeny
do funkcionalu hmotnosti (60) dal hmotnost M. Ak si M parametrizujem vyskou
hladiny hg v situéacii, ked vedro nerotuje,

z

M =: wR*hopo (70)
tak vyjde
02/, R?
= — (- = 1
z(r) =ho + % <7“ 5 ) (71)

v Odtial dostavam vysku hladiny v strede a na okraji vedra

2(0) = ho—A (72)
2(R) = ho+A (73)

kde 2R
A = 19 (74)

Pokles hladiny v strede je teda rovnaky, ako jej narast na okraji. Vo vzdialenosti

LR
= 7 (75)

od stredu ma hladina rovnaku vysku, aka mala pred tocenim. A
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