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Na predná²ke sme sa dozvedeli, ºe Navierova-Stokesova rovnica (na opis te£e-

nia viskóznej tekutiny) obsahuje koe�cient viskozity η. Ten charakterizuje, nakol'ko

je príslu²ná tekutina viskózna. Podrobnej²í rozbor ukazuje, ºe také koe�cienty sú

aº dva, η a ζ. Tomu druhému sa hovorí objemová (alebo druhá) viskozita. Tu si

povieme, kde sa ten druhý koe�cient naberie.

Obsah

1 Úvod 2

2 Ako sa na tú objemovú viskozitu príde 2
2.1 Ako sa pri²lo na to pôvodné . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2.2 Ako sa príde na to v²eobecnej²ie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

3 Dve £asti viskózneho tenzora napätia 4
3.1 Ako to presne dopadne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
3.2 Iný pohl'ad - je to sú£et ireducibilných £astí . . . . . . . . . . . . . 5

4 Cijkl a dva projektory v ¬om 7
4.1 Parametrizácia Cijkl v hydrodynamike . . . . . . . . . . . . . . . . 8
4.2 Parametrizácia Cijkl v lineárnej pruºnosti . . . . . . . . . . . . . . 8

∗
e-mail: fecko@fmph.uniba.sk

1



1 Úvod

V textoch [1], [2], [3] (a tieº v cca 106 d'al²ích) sa spomína základná pohybová
rovnica hydrodynamiky viskóznej tekutiny, Navierova-Stokesova rovnica

∂v

∂t
+ (v.∇)v = −1

ρ
∇p+ g +

η

ρ
(∇(∇.v) +△v) (1)

Zodpovedá tenzoru napätia

σij = −pδij + η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
(2)

Tento tenzor (a následne aj tá pohybová rovnica) obsahuje jedno písmenko, cha-
rakterizujúce viskozitu tekutiny, a to (dynamický) koe�cient viskozity η.

Ked' v²ak (z nedostatku inej rozumnej £innosti) nazriem aj do inej literatúry,
napr. [4], [5], [6] (prípadne cca 105 d'al²ích), hned' to aj ol'utujem. Navierova-
Stokesova rovnica je tam totiº zloºitej²ia:

∂v

∂t
+ (v.∇)v = −1

ρ
∇p+ g +

1
3η + ζ

ρ
∇(∇.v) +

η

ρ
△v (3)

Aj ona samozrejme má za sebou nejaký tenzor napätia. Zistím, ºe takýto

σij = −pδij + η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

− 2

3
δij

∂vk
∂xk

)
+ ζ

(
δij

∂vk
∂xk

)
(4)

Tento tenzor (a následne aj tá pohybová rovnica) obsahuje aº dve písmenká, cha-
rakterizujúce viskozitu tekutiny, a to dva (dynamické) koe�cienty viskozity , η a ζ.
Novinkou je teda ten koe�cient ζ. Zvykne sa volat' objemová (alebo druhá) visko-

zita. (Volume, bulk, second viscosity.)
V²imnem si, ºe pre nestla£itel'nú tekutinu (napríklad vodu) k ºiadnej zmene

nedo²lo. Nestla£itel'nost' (ρ(r, t) = ρ0 = kon²t.) totiº, ako vieme, urobí z rovnice
kontinuity rovnicu

∇ · v = 0 (5)

a vtedy sa (1) a (2) ni£ím nelí²ia od (3) a (4). To hovorí, ºe tá zmena sa môºe
fyzikálne prejavit' len pre stla£itel'né tekutiny, ked' hrá úlohu lokálna zmena objemov

tekutiny (z £oho zrejme aj pochádza názov objemová viskozita).
Ciel'om tohto textíku je nazna£it', ako sa na taký výraz príde (vyuºit' múdrosti,

ktoré uº vieme z pruºného kontinua :-).

2 Ako sa na tú objemovú viskozitu príde

2.1 Ako sa pri²lo na to pôvodné

Pripome¬me si, ako sme pri²li na výraz (2) a kde v tej úvahe je nejaká rezerva,
ktorej vyuºitie dá viac.
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Najprv sme si predstavili ustálené te£enie medzi (nekone£nou) zemou a (neko-
ne£nou) vodorovnou doskou. Zem stojí a viskóznej kvapaline neostáva ni£ iné, ako
v mieste dotyku so zemou tieº stát' (to hovoria okrajové podmienky pre rýchlostné
pole viskóznej tekutiny). Ak sa nekone£ná doska, poloºená na kvapaline, pohybuje
rýchlost'ou V v smere osi x, viskóznej kvapaline neostáva ni£ iné, ako v mieste do-
tyku s doskou mat' tieº rýchlost'ou V v smere osi x (opät' tie okrajové podmienky
pre rýchlostné pole viskóznej tekutiny). V smere od zeme po dosku (£o stotoºníme
so smerom osi z) teda musí narást' rýchlost' od nuly po V. Pritom tá rýchlost' má
v²ade smer osi x. Máme teda ansatz

v(r, t) = (v(z), 0, 0) ≡ (v1(x3), 0, 0) v(0) = 0 v(h) = V (6)

Toto te£enie si predstavíme ako pohyb jednotlivých vodorovných vrstiev vody ²ú-
chajúcich sa po sebe, pri£om kaºdá vrstva má danú rýchlost' (prúdenie je laminárne,
lamina je po latinsky blanka, do²ti£ka, plátok).

Ked'ºe rýchlost' vrstiev smerom hore stúpa a kvapalina je viskózna, susedné
vrstvy sa navzájom silovo ovplyv¬ujú. Horná (s trochu vä£²ou hodnotou z) sa
snaºí dolnú t'ahat' smerom doprava (v smere osi x) a dolná sa zase snaºí tú hornú
brzdit'. Lenºe ked' horná vrstva t'ahá spodnú doprava, odhal'uje tým nenulovost'
(nediagonálnej!) zloºky σ13 tenzora napätia:

σ13 ̸= 0 (7)

H Naozaj. Spomenieme si, ºe σij je v²eobecne i-ta zloºka napätia (sila na plo-
chu) na plô²ke s normálou v smere j-tej osi. Tu vidím na plô²ke s normálou v smere
z ≡ x3 (£iºe j = 3) plo²nú silu (spôsobuje ju kontinuum tesne nad plô²kou, bez
neho by nebola) v smere osi x (a teda aj zloºku napätia v smere osi x1; teda i = 1).
S nulovým σ13 by toto nebolo moºné. N

To σ13 je koe�cient úmernosti medzi vel'kost'ou plô²ky a príslu²nou plo²nou si-
lou. O£akáva sa, ºe bude vä£²í, ak bude relatívna rýchlost' susedných vrstiev vä£²ia.
To dáva ansatz

σ13 = k∂3v1 (= v′(z)) (8)

kde k môºe byt' rôzne pre rôzne kvapaliny.
Tento výraz ale nie je symetrický (£o je povinnost' kaºdého tenzora napätia).

Jeho oprava na
σ13 = k(∂3v1 + ∂1v3) (9)

- formálne zachráni symetriu
- reálne ni£ nezmení (£o je dobre!), lebo (v3 = 0)
Posledným krokom je smelé zov²eobecnenie (metódou IQ-testu) na

σij = k(∂ivj + ∂jvi) (10)
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a premenovanie kon²tanty k na η (predsa len, η vyzerá vedeckej²ie):

σij = η(∂ivj + ∂jvi) (11)

Toto je tenzor napätia výlu£ne za viskozitu. Ked' sa k nemu pridá e²te £ast', ktorá
tam bola uº aj bez viskozity (tenzor napätia ideálnej kvapaliny, −pδij), dostaneme
vyjadrenie (2).

2.2 Ako sa príde na to v²eobecnej²ie

Ak sa chceme pohnút' d'alej, ako sme sa dostali v (11), urobíme dobre, ked' si
spomenieme na Hookov zákon (pozri napr. [7], $3.1)

σij = Cijklϵkl (12)

Ja viem, Hookov zákon je z pruºného kontinua a my sme teraz v tekutinách. V²imol
som si to. Ale nie£o sa odtial' £majznút' predsa len dá.

Tam sme hl'adali lineárnu závislost' tenzora σij na tenzore ϵij a pou£ili sme
sa, ºe taká závislost' je daná tenzorom 4. rangu Cijkl. No a tu vlastne máme dost'
podobný problém. Viskózna £ast' hl'adaného tenzora napätia σij je podl'a (10) kon-
²tantným násobkom iného tenzora, a to tenzora (∂ivj +∂jvi). Násobok kon²tantou
je samozrejme tieº lineárnou závislost'ou, ale iste nie najv²eobecnej²ou. Mali by sme
opät' pripustit' aj v²eobecnej²í výraz

σij = Cijkl(∂kvl + ∂lvk) (13)

Viskózne vlastnosti tekutiny sú potom zakódované do tenzora Cijkl (podobne, ako
boli v [7], 3.kapitola, do takého tenzora zakódované pruºné vlastnosti kontinua).

Teraz si uvedomíme, ºe
- na²u tekutinu povaºujeme za homogénnu a izotropnú

- preto aj jej viskozita by mala byt' taká
- preto aj tenzor Cijkl by mal byt' taký
- na²t'astie to sme uº skúmali v [7], $3.2,
- zistili sme, ºe vôl'a je len v dvoch kon²tantách
- takºe odmastíme výsledok a � je vymal'ované" :-)
- uº vieme, pre£o je viskozita daná v²eobecne dvoma kon²tantami!

3 Dve £asti viskózneho tenzora napätia

3.1 Ako to presne dopadne

Ako sa spomenulo vy²²ie, v texte [7], $3.2, je odpoved' na to, ako vyzerá homogénny
a izotropný tenzor Cijkl. Tá odpoved' znie

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (14)
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kde λ a µ sú dve l'ubovol'né kon²tanty.

[Toto si zaslúºi drobný komentár (tam neodznel, tak nech odzie aspo¬ tu, kde
je asi dôleºitej²í). Tam sme dostali tento tvar nasadením istých povinných symetrií

toho tenzora. (Obmedzili pôvodne tri l'ubovol'né kon²tanty, dané len izotropiou a
homogenitou, na len dve.) Ked' sa v²ak naozaj nasadia, zistí sa, ºe uº jedna z nich
vyrobí aj tie zvy²né dve automaticky. (Takºe výsledok sp¨¬a v²etky tri symetrie,
ale keby sme dve z nich zabudli poºadovat', vy²li by aj tak.) Tu ur£ite potrebujeme
symetriu Cijkl = Cjikl (lebo tenzor napätia musí byt' symetrický) a uº len z nej

dostaneme výsledok (14). Takºe nemáme mat' obavy, ºe sme zobrali príli² ²peciálny
výsledok.]

Ak teraz pouºijeme tvar (14) v (13), dostaneme

σij = 2λδij(∂kvk) + 2µ(∂ivj + ∂jvi) (15)

Ked' to porovnám s (4), zistím, ºe sta£í prezna£it' kon²tanty tak, aby platilo

2µ = η 2λ = ζ − 2

3
η (16)

a výsledok (15) je totoºný s (4).

3.2 Iný pohl'ad - je to sú£et ireducibilných £astí

Pozrime sa na viskóznu £ast' tenzora napätia (4)

σvisc

ij = η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

− 2

3
δij

∂vk
∂xk

)
+ ζ

(
δij

∂vk
∂xk

)
(17)

Ozna£me

Sij :=
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
(18)

[Je symetrický (preto som pouºil písmeno S) a niekedy sa volá tenzor rýchlosti

deformácie (rate of deformation). Samotný tenzor deformácie je rovnaký výraz, v
ktorom je namiesto rýchlostného pol'a v pole posunutí u (pozri napr. [7], $2.1 a
$2.2). Ked' si rozmyslím na intuitívnej úrovni vzt'ah medzi posunutím u a rýchlost'ou
v, zistím, ºe ten názov nie je najhor²í.]

Potom

σvisc

ij = 2η

(
Sij −

1

3
(TrS)δij

)
+ ζ(TrS)δij (19)

kde
TrS ≡ Sjj =

∂vk
∂xk

≡ ∇ · v (20)
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je stopa tenzora S.
V²imnem si, ºe samotný tenzor Sij môºem rozloºit' na sú£et dvoch £lenov

Sij =

(
Sij −

1

3
(TrS)δij

)
+

1

3
(TrS)δij (21)

Tej prvej vel'kej zátvorke sa hovorí bezstopová £ast' tenzora S a zvy²ku sa hovorí
�£istá stopa" (úvodzovky preto, lebo stopa je prísne vzaté len ten skalár Tr S a tu je
e²te vynásobený Kroneckerom a nejakou kon²tantou). Ako vidno, v tej bezstopovej
£asti sa od pôvodného S od£ítal práve taký výraz, aby to malo dokopy nulovú stopu.
Tá druhá £ast' zase nesie informáciu len o stope (Kronecker � je zadarmo").

Potom môºeme £ítat' výraz (19) takto:
1. zober tenzor S daný v (18)
2. rozloº ho na �bezstopovú £ast' plus £istú stopu"
3. urob v²eobecnú lineárnu kombináciu týchto dvoch £astí, pri£om
4. koe�cient pri prvej nazvi 2η a pri druhej 3ζ
5. to £o takto dostane² je viskózna £ast' tenzora napätia
Celý tenzor si viem predstavit' rozloºený kadejako (môºe byt' sú£tom rôzneho

po£tu rôznych svojich £astí). �o je zaujímavé práve na rozklade na bezstopovú
£ast' a stopu? To, ºe tento rozklad je invariantný vo£i vhodným zámenám bázy (a
nimi indukovanými transformáciami komponent tenzora), £iºe je v tomto zmysle
objektívny.

H Naozaj. Ak chápem tenzor S ako lineárny operátor (tenzor typu (1,1), £iºe
s jedným horným a jedným dolným indexom Si

j), tak transforma£ný predpis pre
komponenty, zapísaný maticovo, je

S 7→ S′ = B−1SB (22)

Samotná stopa (ako £íslo) nezávisí od výberu bázy

TrS′ = Tr (B−1SB) = Tr (BB−1S) = TrS (23)

Rozklad (21) je

S = M(S) +N(S) ≡
(
S − 1

3
(TrS)I

)
+

1

3
(TrS)I (24)

Ak uplatním pravidlo (22) na jednotlivé £asti M(S) a N(S) tenzora S, dostanem

M(S) 7→ B−1

(
S − 1

3
(TrS)I

)
B = S′ − 1

3
(TrS′)I (25)

N(S) 7→ B−1

(
1

3
(TrS)I

)
B =

1

3
(TrS′)I (26)
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£o sa dá zapísat' aj takto:

M(S) 7→ (M(S))′ = M(S′) (27)

N(S) 7→ (N(S))′ = N(S′) (28)

Na tom je dôleºité to, ºe �M -£ast'" z nového S potrebuje len dáta z M -£asti starého
S a podobne N -£ast' z nového S potrebuje len dáta z N -£asti starého S. Tieto dve
£asti tenzora S sú teda de�nované invariantne. (A teda invariantne sú de�nované
aj dve charakteristiky viskozity tekutiny.) Objektívny lineárny priestor takýchto
tenzorov sa objektívne rozkladá na dva podpriestory (l'ahko sa overí, ºe ide naozaj
o podpriestory).

Povedané iná£: Celé S potrebuje 9 £ísel v kaºdej báze (matica 3 x 3). Tých
9 sa v danej báze delí na 8 (bezstopová £ast') plus 1 (stopa). V inej báze je tieº
delenie na 8 plus 1, ale - a to je netriviálne - pravidlo pre výrobu nových deviatich
zo starých deviatich je také, ºe tých nových 8 potrebuje len tých starých 8 (pri
nejakom blbom delení na 8 plus 1 by mohlo potrebovat' v²etkých 9) a to nové 1
potrebuje len to staré 1 (pri nejakom blbom delení na 8 plus 1 by aj to mohlo
potrebovat' v²etkých 9).

Keby sme to celé robili pre bilineárne formy (tenzory typu (0,2), £iºe s dvoma
dolnými indexmi Sij , aby mal dobrý zmysel pojem symetrický tenzor), i²lo by to
podobne (transforma£ný vzorec by obsahoval transponované B namiesto inverz-
ného), len by sa bolo treba obmedzit' na ortogonálne matice prechodu B. N

A kde je tam tá ireducibilita (spomínaná v názve)?
Ukazuje sa, ºe tie dva podpriestory sa uº nedajú zmen²it' (ako invariantné).
�e to je tak pre ten jednorozmerný (�£istú stopu") asi nie je prekvapením :-)

Ale ono je to tak aj pre tú bezstopovú £ast'. Neexistuje d'al²í rozklad uº len tej
bezstopovej £asti, pri ktorom by sa tie £asti transformovali len cez seba, £iºe sa
nedá napísat'

M(S) = M1(S) +M2(S) (29)

tak, aby platilo

M1(S) 7→ M1(S
′) (30)

M2(S) 7→ M2(S
′) (31)

4 Cijkl a dva projektory v ¬om

V²imnem si, ºe tie dve £asti tenzora Sij v rozklade (21) sa z neho dajú vyprojektovat'

vhodnými projek£nými operátormi (ktoré pôsobia v priestore 2-indexových tenzo-
rov). Ich explicitný tvar vidno rovno z toho rozkladu

P
(1)
ijkl :=

1

2
(δikδjl + δilδjk)−

1

3
δijδkl (32)

P
(2)
ijkl :=

1

3
δijδkl (33)
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Platí teda

(P (1)S)ij ≡ P
(1)
ijklSkl = Sij −

1

3
(TrS)δij (34)

(P (2)S)ij ≡ P
(2)
ijklSkl =

1

3
(TrS)δij (35)

Z toho, ako sa robí ten rozklad je asi zrejmé, ºe tie dva operátory sú naozaj pro-
jek£né

P (1)P (1) = P (1) (36)

P (2)P (2) = P (2) (37)

(Ak robím bezstopovú £ast' z nie£oho, £o má nulovú stopu, nemusím robit' ni£ a
uº som hotový. Podobne ak chcem urobit' �£istú stopu" z nie£oho, £o uº je £istou
stopou.) Navy²e projektujú na podpriestory s nulovým prienikom a v sú£te dávajú
identitu

P (1)P (2) = 0 (38)

P (1) + P (2) = 1̂ (39)

(To druhé platí len pri obmedzení sa na symetrické tenzory.)

4.1 Parametrizácia Cijkl v hydrodynamike

Ked' sa teraz pozriem na ²truktúru (19) viskóznej £asti tenzora napätia a zoberiem
do úvahy výrazy (13), (18), (34) a (35), dostávam vyjadrenie

σvisc = C(S) C = 2ηP (1) + 3ζP (2) (40)

Je teda urobený takto:
- zoberie sa tenzor rýchlosti deformácie S (de�novaný v (18))
- pustia sa na¬ dva projektory P (1) a P (2)

- tie vyrobia jeho bezstopovú £ast' a �£istú stopu"
- urobí sa v²eobecná lineárna kombinácia výsledkov ich pôsobenia
- η a ζ sú (modulo nejaké dvojky ...) presne koe�cienty tej lineárnej kombinácie

Váha týchto dvoch koe�cientov vo výslednom tenzore napätia je teda váhou
akýchsi dvoch (z hl'adiska viskozity) dôleºitých charakteristík konkrétnej tekutiny,
�dvoch viskozít", ktoré sa budú prejavovat' v rôznych situáciách. (Pozri koniec
paragrafu (4.2).)

4.2 Parametrizácia Cijkl v lineárnej pruºnosti

Snaha zapísat' tenzor C z (14) v tvare aP (1) + bP (2) vedie na a = 2µ a b = 3λ+2µ

C = 2µP (1) + (3λ+ 2µ)P (2) (41)
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Za zmienku stojí z tohto pohl'adu fakt, ako sa vyjadruje cez λ a µ nestla£itel'nost'K
(bulk modulus) z pruºného kontinua (pozri napr. [7], $4.3; vel'kú nestla£itel'nost' K
má materiál, ktorý reaguje (zmenou objemu) málo na v²estranný izotropný tlak).
Takto:

3K = 3λ+ 2µ (42)

�iºe túto pruºnú charakteristiku zaujíma len to, £o vytiahne z tenzora deformácie
projektor P (2) (£ast' vytiahnutá projektorom P (1) tu nemá ºiaden vplyv). No a ten
vytiahne jeho stopu, ktorá dáva presne objemovú dilatáciu, £o je ... presne ono.

Druhý extrém je v module pruºnosti v ²myku (shear modulus) G (pozri napr.
[7], $4.2; vel'ké G má materiál, ktorý reaguje málo na £istý strih, t.j. steny kocky
sa málo zo²ikmia, ked' na jej hornú stenu budem pôsobít' tangenciálnym napätím).
Tu je to rovno

G = µ (43)

Tenzor C môºem teda parametrizovat' aj ako

C = 2GP (1) + 3KP (2) (44)

Z toho sa zrejme dá dedukovat' (porovnaním s tvarom (40)) aj význam viskóznych

koe�cientov η a ζ:
- η je koe�cient, ktorý cíti strihovú deformáciu pri te£ení, zatial' £o
- ζ cíti objemovú dilatáciu.

[Pozriem sa na tekutinu v £asoch t a t + dt a interpretujem to, £o sa jej zatial'
prihodilo, ako �deformáciu" ako keby pruºného kontinua (transláciu a rotáciu igno-
rujem). Deformáciu rozdelím na strih a objemovú dilatáciu. Pruºné by sa im bránilo
pruºnými silami, pri£om intenzita jej obrany vo£i týmto dvom rôznym útokom je
daná jej dvoma rôznymi koe�cientami G a K). Tekutina sa im bráni viskóznymi

silami a ked'ºe útoky sú tieº dvojaké, má dve viskozity, jednu na zmiernenie strihu
(kvantitatívne v koe�ciente η) a druhú na zmiernenie objemovej dilatácie (kvanti-
tatívne v koe�ciente ζ).]
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