Objemova (,druha") viskozita
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Na predndske sme sa dozvedeli, Ze Navierova-Stokesova rovnica (na opis tece-
nia viskdznej tekutiny) obsahuje koeficient viskozity n. Ten charakterizuje, nakolko
je prislusnd tekutina viskdzna. Podrobnejsi rozbor ukazuje, Ze také koeficienty si
az dva, n a . Tomu druhému sa hovori objemouvd (alebo druhd) viskozita. Tu si
povieme, kde sa ten druhy koeficient naberie.
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1 Uvod

V textoch [1], [2], [3] (a tiez v cca 10° dalsich) sa spomina zakladna pohybové
rovnica hydrodynamiky viskéznej tekutiny, Navierova-Stokesova rovnica

0 1
L (V)= —ZVp+g+ H(V(VV)+Av) (1)
ot P P
Zodpoveda tenzoru napdtia
ov;  Ovj
ij = —Poij . . 2
ij b ]+n<8x]~+6wi> ()

Tento tenzor (a nasledne aj t4 pohybova rovnica) obsahuje jedno pismenko, cha-
rakterizujuce viskozitu tekutiny, a to (dynamicky) koeficient viskozity n.

Ked vsak (z nedostatku inej rozumnej ¢innosti) nazriem aj do inej literatury,
napr. [4], [5], [6] (pripadne cca 10° dalgich), hned to aj olutujem. Navierova-
Stokesova rovnica je tam totiz zlozitejSia:

ov 1 in+¢ n
— 4+ (V.V)v=—-Vp+g+32—2V(V.v)+ -Av 3
5 Vv @)+ 3)
Aj ona samozrejme ma za sebou nejaky tenzor napéitia. Zistim, Ze takyto
Oov;  Ov; 2_ Ovuyg Ovg,
i = —p0ij + T 0jj—— 4
7 Poij 11 (8:1:]- + ox; 37 8xk> 6 < Y Oy, )

Tento tenzor (a nasledne aj t4 pohybové rovnica) obsahuje aZ dve pismenké, cha-
rakterizujuce viskozitu tekutiny, a to dva (dynamické) koeficienty viskozity, n a .
Novinkou je teda ten koeficient (. Zvykne sa volat objemovd (alebo druhd) visko-
zita. (Volume, bulk, second viscosity.)

Vsimnem si, Ze pre nestlacitelni tekutinu (napriklad vodu) k ziadnej zmene
nedoglo. Nestlacitelnost (p(r,t) = po = konst.) totiz, ako vieme, urobi z rovnice
kontinuity rovnicu

V.v=0 (5)
a vtedy sa (1) a (2) ni¢im nelisia od (3) a (4). To hovori, Ze t4 zmena sa moZe
fyzikdlne prejavit len pre stlacitelné tekutiny, ked hra alohu lokdlna zmena objemov
tekutiny (z ¢oho zrejme aj pochadza nazov objemoud viskozita).

Cielom tohto textiku je naznacif, ako sa na taky vyraz pride (vyuzit madrosti,
ktoré uz vieme z pruzného kontinua :-).

2 Ako sa na ti objemovu viskozitu pride

2.1 Ako sa prislo na to pé6vodné

Pripomenime si, ako sme prisli na vyraz (2) a kde v tej avahe je nejaka rezerva,
ktorej vyuzitie da viac.



Najprv sme si predstavili ustélené tecenie medzi (nekone¢nou) zemou a (neko-
ne¢nou) vodorovnou doskou. Zem stoji a viskoznej kvapaline neostéva ni¢ iné, ako
v mieste dotyku so zemou tiez staf (to hovoria okrajové podmienky pre rychlostné
pole viskoznej tekutiny). Ak sa nekone¢né doska, polozena na kvapaline, pohybuje
rychlostou V' v smere osi x, viskdznej kvapaline neostava nic¢ iné, ako v mieste do-
tyku s doskou mat tiez rychlostou V' v smere osi x (opéf tie okrajové podmienky
pre rychlostné pole viskoznej tekutiny). V smere od zeme po dosku (¢o stotoznime
so smerom osi z) teda musi narast rychlost od nuly po V. Pritom ta rychlost méa
vSade smer osi z. Mame teda ansatz

v(r,t) = (v(2),0,0) = (v1(z3),0,0) v(0)=0 wh)=V (6)

Toto tecenie si predstavime ako pohyb jednotlivych vodorovnych vrstiev vody $u-
chajucich sa po sebe, pricom kazd4 vrstva méa dana rychlost (pradenie je lamindrne,
lamina je po latinsky blanka, dosticka, platok).

KedZe rychlost vrstiev smerom hore stiipa a kvapalina je viskézna, susedné
vrstvy sa navzajom silovo ovplyviiuju. Hornd (s trochu véicsou hodnotou z) sa
snazi dolnu tahat smerom doprava (v smere osi ) a dolné sa zase snazi ta hornu
brzdit. LenZe ked horné& vrstva taha spodnu doprava, odhaluje tym nenulovost
(nediagonalnej!) zlozky o013 tenzora napétia:

o13 #0 (7)

v  Naozaj. Spomenieme si, ze 0;; je vieobecne i-ta zlozka napétia (sila na plo-
chu) na plogke s normalou v smere j-tej osi. Tu vidim na plogke s norméalou v smere
z = x3 (Cize j = 3) plosni silu (sposobuje ju kontinuum tesne nad ploskou, bez
neho by nebola) v smere osi = (a teda aj zlozku napétia v smere osi x1; teda i = 1).
S nulovym o153 by toto nebolo mozné. A

To o013 je koeficient 1imernosti medzi velkostou plogky a prislugnou plosnou si-
lou. Ocakava sa, ze bude vicsi, ak bude relativna rychlost susednych vrstiev vacsia.

To déva ansatz
013 = kagvl (: v’(z)) (8)

kde k moze byt rozne pre rozne kvapaliny.
Tento vyraz ale nie je symetricky (¢o je povinnost kazdého tenzora napitia).
Jeho oprava na

013 = k(@gvl + 811)3) (9)

- formélne zachrani symetriu
- redlne ni¢ nezmeni (¢o je dobre!), lebo (vs = 0)
Poslednym krokom je smelé zovieobecnenie (metdédou IQ-testu) na

035 = k(az"l)j + ajvi) (10)



a premenovanie konstanty k£ na 7 (predsa len, n vyzeréa vedeckejsie):
oij = n(0;v; + 0;v;) (11)

Toto je tenzor napitia vylu¢ne za viskozitu. Ked sa k nemu pridé esSte cast, ktora
tam bola uz aj bez viskozity (tenzor napétia idedlnej kvapaliny, —pd;;), dostaneme
vyjadrenie (2).

2.2 Ako sa pride na to vSeobecnejsie

Ak sa chceme pohnut dalej, ako sme sa dostali v (11), urobime dobre, ked si
spomenieme na Hookov zdkon (pozri napr. [7], $3.1)

oij = Cijki€rl (12)

Ja viem, Hookov zékon je z pruzného kontinua a my sme teraz v tekutinach. V§imol
som si to. Ale nieco sa odtial ¢majznuf predsa len da.

Tam sme hladali linedrnu zavislost tenzora o;; na tenzore €; a poudili sme
sa, ze takd zavislost je dana tenzorom 4. rangu Cjji;. No a tu vlastne mame dost
podobny problém. Viskézna cast hfadaného tenzora napitia o;; je podla (10) kon-
Stantnym nasobkom iného tenzora, a to tenzora (0;v; + 0;v;). Nasobok konstantou
je samozrejme tiez linedarnou zavislostou, ale iste nie najvSeobecnejSou. Mali by sme
opat pripustif aj vSeobecnejsi vyraz

0ij = Cijr1(Okvy + Ovg) (13)

Viskozne vlastnosti tekutiny st potom zakoédované do tenzora Cjji; (podobne, ako
boli v [7], 3.kapitola, do takého tenzora zakédované pruzné vlastnosti kontinua).

Teraz si uvedomime, Ze

- nasu tekutinu povazujeme za homogénnu a izotropni

- preto aj jej viskozita by mala byt taki

- preto aj tenzor C;jy by mal byt taky

- nagfastie to sme uz skamali v [7], $3.2,

- zistili sme, Ze vola je len v dvoch konstantéch

- takze odmastime vysledok a ,je vymalované" :-)

- uz vieme, preco je viskozita dané vseobecne dvoma konStantami!

3 Dve casti viskdézneho tenzora napatia

3.1 Ako to presne dopadne

Ako sa spomenulo vyssie, v texte |7], $3.2, je odpoved na to, ako vyzera homogénny
a izotropny tenzor Cjjr. T4 odpoved znie

Cijki = N0k + (i dj1 + didj) (14)
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kde A a p su dve lubovolné konstanty.

[Toto si zasluzi drobny komentar (tam neodznel, tak nech odzie aspon tu, kde
je asi dolezitejsi). Tam sme dostali tento tvar nasadenim istych povinnych symetrii
toho tenzora. (Obmedzili p6vodne tri lubovolné konstanty, dané len izotropiou a
homogenitou, na len dve.) Ked sa v8ak naozaj nasadia, zisti sa, Ze uz jedna z nich
vyrobi aj tie zvysné dve automaticky. (Takze vysledok spliia vietky tri symetrie,
ale keby sme dve z nich zabudli pozadovat, vysli by aj tak.) Tu urcite potrebujeme
symetriu Cjjp; = Cjirg (lebo tenzor napitia musi byt symetricky) a uZ len z nej
dostaneme vysledok (14). Takze nemame mat obavy, ze sme zobrali prili§ §pecidlny
vysledok.]

Ak teraz pouzijeme tvar (14) v (13), dostaneme
035 = 2)\(5ij((9kvk) + Q/L(aﬂ)j + 8]'112') (15)
Ked to porovnam s (4), zistim, Ze staci preznacif kongtanty tak, aby platilo

2
2u=mn 2)\:C—§77 (16)

a vysledok (15) je totozny s (4).

3.2 Iny pohfad - je to sucet ireducibilnych c¢asti

Pozrime sa na viskéznu cast tenzora napétia (4)

: ov; Ov; 2 Ouyg vy,
visc _ 1 J_*i'i i — 1
ij n(ébcj +83:Z- 35]8xk> +§<5]0xk> (17)
Oznacéme L /9 5
(v Uj
ij = = 1
S] 2 (8:17] + 8$z) ( 8)

[Je symetricky (preto som pouzil pismeno S) a niekedy sa vola tenzor rychlosti
deformdcie (rate of deformation). Samotny tenzor deformécie je rovnaky vyraz, v
ktorom je namiesto rychlostného pola v pole posunuti u (pozri napr. [7], $2.1 a
$2.2). Ked si rozmyslim na intuitivnej arovni vztah medzi posunutim u a rychlostou
v, zistim, Ze ten nazov nie je najhorsi.|

Potom 1
kde o
Tk



je stopa tenzora S.
Vsimnem si, Ze samotny tenzor S;; mozem rozlozit na sucet dvoch clenov

1 1
Sij = <Sij —5(Tr S)5ij) + 5 (Tr5)d; (21)

Tej prvej velkej zatvorke sa hovori bezstopovd cast tenzora S a zvysku sa hovori
,»Cistd stopa" (vodzovky preto, lebo stopa je prisne vzaté len ten skalar Tr S a tu je
eSte vynasobeny Kroneckerom a nejakou konstantou). Ako vidno, v tej bezstopovej
¢asti sa od povodného S odéital prave taky vyraz, aby to malo dokopy nulovi stopu.
T4 druha cast zase nesie informaciu len o stope (Kronecker , je zadarmo").
Potom moézeme ¢itat vyraz (19) takto:
. zober tenzor S dany v (18)
. rozloz ho na ,bezstopovu ¢ast plus ¢istu stopu"
. urob vSeobecni linedrnu kombinéciu tychto dvoch ¢asti, pricom
. koeficient pri prvej nazvi 2n a pri druhej 3¢
. to ¢o takto dostanes je viskozna ¢ast tenzora napitia
Cely tenzor si viem predstavnf rozlozeny kadejako (moze byt su¢tom rozneho
poCtu roznych svojich casti). Co je zaujimavé prave na rozklade na bezstopova
Cast a stopu? To, Ze tento rozklad je invariantny vo¢i vhodnym zamenam bazy (a
nimi indukovanymi transformaciami komponent tenzora), ¢ize je v tomto zmysle
objektivny.

Ot = W N =

Vv Naozaj. Ak chdpem tenzor S ako linedrny operdtor (tenzor typu (1,1), ¢ize
s jednym hornym a jednym dolnym indexom S;), tak transformadny predpis pre
komponenty, zapisany maticovo, je

S— S =B"'SB (22)

Samotna stopa (ako ¢islo) nezavisi od vyberu bazy

TrS =Tr (B 'SB)=Tr (BB~ !S)=Tr S (23)
Rozklad (21) je
S = M(S)+ N(S) = (s - %(Tr 5)11) + %(ﬂ S (24)

Ak uplatnim pravidlo (22) na jednotlivé ¢asti M(S) a N(S) tenzora S, dostanem
1 1
M(S) +— B! <S — g(Tr S)]I) B=S - g(Tr SHI (25)

N(S) > B! <;(Tr sm) B= é(Tr I (26)



¢o sa da zapisat aj takto:
M(S) = (M(S)) =M(S) (27)
N(S) = (N(S)) =N(S" (28)

Na tom je dolezité to, ze ,,M-Cast" z nového S potrebuje len data z M-Casti starého
S a podobne N-¢ast z nového S potrebuje len déta z N-Casti starého S. Tieto dve
Casti tenzora S st teda definované invariantne. (A teda invariantne st definované
aj dve charakteristiky viskozity tekutiny.) Objektivny linearny priestor takychto
tenzorov sa objektivne rozklad4 na dva podpriestory (lahko sa overi, Ze ide naozaj
o podpriestory).

Povedané inac¢: Celé S potrebuje 9 ¢isel v kazdej baze (matica 3 x 3). Tych
9 sa v danej baze deli na 8 (bezstopova Cast) plus 1 (stopa). V inej béze je tiez
delenie na 8 plus 1, ale - a to je netrividlne - pravidlo pre vyrobu novych deviatich
zo starych deviatich je také, ze tych novych 8 potrebuje len tych starych 8 (pri
nejakom blbom deleni na 8 plus 1 by mohlo potrebovat vsetkych 9) a to nové 1
potrebuje len to staré 1 (pri nejakom blbom deleni na 8 plus 1 by aj to mohlo
potrebovat vietkych 9).

Keby sme to celé robili pre bilinedrne formy (tenzory typu (0,2), ¢ize s dvoma
dolnymi indexmi S;;, aby mal dobry zmysel pojem symetricky tenzor), islo by to
podobne (transformacny vzorec by obsahoval transponované B namiesto inverz-
ného), len by sa bolo treba obmedzit na ortogondlne matice prechodu B. A

A kde je tam ta ireducibilita (spominand v nazve)?
Ukazuje sa, ze tie dva podpriestory sa uz nedaju zmensgit (ako invariantné).
Ze to je tak pre ten jednorozmerny (,¢istn stopu") asi nie je prekvapenim :-)
Ale ono je to tak aj pre ta bezstopovi cast. Neexistuje dalsi rozklad uz len tej
bezstopovej ¢asti, pri ktorom by sa tie Casti transformovali len cez seba, Cize sa
nedd napisat

M(S) :Ml(S)—i-Mz(S) (29)

tak, aby platilo
My(S) — M(S) (30)
MQ(S — MQ(S/) (31)

4 (i a dva projektory v nom

Vsimnem si, Ze tie dve Casti tenzora S;; v rozklade (21) sa z neho dajua vyprojektovat
vhodnymi projekénymi operdtormi (ktoré posobia v priestore 2-indexovych tenzo-
rov). Ich explicitny tvar vidno rovno z toho rozkladu

1 1

1%21,31 = 5(5ik5ﬂ+5il5jk>—§5ij5kl (32)
1

PR = 5000 (33)
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Plati teda
1

(P(l)S)ZJ = Pig‘lk)lskl = Sij — 3(TI‘ S)(SZ] (34)
1
(PPS)i; = oS = 3 (Tr 5)dy; (35)

7Z toho, ako sa robi ten rozklad je asi zrejmé, ze tie dva operatory st naozaj pro-
jekéné
) p)
p@p2 — p@ (37)

Il
B!
c
—
w
D
~

(Ak robim bezstopovu ¢ast z nie¢oho, ¢o ma nulovi stopu, nemusim robif ni¢ a
uz som hotovy. Podobne ak chcem urobit ,Cista stopu" z niecoho, ¢o uz je Cistou
stopou.) Navyse projektuju na podpriestory s nulovym prienikom a v sucte dévaju
identitu

pPOPE = o (38)
PO 4L p@ — 1 (39)

(To druhé plati len pri obmedzeni sa na symetrické tenzory.)

4.1 Parametrizacia Cjj;; v hydrodynamike

Ked sa teraz pozriem na Struktaru (19) viskoznej Casti tenzora napétia a zoberiem
do uvahy vyrazy (13), (18), (34) a (35), dostavam vyjadrenie

oV = O(S) ¢ =2pPW 4 3¢P? (40)

Je teda urobeny takto:
- zoberie sa tenzor rychlosti deformdcie S (definovany v (18))
- pustia sa naii dva projektory P1) a P(?)
- tie vyrobia jeho bezstopovi cast a ,cCisti stopu"
- urobi sa wsSeobecnd linedrna kombindcia vysledkov ich posobenia
-1 a ¢ st (modulo nejaké dvojky ...) presne koeficienty tej linearnej kombinacie

Viéha tychto dvoch koeficientov vo vyslednom tenzore napitia je teda vdhou
akychsi dvoch (z hladiska viskozity) dolezitych charakteristik konkrétnej tekutiny,
sdvoch viskozit", ktoré sa budu prejavovat v roznych situaciach. (Pozri koniec
paragrafu (4.2).)

4.2 Parametrizacia Cjj;; v linedrnej pruZnosti
Snaha zapisat tenzor C z (14) v tvare aP®!) +bP®) vedie na a = 2u a b = 3\ + 2

C =2uPW + (3\ +2u) PP (41)



Za zmienku stoji z tohto pohladu fakt, ako sa vyjadruje cez A a u nestlacitelnost K
(bulk modulus) z pruzného kontinua (pozri napr. [7], $4.3; velka nestlacitelnost K
mé materiél, ktory reaguje (zmenou objemu) méalo na wsestranny izotropny tlak).
Takto:

3K = 3\ + 24 (42)

Cize tito pruzni charakteristiku zaujima len to, ¢o vytiahne z tenzora deformécie
projektor P?) (¢ast vytiahnutéa projektorom P tu nema ziaden vplyv). No a ten
vytiahne jeho stopu, ktord dava presne objemovi dilatdciu, ¢o je ... presne ono.
Druhy extrém je v module pruznosti v $myku (shear modulus) G (pozri napr.
[7], $4.2; velké G ma material, ktory reaguje malo na ¢isty strih, t.j. steny kocky
sa malo zosikmia, ked na jej horni stenu budem posobit tangencidlnym napétim).
Tu je to rovno
G=upu (43)

Tenzor C mozem teda parametrizovat aj ako
C =2GPY 4+ 3k P? (44)

Z toho sa zrejme da dedukovat (porovnanim s tvarom (40)) aj vyznam viskéznych
koeficientov 1 a (:

- 1 je koeficient, ktory citi strihovi deformdciu pri teeni, zatial ¢o

- ( citi objemovi dilatdciu.

[Pozriem sa na tekutinu v Casoch ¢ a t 4 dt a interpretujem to, ¢o sa jej zatial
prihodilo, ako ,deforméciu" ako keby pruzného kontinua (translaciu a rotéciu igno-
rujem). Deforméciu rozdelim na strih a objemovu dilatéciu. Pruzné by sa im branilo
pruznymi silami, pricom intenzita jej obrany voc¢i tymto dvom réznym ttokom je
dand jej dvoma roznymi koeficientami G a K). Tekutina sa im bréani viskdznymi
silami a kedze utoky su tieZ dvojaké, ma dve viskozity, jednu na zmiernenie strihu
(kvantitativne v koeficiente 77) a druht na zmiernenie objemovej dilatécie (kvanti-
tativne v koeficiente ().]
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