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Ciel'om je pozriet' sa vzt'ah tenzorov Tij a σij. Oba súvisia s bilanciou hybnosti

tekutiny. Táto bilancia sa dá robit' bud' pre objem, ktorý �xne stojí v priestore,

alebo pre objem, ktorý cestuje spolu s vybranou hmotou. V prvom prípade vstúpi do

hry tenzor hustoty toku hybnosti Tij, v druhom tenzor napätia σij, pri£om súvisia

vzt'ahom Tij = −σij + ρvivj.

Obsah

1 Úvod 2

2 Hmotnost' 2
2.1 Objem �xný v priestore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2.2 Objem cestujúci s tekutinou (material volume) . . . . . . . . . . . 3

2.2.1 To isté pseudo-l'udovo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

3 Hybnost' 5
3.1 Objem cestujúci s tekutinou (material volume) . . . . . . . . . . . 6
3.2 Objem �xný v priestore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

∗e-mail: fecko@fmph.uniba.sk

1



1 Úvod

Ciel'om je pozriet' sa vzt'ah tenzorov Tij (tenzor hustoty toku hybnosti) a σij (tenzor
napätia), kde

Tij = −σij + ρvivj (1)

pri opise tekutiny.
Vraj vysko£ia pri dvoch rôznych pohl'adoch na bilanciu hybnosti :

1. bilanciu pre objem �xovaný v priestore
2. bilanciu pre objem cestujúci spolu s kvapalinou

To vyzerá zaujímavo a láka to overit'. V rámci rozcvi£ky sa týmito dvoma pohl'admi
pozriem na hmotnost', po rozcvi£ke na hybnost'.

2 Hmotnost'

Pozrieme sa na dve rôzne vyjadrenia bilancie (tu zákona zachovania) hmotnosti.
Prvé vyplýva z pohl'adu cez objem za�xovaný v priestore (cez ktorý tekutina

preteká). Tu spomínaná bilancia (zákon zachovania) hovorí, ºe hmotnost' tekutiny
v tomto objeme sa mení len o to, £o do¬ho vte£ie alebo z neho vyte£ie.

Druhé zase z pohl'adu cez objem daný cestujúcou hmotou tekutiny. Tu trváme
na tom, ºe hmotnost' takého objemu je stále rovnaká.

Dostaneme tak dve rôzne vyjadrenia rovnice kontinuity.

2.1 Objem �xný v priestore

Toto je ²tandardná úvaha, ako sa to zvykne analyzovat'.
Mám objem V stojaci v priestore. Hmotnost' v ¬om je

m(t) :=

∫
V
ρ(r, t)dV (2)

Ked'ºe objem stojí v priestore a tekutina ceze¬ preteká, nie je dôvod, aby táto
hmotnost' bola kon²tantná. V²eobecne závisí od £asu. A ked' nie£o závisí od £asu,
cítime neodolatel'né nutkanie zrátat' £asovú deriváciu toho nie£oho. �iºe u nás ve-
li£inu ṁ.

Pri jej výpo£te si spomeniem, ºe jediné miesto výskytu t v tom integráli je
hustota hmotnosti ρ. Preto derivácia spred integrálu vstúpi do integrálu tak, ºe sa
stane parciálnou (aplikovanou na ρ):

ṁ(t) ≡ d

dt
m(t) ≡ d

dt

∫
V
ρ(r, t)dV =

∫
V

∂ρ(r, t)

∂t
dV (3)

A pre£o sa vlastne mení hmotnost' v tom �xnom objeme? Lebo tekutina ceze¬
prúdi, teda vteká a vyteká. Takºe ak celkovo viac (hmotnosti) vte£ie ako vyte£ie,
hmotnost' sa zvý²i a ak to je naopak, hmotnost' sa zníºi.
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L'ahko sa zráta, kol'ko hmotnosti celkovo vyte£ie 1 za £as ϵ. Je to zjavne

dm ≡ ϵ

∫
∂V

ρv · dS (4)

H Výraz
ϵv · dS (5)

dáva objem tekutiny, ktorá za £as ϵ vyte£ie cez kúsok hranice dS. Po násobení hus-
totou ρ dostaneme hmotnost' tej istej tekutiny a po preintegrovaní cez celú hranicu
dostaneme celkovú vyte£enú hmotnost'. N

Ak tol'ko vytieklo, hmotnost' sa musela zmenit' takto:

m(t) 7→ m(t)− dm = m(t)− ϵ

∫
∂V

ρv · dS (6)

Zárove¬ to je (z de�nície derivácie a výsledku (3)) takto:

m(t) 7→ m(t+ ϵ) = m(t) + ϵ ṁ(t) = m(t) + ϵ

∫
V

∂ρ(r, t)

∂t
dV (7)

Porovnanie (6) a (7) dáva∫
V

∂ρ(r, t)

∂t
dV +

∫
∂V

ρv · dS = 0 (8)

Gaussova veta (aplikovaná na druhý £len) vedie na∫
V

(
∂ρ

∂t
+∇ · (ρv)

)
dV = 0 (9)

a ked'ºe objem V je l'ubovol'ný, tak napokon zostane

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 rovnica kontinuity (10)

2.2 Objem cestujúci s tekutinou (material volume)

Nahrad'me teraz objem V stojaci v priestore objemom V (t), ktorý sa hýbe spolu

s tekutinou. Cez jeho hranicu teda ni£ nepreteká. (Aj hranica sa hýbe spolu s
tekutinou, teda relatívna rýchlost' tekutiny a hranice je v kaºdom bode hranice
nulová; ni£ teda cez ¬u nepreteká). Hmotnost' v tomto objeme je

m(t) :=

∫
V (t)

ρ(r, t)dV (11)

1Znamienko rozhoduje, £i to vlastne vtieklo alebo vytieklo. Ak je ten integrál kladný,
tak celkovo vytieklo (lebo n v dS = dSn je vonkaj²ia normála), ak záporný, tak vtieklo.
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Ked'ºe sa objem hýbe spolu s tekutinou, tekutina z neho nevyteká ani do¬ho nevteká
a tak nie je dôvod, aby táto hmotnost' závisela od £asu. (Samozrejme ak vylú£ime,
ºe �xné mnoºstvo tekutiny je schopné zmenit' svoju hmotnost', t.j. ak predpokladáme

zákon zachovania hmotnosti.)
Tu teda �vieme" (zo zákona zachovania hmotnosti), ºe £asová derivácia ṁ je

nulová.
ṁ(t) ≡ d

dt
m(t) = 0 (12)

Predsa ju ale skúsime formálne vyrátat'!
Na£o, ked' vieme ºe je nulová? No aby sme z podmienky jej nulovosti dostali ne-

jakú uºito£nú rovnicu (tá rovnica bude zrejme hovorit', ºe hmotnost' sa zachováva).
Výpo£et £asovej derivácie integrálu, v ktorom aj integra£ná oblast' závisí od

£asu, nie je aº taký známy, ako ked' je tá oblast' statická (a kde sa to zvrhne na
parciálnu deriváciu podintegrálnej funkcie) Ale nie je ani neznámy. Túto vec si za
nás vyjasnil uº v roku 1903 Reynolds [5] a výsledok je známy ako Reynoldsova

transportná veta:

d

dt

∫
V (t)

ρ(r, t)dV =

∫
V (t)

∂ρ(r, t)

∂t
dV +

∮
∂V (t)

ρv · dS (13)

[Toto je jej zápis pre objemové integrály. Existujú aj verzie, pre plo²né £i kriv-
kové. V²eobecný tvar aj jeho ²peciálne prejavy moºno nájst' (aj s dôkazom v jazyku
diferenciálnych foriem) napr. v texte [6], a to v £asti 2.3.1.

Nový oproti výsledku (3) je teda ten druhý £len, daný plo²ným integrálom po
momentálnej hranici (hranici v £ase t). Pole v je v²eobecne v transportnej vete
rýchlost' hranice, ale ked'ºe my uvaºujeme objem cestujúci s tekutinou, rýchlost'
hranice je totoºná s rýchlost'ou tekutiny na hranici a teda v na²om prípade je to v
oby£ajné rýchlostné pole tekutiny.]

Ak druhý £len - plo²ný integrál - prerobím Gaussovou vetou na objemový, do-
stanem

ṁ ≡ d

dt

∫
V (t)

ρ(r, t)dV =

∫
V (t)

(
∂ρ(r, t)

∂t
+∇ · (ρv)

)
dV (14)

Ked'ºe celý integrál má byt' podl'a (12) nulový a objem je l'ubovol'ný, opät' dostávame

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 rovnica kontinuity (15)

Rovnica vy²la rovnaká, aj ked' úvaha bola o dost' iná. �o je dobre.

2.2.1 To isté pseudo-l'udovo

Uvaºujem objem dV s hmotnost'ou dm, ako tak cestuje po svojej �trajektórii" v
tekutine (£iºe opät' objem cestujúci s tekutinou, material volume). Jeho hmotnost'
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sa po ceste nemení (ak hmota po ceste nevzniká z vákua £i sa nemení na vákuum),
ale jeho objem (a teda aj hustota) sa menit' môºe (ak je tekutina stla£itel'ná).

Nemennost' jeho hmotnosti po ceste môºem zapísat' ako nulovost' £asovej deri-

vácie, ak pod ¬ou chápem �konvektívnu" (materiálovú, úplnú, ...) £asovú deriváciu.
Teda takú, ktorá porovnáva stav teraz tu a o chvíl'u o kúsok d'alej (a nie o chvíl'u
tu).

Vtedy môºem písat'

0 = (dm)· = (ρdV )· = ρ̇ dV + ρ(dV )· (16)

a teda
ρ̇

ρ
= −(dV )·

dV
(17)

To, £o sme takto dostali, musí byt' tieº rovnica kontinuity (ekvivalentná rovnici
(10) a (18)), ked'ºe sme to tieº dostali z podmienky zachovania hmotnosti. 2

Na to, aby sme nahliadli, ºe veru je, si potrebujeme uvedomit' dve veci.
1. Tá bodka vl'avo je konvektívna derivácia funkcie ρ, £iºe (∂t + v · ∇)ρ
2. Zlomok vpravo je presne divergencia ∇ · v

[Fakt z bodu 1. je zo zmyslu veci. Fakt z bodu 2. sa dá nájst' napríklad v knihe
[7] (ako úloha 8.2.2). Je to interpretácia divergencie vektorového pol'a ako rýchlosti

relatívnej zmeny objemu pri toku generovanom tým pol'om. Práve pre toto odsko-
£enie do literatúry to volám pseudo-l'udové, okrem tohto miesta to je l'udové.]

Ak tieto dva fakty zamontujeme do rovnice (17), dostaneme

ρ̇

ρ
≡ ∂tρ+ v · ∇ρ

ρ
= −∇ · v rovnica kontinuity (18)

v £om naozaj rýchlo spoznávame (10) a (18).

3 Hybnost'

Pozrieme sa na dve rôzne vyjadrenia bilancie hybnosti.
Tentokrát prvé bude pre objem daný cestujúcou hmotou, druhé z pohl'adu ob-

jemu tekutiny za�xovaného v priestore (cez ktorý tekutina preteká). Dostaneme
tak dve rôzne vyjadrenia pohybovej rovnice tekutiny (²peciálne preideálnu tekutinu
Eulerovej rovnice).

2V²imneme si rozumnú £rtu znamienka mínus: ked' sa objem zmen²uje, hustota stúpa,
ked' sa objem zvä£²uje, hustota klesá.
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3.1 Objem cestujúci s tekutinou (material volume)

Postupujem podobne ako v odseku 2.2.1, teda pseudo-l'udovo.
Uvaºujem in�nitezimálny objem dV s hmotnost'ou dm, ako tak cestuje po svojej

�trajektórii� v tekutine (£iºe opät' objem cestujúci s tekutinou, material volume, ale
navy²e in�nitezimálny). Bilancia jeho hybnosti: Jeho hybnost' sa po ceste mení, akk
na¬ho pôsobí sila. A to podl'a Newtonovej rovnice

ṗi = Fi (19)

Zrátajme najprv jej l'avú stranu:

ṗi = (dm vi)
· = (dm)·vi + dm v̇i = dm v̇i ≡ dm ai (20)

(po ceste som vyuºil rovnicu kontinuity v tvare (dm)· = 0, pozri (16)). Pritom to
v̇i ≡ ai je opät' konvektívna £asová derivácia, £iºe

ṗi = dm(∂t + v · ∇)vi (21)

Na výpo£et pravej strany (19) sa najprv na chvíl'u vrátim k �vel'kému� objemu V
(namiesto �malého� dV ). Celková sila je z dvoch £astí, objemová a plo²ná:

Fi =

∫
V
fidV +

∫
∂V

σijdSj (22)

Význam písmenok:

fi : i-ta komponenta hustoty objemovej sily (23)

σij : i-ta komponenta plo²nej sily na jednotkovej j-tej plô²ke (24)

£iºe

fidV : i-ta komponenta objemovej sily pôsobiacej na objem dV (25)

σijdSj : i-ta komponenta plo²nej sily na plô²ke dS (26)

Mená: fi je hustota objemovej sily, σij je tenzor napätia (stress tensor).)
Gaussova veta aplikovaná na druhý integrál dáva

Fi =

∫
V
(fi + σij,j)dV (27)

Plo²ný integrál zmizol, plo²ná sila sa nahradila dodato£nou efektívnou objemovou.
Teraz sa vrátim k �malému� objemu a pravú stranu (19) zapí²em v tvare

Fi = (fi + σij,j)dV (28)

(£iºe jednoducho zmaºem znak integrálu). Po dosadení (21) a (28) do (19) dostávam

dm(∂t + v · ∇)vi = dV (fi + σij,j) (29)

a ked'ºe dm = ρdV , tak sme pohybovú rovnicu tekutiny dostali v tvare

ρ(∂t + v · ∇)vi = fi + σij,j (30)
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3.2 Objem �xný v priestore

Lokálny zákon zachovania hybnosti pre kontinuum vyzerá takto:

∂tπi + Tij,j = 0 (31)

Pritom interpretácia vstupujúcich £lenov je:

πi : i-ta komponenta hustoty hybnosti (32)

Tij : i-ta komponenta toku hybnosti cez jednotkovú j-tu plô²ku (33)

£iºe

πidV : i-ta komponenta hybnosti v objeme dV (34)

TijdSj : i-ta komponenta toku hybnosti cez plô²ku dS (35)

Ten lokálny zákon vznikne Gaussovou vetou z integrálnej bilancie hybnosti vo �x-
nom, nepohyblivom objeme V

d

dt

∫
V
πidV +

∫
∂V

TijdSj = 0 (36)

(Rovnica (31) má ²truktúru rovnice kontinuity pre vektorovú veli£inu.)
Pre tekutinu máme prirodzenú vol'bu

πi := ρvi (37)

Trochu menej je ale jasné, ako by mal vyzerat' tenzor hustoty toku hybnosti (mo-

mentum �ux density tensor) Tij . Skúsim to zistit' z dvoch predpokladov:

1. platí rovnica kontinuity (18) (£iºe lokálne sa zachováva hmotnost')
2. platí pohybová rovnica (30) (£iºe bilancia hybnosti kúska dm podl'a Newtona)

(�iºe predpokladám, ºe viem urobit' bilanciu hmotnosti a hybnosti pre cestujúci

objem a snaºím sa odvodit' výraz pre Tij v rovnici (31), £o je bilancia hybnosti pre
stojaci objem. Tá bilancia spo£íva v tom, ºe zmena hybnosti v tomto objeme sa
deje len preto, ºe tam nejaká hybnost' vte£ie a nejaká odtial' vyte£ie. �iºe v tvrdení
o lokálnom zákone zachovania.)

Prvý £len v (31) dopadne pre πi z (37) takto

∂tπi = ∂t(ρvi) = (∂tρ)vi + ρ(∂tvi) (38)

Prvú zátvorku vyjadrím z (18), druhú z (30) a dostanem (po vykrátení nejakých
£lenov) toto:

∂tπi = fi + ∂j(σij − ρvivj) (39)

Ak chcem (v zmysle (31)), aby to bolo −∂jTij , dostanem podmienku

fi + ∂j(σij − ρvivj + Tij) = 0 (40)
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Pre potenciálové silové pole fi
fi = −∂iΦ (41)

bude
∂j(σij − ρvivj + Tij − Φδij) = 0 (42)

odkial' mám jednoduché rie²enie pre hl'adané Tij :

Tij = −σij + ρvivj +Φδij (43)

Platí aj opa£né tvrdenie: pre toto Tij (a vol'bu (37) pre πi) dá lokálny zákon za-
chovania hybnosti (31) pohybovú rovnicu tekutiny (30). (Treba vyuºit' aj lokálny
zákon zachovania hmotnosti, £iºe rovnicu kontinuity (18).)
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