Vztah tenzorov T;; a o;; v mechanike tekutin
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Cielom je pozriet sa vztah tenzorov T;j a 0;5. Oba suvisia s bilanciou hybnosti
tekutiny. Tdto bilancia sa dd robit bud pre objem, ktory fizne stoji v priestore,
alebo pre objem, ktory cestuje spolu s vybranou hmotou. V prvom pripade vstipi do
hry tenzor hustoty toku hybnosti T;;, v druhom tenzor napditia o;j, pricom sivisia
vztahom Tj; = —oj + pvv;.
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1 Uvod

Cielom je pozriet sa vztah tenzorov Tj; (tenzor hustoty toku hybnosti) a oy (tenzor
napétia), kde
Tij = —oij + pviv; (1)

pri opise tekutiny.
Vraj vyskocCia pri dvoch réznych pohladoch na bilanciu hybnosti:
1. bilanciu pre objem fixovany v priestore
2. bilanciu pre objem cestujuci spolu s kvapalinou
To vyzera zaujimavo a laka to overif. V ramci rozcvicky sa tymito dvoma pohladmi
pozriem na hmotnost, po rozcvicke na hybnost.

2  Hmotnost

Pozrieme sa na dve rozne vyjadrenia bilancie (tu zdkona zachovania) hmotnosti.

Prvé vyplyva z pohladu cez objem zafizovany v priestore (cez ktory tekutina
pretekd). Tu spominand bilancia (zakon zachovania) hovori, Ze hmotnost tekutiny
v tomto objeme sa meni len o to, ¢o doftho vtecie alebo z neho vytecie.

Druhé zase z pohladu cez objem dany cestujiicou hmotou tekutiny. Tu trvame
na tom, ze hmotnost takého objemu je stale rovnaka.

Dostaneme tak dve rézne vyjadrenia rovnice kontinuity.

2.1 Objem fixny v priestore

Toto je standardna tvaha, ako sa to zvykne analyzovat.
Mam objem V stojaci v priestore. Hmotnost v fiom je

m(t) ::/Vp(r,t)dV (2)

KedZe objem stoji v priestore a tekutina cezen pretekd, nie je dovod, aby této
hmotnost bola konstantna. V8eobecne zavisi od ¢asu. A ked nieto zavisi od ¢asu,
citime neodolatelné nutkanie zrataf casovi derivdciu toho niecoho. CiZe u nas ve-
li¢inu m.

Pri jej vypocte si spomeniem, Ze jediné miesto vyskytu ¢ v tom integrali je
hustota hmotnosti p. Preto derivacia spred integralu vstupi do integralu tak, ze sa
stane parcidlnou (aplikovanou na p):

m(t) = im(t) = C;lt/v,o(r, t)dV = /v 3p(arl;, ) av (3)

A preco sa vlastne meni hmotnost v tom fixnom objeme? Lebo tekutina cezen
pridi, teda vteka a vyteka. Takze ak celkovo viac (hmotnosti) vtecie ako vytecie,
hmotnost sa zvysi a ak to je naopak, hmotnost sa znizi.
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Lahko sa zrata, kolko hmotnosti celkovo vytecie * za Cas €. Je to zjavne

dmze/ pv - dS (4)
ov

v Vyraz
ev - dS (5)

dava objem tekutiny, ktora za Cas € vytecie cez kusok hranice dS. Po nasobeni hus-
totou p dostaneme hmotnost tej istej tekutiny a po preintegrovani cez celt hranicu
dostaneme celkovi vytecend hmotnost. A

Ak tolko vytieklo, hmotnost sa musela zmenit takto:

m(t) — m(t) —dm = m(t) — e/ pv - dS (6)
ov
Zarovei to je (z definicie derivacie a vysledku (3)) takto:
m(t) — mt +€) = m(t) + e m(t) = m(t) + ¢ / de (7)
v

Porovnanie (6) a (7) dava

/8”(r’t)dv+/ pv-dS =0 (8)
v Ot oV

Gaussova veta (aplikovana na druhy ¢len) vedie na

/V<gf+v-(pv)> dv =0 9)

a kedZze objem V je Tubovolny, tak napokon zostane

0
875 +V-(pv)=0 rovnica kontinuity (10)

2.2 Objem cestujuici s tekutinou (material volume)

Nahradme teraz objem V stojaci v priestore objemom V(t), ktory sa hijbe spolu
s tekutinou. Cez jeho hranicu teda ni¢ nepretekd. (Aj hranica sa hybe spolu s
tekutinou, teda relativna rychlost tekutiny a hranice je v kazdom bode hranice
nulové; ni¢ teda cez hu nepretekd). Hmotnost v tomto objeme je

m(t) = /V(t) p(r,t)dV (11)

! Znamienko rozhoduje, ¢ to vlastne vtieklo alebo vytieklo. Ak je ten integral kladnij,
tak celkovo wytieklo (lebo n v dS = dSn je vonkajsia normala), ak zaporny, tak vtieklo.



KedZe sa objem hybe spolu s tekutinou, tekutina z neho nevyteka ani dontho nevteka
a tak nie je dovod, aby tato hmotnost zdvisela od casu. (Samozrejme ak vylacime,
ze fixné mnozstvo tekutiny je schopné zmenit svoju hmotnost, t.j. ak predpokladdme
zdkon zachovania hmotnosti.)

Tu teda ,vieme" (zo zdkona zachovania hmotnosti), ze casovd derivdcia m je

nulovd.
i(t) = %m(t) —0 (12)
Predsa ju ale skusime formalne vyratat!
Naco, ked vieme Ze je nulova? No aby sme z podmienky jej nulovosti dostali ne-
jaku uzito¢nua rovnicu (t& rovnica bude zrejme hovorit, Zze hmotnost sa zachovava).
Vypocet casovej derivacie integralu, v ktorom aj integracnd oblast zévisi od
Casu, nie je az taky znamy, ako ked je ta oblast statickda (a kde sa to zvrhne na
parcialnu derivaciu podintegralnej funkcie) Ale nie je ani neznamy. Ttto vec si za
nas vyjasnil uz v roku 1903 Reynolds [5| a vysledok je znamy ako Reynoldsova

transportnd veta:

d/ p(r,t)dV:/ ap(r’t)dv+y§ pv - dS (13)
dt Jy v Ot oV (1)

[Toto je jej zapis pre objemové integraly. Existuju aj verzie, pre plosné ¢ kriv-
kové. Vseobecny tvar aj jeho Specidlne prejavy mozno néjst (aj s dokazom v jazyku
diferencialnych foriem) napr. v texte [6], a to v asti 2.3.1.

Novy oproti vysledku (3) je teda ten druhy ¢len, dany plosnym integralom po
momentalnej hranici (hranici v Case t). Pole v je vSeobecne v transportnej vete
rychlost hranice, ale kedze my uvazujeme objem cestujuci s tekutinou, rychlost
hranice je totoznd s rychlostou tekutiny na hranici a teda v naSom pripade je to v
oby¢ajné rychlostné pole tekutiny.|

Ak druhy ¢len - plosny integral - prerobim Gaussovou vetou na objemovy, do-

stanem p 9
h = / p(r,t)dV = / ( plr. 1) +V. (pv)) av (14)

Kedze cely integral ma byt podla (12) nulovy a objem je Tubovolny, opaf dostavame

0
(%Z +V-(pv)=0 rovnica kontinuity (15)

Rovnica vysla rovnaké, aj ked tvaha bola o dost ina. Co je dobre.

2.2.1 To isté pseudo-fudovo

Uvazujem objem dV s hmotnostou dm, ako tak cestuje po svojej ,trajektorii" v
tekutine (¢ize opaf objem cestujuci s tekutinou, material volume). Jeho hmotnost
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sa po ceste nemeni (ak hmota po ceste nevznika z vdkua ¢i sa nemeni na vikuum),
ale jeho objem (a teda aj hustota) sa menif moze (ak je tekutina stlacitelna).
Nemennost jeho hmotnosti po ceste moézem zapisat ako nulovost casovej deri-
vdcie, ak pod fiou chapem  konvektivnu" (materiadlovi, aplna, ...) ¢asovu derivaciu.
Teda taki, ktora porovnéava stav teraz tu a o chvilu o kisok dalej (a nie o chvilu
tu).
Vtedy mozem pisat

0= (dm) = (pdV) = p dV + p(dV) (16)
a teda
p_@vy
pT TV an

To, ¢o sme takto dostali, musi byt ¢ieZ rovnica kontinuity (ekvivalentna rovnici
(10) a (18)), kedze sme to tiez dostali z podmienky zachovania hmotnosti. 2

Na to, aby sme nahliadli, Ze veru je, si potrebujeme uvedomit dve veci.

1. T4 bodka vlavo je konvektivna derivacia funkcie p, ¢ize (0; +v - V)p

2. Zlomok vpravo je presne divergencia V - v

[Fakt z bodu 1. je zo zmyslu veci. Fakt z bodu 2. sa da najst napriklad v knihe
[7] (ako uloha 8.2.2). Je to interpretdcia divergencie vektorového pola ako rychlosti
relativnej zmeny objemu pri toku generovanom tym polom. Prave pre toto odsko-
Cenie do literatury to volam pseudo-Tudové, okrem tohto miesta to je Tudové.|

Ak tieto dva fakty zamontujeme do rovnice (17), dostaneme

Op+v-Vp
P

L -V.v rovnica kontinuity (18)
p

v ¢om naozaj rychlo spoznavame (10) a (18).

3 Hybnost

Pozrieme sa na dve rézne vyjadrenia bilancie hybnosti.

Tentokrat prvé bude pre objem dany cestujicou hmotou, druhé z pohladu ob-
jemu tekutiny zafizovaného v priestore (cez ktory tekutina pretekd). Dostaneme
tak dve rézne vyjadrenia pohybovej rovnice tekutiny (Specidlne preidedlnu tekutinu
Eulerovej rovnice).

2V&imneme si rozumnd &rtu znamienka minus: ked sa objem zmenguje, hustota stipa,
ked sa objem zvicsuje, hustota klesa.



3.1 Objem cestujici s tekutinou (material volume)

Postupujem podobne ako v odseku 2.2.1, teda pseudo-Tudovo.

Uvazujem infinitezimdlny objem dV s hmotnostou dm, ako tak cestuje po svojej
ytrajektorii” v tekutine (¢ize opaf objem cestujuci s tekutinou, material volume, ale
navySe infinitezimdalny). Bilancia jeho hybnosti: Jeho hybnost sa po ceste meni, akk
naiho posobi sila. A to podla Newtonovej rovnice

pi = Fi (19)
Zratajme najprv jej fava stranu:
pi = (dm v;) = (dm)v; +dm 0; = dm v; = dm a; (20)

(po ceste som vyuzil rovnicu kontinuity v tvare (dm) = 0, pozri (16)). Pritom to
v; = a; je opat konvektivna Casova derivacia, ¢ize

pi = dm(0; +v - V)y; (21)

Na vypocet pravej strany (19) sa najprv na chvilu vratim k ,velkému” objemu V
(namiesto ,malého” dV'). Celkova sila je z dvoch Casti, objemové a plosna:

F; = / fidV —|—/ O'idej (22)
\%4 )%
Vyznam pismenok:
fi : i-ta komponenta hustoty objemovej sily (23)
oij : fi-ta komponenta plosnej sily na jednotkovej j-tej ploske (24)

fidV: i-ta komponenta objemovej sily posobiacej na objem dV  (25)
0i;dS; : i-ta komponenta plodnej sily na ploske dS (26)

Mena: f; je hustota objemovej sily, oy je tenzor napditia (stress tensor).)
Gaussova veta aplikovand na druhy integral dava

Fi= [ (it opav @7)

Plosny integral zmizol, plosna sila sa nahradila dodatocnou efektivnou objemovou.
Teraz sa vratim k ,malému” objemu a pravu stranu (19) zapiSem v tvare

Fy = (fi + 0455)dV (28)
(¢ize jednoducho zmazem znak integralu). Po dosadeni (21) a (28) do (19) dostéavam
dm(0y + v - V)v; = dV (fi + 0ij5) (29)

a kedze dm = pdV | tak sme pohybovi rovnicu tekutiny dostali v tvare

p(Oy +v - Vv = fi + 0455 (30)




3.2 Objem fixny v priestore

Lokdlny zdkon zachovania hybnosti pre kontinuum vyzera takto:

oym; + T%j’j =0 (31)

Pritom interpretacia vstupujtcich ¢lenov je:

m; : i-ta komponenta hustoty hybnosti (32)
T;; : i-ta komponenta toku hybnosti cez jednotkova j-tu plogku  (33)
Cize
m;dV : i-ta komponenta hybnosti v objeme dV (34)
T;;dS; : i-ta komponenta toku hybnosti cez plosku dS (35)

Ten lokalny zdkon vznikne Gaussovou vetou z integralnej bilancie hybnosti vo fix-
nom, nepohyblivom objeme V'

d
— m;dV +/ Tidej =0 (36)
dt Jy av

(Rovnica (31) méa struktiru rovnice kontinuity pre vektorovi veli¢inu.)
Pre tekutinu mame prirodzent volbu

m = pu; (37)
Trochu menej je ale jasné, ako by mal vyzerat tenzor hustoty toku hybnosti (mo-
mentum flur density tensor) T;;. Skusim to zistif z dvoch predpokladov:

1. plati rovnica kontinuity (18) (¢ize lokalne sa zachovava hmotnost)
2. plati pohybova rovnica (30) (¢ize bilancia hybnosti kuska dm podla Newtona)

(Ciie predpokladédm, ze viem urobit bilanciu hmotnosti a hybnosti pre cestujici
objem a snazim sa odvodit vyraz pre T;; v rovnici (31), ¢o je bilancia hybnosti pre
stojact objem. T4 bilancia spoc¢iva v tom, Ze zmena hybnosti v tomto objeme sa
deje len preto, Ze tam nejaka hybnost vtecie a nejaka odtial vytecie. Cize v tvrdeni
o lokélnom zékone zachovania.)

Prvy ¢len v (31) dopadne pre m; z (37) takto

i = Or(pvi) = (Orp)vi + p(Ov;) (38)

Prva zatvorku vyjadrim z (18), druha z (30) a dostanem (po vykréateni nejakych
¢lenov) toto:
oy = fi + 0j(0ij — pvivj) (39)

Ak chcem (v zmysle (31)), aby to bolo —0;T;;, dostanem podmienku

fi +0j(0ij — pviv; +Ti5) =0 (40)
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Pre potencidlové silové pole f;

fi=—0;® (41)

bude
8j(0’ij — puiv; + Tij — (I)(Sij) =0 (42)

odkial mam jednoduché rieSenie pre hladané T;;:

Tij = —0ij + PUV; + ‘I)(Sij

(43)

Plati aj opa¢né tvrdenie: pre toto Tj; (a voIbu (37) pre m;) da lokalny zakon za-
chovania hybnosti (31) pohybovi rovnicu tekutiny (30). (Treba vyuzif aj lokalny
zékon zachovania hmotnosti, ¢ize rovnicu kontinuity (18).)
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