Foucaultovo kyvadlo poruchovo
Marian Fecko, 7.decembra 2005
(Pokracovanie riesenia tilohy 9.10., kde sa to pocita trochu in4é.)

V tlohe 9.10 v texte [1] sa pride (na str. 32; pozri tiez prilohu tu na konci) k rovnici

w" +w = —iew' (1)
Ak parametrizujeme nezndmu komplexni funkciu w(7) pomocou r(7) a o(1)

w(r) = (7)™ (2)

tak dostaneme
12

w' = e (1’ +iry') w’ = e (r" + 2ir' +irp” —r(¢’)?)
a (1) prejde na sustavu dvoch rovnic (redlna a imagindrna ¢ast komplexnej rovnice)
=) =ery (3)
ro” +2r'¢’ = —er’ (4)
Riesenie tejto sustavy ideme hladat v tvare mocninnych radov
(1) = 1o(T) + er1 (1) + 2ro(7) + . .. (5)
(1) = @o(T) +epr(T) +%02(7) + ... (6)

(poruchovd metéda). Dosadenie radov (5) a (6) do rovnic (3) a (4) a poziadavka vynulovania vyrazov pri
jednotlivych mocnindch premennej e dd prislusnti nekoneéni retfaz rovnic. Konkrétne pri prvych dvoch (nultej
a prvej) vychddzaju ststavy rovnic

pri €% : o 410 — ro(@h)? =0 (7)
rog + 2199 =0 (8)

pri e’ : ri + 71— (r1(0)? = 2ropgel) = ro(p)? (9)
rogt + g + 2(roen +rige) = 1o (10)

Stustava (7), (8) zodpovedd neporusenej ulohe (je to (3), (4) s nulovym ¢, t.j. bez Coriolisovej sily).
Stustava (9), (10) d& prvi opravu za Coriolisovu silu.

Neporusend sustava (7), (8) sice bud{ hrozu, ale st na to celkom dobré dévody: opisuje zhruba milién riesen{
(kadejaké zlozité pohyby), ktoré nds nezaujimaji. Nds zaujima len jedno jej rieSenie: rovinné kmity, ktoré
vznikni vychylenim kyvadla v z-ovom smere. (KedZe neporusend sistava ignoruje Coriolisovu silu, aj samotné
kmity (nielen poéiatoéné vychylenie) sa dejti pozdiz z-ovej osi.)

Hlad4 sa teda jej rieSenie s pociatoénymi podmienkami
ro(0) =1 r6(0) =0 0(0) =0 (0) =0 (11)

(T.j. kyvadlo vychylime o ! pozdfz z-ovej osi a v ¢ase 7 = 0 ho pustime. Je to to [, ktoré vstupuje do definicii
preskalovanych suradnic, t.j. « + iy = (€ 4+ in) = lw, kde (z,y) ddvaju polohu kyvadla pri pohlade zhora.)

Riesenie neporusenej stistavy (7), (8) s po¢iatoénymi podmienkami (11) je
ro(T) = cosT wo(T) =0 (12)

Ak teraz toto riesenie dosadime do ststavy, ktord zodpovedd oprave prvého radu (t.j. do rovnic (9) a (10)),
dostaneme

T'/l/ +r = 0 (9’)
cosT(p]) —sinT(1 +2¢}) =0 (10)



Zaujimavé pre nas by bolo takéto jej rieSenie: v radidlnej premennej by bezalo vietko po starom (nediala by sa
Ziadna oprava), ale uhlovd premennd ¢ by uz po oprave nebola stdle nulovd (ako v (12)), ale rovnomerne by
rastla (rovina kyvu by sa rovnomerne sticala). Skusime teda ansatz

ri(t)=0 01(1) = A1 (13)
Dosadenie do (9’) a (10’) ukazuje, Ze ansatz prejde pre hodnotu A = —1/2, t.j.
ri(t)=0 v1(1) = —7/2 (14)

je riesenie (p1(7) vtedy vynuluje obe zatvorky v (11°).)

Spolu riesenie do prvého rdadu v € vyzera

r(7) =ro(T) + eri(r) = cosT (15)
wo(T) +ep1(T) = —e7/2 (16)
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Ked sa vratime k ,,naozajstnému” ¢asu ¢ (t.j. polozime 7 = wot = t4/1/g) a dosadime explicitné vyjadrenie
malého parametra € (t.j. € = (2w/wp) sin @), dostaneme

r(t) = cos(wot) (17)
o(t) = (—wsina)t = —Qt (18)

Jeho vyjadrenie v poévodnom jazyku (z,y) je
x(t) + iy (t) = Ir(t)e*®) = cos(wot)e " (19)

Toto rieSenie opisuje rijchle kmitanie kyvadla (s uhlovou frekvenciou wp, rddovo (sekunda)~!), kombinované
s pomalym otdcéanim jeho roviny kyvu (s uhlovou frekvenciou © = wsin a, rddovo (deii) 1)) v smere hodinovych
ruciciek.

Cas T, za ktory sa rovina oto¢f o 360 stupiiov sa ziska z rovnice p(t + T') = o(t) + 27 a vychadza

_ 2mjw

21 .
27/1den _ 1 den

T (20)

sin « sin o sin «

(Nezabudajme ale, ze rovina kyvania bude rovnakd uz po otoceni o 180 stupnov (!), ¢o sa udeje uz po poloviénom
case :-)

Priloha: Ako to je v povodnom texte [1]
Pre pohodlie ¢itatela (a menovatela rozneho od nuly) uvddzame doslovné znenie dlohy 9.10 v texte [1]:

Vypocitat efekt stdcania roviny (malych) kmitov Foucaultovho kyvadla v 1.rdde poruchovej tedrie. Za
aky ¢as sa kyvadlo oto¢i dookola?

Névod: podla (8.3) je sférické kyvadlo v pribliZzeni malych kmitov izotrépny oscildtor s frekvenciou wy = /7,
t.j. ¥+ wir =0 (r = (z,y)). Na tociacej sa Zemi pristiipi (9.6) Coriolisova sila (jej zlozka v rovine zy), t.j.

F+wir=—2wx7T),

(()L je zlozka L na es, t.j. v rovine zy).
i) ukdzat, ze rovnice si
&+ wir = 2wsina ¢

gj—&-wgy = 2wsina ©



ii) prejst k bezrozmernym premennym £ = 7, = 4,7 = % = wot a ziskat
'+&=en
' +n=—ef

kde e =22 sin o
111) odhadnut velkost (bezrozmernej) konstanty e pre kyvadld beznych velkost{ v nasich zemepisnych sirkach a
legalizovat tak pouzitie poruchovej metody

1) zaviest w = £ + in a ukdzat, ze ii) je ekvivalentné
w’ +w = —iew

To je rovnica s konstantnymi koeficientami. RieSenie hladat v tvare w(7r) = w(0)e®”, vyuzit ¢ < 1 a ukézat, ze
w(T) = e (1" + coeT'T) = e 5 Twy (1), kde wy je riesenie pre £ = 0.
v) dokdzaf, ze dookola sa rovina kyvov otocf za ¢as t = 48 Vysvetlit vysledok pre severny pél z pohladu

sina *
inercidlneho (netociaceho sa so Zemou) pozorovatela.
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