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Na predná²ke sme sa dost' ob²írne venovali Lagrangeovým rovniciam a dozvedeli
sme sa, ºe v jemnej²om názvosloví sa im hovorí Lagrangeove rovnice druhého druhu.
Ako vedci, ktorých kl'ú£ovou povahovou £rtou je zvedavost', sme boli zvedaví, pre£o
sme sa najprv nevenovali Lagrangeovým rovniciam prvého druhu. K tejto otázke
nás dokopala aj druhá kl'ú£ová povahová £rta nás vedcov, snaha mat' v hlave po-
riadok (alebo sa o to aspo¬ snaºit').

Tu sa trochu na tie Lagrangeove rovnice prvého druhu pozrieme. Okrem iného
aj preto, aby sme dali za pravdu názoru, ºe tie rovnice druhého druhu sú naozaj
ovel'a zaujímavej²ie a dôleºitej²ie.
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1 Úvod

�asto sa stáva, ºe v mechanike treba rie²it' Newtonove rovnice v situácii, ked' sú
polohy vstupujúcich hmotných bodov viazané.

Ak ide o holonómne väzby, teda väzby tvaru 1

Φ1(r1, . . . , rN ) = 0 (1)
... (2)

Φk(r1, . . . , rN ) = 0 (3)

tak existuje niekol'ko moºností, ako postupovat'.
Zaslúºene najobl'úbenej²í je postup známy ako Lagrangeove rovnice 2.druhu.

Týmto rovniciam sa podrobne venujeme na predná²ke (a voláme ich, ako je to vo
fyzike zvykom, len Lagrangeove rovnice).

V tomto texte sa pozrieme aj na d'al²ie dva postupy, a to na
- D'Alembertov-Lagrangeov princíp a
- Lagrangeove rovnice 1.druhu.
Prvý z nich sa na predná²ke objavuje tieº, ale len na chvíl'u. Z neho sa odvodia

Lagrangeove rovnice 2.druhu a tým sa jeho minúta slávy kon£í.
E²te hor²ie dopadnú Lagrangeove rovnice 1.druhu, o ktorých na predná²ke ne-

hovoríme ni£. Dá sa povedat', ºe práve pre zoznámenie sa s týmito rovnicami vznikol
tento text. To ostatné tú slúºi len pre celkový kontext a porovnanie.

A výsledkom toho porovnania by mal byt' záver, ºe tie priority na predná²ke
hádam aº také zlé nie sú. �e do ºivota si treba odniest' hlavne tie Lagrangeove
rovnice 2.druhu.

2 D'Alembertov-Lagrangeov princíp

Pripome¬me si stru£ne, £o to je D'Alembertov-Lagrangeov princíp.
Za£nime Newtonovými rovnicami

ṗ = F (4)

[Pouºívame symboliku �pali£kových� vektorov (v priestore R3N ), ktoré �zjednocujú�
oby£ajné trojrozmerné vektory (v priestore R3)

p ≡ (p1, . . . ,pN ) F ≡ (F1, . . . ,FN ) r ≡ (r1, . . . , rN ) (5)

1Zaujímavou alternatívou sú neholonómne väzby, ktoré viaºu okrem polôh hmotných
bodov aj ich rýchlosti. Takéto väzby vznikajú napríklad zápisom podmienky bez²mykového

kontaktu telies, okrem iného pri opise pohybu kolesa na ceste, pozri [2] a [3]. Mechanika
s neholonómnymi väzbami je v²eobecne výrazne komplikovanej²ia, ako tá, o ktorej budeme
hovorit' tu.
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zodpovedajúce N individuálnym hmotným bodom.]

Niekedy pre sústavu nie je dostupná kaºdá kon�gurácia r, lebo sú prítomné (holo-
nómne) väzby (1) - (3), t.j. stru£ne

Φα(r) = 0 α = 1, . . . , k (6)

Vtedy Newtonovu rovnicu spresníme takto:

ṗ = F = F
(a)

+ F
(r)

(7)

Celkovú silu F sme rozdelili na aktívnu silu F
(a)

(to je tá £ast', ktorá by tam bola,
aj keby sme - v mysli - väzby zru²ili) a reakciu väzieb F

(r)
(£ast', ktorá by tam bola,

keby sme - v mysli - zru²ili aktívnu silu).

[Napríklad pre matematické kyvadlo by prvá mentálna operácia znamenala pre-
strihnutie pali£ky, na ktorej kyvadlo visí a druhá v zru²ení gravita£ného pol'a, t.j.
napríklad prenesení kyvadla do bezváhového stavu v orbitálnej stanici krúºiacej
okolo Zeme. (V oboch prípadoch sa z kyvadla stane nekyvadlo.)]

Nepríjemnou £ast'ou sily (t'aºko sa explicitne vyjadruje) je práve tá reakcia
väzieb F

(r)
.

Pripome¬me si, ºe kon�gura£ný priestor M je mnoºina bodov, do ktorých sa
sústava môºe naozaj dostat', teda ktoré vyhovujú väzbám Φα:

M = {r ∈ R3N | Φα(r) = 0 } ⊂ R3N (8)

Geometricky vzaté je to M plocha v kartézskom priestore R3N .
�alej sa zavádza pojem viruálneho posunutia δr: Ide o in�nitezimálne posunutie

z jedného bodu kon�gura£ného priestoru do druhého - blízkeho - bodu kon�gura£-
ného priestoru:

Φα(r) = 0 Φα(r + δr) = 0 (9)

takºe symbolicky môºeme napísat', ºe

δr ∥ M (10)

(t.j. ºe vektor δr ide �v smere plochy� M). Z (9) okamºite dostávame (Taylorov
rozvoj do 1.rádu) podmienku

δr · ∇Φα = 0 (11)

Sila F
(r)
, teda reakcia väzieb, je kolmá (v zmysle R3N ) na plochu M ⊂ R3N

F
(r) ⊥ M t.j. F

(r) · δr = 0 (12)
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[Vektor δr je akýkol'vek (malý) vektor v smere plochy M . Ak je teda nejaký vektor
kolmý na plochu, je vlastne kolmý na (ten akýkol'vek) vektor δr.]

Vlastnost' (12) sa ukazuje byt' evolu£nou nevýhodou sily F
(r)

- vd'aka nej v sút'aºi
neuspeje a vypadne z hry.

Naozaj, ak skalárne vynásobíme dynamickú (Newtonovu) rovnicu (7) virtuál-
nym posunutím δr, dostaneme

ṗ · δr = F
(a) · δr (13)

v ktorej uº reakcia väzieb nie je.
Ak pozbierame dovedna rovnice, ktoré sme po ceste dostali (a prezieravo orám-

£ekovali, teda (8), (11) a (13)), dostaneme sústavu, ktorej sa hovorí D'Alembertov-

Lagrangeov princíp:

(ṗ− F
(a)

) · δr = 0 (14)

∇Φα · δr = 0 (15)

Φα = 0 (16)

Jej dôleºitou £rtou je to, ºe v nej uº reakcia väzieb F
(r)

explicitne ne�guruje, vidíme
v nej len aktívnu silu F

(a)
.

Ide o sústavu pozostávajúcu z (oby£ajnej) diferenciálnej rovnice (prvá z nich;
je tam bodka, £iºe £asová derivácia; v skuto£nosti hybnost' obsahuje bodku polohy,
takºe v re£i polohy je tam aº druhá £asová derivácia) a algebraických rovníc (zvy-
²ok). To, £o z nej chceme dostat', je r(t) (trajektórie v²etkých hmotných bodov).
Ale ako neznáme tam �gurujú aj virtuálne posunutia, ktoré síce nepotrebujeme
(nezaujímajú nás), ale nemôºeme sa bez nich zaobíst', lebo sú zret'azené s tým, £o
nás zaujíma. Rozhodne to nie je ten najpraktickej²í spôsob rie²enia úloh s väz-
bami, ale keby nebolo ni£ lep²ie, berieme aj to. (Pozri prístup k rie²eniu rovinného
a sférického kyvadla touto technológiou v £astiach 2.1 a 2.2.)

2.1 Príklad: Rovinné matematické kyvadlo

Skúsme sa (na ilustráciu tejto metódy) pozriet' na úlohu o pohybe rovinného ma-
tematického kyvadla (pozri úlohu 2.4 v texte [1]). Hlavným ciel'om tohto paragrafu
je explicitne napísat' rovnice D'Alembertovho-Lagrangeovho princípu pre ten kon-
krétny problém (a nie nájst' ich rie²enie).

Máme v hre len jeden hmotný bod (závaºiem na konci nehmotnej pali£ky d¨ºky
l), preto N = 1 a pali£kové 3N -rozmerné vektory sa tak redukujú na �oby£ajné�
trojrozmerné.
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Ak vyberieme súradnice (x, y, z) tak, aby kývanie prebiehalo v rovine xz, tak
ako väzby môºeme vybrat' funkcie

Φ1(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − l2 (17)

Φ2(x, y, z) = y (18)

[Ich sú£asné vynulovanie obmedzuje polohu hmotného bodu na kruºnicu polomeru
l so stredom v po£iatku, £o je presne to, £o potrebujeme; táto kruºnica je tu teda
- 1-rozmerným - kon�gura£ným priestorom.]

Ked'ºe ako gradienty týchto funkcií dostávame

∇Φ1 = 2(x, y, z) (19)

∇Φ2 = (0, 1, 0) (20)

tak rovnice pre virtuálne posunutia

δr ≡ (δx, δy, δz) (21)

vyzerajú

δr ·∇Φ1 = 2(xδx+ yδy + zδz) = 0 (22)

δr ·∇Φ2 = δy = 0 (23)

No a ked'ºe tu

ṗ = m(ẍ, ÿ, z̈) (24)

F (a) = mg ≡ (0, 0,−mg) (25)

tak v²eobecná sústava (14) - (16) tu konkrétne vyzerá (po vykrátení v²etkého
zbyto£ného) takto:

ẍδx+ ÿδy + (z̈ + g)δz = 0 (26)

xδx+ yδy + zδz = 0 (27)

δy = 0 (28)

x2 + y2 + z2 − l2 = 0 (29)

y = 0 (30)

Z tejto sústavy potrebujem nájst' (x(t), y(t), z(t)). Týmto je splnený hlavný ciel'
tohto paragrafu :-)

Keby som sa predsa len chcel posunút' smerom k rie²eniu, za£nem dobrou sprá-
vou, ºe y(t) uº mám - podl'a (30) to je (v kaºdom £ase) nula. S tým je kompatibilné
aj (28). (�estne priznám, ºe to ma vel'mi nepotrápilo, je to tam vlastne �vloºené
rukou�.)

5



Zoberúc toto do úvahy sa sústava zjednodu²í na

ẍδx+ (z̈ + g)δz = 0 (31)

xδx+ zδz = 0 (32)

x2 + z2 − l2 = 0 (33)

v ktorej uº nie je po £omkol'vek súvisiacom so smerom (- sociálnou demokraciou)
y ani stopy. Naozaj odtial' chceme (x(t), z(t)), ale stra²ia tam stále aj virtuálne
posunutia (δx, δz).

Rovnicu (33) �vyrie²ime� parametrizáciou r(φ), menovite

x = l sinφ (34)

z = −l cosφ (35)

(uhol φ má potom zmysel odklonu kyvadla od zvislej osi). Odtial' sa zráta

ẋ = lφ̇ cosφ ẍ = l(φ̈ cosφ− φ̇2 sinφ cosφ) δx = l cosφδφ (36)

ż = lφ̇ sinφ z̈ = l(φ̈ sinφ+ φ̇2 sinφ cosφ) δz = l sinφδφ (37)

Dosadenie týchto výrazov do (32) vedie na identitu 0 = 0 (overte; nedáva teda ni£)
a dosadenie do (31) vedie na rovnicu ²truktúry

Aδφ = 0 A = A(φ, φ̇, φ̈) (38)

Ked'ºe δφ je v²eobecne nenulové, dostaneme odtial' A = 0, £o je istá diferenciálna

rovnica druhého rádu; explicitný výpo£et dáva

φ̈+
g

l
sinφ = 0 (39)

Ak by sme túto rovnicu vedeli vyrie²it' 2 a získat' φ(t), dosadenie do (34) a (35) by
nám dalo (x(t), z(t)).

[Trochu iná cesta k (39) by mohla vyzerat' takto: Rovnice (31)-(32) prepí²eme ako
jednu maticovú rovnicu (

ẍ z̈ + g
x z

)(
δx
δz

)
=

(
0
0

)
(40)

pre neznámy st¨p£ek (δx, δz)T . Samotný tento st¨p£ek nás síce vôbec nezaujíma,
ale vieme, ºe ur£ite existuje nenulové rie²enie tejto rovnice. (Keby neexistovalo,
spolu s (28) by to znamenalo, ºe vôbec neexistuje ºiadne (nenulové) virtuálne po-
sunutie, £o zjavne nie je pravda - posunutie v smere kruºnice moºné je.) Nenulové

2Pre malé výchylky, ked' je dobrým priblíºením sinφ
.
= φ, vychádza jednoduchá line-

árna rovnica (pre harmonický oscilátor) známa z úvodného kurzu mechaniky (dostávame
teda harmonické kmity). Pre l'ubovol'ne vel'ké výchylky sa tomu venujú úlohy 3a.14 a 6.2
v texte [1].
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rie²enie homogénnej lineárnej sústavy existuje v²ak práve vtedy, ked' determinant

vstupujúcej matice je nulový:

det

(
ẍ z̈ + g
x z

)
≡ zẍ− x(z̈ + g) = 0 (41)

(Týmto krokom sme sa zbavili nezaujímavých výrazov δx, δz.) Dostávame tak rov-
nicu

zẍ− x(z̈ + g) = 0 (42)

Ak do nej dosadíme parametrizáciu (34), (35), tieº dostaneme (39).]

E²te raz (pozri úvod): Hlavný ciel' tohto paragrafu bolo explicitne napísat' rovnice
D'Alembertovho-Lagrangeovho princípu pre konkrétny problém rovinného mate-
matického kyvadla (a nie nájst' ich rie²enie). Tie rovnice sú (26) - (30).

To, £o je potom za nimi, je len snaha ukázat', ºe tie rovnice sú asi správne,
lebo ich postupným rie²ením prichádzame k rovnici (39), ktorej veríme (lebo nám
ju bud' odvodili v prvom ro£níku na Mechanike, alebo ju získame tu z príslu²nej
Lagrangeovej rovnice 2.druhu (pozri (126) a tieº úlohu 3a.2 v [1]) a tým veríme).

2.2 Príklad: Sférické matematické kyvadlo

Skúsme sa (na d'al²iu ilustráciu tejto metódy) pozriet' na úlohu o pohybe sférického
matematického kyvadla (pozri úlohu 3a.3 v texte [1]). Hlavným ciel'om tohto para-
grafu je opät' len explicitne napísat' rovnice D'Alembertovho-Lagrangeovho princípu
pre tento konkrétny problém (a nie nájst' ich rie²enie).

Máme v hre len jeden hmotný bod (závaºiem na konci nehmotnej pali£ky d¨ºky
l), preto N = 1 a pali£kové 3N -rozmerné vektory sa tak redukujú na �oby£ajné�
trojrozmerné.

Na rozdiel od rovinného kyvadla chýba väzba (18), takºe zostane len jedna
väzba

Φ1(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − l2 (43)

[Jej vynulovanie obmedzuje polohu hmotného bodu na sféru polomeru l so stredom
v po£iatku, £o je presne to, £o potrebujeme; táto sféra je tu teda - 2-rozmerným -
kon�gura£ným priestorom.]

Ked'ºe jej gradient je

∇Φ1 = 2(x, y, z) (44)

tak rovnica pre virtuálne posunutia

δr ≡ (δx, δy, δz) (45)
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vyzerá

δr ·∇Φ1 = 2(xδx+ yδy + zδz) = 0 (46)

No a ked'ºe tu (rovnako ako bolo pre rovinné kyvadlo)

ṗ = m(ẍ, ÿ, z̈) (47)

F (a) = mg ≡ (0, 0,−mg) (48)

tak v²eobecná sústava (14) - (16) tu konkrétne vyzerá (po vykrátení v²etkého
zbyto£ného) takto:

ẍδx+ ÿδy + (z̈ + g)δz = 0 (49)

xδx+ yδy + zδz = 0 (50)

x2 + y2 + z2 − l2 = 0 (51)

Z tejto sústavy potrebujem nájst' (x(t), y(t), z(t)). Týmto je splnený hlavný ciel'
tohto paragrafu :-)

Keby som to predsa len chcel porovnat' s príslu²nými Lagrangeovymi rovnicami
2.druhu (aby som sa uistil, ºe rovnice získané tu sú asi správne), väzbu (51) by som
�vyrie²il� vhodnou parametrizáciou r(ϑ, φ), menovite

x = l sinϑ cosφ (52)

y = l sinϑ sinφ (53)

z = −l cosϑ (54)

(uhol ϑ má potom zmysel odklonu kyvadla od zvislej osi). Odtial' by sa zrátali
podobné veci ako v (36) a (37)

ẋ = . . . ẍ = . . . δx = . . . (55)

ẏ = . . . ÿ = . . . δy = . . . (56)

ż = . . . z̈ = . . . δz = . . . (57)

Dosadenie týchto výrazov do (50) by dalo 0 = 0 (overte; nedáva teda ni£) a dosa-
denie do (49) by dalo rovnicu ²truktúry

Aδϑ + Bδφ = 0 (58)

£o vedie (ked'ºe δϑ, δφ sú nezávislé a l'ubovol'né) na dve rovnice

A(ϑ, φ, ϑ̇, φ̇, ϑ̈, φ̈) = 0 (59)

B(ϑ, φ, ϑ̇, φ̇, ϑ̈, φ̈) = 0 (60)

Ak by sme túto zret'azenú sústavu dvoch diferenciálnych rovníc druhého rádu 3 do-
kázali vyrie²it' a získat' (ϑ(t), φ(t)), dosadenie do (52) - (54) by nám dalo (x(t), y(t), z(t)).

3Ich explicitný tvar, získaný inou metódou (pomocou Lagrangeových rovníc 2.druhu),
sa dá nájst' pod £íslami (133), (134).
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3 Lagrangeove rovnice 1.druhu

Logika cesty k D'Alembertovmu-Lagrangeovmu princípu spo£ívala v postrehu, ºe
- (nepríjemná) reakcia väzieb F

(r)
je kolmá na plochu M (pozri (12))

- t.j. kolmá na virtuálne posunutia

- takºe po skalárnom násobení virtuálnymi posunutiami sa vynuluje

- takºe sa jej zbavíme (vypadne z hry).
Výsledné rovnice uº silu F

(r)
neobsahujú, obsahujú len silu F

(a)
.

Logika Lagrangeových rovníc 1.druhu je iná - sila F
(r)

nevypadne, ale vhodne
ju vyjadríme (s istým prvkom neznáma) a napí²eme rovnice, kde bude �gurovat' aj
ona.

Skúsme sa teda zamysliet': Ako by sme mohli napísat' silu, o ktorej vieme len

to, ºe je
- kolmá na plochu M , pri£om vieme, ºe
- plocha M je zadaná väzbami Φα?

Odpoved' je v rovnici (11). Tá ur£uje virtuálne posunutia δr tak, ºe sú to (malé)
vektory kolmé na v²etky gradienty ∇Φα. To sa dá múdro povedat' aj tak, ºe virtu-
álne posunutia δr tvoria ortogonálny doplnok priestoru, ktorý je lineárnym obalom

v²etkých gradientov ∇Φα.
Pôvodná de�nícia virtuálnych posunutí v²ak hovorí, ºe sú to akékol'vek (malé)

vektory v smere plochy M . Teda vektory smerujúce do plochy tvoria ortogonálny
doplnok priestoru, ktorý je lineárnym obalom v²etkých gradientov ∇Φα.

To v²ak potom tieº znamená (ked'ºe v²eobecne U⊥⊥ = U , teda ortogonálny
doplnok k ortogonálnemu doplnku podpriestoru U je ten pôvodný podpriestor U),
ºe priestor vektorov kolmých na plochu (t.j.ortogonálny doplnok k podpriestoru
vektorov smerujúcich �do plochy�) je práve lineárny obal v²etkých gradientov ∇Φα!

[V bodoch plochy (= kon�gura£ného priestoru) tak máme tieto zaujímavé pod-

priestory priestoru v²etkých vektorov V :
- U = Span {∇Φ1, . . . ,∇Φk} = lineárny obal v²etkých gradientov

- U⊥ = vektory dotýkajúce sa plochy (= smerujúce �do plochy�, podl'a (11))
- U⊥⊥ = vektory kolmé na plochu
- U = vektory kolmé na plochu (lebo U⊥⊥ = U).

Sú tu teda len dva zaujímavé podpriestory, U a U⊥, pri£om si slúºia ako vzájomné

ortogonálne doplnky (vd'aka vlastnosti U⊥⊥ = U).]

No a ked'ºe sila F
(r)

patrí do podpriestoru kolmého na plochu, dá sa vyjadrit' v
tvare

F
(r)

= λα∇Φα ≡ λ1∇Φ1 + · · ·+ λk∇Φk (61)

O koe�cientoch rozkladu (λ1, . . . , λk) nevieme ni£, môºu závisiet' od polohy r aj
rýchlosti ṙ.
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Z Newtonovej rovnice (7) sa tak stanú Lagrangeove rovnice 1.druhu

ṗ = F
(a)

+ λα∇Φα (62)

Φα = 0 (63)

Neznáme sú polohy r(t), ale aj koe�cienty (funkcie) (λ1, . . . , λk).
Ak nás zaujíma len pohyb, tak fakt, ºe zbyto£ne musíme po£ítat' aj nepotrebné

(λ1, . . . , λk) (ked'ºe sú zret'azené s potrebnými vecami) a na konci ich zahodit', je
mrzutý.

Niekedy nás v²ak tieto koe�cienty predsa len môºu zaujímat' - pomocou nich
môºeme (ak ich vyrátame) vypo£ítat' reakciu väzieb a tá môºe byt' uºito£ná v prí-
pade, ºe chceme zistit', nakol'ko sú namáhané sú£iastky, ktoré väzby zabezpe£ujú.
(Napríklad nakol'ko je namáhaná pali£ka, ktorá realizuje kyvadlo. Ak bude namá-
haná viac, ako vydrºí, kyvadlo sa roztrhne.)

3.1 Príklad: Rovinné matematické kyvadlo

Chceme explicitne napísat' rovnice (62) a (63) pre kyvadlo z paragrafu 2.1.
Opät' máme v hre len jeden hmotný bod (závaºie m na konci nehmotnej pali£ky

d¨ºky l), preto N = 1 a pali£kové 3N -rozmerné vektory sa redukujú na �oby£ajné�
trojrozmerné.

Máme dve väzby (17) a (18) a aktívna sila je gravita£ná, rovnice (62) a (63)
teda budú

mr̈ = mg + λ1∇Φ1 + λ2∇Φ2 (64)

Φ1(r) = 0 (65)

Φ2(r) = 0 (66)

Pod'me ich napísat' konkrétne(j²ie). Gradienty väzieb (17) a (18) sú (pozri (19) a
(20))

∇Φ1 = 2(x, y, z) ≡ 2r (67)

∇Φ2 = (0, 1, 0) (68)

a preto úplne explicitne dostaneme ako Lagrangeove rovnice 1.druhu toto:

mẍ = 2λ1x (69)

mÿ = 2λ1y + λ2 (70)

mz̈ = 2λ1z −mg (71)

x2 + y2 + z2 = l2 (72)

y = 0 (73)

Z tejto sústavy potrebujem nájst' (x(t), y(t), z(t)) a tieº (λ1, λ2). Týmto je splnený
hlavný ciel' tohto paragrafu :-)
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Skúsme z tejto sústavy vyt'aºit' nie£o uºito£né. 4

Najprv si v²imneme, ºe (73) rovno hovorí, ºe y(t) = 0 a (70) potom dáva
λ2 = 0. Sústava sa teda zjednodu²uje (o jeden rozmer a jednu väzbu). Ostane v nej
len (x(t), z(t)) a λ1 a vyzerá

mẍ = 2λ1x (74)

mz̈ = 2λ1z +mg (75)

x2 + z2 = l2 (76)

Cez dvojrozmerné vektory r = (x, z) a g = (0,−g) to je

mr̈ = mg + 2λ1r (77)

r2 = l2 (78)

Skúsme odtial' vyjadrit' λ1. Na to vynásobíme prvú rovnicu skalárne vektorom r
a vyuºijeme druhú; dostaneme

−mṙ2 = mg · r + 2λ1l
2 (79)

H Naozaj, opakovaným bodkovaním (= deriváciou podl'a £asu) väzby (78) do-
stávame

0 = (d/dt)(r · r)
= 2ṙ · r

0 = (d/dt)(ṙ · r)
= r̈ · r + ṙ · ṙ

takºe
r̈ · r = −ṙ2

N

Ked'ºe kinetická a potenciálna energia tu vyzerajú takto 5

T =
1

2
mṙ2 (80)

U = mgz +mgl = −mg · r +mgl (81)

tak môºeme (79) prepísat' do tvaru

−2T = mgl − U + 2λ1l
2 (82)

takºe
2λ1 = (U − 2T −mgl)/l2 (83)

4Nie vyrie²it' ju. To by bol poriadne ambiciózny ciel', pozri úlohy 3a.14 a 6.2 v texte [1].
5Potenciálna energia je zvolená tak, ºe má nulovú hodnotu v kon�gurácii, ked' kyvadlo

visí dolu.
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a teda reakcia väzby je podl'a (69)

F (r) = 2λ1r =
U − 2T −mgl

l2
r (84)

Ak si e²te uvedomím, ºe polohový vektor r v mieste závaºia kyvadla sa dá napísat'
ako

r = −ln (85)

kde n je jednotkový vektor smerom (od závaºia) do stredu (k osi kyvadla), tak

F (r) =
2T − U +mgl

l
n (86)

Otestujme tento (celkom uºito£ný) vzor£ek na niekol'kých ²peciálnych prípadoch:
1. Kyvadlo vol'ne visí v polohe dolu (stabilnej rovnováhe). Máme T = 0 = U a

teda F (r) = mgn = mgez. To je rozumné. Hovorí to, ºe pali£ka t'ahá závaºie silou
mg smerom hore; presne teda kompenzuje tiaºovú silu závaºia mg smerom dolu.

2. Kyvadlo vol'ne stojí v polohe hore (labilnej rovnováhe). Máme T = 0, U =
2mgl a F (r) = − mgn = mgez. To je tieº rozumné. Hovorí to, ºe pali£ka tla£í

závaºie silou mg smerom hore; presne teda kompenzuje tiaºovú silu závaºia mg
smerom dolu.

3. Kyvadlo vol'ne stojí v polohe hore (labilnej rovnováhe), ale pod vplyvom
zamávania motýlich krídel na ostrove Papua - Nová Guinea sa prejaví labilita jeho
polohy a za£ne sa spú²t'at' smerom dolu. Zaujíma nás, akou silou t'ahá pali£ka závaºie
do stredu v £ase, ked' je kyvadlo práve vodorovne. Vtedy máme T = mgl, U = mgl
(hore bolo E = U = 2mgl) a F (r) = 2mgn = −2mgex. Hovorí to, ºe pali£ka t'ahá
závaºie do stredu silou 2mg (realizuje tak dostredivú silu vel'kosti dvojnásobnej

tiaºe).
4. Ako v bode 3., ale zaujíma nás, akou silou t'ahá pali£ka závaºie hore v £ase,

ked' je kyvadlo práve dolu (kde má zjavne najvä£²iu rýchlost'). Vtedy máme T =
2mgl, U = 0 a F (r) = 5mgn = −5mgez. Hovorí to, ºe pali£ka t'ahá závaºie hore
(do stredu) silou 5mg (teda silou pät'násobnej tiaºe; v tom je jeden diel reakcie na
naozajstnú tiaº a ²tyri diely 6 dostredivej sily za rýchlost').

3.2 Príklad: Sférické matematické kyvadlo

Chceme explicitne napísat' rovnice (62) a (63) pre kyvadlo z paragrafu 2.2.
Opät' máme v hre len jeden hmotný bod (závaºie m na konci nehmotnej pali£ky

d¨ºky l), preto N = 1 a pali£kové 3N -rozmerné vektory sa redukujú na �oby£ajné�
trojrozmerné.

6Vel'kost' dostredivej sily mv2/l je priamo úmerná kinetickej energii mv2/2. Tá je dolu
dvojnásobná oproti jej hodnote pri vodorovnej polohe (2mgl v prípade 4. oproti mgl v
prípade 3.). Preto aj dostredivá sila pali£ky je dolu dvojnásobná, 4mg vo£i 2mg. Ako sa
spomínalo, piate mg celkovej reakcie je za tiaº.
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Máme len jednu väzbu (17) a aktívna sila je gravita£ná, rovnice (62) a (63)
teda budú

mr̈ = mg + λ1∇Φ1 (87)

Φ1(r) = 0 (88)

Pod'me ich napísat' konkrétnej²ie. Gradient väzbý (17) je (pozri (19)

∇Φ1 = 2(x, y, z) ≡ 2r (89)

a teda úplne explicitne dostaneme ako Lagrangeove rovnice 1.druhu toto:

mr̈ = mg + 2λ1r (90)

r2 = l2 (91)

alebo zloºkovo

mẍ = 2λ1x (92)

mÿ = 2λ1y (93)

mz̈ = 2λ1z −mg (94)

x2 + y2 + z2 = l2 (95)

Z tejto sústavy potrebujem nájst' (x(t), y(t), z(t)) a tieº λ1. Týmto je splnený hlavný
ciel' tohto paragrafu :-)

Skúsme z tejto sústavy vyt'aºit' nie£o uºito£né. 7

V²imnime si, ºe sústava (90) a (91) vyzerá formálne úplne rovnako, ako vyzerala
sústava (77) a (78) pre rovinné kyvadlo. Rozdiel je len v tom, ºe v tunaj²ej sú 3-
rozmerné vektory, zatial' £o v tamtej boli 2-rozmerné. Tá teraj²ia 3-rozmernost' v²ak
vôbec nebráni doslovnému zopakovaniu postupu výpo£tu koe�cientu λ1, ktorý sa
robil tam! Ked' ho teda zopakujeme, dostaneme aj rovnaký výsledok

F (r) =
2T − U +mgl

l
n (96)

kde n je jednotkový vektor smerom (od závaºia) do stredu (k bodu závesu kyvadla).
Okrem prípadov 1.-4. spomínaných ako test tohto vzorca za výsledkom (86),

ktoré platia aj tu, môºeme pridat' zaujímavý nový prípad (nemá analóg pre rovinné
kyvadlo), ked' (sférické) kyvadlo rovnomerne krúºi okolo zvislej osi, pri£om s touto
osou zviera (kon²tantný) uhol θ0. (Pozri tieº výsledok (135).)

Ak by sme chceli vediet', akou silou t'ahá pali£ka hmotný bod v tomto prípade,
sta£í dat' do na²ej sústavy ansatz

z(t) = −l cosϑ0 ≡ z0

7Nie vyrie²it' ju, atd'.
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(Je intuitívne zrejmé, ºe takéto rie²enie musí existovat' a ºe bude spo£ívat' v spomí-
nanom krúºení. Dá sa to aj formálne overit' dorátaním zvy²ku rie²enia, t.j. (x(t), y(t)).)
Dosadením tohto výrazu do (94) dostaneme

2λ1 = − mg

l cosϑ0
(97)

t.j.
F (r) =

mg

cosϑ0
n (98)

To vyzerá celkom rozumne:
1. Dve rovnováºne polohy (hore a dolu, £o sú ²peciálne prípady pre ϑ0 = 0, π),

dávajú to, £o treba (body 1. a 2. na konci paragrafu 3.1).
2. Krúºivé rie²enie existuje len pre uhly z intervalu ϑ0 ∈ ⟨0, π/2) (plus výni-

mo£né π) a (v zhode s intuíciou) na pribliºovanie sa (zdola) k hodnote ϑ0 = π/2
treba £oraz viac energie (limitne nekone£no). Ak sa bude kyvadlo krútit' (temer
v rovine xy) obrovskou rýchlost'ou, zjavne bude pali£ka, v snahe udrºat' hmotný
bod na kruºnici, napínaná obrovskou silou, £o presne hovorí vzor£ek (98) - funkcia
1/ cosϑ0 rastie (pri pribliºovaní sa (zdola) k hodnote ϑ0 = π/2) do nekone£na.
(Rovnaký faktor 1/ cosϑ0 rastúci do nekone£na je vo výsledku pre kvadrát uhlovej
frekvencie v (135)). Ak teda chceme, aby sa kyvadlo pohybovalo takto a malo uhol
ϑ0 blízky k π/2, musí sa krútit' vel'mi rýchlo a pali£ka je pri tom napínaná vel'mi
vel'kou silou. �o dá rozum (intuícia) aj bez výpo£tov, pokial' od nás nikto nechce
kvanti�kovat' to vel'mi. Na²e rovnice dajú aj to :-)

4 Lagrangeove rovnice 2.druhu

S týmito rovnicami sa síce zoznamujeme na predná²ke hádam aj dostato£ne, ale
pre porovnanie sa (dúfam) nestane ni£ zlé, ked' sa spomenú aj tu.

Odvodenie z D'Alembertovho-Lagrangeovho princípu (14) - (16) vyzerá takto:
1. Väzby (16) sa vyrie²ia parametrizáciou (pomocou zov²eobecnených súradníc)

r = r(q) ≡ r(q1, . . . , qn) (99)

Tým je uº rovnica (16) zbyto£ná (je splnená tou parametrizáciou; tá parametrizácia
sa musí urobit' práve tak, aby bod r(q) leºal pre kaºdé q na ploche M).
2. Tým sa aj rovnica (15) stane zbyto£ná (je tieº splnená tou parametrizáciou).
Detailnej²ie: Máme

r ≡ r(q) , r + δr ≡ r(q + δq) ⇒ δr =
∂r

∂qa
δqa (100)

Vidíme, ºe vektor δr spája dva blízke body na ploche, r(q) a r(q + δq), je teda
(najv²eobecnej²ím) virtuálnym posunutím. Zo ²truktúry výrazu pre δr (vpravo)
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zárove¬ vidno, ºe ako bázu vektorov v smere plochy môºeme zobrat' vektory 8

ea :=
∂r

∂qa
(101)

Rovnica (15) vlastne hovorí, ºe

ea · ∇Φα = 0 t.j. ea ⊥ ∇Φα (102)

£o je pravda (pozri úvahy o priestore U a U⊥ pred vzorcom (61); ea je báza pre
U⊥ a ∇Φα je báza pre U).

3. Dosadenie vyjadrenia pre virtuálne posunutie z (100) do (14) dáva

(ṗ− F
(a)

) · ∂r

∂qa
δqa = 0 (103)

To má ²truktúru (porovnaj s (38) a (58))

Aaδq
a = 0 kde Aa = Aa(q, q̇, q̈) = (ṗ− F

(a)
) · ∂r

∂qa
(104)

(Pozor: Písmeno (a) na F
(a)

nie je index, je to len ozna£enie �aktívnej� zloºky
sily, pozri (7).) Ked'ºe δqa sú l'ubovol'né, dá sa z toho dedukovat' 9 platnost' sústavy
diferenciálnych rovníc 2.rádu

Aa(q, q̇, q̈) = 0 a = 1, . . . , n (105)

Toto sú uº budúce Lagrangeove rovnice 2.druhu, len to na nich zatial' nevidno. Na
spoznanie ich naozajstného (pouºitel'ného, známeho) tvaru treba zobrat' výraz pre
Aa z (104) a upravit' ho.

Najprv zjavne dostávame

ṗ · ∂r

∂qa
= F

(a) · ∂r

∂qa
(106)

Vo výraze vpravo je v²etko známe (aktívna sila F
(a)

je tá jej jasná £ast', uº poznám
parametrizáciu r(q), takºe viem vyrátat' príslu²né parciálne derivácie) a tak úprava,
kde to celé len ozna£íme (a nejako nazveme)

Qa = F
(a) · ∂r

∂qa
a− ta zov²eobecnená sila (107)

8V modernej diferenciálnej geometrii (pozri napr. [5]) sa táto báza, ak uº zabudneme na
umiestnenie M do R3N a chápeme M ako samostatný priestor so súradnicami (q1, . . . , qn),
ozna£uje ∂a ≡ ∂/∂qa a volá sa súradnicová báza (pre vektory na variete M).

9Formálne sa dá odvolat' (je to v²ak dost' zrejmé, takºe netreba) na nedegenerovanost'

skalárneho sú£inu u · v ≡ uava, t.j. vlastnost' {u · v = 0 pre kaºdé v} ⇒ u = 0.
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je úplne legálna (vieme si to Qa vºdy vyrátat'). S výrazom vl'avo je v²ak, ºial', o to
viac roboty, o £o jej bolo menej vpravo. �itatel'a odkazujem na text [4] na mojej
stránke. Tam sa podrobne dokazuje, ºe platí identita

˙̄p .
∂r̄

∂qa
=

d

dt

∂T

∂q̇a
− ∂T

∂qa
(108)

kde
T (q, q̇) =

1

2
Tab(q) q̇

aq̇b (109)

je kinetická energia sústavy - vzniká priamym prepo£tom známeho výrazu

T =
1

2
m1ṙ1

2 + · · ·+ 1

2
mN ˙rN

2 (110)

do súradníc (q1, . . . , qn) vyuºitím (známej) parametrizácie (99), t.j. podrobne

r1(q
1, . . . , qn), . . . , rN (q1, . . . , qn) (111)

Dostávame tak rovnicu
d

dt

∂T

∂q̇a
− ∂T

∂qa
= Qa (112)

To uº sú Lagrangeove rovnice 2.druhu, ale zatial' pre v²eobecnú (t.j. nie nevyhnutne
potenciálovú) aktívnu silu F

(a)
. Ovel'a známej²ia je v²ak ich verzia, ked' aktívna

sila F
(a)

je potenciálová, teda ked'

F
(a)

= −∇U(r) (113)

pre nejakú funkciu U(r) (= potenciálnu energiu sústavy) a teda ked'

Qa = − ∂U

∂qa
(114)

[Naozaj, ak
U(q) := U(r(q)) (115)

je ohrani£enie funkcie U z R3N na podmnoºinu M ⊂ R3N (pri£om pouºívame na
jej ozna£enie to isté písmeno :-), tak

Qa = F
(a) · ∂r

∂qa
= −∇U(r) · ∂r

∂qa
≡ −∂U(r)

∂r
· ∂r(q)

∂qa
=

∂U(q)

∂qa
(116)

takºe skuto£ne platí vyjadrenie (114).]

Vtedy sa z (112) stane
d

dt

∂T

∂q̇a
− ∂(T − U)

∂qa
= 0 (117)
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a ked'ºe U(q) z (115) nezávisí od bodkovaných q-£iek, tak rovnako dobre to môºeme
zapísat' ako

d

dt

∂(T − U)

∂q̇a
− ∂(T − U)

∂qa
= 0 (118)

Zápis týchto rovníc sa zjednodu²í de�novaním funkcie

L := T − U L(q, q̇) := T (q, q̇)− U(q) lagranºián (119)

cez ktorú (kone£ne) dostaneme jej závere£ný tvar:

d

dt

∂L

∂q̇a
− ∂L

∂qa
= 0 Lagrangeove rovnice 2.druhu (120)

4.1 Príklad: Rovinné matematické kyvadlo

Máme len jeden hmotný bod, v²eobecná parametrizácia r(q) sa tu redukuje (na-
príklad, pozri (34)-(35)) na

r(φ) = (l sinφ, 0,−l cosφ) ≡ (x(φ), y(φ), z(φ)) (121)

Potom
ṙ(φ, φ̇) = lφ̇(cosφ, 0, sinφ) (122)

Odtial' hned'
T (φ, φ̇) =

1

2
ml2φ̇2 U(φ) = mgl(1− cosφ) (123)

a teda
L(φ, φ̇) =

1

2
ml2φ̇2 −mgl(1− cosφ) (124)

H Naozaj,
T (φ, φ̇) = 1

2mṙ2

= 1
2ml2φ̇2(cos2φ+ sin2φ)

= 1
2ml2φ̇2

U(φ) = U(r(φ))
= mgl +mgz(φ)
= mgl(1− cosφ)

Takto vybratá potenciálna energia má nulovú hodnotu, ked' kyvadlo visí dole. N
Potom

d

dt

∂L

∂φ̇
− ∂L

∂φ
=

d

dt
(ml2φ̇)− (−mgl sinφ) = ml2φ̈+mgl sinφ (125)

a Lagrangeova rovnica 2.druhu (je jedna) vyzerá

φ̈+
g

l
sinφ = 0 (126)

(pozri (39)).
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4.2 Príklad: Sférické matematické kyvadlo

Máme len jeden hmotný bod, v²eobecná parametrizácia r(q) sa tu redukuje (na-
príklad, pozri (52)-(54)) na r(ϑ, φ), menovite

r(ϑ, φ) = (l sinϑ cosφ, l sinϑ sinφ,−l cosϑ) (127)

Potom
ṙ(ϑ, ϑ̇, φ, φ̇) = ϑ̇( · , · , · ) + φ̇( · , · , · ) (128)

(kde bodky sú l'ahko vypo£ítatel'né funkcie uhlov (ϑ, φ) - ale nie bodkovaných
uhlov). Ked' sa z toho zráta ṙ2 a následne kinetická (a podobne potenciálna) energia,
dostaneme

T (ϑ, ϑ̇, φ, φ̇) =
1

2
ml2(ϑ̇2 + φ̇2sin2ϑ) U(ϑ, φ) = mgl(1− cosϑ) (129)

a teda
L(φ, φ̇) =

1

2
ml2(ϑ̇2 + φ̇2sin2ϑ)−mgl(1− cosϑ) (130)

Potom

d

dt

∂L

∂ϑ̇
− ∂L

∂ϑ
= · · · = ml2ϑ̈−ml2φ̇2 sinϑ cosϑ+mgl sinϑ (131)

d

dt

∂L

∂φ̇
− ∂L

∂φ
= · · · = ml2(φ̈ sin2ϑ+ 2φ̇ϑ̇ sinϑ cosϑ) (132)

a Lagrangeove rovnice 2.druhu (sú dve) vyzerajú

ϑ̈− φ̇2 sinϑ cosϑ+ (g/l) sinϑ = 0 (133)

φ̈ sin2ϑ+ 2φ̇ϑ̇ sinϑ cosϑ = 0 (134)

Hotovo. Tak rýchlo máme rovnice, ktoré treba rie²it' (a neznáme sú len to, £o nás
zaujíma, (ϑ(t), φ(t))).

Skúsme dve zaujímavé ²peciálne rie²enia:
1. Ansatz ϑ(t) = ϑ0 = const. vedie na rie²enie (overte si :-)

(ϑ(t), φ(t)) = (ϑ0, φ0 + ωt) ω2 ≡ 1

cosϑ0

g

l
(135)

T.j. rovnomerné krúºenie (namiesto kývania, ako sa na kyvadlo patrí; sférické ky-
vadlo sa hrá na krúºidlo) okolo zvislej osi uhlovou frekvenciou ω (pozri (98) a pokec
tesne za)

2. Ansatz φ(t) = φ0 = const. vedie na rie²enie (overte si :-)

(ϑ(t), φ(t)) = (ϑ(t), φ0) ϑ̈+
g

l
sinϑ = 0 (136)

T.j. kývanie, ale v rovine φ = φ0 (namiesto v priestore, ako sa sférickému kyvadlu
toleruje; sférické kyvadlo sa hrá na rovinné kyvadlo).
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5 Zhrnutie

Hlavným ciel'om tohto textu bolo ukázat', ako vyzerajú Lagrangeove rovnice 1.druhu,
lebo sa na predná²ke nespomínajú. (A tieº ilustrovat' na jednoduchých príkladoch,
ako vyzerá ich typické pouºitie.) Vedl'aj²ím (nenápadne zamaskovaným) ciel'om
bolo ukázat', ºe ked' sa na predná²kach nespomínajú, aº tak vel'a sa nestráca.

Uº tu vidno, ºe Lagrangeove rovnice 2.druhu sú lep²ie, a to sa e²te neukazovali
ich naozaj silné stránky (o tých sa hovorí dost' na predná²ke). Jednak v samotnej
mechanike, ale - z hl'adiska teoretickej fyziky ako celku - aj v iných oblastiach
(teoretickej) fyziky. Z pohl'adu celej teoretickej fyziky je vít'azstvo Lagrangeových
rovníc 2.druhu úplne jednozna£né.
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