Lagrangeove rovnice 1.druhu
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Na prednéske sme sa dost obsirne venovali Lagrangeovym rovniciam a dozvedeli
sme sa, Ze v jemnejSom nézvoslovi sa im hovori Lagrangeove rovnice druhého druhu.
Ako vedci, ktorych klacovou povahovou ¢rtou je zvedavost, sme boli zvedavi, pre¢o
sme sa najprv nevenovali Lagrangeovym rovniciam prvého druhu. K tejto otazke
nas dokopala aj druha klacova povahova ¢rta nas vedcov, snaha mat v hlave po-
riadok (alebo sa o to aspon snazit).

Tu sa trochu na tie Lagrangeove rovnice prvého druhu pozrieme. Okrem iného
aj preto, aby sme dali za pravdu nazoru, Ze tie rovnice druhého druhu st naozaj
ovela zaujimavejsie a doleZitejsie.
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1 Uvod

Casto sa stava, ze v mechanike treba riesit Newtonove rovnice v situécii, ked si
polohy vstupujiacich hmotnych bodov viazané.

Ak ide o holondmne vizby, teda vizby tvaru !

(131(7“1,...,7’]\]) =0 (1)
: (2)
Qp(ry,...,ry) = 0 (3)

tak existuje niekolko moznosti, ako postupovat.

Zasluzene najobliubenejsi je postup znamy ako Lagrangeove rovnice 2.druhu.
Tymto rovniciam sa podrobne venujeme na prednaske (a volame ich, ako je to vo
fyzike zvykom, len Lagrangeove rovnice).

V tomto texte sa pozrieme aj na dalsie dva postupy, a to na

- D’Alembertov-Lagrangeov princip a

- Lagrangeove rovnice 1.druhu.

Prvy z nich sa na prednagke objavuje tiez, ale len na chvilu. Z neho sa odvodia
Lagrangeove rovnice 2.druhu a tym sa jeho minuta slavy konci.

Este horsie dopadni Lagrangeove rovnice I.druhu, o ktorych na prednéske ne-
hovorime nic. Da sa povedat, Ze prave pre zozndmenie sa s tymito rovnicami vznikol
tento text. To ostatné ta sluzi len pre celkovy kontext a porovnanie.

A vysledkom toho porovnania by mal byt zaver, Ze tie priority na prednéske
hadam a7 také zlé nie si. Ze do zivota si treba odniest hlavne tie Lagrangeove
rovnice 2.druhw.

2 D’Alembertov-Lagrangeov princip

Pripomenme si strucne, ¢o to je D’Alembertov-Lagrangeov princip.
Zacnime Newtonovymi rovnicami

p=F (4)

[Pouzivame symboliku ,palickovych” vektorov (v priestore R3Y), ktoré ,zjednocuji”
oby¢ajné trojrozmerné vektory (v priestore R?)

pE(plu-”va) FE(Flv'-wFN) ?E(I‘l,...,I'N) (5)

1 Zaujimavou alternativou st neholondmne vizby, ktoré viazu okrem poléh hmotnych
bodov aj ich rijchlosti. Takéto vazby vznikaju napriklad zdpisom podmienky bezsmykového
kontaktu telies, okrem iného pri opise pohybu kolesa na ceste, pozri [2] a [3]. Mechanika
s neholonémnymi vizbami je veobecne vyrazne komplikovanejsia, ako t4, o ktorej budeme
hovorit tu.



zodpovedajice N individualnym hmotnym bodom.]

Niekedy pre ststavu nie je dostupné kazda konfiguracia 7, lebo st pritomné (holo-
néomne) vazby (1) - (3), t.j. strucne

o,(T)=0 a=1,...,k (6)
Vtedy Newtonovu rovnicu spresnime takto:

Celkovi silu F sme rozdelili na aktivnu silu F(a) (to je ta Cast, ktora by tam bola,

(r) (

aj keby sme - v mysli - viizby zrugili) a reakciu vizieb F'° (East, ktora by tam bola,

keby sme - v mysli - zrusili aktivnu silu).

[Napriklad pre matematické kyvadlo by prvd mentélna operédcia znamenala pre-
strihnutie palicky, na ktorej kyvadlo visi a druha v zruSeni gravitacného pola, t.j.
napriklad preneseni kyvadla do bezvahového stavu v orbitdlnej stanici kruziacej
okolo Zeme. (V oboch pripadoch sa z kyvadla stane nekyvadlo.)|

Neprijemnou c¢astou sily (fazko sa explicitne vyjadruje) je prave ta reakcia
vézieb F(T).

Pripomenme si, ze konfiguracny priestor M je mnozina bodov, do ktorych sa
sustava moze naozaj dostat, teda ktoré vyhovuju vdzbam P.:

M = {7 € R®[&,(7) = 0} c RN (8)

Geometricky vzaté je to M plocha v kartézskom priestore R3V.
Dalej sa zavadza pojem virudlneho posunutia 07: Ide o infiniteziméalne posunutie
z jedného bodu konfigura¢ného priestoru do druhého - blizkeho - bodu konfigurac-

ného priestoru:
P,(T) =0 O,(T+67)=0 9)

takze symbolicky mdZeme napisat, ze
or || M (10)

(t.j. ze vektor 67 ide ,v smere plochy” M). Z (9) okamzite dostavame (Taylorov

rozvoj do 1.radu) podmienku
oF - V&, =0 (11)

Sila F(r), teda reakcia vizieb, je kolmd (v zmysle R3V) na plochu M C R3V

FP1L M oty F7.sr=0 (12)



[Vektor 67 je akgkolvek (maly) vektor v smere plochy M. Ak je teda nejaky vektor
kolmy na plochu, je vlastne kolmy na (ten akykolvek) vektor 7.

Vlastnost (12) sa ukazuje byt evolu¢nou nevyhodou sily F - vdaka nej v satazi
neuspeje a vypadne z hry.

Naozaj, ak skalarne vynasobime dynamicka (Newtonovu) rovnicu (7) virtual-
nym posunutim 07, dostaneme

507 =F" . o7 (13)

v ktorej uz reakcia vézieb nie je.

Ak pozbierame dovedna rovnice, ktoré sme po ceste dostali (a prezieravo oram-
Cekovali, teda (8), (11) a (13)), dostaneme sistavu, ktorej sa hovori D’Alembertov-
Lagrangeov princip:

G-F .67 = 0 (14)
Vo, 6F = (15)
d, = 0 (16)

Jej dolezitou ¢rtou je to, Ze v nej uz reakcia vizieb F(T) explicitne nefiguruje, vidime
v nej len aktivnu silu F(a).

Ide o sustavu pozostavajicu z (oby¢ajnej) diferencialnej rovnice (prvé z nich;
je tam bodka, ¢ize c¢asovd derivdcia; v skutocnosti hybnost obsahuje bodku polohy,
takze v rei polohy je tam aZz druha ¢asova derivacia) a algebraickych rovnic (zvy-
sok). To, ¢o z nej chceme dostat, je 7(t) (trajektorie vietkych hmotnych bodov).
Ale ako nezname tam figuruju aj virtualne posunutia, ktoré sice nepotrebujeme
(nezaujimaju nas), ale nemozeme sa bez nich zaobist, lebo su zrefazené s tym, ¢o
nas zaujima. Rozhodne to nie je ten najpraktickejsi spdsob rieSenia tloh s véz-
bami, ale keby nebolo ni¢ lepsie, berieme aj to. (Pozri pristup k rieSeniu rovinného
a sférického kyvadla touto technologiou v Castiach 2.1 a 2.2.)

2.1 Priklad: Rovinné matematické kyvadlo

Skusme sa (na ilustraciu tejto meto6dy) pozriet na tlohu o pohybe rovinného ma-
tematického kyvadla (pozri ulohu 2.4 v texte [1]). Hlavnym ciefom tohto paragrafu
je explicitne napisat rovnice D’Alembertovho-Lagrangeovho principu pre ten kon-
krétny problém (a nie najst ich rieSenie).

Mame v hre len jeden hmotny bod (zavazie m na konci nehmotnej palicky dlzky
[), preto N = 1 a palickové 3N-rozmerné vektory sa tak redukuja na ,obycCajné”
trojrozmerné.



Ak vyberieme stradnice (x,y, z) tak, aby kyvanie prebiehalo v rovine xz, tak
ako vizby mozeme vybrat funkcie

O (z,y,2) = 22+9y>+22-12 (17)
(1)2(:E7yaz) =Y (18)

[Ich stcasné vynulovanie obmedzuje polohu hmotného bodu na kruznicu polomeru
[ so stredom v pociatku, ¢o je presne to, ¢o potrebujeme; tato kruznica je tu teda
- l-rozmernym - konfiguratnym priestorom. |

Kedze ako gradienty tychto funkcii dostavame

Vo, = 2(z,y,2) (19)
Vo, = (0,1,0) (20)

tak rovnice pre virtuilne posunutia

or = (dz, 0y, 0z) (21)
vyzeraji
or- V&, = 2(xdx+ ydy + 202) =0 (22)
or-Vo&; = dy=0 (23)
No a kedZze tu
p = m(ijZ) (24)
F@9 = mg=(0,0,—mg) (25)

tak vSeobecna sustava (14) - (16) tu konkrétne vyzera (po vykrateni vSetkého
zbyto¢ného) takto:

Zox 4+ yoy+ (2+g)oz = 0 (26)
xdr +ydy + 20z = 0 (27)

Sy = 0 (28)

i N TRl S R | (29)

Yy 0 (30)

Z tejto sustavy potrebujem néjst (z(t),y(t),z(t)). Tymto je splneny hlavny ciel
tohto paragrafu :-)

Keby som sa predsa len chcel posunut smerom k rieseniu, za¢nem dobrou spra-
vou, Ze y(t) uz mam - podla (30) to je (v kazdom ¢ase) nula. S tym je kompatibilné
aj (28). (Cestne priznam, ze to ma velmi nepotrapilo, je to tam vlastne ,vlozené
rukou”.)



Zoberuc toto do uvahy sa sustava zjednodusi na

o+ (24g9g)oz = 0 (31)

xdr+20z = 0 (32)

T P L | (33)

v ktorej uz nie je po tomkolvek suvisiacom so smerom (- socidlnou demokraciou)

y ani stopy. Naozaj odtial chceme (x(t), z(t)), ale strasia tam stéle aj virtuélne
posunutia (dx,dz).
Rovnicu (33) ,vyriesime” parametrizéciou r(y), menovite

r = lsing (34)
= —lcosy (35)

(uhol ¢ mé& potom zmysel odklonu kyvadla od zvislej osi). Odtial sa zrata
T =lpcosp i =1(pcosp — p?sincos p) 0x = lcos pdyp (36)
Z=Ipsinyp % = 1(¢sin g + @2 sin p cos p) 0z = lsin pdp (37)

Dosadenie tychto vyrazov do (32) vedie na identitu 0 = 0 (overte; nedéva teda nic)
a dosadenie do (31) vedie na rovnicu Struktary

Adp =0 A= Alp, ¢, ¢) (38)

Kedze d¢ je vSeobecne nenulové, dostaneme odtial A = 0, ¢o je ista diferencidlna
rovnica druhého rddu; explicitny vypocet dava

¢+%sin<p:0 (39)

Ak by sme tuto rovnicu vedeli vyriesit ? a ziskat ¢(t), dosadenie do (34) a (35) by
nam dalo (z(t), z(t)).

[Trochu in4 cesta k (39) by mohla vyzerat takto: Rovnice (31)-(32) prepiSeme ako

jednu maticovd rovnicu
 Z+g)\ (ox\ (0
60 o

pre neznamy stipéek (6z,62)7. Samotny tento stipéek nas sice vobec nezaujima,
ale vieme, Ze urCite ezistuje nenulové rieSenie tejto rovnice. (Keby neexistovalo,
spolu s (28) by to znamenalo, Ze vébec neexistuje Ziadne (nenulové) virtualne po-
sunutie, ¢o zjavne nie je pravda - posunutie v smere kruznice mozné je.) Nenulové

2Pre malé vychylky, ked je dobrym pribliZzenim sin ¢ = ¢, vychadza jednoduché line-
drna rovnica (pre harmonicky oscildtor) zndma z tivodného kurzu mechaniky (dostavame
teda harmonické kmity). Pre Mubovolne velké vychylky sa tomu venuju tlohy 3a.14 a 6.2
v texte [1].



rieSenie homogénnej linedrnej sustavy existuje vSak prave vtedy, ked determinant
vstupujicej matice je nulovy:

T

det(j é—:g>zzi—x(fé+g):0 (41)

(Tymto krokom sme sa zbavili nezaujimavijch vyrazov dx,dz.) Dostavame tak rov-
nicu
2 —xz(24+9)=0 (42)

Ak do nej dosadime parametrizaciu (34), (35), tieZ dostaneme (39).]

Este raz (pozri tvod): Hlavny ciel tohto paragrafu bolo explicitne napisaf rovnice
D’Alembertovho-Lagrangeovho principu pre konkrétny problém rovinného mate-
matického kyvadla (a nie najst ich rieSenie). Tie rovnice si (26) - (30).

To, ¢o je potom za nimi, je len snaha ukézat, Ze tie rovnice st asi spravne,
lebo ich postupnym riesenim prichadzame k rovnici (39), ktorej verime (lebo nam
ju bud odvodili v prvom ro¢niku na Mechanike, alebo ju ziskame tu z prislusnej
Lagrangeovej rovnice 2.druhu (pozri (126) a tiez ulohu 3a.2 v [1]) a tym verime).

2.2 Priklad: Sférické matematické kyvadlo

Skusme sa (na dalsiu ilustraciu tejto metddy) pozriet na tulohu o pohybe sférického
matematického kyvadla (pozri ulohu 3a.3 v texte [1]). Hlavnym ciefom tohto para-
grafu je opéf len explicitne napisatrovnice D’Alembertovho-Lagrangeovho principu
pre tento konkrétny problém (a nie najst ich rieSenie).

Méame v hre len jeden hmotny bod (zavazie m na konci nehmotnej palicky dizky
[), preto N = 1 a palickové 3N-rozmerné vektory sa tak redukuju na ,obyc¢ajné”
trojrozmerné.

Na rozdiel od rovinného kyvadla chyba vizba (18), takze zostane len jedna
véizba

Oy(z,y,2) = 2?2 +y?+22 -1 (43)

[Jej vynulovanie obmedzuje polohu hmotného bodu na sféru polomeru [ so stredom
v pociatku, o je presne to, ¢o potrebujeme; tato sféra je tu teda - 2-rozmernym -
konfigura¢nym priestorom.|

KedZze jej gradient je
Vo, = 2(z,y,2) (44)
tak rovnica pre virtualne posunutia

or = (0x, 0y, dz) (45)
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vyzera
or - V&, = 2(xdx + ydy + 20z) =0 (46)
No a kedze tu (rovnako ako bolo pre rovinné kyvadlo)

p = m(ijZ) (47)
F9 = mg=(0,0,—mg) (48)

tak vSeobecnd sustava (14) - (16) tu konkrétne vyzerd (po vykrateni vetkého
zbytotného) takto:

Zox + §oy+ (£2+9)dz = 0 (49)
xdr +yoy + 20z = 0 (50)
2 = 0 (51)

Z tejto sustavy potrebujem néjst (z(t),y(t),z(t)). Tymto je splneny hlavny ciel
tohto paragrafu :-)

Keby som to predsa len chcel porovnaft s prislusnymi Lagrangeovymi rovnicami
2.druhu (aby som sa uistil, Ze rovnice ziskané tu su asi spravne), vizbu (51) by som
,wvyriesil” vhodnou parametrizaciou 7 (1, ¢), menovite

x = lsindcosyp (52)
= Isindsing (53)
z = —lcos? (54)

(uhol ¥ mé& potom zmysel odklonu kyvadla od zvislej osi). Odtial by sa zratali
podobné veci ako v (36) a (37)

i=... Pe=.. bx = ... (55)
g=... j=... Sy =... (56)
P= Pl 5z =... (57)

Dosadenie tychto vyrazov do (50) by dalo 0 = 0 (overte; nedava teda ni¢) a dosa-
denie do (49) by dalo rovnicu §truktury

ASY + Bép =0 (58)
¢o vedie (kedZze 0¥, dp su nezavislé a lubovolIné) na dve rovnice
AW, 0.9, ¢,0,4) = 0 (59)
B(Y,¢,0,,9,¢) = 0 (60)

Ak by sme tuto zretazent stustavu dvoch diferencidlnych rovnic druhého rdadu 3 do-
kazali vyriesit a ziskat (9(t), p(t)), dosadenie do (52) - (54) by nam dalo (x(t),y(t), 2(t)).

31ch explicitny tvar, ziskany inou metédou (pomocou Lagrangeovych rovnic 2.druhu),
sa da najst pod ¢islami (133), (134).



3 Lagrangeove rovnice 1.druhu

Logika cesty k D’Alembertovmu-Lagrangeovmu principu spocivala v postrehu, ze

- (neprijemnd) reakcia vézieb 7 je kolmd na plochu M (pozri (12))

- t.j. kolma na wvirtudlne posunutia

- takze po skaldrnom nésobeni virtualnymi posunutiami sa vynuluje

- takze sa jej zbavime (vypadne z hry).

Vysledné rovnice uz silu F " neobsahujd, obsahuju len silu F(a).

Logika Lagrangeovych rovnic I.drubu je in4 - sila F(T) nevypadne, ale vhodne
ju vyjadrime (s istym prvkom nezndma) a napiSeme rovnice, kde bude figurovat aj
ona.

Skusme sa teda zamysliet: Ako by sme mohli napisat silu, o ktorej vieme len
to, Ze je

- kolmd na plochu M, pricom vieme, Ze

- plocha M je zadana wvdizbami ®,7
Odpoved je v rovnici (11). T4 urCuje virtualne posunutia 07 tak, Ze si to (malé)
vektory kolmé na vietky gradienty V®,. To sa da mudro povedat aj tak, Ze virtu-
alne posunutia 07 tvoria ortogondlny doplnok priestoru, ktory je linedrnym obalom
véetkych gradientov V®,.

Povodné definicia virtualnych posunuti vSak hovori, ze si to akékoIvek (malé)
vektory v smere plochy M. Teda vektory smerujice do plochy tvoria ortogonélny
doplnok priestoru, ktory je linearnym obalom vietkych gradientov V®,,.

To vsak potom tiez znamenda (kedze vieobecne UL+ = U, teda ortogonalny
doplnok k ortogondlnemu doplnku podpriestoru U je ten povodny podpriestor U),
ze priestor vektorov kolmgch na plochu (t.j.ortogonalny doplnok k podpriestoru
vektorov smerujucich ,do plochy”) je prave linedrny obal vietkych gradientov V®,,!

[V bodoch plochy (= konfigura¢ného priestoru) tak méme tieto zaujimavé pod-
priestory priestoru vsetkych vektorov V:

-U = Span {V®,...,V®;} = linedrny obal vietkyjch gradientov

- Ut — vektory dotykagiice sa plochy (— smerujice ,do plochy”, podla (11))

- UL = vektory kolmé na plochu

- U = vektory kolmé na plochu (lebo U+ = U).
St tu teda len dva zaujimavé podpriestory, U a UL, pricom si slazia ako vzdjomné
ortogondlne doplnky (vdaka vlastnosti U++ = U).]
No a kedze sila F(T)
tvare

patri do podpriestoru kolmého na plochu, da sa vyjadrit v

O koeficientoch rozkladu (X, ..., A\¥) nevieme ni¢, mozu zavisiet od polohy 7 aj
rychlosti 7.



Z Newtonovej rovnice (7) sa tak stana Lagrangeove rovnice 1.druhu

7 = F4Va, (62)
By = 0 (63)

Nezname st polohy 7(t), ale aj koeficienty (funkcie) (A!, ..., \¥).

Ak nés zaujima len pohyb, tak fakt, Ze zbyto¢ne musime pocitat aj nepotrebné
(AL,...,0F) (kedze st zrefazené s potrebnymi vecami) a na konci ich zahodit, je
mrzuty.

Niekedy nés v8ak tieto koeficienty predsa len moézu zaujimat - pomocou nich
mozeme (ak ich vyratame) vypocitat reakciu vézieb a t4 moze byt uzitoéna v pri-
pade, Ze chceme zistit, nakolko st namdhané siuciastky, ktoré vizby zabezpecuju.
(Napriklad nakolko je namahané palicka, ktora realizuje kyvadlo. Ak bude namé-
hand viac, ako vydrzi, kyvadlo sa roztrhne.)

3.1 Priklad: Rovinné matematické kyvadlo

Chceme explicitne napisat rovnice (62) a (63) pre kyvadlo z paragrafu 2.1.

Opét mame v hre len jeden hmotny bod (zavazie m na konci nehmotnej palicky
dlzky 1), preto N = 1 a palickové 3N-rozmerné vektory sa redukuji na ,obyc¢ajné”
trojrozmerné.

Méame dve vazby (17) a (18) a aktivna sila je gravitacnd, rovnice (62) a (63)
teda budu

mir = mg+ A\MVP + Vs (64)
O(r) = 0 (65)

Podme ich napisaf konkrétne(jsie). Gradienty vézieb (17) a (18) st (pozri (19) a
(20))

Vo, = 2(z,y,2z) =2r (67)
Vo, = (0,1,0) (68)

a preto uplne explicitne dostaneme ako Lagrangeove rovnice 1.druhu toto:

mi = 2M\zx (69)

my = 2My+ Ao (70)

mZ = 2\z—mg (71)

Pyt 22 = 1P (72)
y = 0 (73)

Z tejto sustavy potrebujem néajst (z(t),y(t), z(t)) a tiez (A1, A2). Tymto je splneny
hlavny ciel tohto paragrafu :-)
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Sktsme z tejto sustavy vytazif nie¢o uzitoéne. *

Najprv si v8imneme, 7e (73) rovno hovori, Zze y(t) = 0 a (70) potom dava
A2 = 0. Sustava sa teda zjednodusuje (o jeden rozmer a jednu vézbu). Ostane v nej
len (x(t),2(t)) a A1 a vyzera

mi = 2Mz (74)
mZ = 2\z+mg (75)
2422 = P (76)

Cez dvojrozmerné vektory r = (z,z) a g = (0, —g) to je
mir = mg+2\r (77)
r? = [ (78)

Skusme odtial vyjadrif A;. Na to vynésobime prva rovnicu skalarne vektorom r
a vyuzijeme druht; dostaneme

—mi? =mg -7+ 2)\ 1 (79)

v Naozaj, opakovanym bodkovanim (= derivaciou podla ¢asu) vizby (78) do-
stavame

0 = (d/dt)(r-r)

= 2r-r
0 = (d/dt)(r-r)
takze
Por = —72
A
Kedze kineticki a potencidlna energia tu vyzeraju takto °
|
T = omr (80)
U = mgz+mgl=—mg-r+mgl (81)
tak mozeme (79) prepisat do tvaru
—2T = mgl — U + 2\, 1? (82)
takze
2\ = (U — 2T — mgl)/1? (83)

4 Nie vyriesit ju. To by bol poriadne ambiciézny ciel, pozri tlohy 3a.14 a 6.2 v texte [1].
SPotencialna energia je zvolend tak, Ze ma nulovii hodnotu v konfiguracii, ked kyvadlo
visi dolu.
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a teda reakcia vizby je podla (69)

FO) —oxp = (84)

Ak si eSte uvedomim, Ze polohovy vektor r v mieste zavazia kyvadla sa da napisat
ako
r=—Iln (85)

kde n je jednotkovy vektor smerom (od zévazia) do stredu (k osi kyvadla), tak

2T — U + mgl
— "

F) = (86)
Otestujme tento (celkom uzito¢ny) vzorcek na niekolkych Specidlnych pripadoch:

1. Kyvadlo volne visi v polohe dolu (stabilnej rovnovahe). Mame T'=0 = U a
teda F(") = mgn = mge.. To je rozumné. Hovori to, ze palicka fahd zavazie silou
mg smerom hore; presne teda kompenzuje tiazovu silu zdvazia mg smerom dolu.

2. Kyvadlo voIne stoji v polohe hore (labilnej rovnovahe). Mame T' = 0,U =
2mgl a F) = — mgn = mge,. To je tiez rozumné. Hovori to, ze palicka tlac7
zévazie silou mg smerom hore; presne teda kompenzuje tiazova silu zavazia mg
smerom dolu.

3. Kyvadlo volne stoji v polohe hore (labilnej rovnovahe), ale pod vplyvom
zamévania motylich kridel na ostrove Papua - Nova Guinea sa prejavi labilita jeho
polohy a zac¢ne sa spustat smerom dolu. Zaujima nés, akou silou taha palicka zavazie
do stredu v case, ked je kyvadlo prave vodorovne. Vtedy méame T' = mgl, U = mgl
(hore bolo E = U = 2mgl) a F) = 2mgn = —2mge,. Hovori to, 7e palicka fah4
zavazie do stredu silou 2mg (realizuje tak dostredivi silu velkosti dvojndsobnej
tiaZe).

4. Ako v bode 3., ale zaujima nés, akou silou taha palicka zavaZzie hore v Case,
ked je kyvadlo prave dolu (kde ma zjavne najvicsiu rychlost). Vtedy mame 7' =
2mgl,U =0 a F0) = omgn = —bmge,. Hovori to, Ze palicka faha zavazie hore
(do stredu) silou 5mg (teda silou pdtndsobnej tiaZe; v tom je jeden diel reakcie na
naozajstni tiaz a gtyri diely ¢ dostredivej sily za rychlost).

3.2 Priklad: Sférické matematické kyvadlo

Chceme explicitne napisat rovnice (62) a (63) pre kyvadlo z paragrafu 2.2.

Opét mame v hre len jeden hmotny bod (zavazie m na konci nehmotnej palicky
dlzky 1), preto N = 1 a palickové 3N-rozmerné vektory sa redukuji na ,oby¢ajné”
trojrozmerné.

6Velkost dostredivej sily mv?/l je priamo timerna kinetickej energii mv?/2. T4 je dolu
dvojndsobnd oproti jej hodnote pri vodorovnej polohe (2mgl v pripade 4. oproti mgl v
pripade 3.). Preto aj dostrediva sila palicky je dolu dvojnasobna, 4mg vo&i 2mg. Ako sa
spominalo, piate mg celkovej reakcie je za tiaz.
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Mame len jednu vdzbu (17) a aktivna sila je gravitac¢nd, rovnice (62) a (63)
teda budu

mir = mg+ A\ VP (87)
Oi(r) = 0 (88)

Podme ich napisat konkrétnejsie. Gradient vézby (17) je (pozri (19)
Vo, = 2(z,y,2) =2r (89)

a teda uplne explicitne dostaneme ako Lagrangeove rovnice 1.druhu toto:

mr = mg+2\r (90)
r’o= (91)
alebo zlozkovo
mi = 2\ (92)
my = 2/\1y (93)
mZ = 2M\z—mg (94)
Ayt = 12 (95)

Z tejto sustavy potrebujem najst (z(t), y(t), z(t)) a tiez A;. Tymto je splneny hlavny
ciel tohto paragrafu :-)

Skusme z tejto sustavy vytazit nieco uzitocné.

Vsimnime si, ze ststava (90) a (91) vyzera formalne uplne rovnako, ako vyzerala
sustava (77) a (78) pre rovinné kyvadlo. Rozdiel je len v tom, Ze v tunajsej su 3-
rozmerné vektory, zatial ¢o v tamtej boli 2-rozmerné. T4 terajsia 3-rozmernost vsak
vobec nebrani doslovnému zopakovaniu postupu vypoctu koeficientu A;, ktory sa
robil tam! Ked ho teda zopakujeme, dostaneme aj rovnaky vysledok

7

2T — U + mgl
—n

(r) —
F l

(96)
kde n je jednotkovy vektor smerom (od zévazia) do stredu (k bodu zévesu kyvadla).

Okrem pripadov 1.-4. spominanych ako test tohto vzorca za vysledkom (86),
ktoré platia aj tu, mozeme pridat zaujimavy novy pripad (nemé anal6g pre rovinné
kyvadlo), ked (sférické) kyvadlo rovnomerne krizi okolo zvislej osi, pricom s touto
osou zviera (konstantny) uhol 6y. (Pozri tiez vysledok (135).)

Ak by sme chceli vediet, akou silou tahé palicka hmotny bod v tomto pripade,
staéi dat do nasej sastavy ansatz

z(t) = —lcos Iy = 2

7 Nie vyriesit ju, atd.
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(Je intuitivne zrejmé, Ze takéto rieSenie musi existovat a ze bude spo¢ivat v spomi-
nanom kruzeni. D4 sa to aj formélne overit dordtanim zvysku rieSenia, t.j. (x(t),y(t)).)
Dosadenim tohto vyrazu do (94) dostaneme

myg
20 = —
! [ cos vy (97)
t.j.
F) — myg
cos g (98)

To vyzeréd celkom rozumne:

1. Dve rovnovazne polohy (hore a dolu, ¢o st §peciilne pripady pre ¥9 = 0, ),
davaju to, ¢o treba (body 1. a 2. na konci paragrafu 3.1).

2. Kruzivé riefenie existuje len pre uhly z intervalu ¥9 € (0,7/2) (plus vyni-
mo¢né 7) a (v zhode s intuiciou) na priblizovanie sa (zdola) k hodnote ¥y = /2
treba ¢oraz viac energie (limitne nekone¢no). Ak sa bude kyvadlo krutif (temer
v rovine zy) obrovskou rijchlostou, zjavne bude palicka, v snahe udrzat hmotny
bod na kruznici, napinana obrovskou silou, ¢o presne hovori vzorcek (98) - funkcia
1/ cos g rastie (pri priblizovani sa (zdola) k hodnote ¥9 = 7/2) do nekonecna.
(Rovnaky faktor 1/ cos ¥y rastuci do nekonecna je vo vysledku pre kvadrat uhlovej
frekvencie v (135)). Ak teda chceme, aby sa kyvadlo pohybovalo takto a malo uhol
Yo blizky k 7/2, musi sa kratit velmi rychlo a palicka je pri tom napinané velmi
velkou silou. Co dé rozum (intuicia) aj bez vypoctov, pokial od nas nikto nechce
kvantifikovat to velmi. Nage rovnice daju aj to :-)

4 Lagrangeove rovnice 2.druhu

S tymito rovnicami sa sice zoznamujeme na prednasSke hadam aj dostatocne, ale
pre porovnanie sa (difam) nestane ni¢ zlé, ked sa spomenu aj tu.

Odvodenie z D’Alembertovho-Lagrangeovho principu (14) - (16) vyzera takto:
1. Vézby (16) sa vyriesia parametriziciou (pomocou zovSeobecnengch siuradnic)

7 =T7(q) EF(ql,...,q”) (99)

Tym je uz rovnica (16) zbyto¢na (je splnené tou parametrizéciou; ta parametrizacia
sa musi urobit prdve tak, aby bod 7(q) lezal pre kazdé q na ploche M).

2. Tym sa aj rovnica (15) stane zbytocnéa (je tieZ splnend tou parametrizaciou).
Detailnejsie: Mame

F

7(q) , T+r=7(q+dq) = OF =—-——0q" (100)

Vidime, ze vektor d7 spaja dva blizke body na ploche, 7(q) a T(q + dq), je teda
(najvseobecnejdim) virtualnym posunutim. Zo Struktiry vyrazu pre 67 (vpravo)
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zaroven vidno, ze ako bdzu vektorov v smere plochy mozeme zobrat vektory

or
€q 1= 101
= (101)
Rovnica (15) vlastne hovori, ze
e, VO,=0 tj e LV, (102)

¢o je pravda (pozri Gvahy o priestore U a U+ pred vzorcom (61); €, je béaza pre
UL a V®, je baza pre U).
3. Dosadenie vyjadrenia pre virtualne posunutie z (100) do (14) dava

or
dq®

G-FY) s = 0 (103)

To m4 struktiru (porovnaj s (38) a (58))
or
0q®

Aedg® =0 kde A, = Ag(q,4,4) = (p— F™) (104)

(Pozor: Pismeno (a) na FY pie je index, je to len oznalenie ,aktivnej” zlozky
sily, pozri (7).) Kedze 6q® st fubovolné, da sa z toho dedukovat ? platnost sistavy
diferencidlnych rovnic 2.rddu

’Aa(q,q',Q'):()‘ a=1,...,n (105)

Toto st uz budice Lagrangeove rovnice 2.druhu, len to na nich zatial nevidno. Na
spoznanie ich naozajstného (pouzitelného, zndmeho) tvaru treba zobraf vyraz pre
A z (104) a upravit ho.

Najprv zjavne dostavame

= OF  — OT
b dqe dq®

(106)

. C ) ] @) . )
Vo vyraze vpravo je vietko zname (aktivna sila F( ) je ta jej jasna cast, uz poznam
parametrizéciu 7(q), takze viem vyréatat prislugné parcidlne derivacie) a tak uprava,
kde to celé len oznac¢ime (a nejako nazveme)

or

(a)
a — F :
Q B

a — ta zoveobecnend sila (107)

8V modernej diferencidlnej geometrii (pozri napr. [5]) sa tato baza, ak uz zabudneme na
umiestnenie M do R3*" a chapeme M ako samostatny priestor so stradnicami (¢!, ..., q"),
oznacuje 9, = 0/9q* a vola sa stradnicovd baza (pre vektory na variete M).

9Formélne sa da odvolaf (je to viak dost zrejmé, takZe netreba) na nedegenerovanost
skalarneho stcinu u - v = u,vq, t.j. vlastnost {u - v = 0 pre kazdé v} = u = 0.
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je uplne legélna (vieme si to Q, vZdy vyrdtaf). S vyrazom vlavo je vSak, zial, o to
viac roboty, o ¢o jej bolo menej vpravo. Citatela odkazujem na text [4] na mojej
stranke. Tam sa podrobne dokazuje, Ze plati identita

or dor or

D dqe - %aq'a o dq° (108)
kde 1
T(q,4) = 5Tu(q) 4°¢" (109)
je kinetickd energia ststavy - vznikd priamym prepoc¢tom zndmeho vyrazu
T = émlr‘lQ et %mNr'NQ (110)
do stradnic (q!,...,¢") vyuzitim (znamej) parametrizacie (99), t.j. podrobne
ri(¢,....q"), ..., rn(dh, ..., q") (111)
Dostavame tak rovnicu 18T 8T
doF o = Qa (112)

To uZ su Lagrangeove rovnice 2.druhu, ale zatial pre vSeobecnii (t.j. nie nevyhnutne

(a)

. . , . —(a . T . . . ,
potencidlovu) aktivnu silu F©’. Ovela znamejsia je vSak ich verzia, ked aktivna

sila F(a) je potencidlova, teda ked
F = VU ®F) (113)

pre nejaku funkciu U(T) (= potencidlnu energiu sustavy) a teda ked

ou
Qa = o (114)
[Naozaj, ak
Ulg) :=U(T(q)) (115)

je ohranicenie funkcie U z R3N na podmnozinu M C R3YN (pricom pouzivame na
jej oznalenie to isté pismeno :-), tak

o = or _ oU(r) odr(e) _ 9U(q)

(@) - _
w=F". = _VU(F) - = _ 116
@ o~ VU 54 o o 9ge (116)
takze skuto¢ne plati vyjadrenie (114).]
Vtedy sa z (112) stane
T T—
dor oTr-U)_, (117)

dtd¢*  dqe
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a kedze U(q) z (115) nezavisi od bodkovanigjch g-¢iek, tak rovnako dobre to mozeme

zapisatf ako
i@(T—U) B (T -U)

dt  9q¢® 0q°
Zapis tychto rovnic sa zjednodusi definovanim funkcie

=0 (118)

L:=T-U L(q,q) :==T(q,q) — U(q) lagranzidn (119)

cez ktoru (konetne) dostaneme jej zdverecny tvar:

d 0L 9L
dtdqe  dg°

0 Lagrangeove rovnice 2.druhu (120)

4.1 Priklad: Rovinné matematické kyvadlo

Mame len jeden hmotny bod, vSeobecna parametrizacia 7(q) sa tu redukuje (na-
priklad, pozri (34)-(35)) na

r(p) = (Isinp, 0, ~lcosp) = (z(p), y(¢), 2()) (121)
Potom
(¢, ) = lp(cos p, 0, sin ) (122)
Odtial hned )
T(p, ) = 5ml*s* U(p) = mgl(1 — cos @) (123)
a teda ]
L(p, @) = 5mi*¢* — mgl(1 - cos p) (124)
v  Naozaj,
T(p,¢) = smi?
= 3ml%@?(cos’p + sinp)
= %mlngQ

Ulp) = Ulr(y)
— mgl+ mgz(y)
= mgl(1l — cosy)

Takto vybrata potenciidlna energia mé nulovii hodnotu, ked kyvadlo visi dole. A

Potom
doL 9L _d
dtdp Oy  dt

a Lagrangeova rovnica 2.druhu (je jedna) vyzera

(mi?p) — (—mglsin p) = mi>p + mgl sin @ (125)

gﬁ—l—%sin(p:O (126)

(pozri (39)).
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4.2 Priklad: Sférické matematické kyvadlo

Mame len jeden hmotny bod, v§eobecna parametrizacia 7(q) sa tu redukuje (na-
priklad, pozri (52)-(54)) na r(J, ¢), menovite

r(v¥, ) = (Isinv cos g, I sin v sin ¢, — cos ) (127)

Potom . .
I'(?9719,g07g0):19(,’)—|—(p(,,) (128)
(kde bodky su Tahko vypocitatelné funkcie uhlov (9, ¢) - ale nie bodkovanych

uhlov). Ked sa z toho zrata i a nasledne kineticka (a podobne potencialna) energia,
dostaneme

T(9,9,0,0) = gm0 + @Psin)) U, 0) = mgl(1 —cosy)  (129)

a teda 1
L(p, ) = le2(192 + ¢?sin?0) — mgl(1 — cos ) (130)
Potom
doL 0L g 2.9 . .
G0 99 = ml*¥ — ml“$*sin cos ¥ + mgl sin ¥ (131)
jtgi - gi = . = ml%( sin®9 4 240 sin 9 cos V) (132)

a Lagrangeove rovnice 2.druhu (s dve) vyzeraju

¥ —¢?sindcosd + (g/l)sind| = 0 (133)

¢ sin®9 + 2p0sindcosd| = 0 (134)

Hotovo. Tak rychlo méme rovnice, ktoré treba riesit (a nezname su len to, ¢o nés
zaujima, (J(t),¢(t))).

Skusme dve zaujimavé Specidlne rieSenia:

1. Ansatz 9(t) = J9 = const. vedie na rieSenie (overte si :-)
2 L g

= 1
cos Vg { (135)

(W), ¢(t)) = (Jo, o + wit) w

T.j. rovnomerné kriZenie (namiesto kyvania, ako sa na kyvadlo patri; sférické ky-
vadlo sa hra na krizidlo) okolo zvislej osi uhlovou frekvenciou w (pozri (98) a pokec
tesne za)

2. Ansatz ¢(t) = @o = const. vedie na rieSenie (overte si :-)

(9(0).0(1) = (0(1), o) I+ Tsin9 =0 (136)

T.j. kyjvanie, ale v rovine ¢ = @o (namiesto v priestore, ako sa sférickému kyvadlu
toleruje; sférické kyvadlo sa hra na rovinné kyvadlo).

18



5 Zhrnutie

Hlavngm ciefom tohto textu bolo ukazat, ako vyzeraju Lagrangeove rovnice I.druhu,
lebo sa na prednaske nespominajiu. (A tiez ilustrovat na jednoduchych prikladoch,
ako vyzera ich typické pouzitie.) Vedlajsim (nenapadne zamaskovanym) cielom
bolo ukézat, Ze ked sa na prednaskach nespominaji, az tak vefa sa nestraca.

UZ tu vidno, ze Lagrangeove rovnice 2.druhu st lepsie, a to sa este neukazovali
ich naozaj silné stranky (o tych sa hovori dost na prednaske). Jednak v samotnej
mechanike, ale - z hladiska teoretickej fyziky ako celku - aj v ingich oblastiach
(teoretickej) fyziky. Z pohladu celej teoretickej fyziky je vifazstvo Lagrangeovych
rovnic 2.druhu uplne jednoznacné.
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