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Na predndske sme sa dozvedeli, Ze Lorentzova sila (pdsobiaca na bodovy ndboj e
v danom elektrickom a magnetickom poli) nemd (,0bycajni") potencidlnu energiu,
ale md zovSeobecnend potencidlnu energiu. Tu su detaily, ktoré sa na tej predndske
nestihli.
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1 Co je zovSeobecneni potencidlna energia

Pripomenme si strué¢ne, ¢o to je zovSeobecnené potencidlna energia. Pracujme uz
v jazyku zovSeobecnenych siradnic.
Pri odvodeni Lagrangeovych rovnic (,2.druhu") sme prisli k ich tvaru

doTrT I9T
—— - — = a=1,....n 1
dt 9¢e  Oq* W R (1)
kde T je kinetickd energia sustavy, @, je a-ta zovSeobecnend sila a n je pocet
stupiiov volnosti.
Casto sa stava, Ze sa zovSeobecnené sily daju vyjadrit v tvare

~9U(q)

Qo = dq° (2)

Vtedy sa tie sily volaju potencidlové (alebo konzervativne) a funkcia U(q) =
U(q, ..., q") je (;obycajna") potencidlna energia.
Ak st nase sily potencialové, z Lagrangeovych rovnic (1) sa zjavne stani rovnice

40T AT -U)
o g

=0 a=1,...,n (3)

Kedze potencialna energia U(q) zavisi len od polohy, ale nie od rychlosti (teda od
g-Ciek, ale nie od bodkovanych g-¢iek), mozeme to U(q) pokojne pridat aj do prvého
¢lena a dostat
i@(T— Uy oT-U)
dt  0¢* 0q®

=0 a=1,...,n (4)

(Do rovnice sme tym pridali nulu, takze sme ju nezmenili.) No a ked zavedieme
Lagrangeovu funkciu (v brandzi lagranZidn) ako rozdiel kinetickej a potencialne;
energie

L:=T-U (5)
dostaneme koneény (a najznamejsi) tvar rovnic
d oL 0L
—— - — = =1,... 6
dt 0@~ dge @z hen (6)

Tento tvar rovnic je zodpovedny za spustu vyhod, ktoré lagranzovsky formalizmus
poskytuje. (Napriklad za moznost ziskavania zachovdvajicich sa veli¢in cez cyklické
suradnice. Najdenie tychto veli¢in byva o.i. kluc¢ové pre vyrieSenie rovnic.) Preto
sme trochu smutni, Ze sa musime obmedzif na triedu silovych poli struktary (2).
A to najméi po tom, ¢o si uvedomime, Ze sila, ktorou posobi na bodovy naboj
magnetické pole, vyzera

F=cvxB=er xB(r)=F(r,1t) # —VU(r) (7)
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Posledna nerovnost plati preto, lebo gradient funkcie polohy nemé ako ziskat zavislost
od ryjchlosti.

Preto sa zamyslime, ¢i by sa predsa len nedali dostat do lagranzovského tvaru aj
pohybové rovnice pre $irgiu triedu silovych poli, ako st polia struktiry (2). Zistime,
Ze daju :-)

Ak pojdeme v naSom odvodeni od konca spét, uvedomime si, Ze rezerva sa
skryva na mieste (4). A to v tom, Ze ¢len, ktory sme tam pridali ako nulovy, by sa
tam mohol objavit aj ako nenulovy! Kedy? Keby takyto ¢len bol pévodne na pravej
strane (samozrejme s opacnym znamienkom). CiZe keby mala rovnica (1) tvar

d or 0T ou doUu
J— — = a = — _— N - 1, ey 8
0@ o T Top Taag  “ " ®)
T.j. keby malo silové pole tvar
ou doU
o= — — 9
@ dq® +dt 0g* ©)

(a nie len (2)). Funkcia

U=U(g,q)=U(d",....q",¢",....d") (10)

z ktorej sa silové pole Q,(q,q¢) po¢ita pomocou zloZitejsicho vzorca (9) sa vola
zovseobecnend potencidlna energia. (Zavisi teda aj od rychlosti = bodkovanijch q-
Ciek, inac¢ by sa (9) redukovalo na (2) :-)

Silové polia §truktury (9) st zjavne rozsirenim triedy silovych poli oproti (,0by-
¢ajnym") potencidlovym poliam Struktury (2). Pritom eSte stéle nevycerpéavaju
vietky silové polia zavislé od rychlosti (pozri tlohu 3b.3 v [1]). Ostava teda dufat,
ze sila od magnetického pola v tej rozsirenej triede je. Ak by to bolo tak, cely
napad so zovSeobecnenim (2) na (9) by sa zmenil z neskodnej akademickej hracky
na dolezity nastroj realnej teoretickej fyziky, kedze méalokto asi pochybuje o dole-
Zitosti problému silového posobenia (elektrického a) magnetického pola na naboje
pre realny svet.

2 Lorentzova sila - najdolezitesi priklad

2.1 'V ¢om spociva tloha (ako vlastne znie otazka)

Posobenie elektrického a magnetického pola (t.j. poli E a B) na bodovy néboj e
opisuje

Lorentzova sila ’F =e(E+v xB) ‘ (11)

Zavisi od polohy r a ¢asu t naboja (cez polia), ale aj od rychlosti v = r naboja.
Podrobnejsi zapis teda vyzera

F(r,t,v) = e(E(r,t) + v x B(r, 1)) (12)
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KedZe zavisi (aj) od rychlosti, nemdze byt (,obycajna") potencidlova. Ale stéle je
néadej, Ze je aspon ,zovSeobecnend potencialovad". Na to, aby takou bola, by musela
existovat funkcia U(r,t,v) taka, Zze by platilo

ou doUu

F =e(E(r,t) + v x B(r,t)) = o + Ty

(13)

Existuje taki funkcia? A ak 4no, ako konkrétne vyzera? Toto je ta otézka z nadpisu.

2.2 Ansatz a hlavny vypocet

KIacovym postrehom pre rieSenie tilohy formulovanej na konci odseku 2.1 je fakt,
ze hladana funkcia moéze byt nanajuys linedrna v rijchlosti (pozri tiez ulohu 3b.1 v
[1]), t.j. Ze ak vobec existuje, musi maft tvar

U(r,t,v) =v-a(r,t) + f(r,t) (14)

pre nejaké vektorové pole a(r, t) a nejaké skalarne pole (funkciu) f(r,t). Na$ ansatz
je teda parametrizovany (zatial lTubovolnymi) polami a(r,t) a f(r,t).

[Naozaj, keby vyraz oU/0v v (13) eSte obsahoval rychlost v, nasledné d/dt by z nej
urobilo zrychlenie a = v. Zrychlenie ale v Lorentzovej sile nie je. (Mimochodom,
keby bolo v nejakej sile aj zrychlenie, Newtonova rovnica ,,mx zrychlenie = sila”
by mala zrychlenie na oboch stranach a bolo by to, uznajte, nanajvys zvlastne.)
No a na to, aby vyraz OU/0v uz rychlost neobsahoval, moze samotné U obsahovat
rychlost len nanajvys linearne, ¢ize podla (14).]

Ak je to tak, treba jednoducho wvyrdtat pravi stranu v (13) pre ansatz (14) a v
katiku duse tajne duafaf, ze existuje taky vyber poli a(r,t) a f(r,t), ktory nam dd
lavi stranu v (13).

Ked sa do vypoctu pravej strany (13) pre ansatz (14) pustime, dostaneme (pozri
Dodatok A):

a(]-1-1(9—U:—gradf—i—&ta—v><1"ota (15)

F = Y aoy

Toto sa rovna lavej strane (13) prave vtedy, ked plati

e(E+v xB)=—grad f + 9,a — v x rota (16)

Cize prave ked
eE = —gradf+ 0,a (17)
eB = —rota (18)

A ¢o s tym?



Keby sme mali uz za sebou prednasku Tedria elektromagnetického pola, vec
by bola prakticky vybavena (pozri str. 27 v texte [2]). Vyslovili by sme prakticky
reflexivne slova skaldrny a vektorovy potencidl a ,bolo by vymalované". Kedze ju
za sebou neméame (ved je az z letného semestra), dozvieme sa o tom potrebné
minimum v Dodatku B. (A na vicSie podrobnosti, ktoré ale tu nepotrebujeme, si
pockame jeden semester.)

2.3 Na pomoc prichadzaju elektromagnetické potencialy

Ak vyuzijeme fakt existencie skalarneho a vektorového potenciélu (t.j. rovnice (43)
a (44) z Dodatku B) pre polia E a B, z rovnic (17) a (18) sa stana rovnice

e(—grad® — 9,A) = —gradf+ 0a (19)
e(rotA) = -—rota (20)

No a odtial uz je vyloZene tazké neprist na to, ako treba volit a a f tak, aby to
celé sedelo:

a = —eA (21)
f = ed (22)
takze (dosadenim do (14))
U=e(@®—-v-A) (23)
alebo podrobne
U(r,t,v) = e(D(r,t) — v+ A(r,1)) | (24)

Zaver: Lorentzova sila md zovseobecneni potencialnu energiu U a je hou vyraz (24).
Ina¢ povedané, existuje funkcia U(r, ¢, v), ktora vyhovuje podmienke (13) a je dana
vyrazom (24).

Désledok: Lagranzian pre pohyb bodového nadboja e v elektromagnetickom poli
(E,B) vyzera

L(r, t,v) = %mvz —e(®(r,t) — v - A(r, 1)) (25)

(kde (®,A) su potencidly zodpovedajiuce poliam (E,B) vztahmi (43) a (44)) a
vedie na (Lorentzovu) pohybovi rovnicu

mi =e(E+v x B) (26)

Vsimnime si, ze v rovniciach figuruja priamo polia (E,B), ale v lagranZidne sa tie
polia musia zadat cez svoje potencidly!

Ako sa da tato (lagranzovska) technika pouzit na najdenie zakona zachovania
v nejakom konkrétnom elektromagnetickom poli sa da vidiet napriklad v tlohe 3b.4
v [1].



3 Vazby zavislé od casu - iny priklad

V tlohe 3b.5 sa dozvedame nasledujice pozoruhodné fakty:
Ak by vyjadrenia poloh Castic cez zovSeobecnené siradnice zéaviseli od casu

T =17(q,1) (27)

(napriklad ak by zéaviseli od ¢asu vizby !, ktoré nas priviedli ku konfiguraé¢nému
priestoru; ¢ (7, t) = 0 = rp(q¢®,t)), vypocet kinetickej energie dopadne inag¢, ako
sme zvyknuti. Vyjde toto:

1 .a - a
T = STu(a:t)q P+ Aa(q, )" + (g, t) (28)
kde
N ark(g,t) Ork(gt)
T, = AZA) ’ 2
N
o 8rk(q7 t) ark((J‘/ t)
Aa = ) my o o (30)
k=1
N
1 ori(q,t) Orp(q,t
o = g dom gt D @
k=1 ’ ’

Co je na tom zaujimavé (a prekvapujtce)?

Ked sa pozrieme na druhy a treti ¢len v kinetickej energii (28) a porovname
to s vyrazmi (24), (14), vidime, Ze tieto ¢leny maju Struktaru (zovSeobecnenej)
potencidlnej energie. Cize sa dajua prihodif k existujucej potencialnej energii (ak
nejaka bola) a pozeraf sa to celé inac: Ze kineticka energia je len ten prvy ¢len a tie
dva zvySné sa stucastou potencidlnej energie, ¢im generuji nejaka dodatocni silu
formalne analogicki Lorentzovej sile (t.j. akoby sa to hybalo v nejakom dodato¢nom
welektrickom a magnetickom poli").

Uloha 3b.9 explicitne potvrdzuje tento obraz (pre pripad, ked pévodna poten-
cidlna energia bola nulova, ¢ize ked ,prihodend” sila je jedind). Vidime v nej silu
umerna rychlosti (analog magnetickej sily) aj polohe (analog elektrickej sily).

A na zaver uz len kratko spomenme, Ze dodatoc¢né sily, ktoré pozname z tedrie
neinercidlnych sustav (tam sa volaju ,,fiktivne"), maju tiez takyto charakter. Ak sa
jedna stistava hybe voci druhej, vztahy medzi suradnicami viazanymi na tieto dve
sustavy maju tiez vieobecny charakter (27), takZze kinetickd energia v novej sistave
bude mat tiez dodato¢né ¢leny (Struktury druhého a tretieho ¢lena v (28)) oproti
jej ,beznému tvaru". Tieto sa tiez zvykna prihadzovat k (pdvodnej) potencialne;

I'Napriklad ak by sme studovali koralku pohybujicu sa v gravita¢nom poli na obrudi
rovnomerne rotujtcej okolo z-ovej osi alebo kyvadlo s premenlivou dlzkou zavesu - tlohy
3b.6 a 3b.7 v [1].



energii (takZe na urovni pohybovych rovnic vznikaju dodatotné sily). Napriklad
Coriolisova sila je linearna v rychlosti a je tak analdgom magnetickej sily. Zvysné
tri fiktivne sily (zotrvacnd, Eulerova a odstredivd) st analogom elektrickej sily.

Podakovanie

Dakujem.

4 Dodatky

A Vypocet sily pre nas ansatz pre U

V tomto odseku uvadzame detaily vypoctu, ktory stoji za vysledkom (15). Celé to
je najlepsie robit komponentne (cez indexy).
Vyraz (14) zapisany cez indexy vyzeréa takto:

U=vja; + f (32)

Potom
oU d oU B oU d

_(%:i + %8’01 N _(%:i + %
KedZze derivovanie podla komponent v-¢ka (t.j. 9/0v;) sa uz skoncilo (a dalej sa
bude derivovat len podla z; a t), prejdeme k obltubenému skratenému oznaceniu
0; = 0/0z;. Ked si este uvedomime, ¢o znamena ta uplnd ¢asova derivacia d/dt
(ze sa derivuje voci vsetkym t-Ckam, teda tym explicitnym, ale aj tym skrytym v
x;(t)), dostaneme toto

F;, = a; (33)

ou doU
M= s T aon (—grad f + Gra); +v;(0jai — da;) (34)
v Méame
_% + %ai = —o;U+ (3jai)x'j + 0sa;

= —0;(vjaj + f) + (0ja;)vj + Opay
= —0if + 0wa; +v;(0;a; — Oia;)
= (—grad f + 0ia); + v;(0ja; — O;a;)



Ked porovname doterajsi vysledok (34) s tvrdenim (15), vidime, Ze prva cast naozaj
sedi a ¢o treba eSte overit je to, ¢i plati

(—v x rota); = v;(0;a; — d;a;) (35)
A to veru plati.
v  Naozaj,
(—v xrota); = —ejpvj(rota)y
= —€jkVjCkimNam
= —Vj€iik€imkNam

= —v;(6i0jm — Oim0;1)Oam
= —v;(9ia; — 9;a;)
= vj(9jai — Biay)

B Co st elektromagnetické potencialy

Svet elektromagnetického pola sa riadi Maxwellovymi rovnicami. (V podobnom
zmysle, ako sa svet mechaniky riadi Newtonovymi rovnicami.) Tie st spolu Styri,
ale to, ¢o z nich potrebujeme, sa ziskava len z dvoch z nich. Konkrétne z rovnic

rotE4+0,B = 0 (36)
divB = 0 (37)

Teraz si spomenieme na identity (tloha 0.12 v [1])

rotgrady = 0 pre TubovoIné v (38)
divrotC = 0 pre Tubovolné C (39)

Podla identity (39) je jednou z moZnosti, preco plati rovnica (37) to, Ze pole B je
rot nejakého vektorového pola. A apriori nie je jasné, ¢i to je jedind moZznost, alebo
¢i sa ta rovnica da splnif aj nejako ina¢. V skutocénosti sa ukazuje, ze to je jedind
moznost. (Za istych podmienok, diskutovanych napriklad v 9.kapitole knihy [3].)
T.j. z rovnice (37) vyplyva, Ze ,najvSeobecnejsim riesenim” tejto rovnice je

B =rot A (40)
Ak dosadime (40) do (36), dostaneme
rot (E+ 0:A) =0 (41)

Podla identity (38) je opat jednou z moznosti, preco plati rovnica (41) to, Ze pole
E + 0;A je grad nejakého skalarneho pola. A opéaf apriori nie je jasné, ¢i to je
jedind moznost, alebo ¢ sa ta rovnica da splnit aj nejako ina¢. V skutocnosti



sa opit ukazuje, Ze to je jedind moznost. (Za istych podmienok, diskutovanych
napriklad v 9.kapitole knihy [3|.) T.j. z rovnice (41) vyplyva, Ze ,najvSeobecnejsim
rieSenim” tejto rovnice je

E + 0,A = —grad ® (42)

(znamienko minus je len konvencia). Ked spojime (40) a (42), dostaneme hlavny
vysledok:

E = —grad®—-0A (43)
B = rotA (44)

Pole ® sa vola skalarny potencial a pole A sa vola vektorovy potencial. Vzorce (43)
a (44) sa daju chapat aj tak, Ze pravé strany su najvseobecnejsie riesenia rovnic
(36) a (37). Ina¢ povedané, vsetky tie maxwellovské polia E a B, ktoré zodpovedaji
realite (t.j. vyhovuju Maxwellovym rovniciam), sa daju vyjadrit cez potencidly.
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