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K prednéske existuje elektronicky ucebny text, ktory je dostupny na mojej stranke
davinci.fmph.uniba.sk/ feckol

Obsahuje ku kazdej kapitole kritke teoretické tivody a pomerne vela (viac, ako sa bezne stihne zrétat na cviceni)
dloh, casto s navodmi, niekedy s rieSenim.

K samotnej prednéske:

Najprv sa motivuje uzito¢nost samotného predmetu ,,Teoretickd mechanika” pre stidium akejkolvek fyziky:
obsahovo sa sice (skoro) vsetko povedalo v prvom roéniku (,,vSetko je v Newtonovych zdkonoch”), ale tento
predmet prindsa

e jednak rafinovanejsie (hoci jednoduché) metddy, ktorymi sa dajd riesit aj ndrocénejsie problémy (La-
grangeove a Hamiltonove rovnice, ...)

e jednak (a hlavne) je tivodom do teoretickej fyziky v SirSom zmysle; mé teda pomdct nahliadnut do
(niekedy aj trochu abstraktnejsich) metdd a uvazovania, ktoré st typické pre celi teoreticku fyziku, avSak na
materiali, kde sa este d4 vSetko ndzorne pochopit (intuitivne vieme, ako kmita kyvadlo, ako tecie voda, ...),
takze vznika zdravy navyk testovat ,,abstraktne” ziskané vysledky ,,zdravym rozumom” a aj naopak, ucit sa
tieto abstraktné vysledky zdravym rozumom ,hddat” (,,no ¢o by to asi tak malo robit, no zrejme ... ”)

Kritériom pre vyber materidlu v tomto kurze (pod tymto nédzvom by sa dalo hovorit o kade¢om) je preto

e priprava pojmov na nadvazujice prednasky teoretického kurzu (Hamiltonidn do kvantovej mechaniky,
Liouvillova veta do klasickej statistickej mechaniky, interakcia stupniov volnosti do kvantovej tedrie pola, ...)

e ilustricia spisty beznych ,,trikov” teoretickej fyziky (rozmerovd analyza, Skdlovanie a metéda podobnosti,
poruchovd metéda, redlna préca s indexmi a tenzormi, ... )

e priama uzito¢nost materidlu z mechaniky pre sir§iu fyzikdlnu komunitu, napriklad riesenie Keplerovej tilohy
(obeh planét okolo Slnka), teéria malych kmitov, tecenie kvapalin, viny v kontinuu, ...

1. tyzden: VAZBY

Hmotné body st v mechanike ¢asto viazané = Newtonove rovnice sa komplikuji, lebo by sme do nich potre-
bovali explicitné vyjadrenie sil od vézieb, ¢o je zlozité a nepraktické. Existuje formuldcia mechaniky, v ktorej
sta¢l vediet samotné vézby (nie sily od nich). Je to lagranzovsky (a hamiltonovsky) formalizmus (ten ma aj
rozne iné prednosti).

Tento aparat sa odvodi z Newtonovych rovnic, ktorym verime. Medzikrokom (ktory sa na tejto prednéske
postupne odvodji, ilustruje na jednoduchom priklade a vzapéati sa pre jeho nevyhody rychlo opusti) je D’Alem-
bertov-Lagrangeov princip

(p— F9).67 =0
iV =0 a=1,....k
0q =0 a=1,...,k

a jeho Specidlny pripad, princip virtualnych prac. Po ceste sa zavedu potrebné pojmy, ako holonémne
vazby, konfiguraény priestor a stupne volnosti, virtudlne posunutie a virtudlna praca, aktivna sila
a reakcia vazieb.

2. tyzdeii: LAGRANGEOVE ROVNICE (2.druhu)

Pomocou D’Alembertovho-Lagrangeovho principu sa dokon¢i cesta

Newtonove rovnice — D’Alembertov-Lagrangeov princip — Lagrangeove rovnice (2.druhu)
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Najprv sa odvodia Lagrangeove rovnice 2.druhu pre vseobecné sily

dor  aT
dt0¢ge  0q*

Qa

a z nich najdolezitejsi Specidlny pripad, Lagrangeove rovnice 2.druhu pre potenciilové sustavy

d oL L
dt0ge  0q*

a=1,...,n

KIicové slova: zovSeobecnené suradnice, zovSeobecnené sily, lagranzidn (Lagrangeova funkcia). Zo-
stavovanie lagranzidnov a rovnic sa ilustruje na jednoduchych prikladoch (pracnejsie priklady sa riesia na
cviceniach).

3. tyzden: LAGRANGEOVE ROVNICE a ich silné stranky

Dalej sa venujeme silnej zbrani tohoto formalizmu, vyuzitiu cyklickych stradnic (= ktoré nevstupuji do L)
na ndjdenie zachovavajicich sa veli¢in (pomocou ktorych sa vyrazne ulah¢uje explicitné riesenie pohybovych
rovnic). Pristupuje kIicové slovo zovseobecnend (kanonickd) hybnost. (Len) informativne sa spomenie
Notherovej veta, ktord dava do sivisu grupu symetrie L a zdkony zachovania zodpovedajicej dynamiky
(technika cyklickych stradnic je jej $pecidlnym pripadom).

Zavedie sa pojem zovSeobecnenej potenciilnej energie (zdvisi aj od rychlosti) a ukazuje sa, ako (Tahko)
sa zahrnie do lagranzovského formalizmu a Zze Lorentzova sila nemd obycajni potencidlnu energiu, ale ma
zovseobecnent (takze lagranzovsky aparét sa dd pouzit aj na rieSenie pohybu nabitych ¢astic v danych poliach
E, B).

Skima sa jav interakcie stupnov vofnosti. Nastdva podla definicie vtedy, ked pohyb jedného stupmia volnosti
zévisi od toho, ¢o prave robia iné stupne volnosti. Priznakom interakcie na tirovni pohybovych rovnic je ich
zretazenost. Ukazuje sa, ze priznakom neinteragovania rovno na trovni lagranzidnu je moznost zapisat
celkovy lagranzian ako suicet dvoch ¢lenov, z ktorych kazdy obsahuje len ¢ast premennych. Nemoznost takého
rozdelenia (a ako dosledok interakciu) maji zvycajne na svedomf ¢leny tvaru sti€inu (tie sa nedaji zapisat ako
sucet).

4. tyzden: PRINCIP NAJMENSIEHO UCINKU (,,Hamiltonov princip”)

Lagrangeove rovnice sa daji odvodit aj z variacného principu. Obozndmime sa s motivaciou pre zavedenie
(najkratsie ¢iary, brachystochrona, refazovka, ... ) a s technickymi zékladmi variaéného poctu (ndstroja na
hladanie extrémov funkciondlov) a presvedéime sa, ze vhodny funkciondl, ktorému sa hovori i€inok (ucinkovy
integrél), ddva ako podmienku extrému prave Lagrangeove rovnice. Formuluje sa explicitne princip najmensieho
Gcinku: pohyb po redlnej trajektorii extremalizuje tcéinok.

Cely tento materidl nie je zaujimavy pre potreby riesenia beznych tloh teoretickej mechaniky, ale skor z hfadiska
perspektivy pouzitia vo vyssej fyzike, kde je technicky velmi uzitocny.

5. tyzden: HAMILTONOVE (kanonické) ROVNICE

Dalsfim vhodnym néstrojom v teoretickej mechanike je kanonicky formalizmus (= hamiltonovsky). Namiesto
zovSeobecnenych rychlosti pracuje so zovSeobecnenymi hybnostami. Formélny prechod zabezpecuje Legen-
dreova transformadcia, zaujimavd aj sama osebe (pouziva sa napriklad aj v termodynamike). Namiesto
lagranzidnu tu pracujeme s hamiltonidnom. Priestor (2n-rozmerny), v ktorom funguji stradnice (¢%, p,), sa
vold fazovy priestor. Dynamiku (ktord sa d4 vyjadrit aj vystiznou predstavou fadzového toku) v fiom diktujd

Hamiltonove rovnice

_OH .  0H B

_6pa pa_—aqa a_l,...,n

(ukazuje sa, ze su ekvivalentné Lagrangeovym). Vo fdzovom priestore plati Liouvillova veta - pri ¢asovom
vyvoji sa zachovava fazovy objem. Formdlnym nastrojom v tedrii si aj Poissonove zatvorky, ktoré sa mo-
tivuju (na tejto trovni formalizmu tdto motivécia nie je bohvieako silnd) vypoctom Gasovej derivacie Tubovolnej

funkcie vo fazovom priestore.

~Qa

q
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6. tyzden: INFORMACIE O POHYBE ZISKATELNE BEZ RIESENIA (pohybovych) ROVNIC

Spominaji sa metddy, ktoré umoznuju dozvediet sa nieco dolezité o rieseni pohybovych rovnic bez toho, aby
sa tieto (diferencidlne !) rovnice explicitne vyriesili (¢o je dolezité, lebo pohybové rovnice sa daju exaktne
riesit iba vynimocéne!). Okrem pripomenutia rozmerovej analyzy ide hlavne o vyuzitie fizového portrétu
a obozndmenie sa s technikou Skalovania a podobmnosti. Skélovanie sa robi najprv na trovni pohybovych
rovnic (kde sa lepsie vidi, ako to funguje), potom sa ukazuje, ako sa to d4 rutinne a elementdrne robif pomocou
lagranzianu.

7. tyzden: PROBLEM DVOCH TELIES

Hlavnym ciefom je presné riesenie Keplerovej dlohy (ststava Slnko + 1 planéta, ale aj ,klasicky” atém
vodika), ale najprv sa riesi az po droven ,,kvadratiar” (integrdlov) vseobecnejsia tloha o 2 telesdch, ktoré
interaguju centrdlnou potencidlovou silou. Vhodné zdmena suradnic (fazisko + relativny polohovy vektor)
rozretazi stupne volnosti a naozaj treba riesit uz len jedno fiktivne teleso v centralnom poli, ¢o sa dorobi
po vyssie spomenutd troven. Robi sa to pomocou lagranzidnu, ¢o zaroven poskytuje netrividlnu ilustraciu
lagranzovského formalizmu. Po ilustréacii kvalitativnych metéd z minulej prednasky (,,2. Keplerov zakon”
pomocou skalovania, finitné a infinitné rieSenia z obrazku) sa zodpovedajuci integral (,, kvadratira”) naozaj zrata
pre potencidlnu energiu o 1/r (Keplerova tloha), ¢im sa pride k standardnym vysledkom tejto teérie (orbity
= kuzelosecky, vyjadrenie ich parametrov pomocou hodnét fyzikdlnych veli¢in). Orientacne sa spomenie jav
precesie perihélia, za ktory mézu dve malé opravy doterajsieho pristupu (modifikdcia pola vplyvom inych
planét a modifikdcia Newtonovho gravitacného zdkona vseobecnou teériou relativity).

8. tyzdei: MALE KMITY

Ak U(qt, .., ¢") mad minimum v gy = (¢, .., q}), tak v jeho okolf je mozny univerzalny typ pohybu - malé kmity.
Ak je celkové energia E len trochu vicsia ako U(qo), tak ¢ je vzdy blizko k go = Taylorov rozvoj. Ak sa takto
aproximuje pévodny lagranzian, vyjde priblizny lagranzidn parametrizovany dvoma (konstantnymi) maticami
Mij a Kij
1 | o
L($7.’17) = §Miji}1.’iﬁj — §Kij.’L‘ZCL‘]

Kedze obsahuje siciny roznych stupiiov volnosti, tieto stupne interaguji a celkovo vyzera pohyb dost zlozito.
D4 sa vSak tplne rozretazit vhodnou linedrnou zamenou stiradnic z; — A;jz; = &. Vysledné stiradnice sa
volaju normadlne stradnice. V nich

1; 1
L=L+.+L, L; 553 — 5%253
= je to stustava neinteragujicich lineadrnych harmonickych oscilatorov. Ich frekvencie w; si charakteristické
frekvencie sustavy a daju sa najst aj v pévodnych premennych rieSenim sekuldrnej rovnice
det |K — w?M| =0 = w?, .., w?

n

Specidlne riesenia pohybovych rovnic si médy (normélne kmity) - pri nich je nenulové len jedno &; (pritom ale
v povodnych sdradniciach vietky x;!). Veobecné riesenie je superpozicia (= linedrna kombindcia) médov (=
uz nemd pevnu frekvenciu a vyzerd preto na pohlad zlozito).

Tato téma je dolezitd aj v tedrii pola; jednoduchy priklad ukazuju lohy o strune a jej médoch.

9. tyzden: POHYBOVE ROVNICE V NEINERCIALNEJ VZTAZNEJ SUSTAVE

Darnou za to, ze mechanické javy pozorujeme zo ,,zlej” (= neinercidlnej) sistavy je objavenie sa ,,fiktivnych
sil”. Prvy typ neinercidlnosti je ,,transla¢nd” neinercidlnost; za fiu je (priestorovo homogénna) zotrvacnd sila
—mA, takze zatial

mi = F(r,t) — mA

Druhy typ neinercidlnosti sivisi s rotaciou voci inercidlnej sustave. Tu je vyhodné zaviest dvojaké repéry
(ortonormované béazy): e; - repér stojaci v inercidlnej sustave a e, (t) - repér stojaci v tociacej sa sustave (takze



voci inercidlnej sa toci). Fakt, ze druhd sistava sa to¢f prave uhlovou rychlostou w(t) voéi prvej je odrazeny
(podrobne sa vysvetli, preco) v jednoduchej kinematickej rovnici é,(t) = wxey(t). Ak polohovy vektor zapiseme
v rozlozenom tvare r(t) = x;(t)e; = z,(t)eq(t), tak dvojndsobnym derivovanim priamociaro vyjde

F=2de =34eq+2wX (L4€,) +WXT+wX (wxXr)

Prvé rovnost dédva povodni rovnicu v inercidlnej stustave, druhd déva tri fiktivne sily (Coriolisovu, Eulerovu
a odstredivi); vo vhodnom oznaceni dostaneme celkovi pohybovi rovnicu vo vieobecnej neinercidlnej sustave
v tvare
ma=F —mA —2m(w X v) —mw X r —mw X (w X r)

~ N

Zotrvac Coriolis Euler Odstred
(Terminoldgia je zjavne po objaviteloch; volali sa Zotrva¢, Coriolis, Euler a Odstred.) Na vypocet niek-
torych efektov, ktoré si désledkom dodatoénych élenov v pohybovej rovnici (Foucaultovo kyvadlo, odklon
od zvislého smeru pri pade na Zemi ...), je vyhodné pouzit poruchovy pocet. Je to jednoduchd a nesmierne
uzitoénd metdda hladania pribliznych rieseni zlozitych (napriklad diferencidlnych) rovnic $pecidlnej (a nastastie
dostatocne ¢asto sa vyskytujicej) struktiry: da sa pouzit vtedy, ak sa dand sustava ,,mélo 1i5i” od exaktne
riesitelnej, t.j. ak v tlohe mame prirodzene maly parameter ¢ << 1 taky, Ze pre ¢ = 0 dostdvame exaktne
rieSitelnt ststavu. RieSenie ,,porusenej” (e # 0) ststavy sa hladd v tvare mocninného radu v e,

E(tie) = &o(T) + i (1) + %€ (T) + . ..

Pre jednotlivé ¢leny sa ziskavaji jednoduché rekurentné rovnice (nultd zodpovedd neporusenej lohe).
10.tyzden: MECHANIKA TUHEHO TELESA

Pohyb tuhého telesa: translacny + rota¢ny. Tu sa budeme zaoberat uz len rotaénou ¢astou pohybu (fazisko
stoji na mieste). Vsetky body v telese v danom ¢ase rotuji okolo spoloénej osi spoloénou uhlovou rychlostou
w(t). Vypocet kinetickej energie a momentu hybnosti vedie na vysledky

1 1
T = ilijwiwj = 5](&),&1)
Li = Iijwj

V oboch sa vyskytuje dolezity objekt, tenzor zotrvaénosti tuhého telesa, ktory mé tvar objemového integralu
Iij ;:/ dm(r26ij — Z‘l.ﬁ])
1%

Komponenty I, voéi (toc¢iacim sa) osiam spojenym s telesom nezdvisia (na rozdiel od ,,laboratérnych” zloziek
I;;(t)) od ¢asu. Vhodnym vyberom osi v telese (hlavné osi) sa dosiahne diagondlny tvar. Su (len) 4 typy
diagondlnych tvarov (+ ,,zotrvacnikov”): sféricky, symetricky, asymetricky a rotator. To, ako dopadne
zotrvacnik v tejto klasifikacii, ma vplyv na jeho mozny rota¢ny pohyb. Explicitne sa napriklad ukazuje, ze
volny symetricky zotrvaénik méze konat (na rozdiel od sférického) reguldrnu precesiu (teleso sa toé¢i okolo
svojej osi + os okolo (kongtantného) momentu hybnosti). Na rieSenie pohybov zotrvaénikov sa daju pouzit
Eulerove kinematické a dynamické rovnice. Ide o sistavu 3+3=6 rovnic pre Eulerove uhly (¢, d,v) (¢o si
isté zovSeobecnené siradnice vhodné na opis konfigurdcie tuhého telesa s fixovanym taziskom) ako funkcie ¢asu
(t.j. na opis rotdcie v priestore).

11. tyzden: MECHANIKA KONTINUA (spojitého prostredia; vSeobecny tvod)

Sily v kontinuu st dvojaké: objemové a plosné. Objemové sily (napriklad gravitaénd) neprindsaju ni¢ nové:
su charakterizované hustotou objemovej sily f,,; = f(r,t), ¢o je isté vektorové pole definované (v kazdom
Case) v priestore, v ktorom sa vyskytuje kontinuum. Celkova objemova sila je dand jednoducho (objemovym)
integralom: Fo,; = [fdV.

v



Analyza plosnych sil ukazuje, ze tu je to zlozitejsie. Na uplny opis plosnych sil treba v kazdom ¢ase poznat isté
tenzorové pole druhého rangu o;;(r,t), ktorému sa hovori tenzor napétia. Pomocou neho sa plosna sila,
ktord pdsobi cez plosku dS, vyjadruje (linedrnym, Cauchyho) vztahom

(dfp1)i = 03;dS;
a celkovd plosna sila, ktord posobi cez hranicu ¥ objemu V, je dand (plosnym) integrdlom

(Fp)i = /O‘idej ¥ = 9V - hranica objemu V/
b
Ak sa napise Newtonova rovnica pre infinitezimédlny objem kontinua (a uvdzi sa, ze celkovd sila je sic¢tom

objemovej a plosnej sily), ziska sa vieobecnd pohybova rovnica kontinua:
L

Jo; . .
%ij _ pa; a(r,t) - pole zrychlenia
8l‘j

fi+
Explicitny rozpis tejto rovnice je rozny pre tekutiny a pre pruzné prostredie.
12. tyzden: MECHANIKA KONTINUA - TEKUTINY

Pre tekutiny je zékladnou kinematickou premennou (vektorové) pole rychlosti v(r,¢). Z neho sa odvodi, ze
pole zrychlenia, potrebné do pohybovej rovnice, mé tvar a = (v.V)v + %—;’. Dalej sa treba zaoberat tenzorom
napatia. Pre idedlnu a viskéznu kvapalinu sa zddvodnia vyjadrenia

0ij = —Doij pre idedlnu tekutinu

81@ 8’(}]‘ )

al'j + axl

oij = —pdi; +1 ( pre viskéznu tekutinu

Dosadenie tychto vyrazov do pohybovej rovnice kontinua ddva potom rovnice

0 1
(v.V)v + 37‘1: = —;Vp +g Eulerova rovnica

ov 1 7 . .
(v.V)v + i —;Vp +g+ ;(V(V.v) + Av) Navierova-Stokesova rovnica

Nezndmych funkcii je prilis vela (tri rovnice pre patf nezndmych funkcii v, p, p). Jednu rovnicu priddva zikon
zachovania hmotnosti v tvare

% +V.(pv)=0 rovnica kontinuity

Pre nestlaciteIntii kvapalinu je to uz v poriadku: hustota p uz nie je nezndma a mame prave 4 rovnice pre 4
nezndme. Pouzitie Navierovych-Stokesovych rovnic sa ilustruje na priklade tec¢enia vody v rirke kruhového
prierezu.

Délezitym $pecidlnym pripadom je staciondrne pridenie (9;v = 0). Pre takyto pripad sa z Eulerovej rovnice
odvodi (jednoduchsia) Bernoulliho rovnica

1 ,
§p0v2 + p + pogz = konst. pozdlz pridnice.

Ak sa to obmedz{ navySe na nevirové pridenie (rot v = 0), ten isty vyraz je dokonca konstantny v objeme.
Ukaze sa, ako sa Bernoulliho rovnica typicky pouziva.

13. tyzden: MECHANIKA KONTINUA - LINEARNA PRUZNOST

Pre pruzné kontinuum je zdkladnou kinematickou premennou (vektorové) pole posunuti u(r,t) (zavddza sa
tak, aby platilo r — r + u(r,t))
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KIicovym pojmom je deformdcia. Dochddza k nej (podla definicie) vtedy, ked sa menia relativne vzdiale-
nosti hmotnych bodov prostredia. Niektoré polia posunuti nevedd k deformécii (zodpovedaji izometridm =
transldcidm a rotdcidm). Vtedy sa kontinuum pohybuje vlastne ako tuhé teleso a to nds tu nezaujima.

Otdzkou je, aky objekt jednozna¢ne kéduje (malé) deformécie (ked sme prave nahliadli, Zze pole posunuti to nie
je). Vhodné dvahy (najéistejsie realizované pomocou diferencidlnej geometrie, ¢o ale vychddza za ramec tejto
prednasky) ukazuju, ze tito dlohu hrd isté tenzorové pole druhého rangu vyrobené z pola posunuti, a to tenzor

deformacie
S _1 8ui+6uj
Gig 1T Uig) = 2 (933]' 833@

Empiricky sa vie, Zze medzi dovodom deformdcie a samotnou (dostatotne malou) deforméciou je linedrna
zévislost. To je obsahom Hookovho zdkona. Dovod deformécie je zakédovany v tenzore napétia (ak chcem
nieco zdeformovat, musim to silou fahat ¢ skricat, ¢ize posobif na objekt ploSnymi silami), deforméicia v
tenzore deformacie, takze mdame vieobecne

0ij = Cijricri Hookov zakon

V principe by bolo vstupujiice pole tenzora 4.rangu dané 3* = 81 zlozkami, ale jeho vSeobecné symetrie to
redukujd na 21. Najdolezitejsi pripad, izotropné homogénne kontinuum, dokonca vedie na tvar, ktory
z4visi len od dvoch konstant (vysvetluje sa, preco)

05 = /\1957] =+ 2#61‘3‘ v =gy

(Velicina 9 sa vold objemova dilatdcia a je na to dobry dovod, lebo si z celej deformécie vsima iba to, ako
sa pri nej menia objemy.) Ak sa toto vyjadrenie dosadi do vSeobecnej pohybovej rovnice kontinua, ziska sa
pohybové rovnica pruzného (homogénneho a izotrépneho) kontinua

9%u

PaE = M) V(V.ou) + pAu+f Lamého rovnica

14. tyzden: MECHANIKA KONTINUA - ZVUKOVE VLNY

V pruznom kontinuu sa vySetruje, ¢i je schopné prenasat linearne polarizovand rovinni vlnu. Na to sa
dosad{ ansatz u(r,t) = Af(n.r,t) do Lamého rovnice bez objemovej sily. Vyjde, ze to funguje, ba dokonca
dvojako: st mozné prieéne a pozdlzne vlny. Vyjde aj rychlost ich sirenia

\/ﬁ 2+ A
Ve =4[ — v =4 —
p p

(pozdfine su rychlejsie), vyjadrend cez pruzné charakteristiky prostredia.
V ideélnej tekutine: linearizuje sa sistava pohybovych rovnic (Eulerova plus rovnica kontinuity) a predpoklada
sa dany vztah p = p(p) (barotrépnost). Vyjdi vinové rovnice, vlny si tu len pozdlzne, rychlost ich sirenia je

co = ’/%('DO)' Pre adiabatické zmeny to déva ¢y = , /7%‘;.
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