Rozsireny SYLABUS a PRIKLADY k prednaske
TEORETICKA MECHANIKA
Marian Fecko
15.verzia (z 18.07.2025; prva bola z polovice 90-tych rokov)

0. VEKTOROVA ALGEBRA A ANALYZA

Def.l. a.b:=ab cosa = ab; = ayb
Def2. axb=c

i)cla,clb

i1) | ¢ |= ab sin o = plocha P(a,b)
1it) smer c: pravidlo vyvrtky

Obr. Def.1 Obr. Def.2

Overit, ze skalarny aj vektorovy suc¢in su bilinedrne zobrazenia = staci vediet ich hodnoty na béze, lebo
a.b= (aiei).(bjej) = aibj(ei.ej)
axb= (aiei) X (bjej) = aibj(ei X ej)
Pouzila sa (a dalej sa bude pouzivat) tzv. (Einsteinova) sumacnd konvencia: dvakrdtsa opakujici index znameng

automaticky sumdciu, ¢ize napr.
3

a;e; = E a;€;
i=1
Overit, ze na pravotocivej ortonormalnej baze plati
e; - e]— = 51‘3‘
€; X € = &;;jkCek

kde sa pouzil Kroneckerov symbol 6;; (= 0 pre ¢ # j a 1 pre i = j) a Levi-Civitov symbol e;5;, (je dplne
antisymetricky a £103 = 1).
Ukazat, ze

a-b= al—bi

(a X b)i = eijkajbk

Dokazat, ze plati

€ijk = €kij = Ejki

(invariantnost voéi cyklickym zamendm). Odtial, ze
a-(bxc)=c-(axb)=Db-(cxa)
Nahodne overit Davis-cupovi identitu

EijkEmnk = 6zm§jn - 5zn5jm
1
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(mnemotechnika: v piatok hra prvy proti prvému (im) a druhy proti druhému (jn), v nedelu prvy proti druhému
(in) a druhy proti prvému (jm)). Dokézat

EijkEmjk = 20im Eijk€ijk = 6 dija; = a; 0ii =3

Dokézat, 7e

Néavod: (0.3),(0.5)

Overit, ze

1) pre determinant matice 3 x 3 plat{

1
det A = g4, A1 A2; Az, = ggijkglmnAilAijkn

11) pre determinant matice blizkej k jednotkovej plati
det(l, +eC)=1+eTrC+...

(Stopa matice X = Tr X := X;; = sicet diagondlnych elementov).
Nech
€ €2 €3
A= ay az asg
b1 by b3

tJ Ali =e€;, A2j =aj , ASk = bg.
Dokézat, ze plati
det A= (axb)e;

Pozn.: odvodeny vysledok umoznuje pocitat vektorovy sicin pomocou determinantu. Tento postup je vSak
zbytocne fazkopddnejsi, ako priame pouzitie komponentného vzorca odvodeného v tlohe (0.3)

Pre Tubovolnt §tvorcovi n x n maticu B <> B;; existuje jednoznaény rozklad (M7 je transponovand
matica k M, t.j. M}; = Mj;)

B=S+A
1 T 1 T
SE§(B+B) Azi(B—B)
£.j.
Bz] - Sij + Aw
1 1
Sij = 5(Bij + Bji) Aij = 5(Bij — Bji)
(na symetricki a antisymetricki cast). Nech dalej s je Tubovolnd n x n symetrickd matica (s = s), a a je
Tubovolnd antisymetrickd matica (¥ = —a). Ukézat, ze
)
Tr (Bs) = Tr (Ss) Tr (Ba) = Tr (Aa) Tr (sa) =0
t.j.
Bijsji = Sijsji Bijaji = Aijaji SijQj4i = 0
i)
€ijkSik = 0
1
@i = SEijkak = (a1,a2,a3) = (az3, as1, a12)

Nech x; st kartézske suradnice v R® (v = x1,y = 29,2 = x3).
Def.3. V = (01,02,03) (,,nabla operdtor”; 9; = %)

Defd4. grad f=V/f

Def5. div A=V -A



Def.6. rot A=V x A
Def.7. Af =div grad f
Ukazat, ze v kartézskych siradniciach

(grad f)i=0if = f,
div A = aiAi = Ai,i
(rot A); = €451 (0;Ak) = €iju Ak, j
Af=0,0if = fui

Névod: (0.3).

Dokézaft

or=r,;= i
r
(r=lr| =22 +y% + 22?)
Dokazat
rot grad f =0 pre TubovoIné f
div rot A=0 pre Tubovolné A

Névod: (rot grad f), = €;;x0;0kf; div rot A = €,;,0;0;Ax a aplikovat €15 =0z (0.9).
Dokézat, ze ak F(r) = f(r)r, tak
rot F=0

t.j. také silové pole je vzdy potencidlové. Najst potencidlnu energiu.

Névod: (rot F), = €;;10;(fzr) = ...; hladaf ju v tvare U(r) = h(r) = (-VU), = —h/(r)0;r = ... (0.11).
Néjst potencidlnu energiu pre silové pole F(r) = -5 7. (Ndvod: (0.13))

Vypocitat div F pre F(r) z (0.13).

Overit, ze

1
Af(r) = f"+ f **2( 21
Recept 1. Krivkovy integrél (,,2.druhu”) [ A.dr

(A(r) - vektorové pole, C - krivka)
sa pocita takto: Krivka C sa parametrizuje, t.j. vyjadri v tvare r(u),u €< a,b >. Potom

/CA-drE/CAidxi:/:A(r(u))-Chlcl(?duz/lb¢(u)du

dr(u)
du

kde
D(u) = A(r(u)) -

Recept 2. Plosny integral (,,2.druhu”) fs A - dS
(A(r) - vektorové pole, S - dvojrozmernda plocha)
sa pocita takto: plocha S sa parametrizuje, t.j. vyjadri v tvare r(u,v), (u,v) €< a,b > X < ¢,d > . Potom

J b d
/A ds = /AdS —/ du/ dvA;(r(u,v) Eljk%x 86:10 / du/ dv¥(u,v)
v a C

027 (u,v) 0x* (u, ) A 81‘ Or
ou ov " v

kde
\I'(u, U) = Ai (r(u, U))gijk

Pozn.: z receptov 1,2 (na ich odvodenie a viac detailov si treba pockat na prislusné casti kurzu matematickej
analyzy alebo diferencidlnej geometrie) vidno, ze

dx;(u) Ox? Oz _(O0r Or
dx; — T du dS; — eijk—— 90 9o —dudv = <8u X av)i dudv
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V matematickej analyze sa dokazuje (klucovy!) fakt, Ze tieto integraly nezdvisia od parametrizécie, ale len od
,,mnoziny bodov”, ktord sa parametrizuje (¢ize parametrizaciu mozno pouzit fubovolni a da to vzdy to isté).
Tvrdenie 1 (Gaussova veta): Nech A(r) je vektorové pole v R?, D - 3-rozmernd oblast v R? 9D - je jej hranica
(2-rozmerna uzavretd plocha). Potom plati

A-dS:/(divA)dV
oD D

Tvrdenie 2 (Stokesova veta): Nech A(r) je vektorové pole v R?, S - 2-rozmerné plocha v R3, S - jej hranica
(1-rozmernd uzavretd krivka = slucka). Potom plati

A~dr:/(rotA)'dS
as s

(Pozn.l.: presnejsie znenie tychto viet obsahuje o.i. aj pravidld o zostladeni orientdcif; ich nerespektovanie
moze sposobif, ze dostaneme rovnost len az na znamienko.

Pozn.2.: tvrdenie 2 plati pre fubovolni plochu S natiahnuti na (fixnii) hranicu 9S.)

Vypocitat dS;(u,v) = Eijk%%dudv pre

1) sféru (alebo jej cast) polomeru R (pouzit (u,v) = (¢, ) zo sférickych sdradnic r, 9, @)

11) plast valca polomeru R (na boku stradnice ¢, z, na podstave a vrchu r, ¢ z pévodnych cylindrickych siradnic)
iii) plast hranola rozmerov a, b, ¢ (u,v — zodpovedajice kartézske stiradnice)

Nech v(r,t) = (0,0,v9 = konst) je pole rychlosti pre tecenie kvapaliny. Vypocitat objem kvapaliny,
ktory pretecie za 1 sekundu

1) cez hornd polsféru polomeru R

i1) cez kruh polomeru R (ktory uzatvdra ti polsféru na polgulu) orientovany L na smer tecenia

i4i) cez kruh polomeru R orientovany pod uhlom « voé¢i smeru teéenia (a je uhol medzi v a normélou ku kruhu)
Néavod: Vo vietkych pripadoch to ziskat poctivym vypoctom plosnych integrélov |, 5 v.dS podla Receptu 2 a az
potom to kontrolovat zdravym rozumom.

Nech v(r,t) je pole rychlosti pre tecenie visk6znej kvapaliny v rire kruhového prierezu (dlohy (11.9),
(11.10)). Vypocitat objem kvapaliny, ktory pretecie fixovanym prierezom rirky za 1 sekundu.

Néavod: vypocitat |, ¢V +dS pomocou polarnych suradnic v kruhu.

Ukézat, ze vysledky tlohy (0.18) i), i) st konzistentné s tvrdenim Gaussovej vety.
Dokézat kritérium potencidlovosti silového pola F(r) v R3:

F potencidlové < rotF =0

Névod: i) < tloha (0.12), —: definovat funkciu U(r) := — f:o F(r').dr’ (ro - fixovany bod). Ukézat, ze:
11) integral nezévisi od cesty (t.j. je korektne definovany; vyuzit Stokesovu vetu)
1it) —VU =F
i) iny vyber ro vedie na U — U + konst (= F —F )

Pozn.: uvedené tvrdenie plati v jednoducho stuvislyjch priestoroch, t.j. takych, kde sa dé stiahnut kazdé slucka.
Porozmyslat, kde sa tento fakt vyuziva.

Ukazat, ze rot F = 0 je to isté ako

Fi,j = Fj,i 1= 1, 2, 3 resp. F[ 0

ij] =
Dokézat jednoduchsiu implikdciu v kritériu potencidlovosti silového pola pre N castic, t.].

F potencidlové ( Fa=-Ua )= Fap=Fpa

Pozn.: na zopakovanie dékazu opaé¢nej implikacie podla ndvodu v (0.21) treba zoveobecnenie Stokesovej vety
(existuje - Stokesova veta v tedrii diferencidlnych foriem).



1. SUSTAVA (NEVIAZANYCH) HMOTNYCH BODOV

1 hmotny bod:

Kinematika:
trajektéria (poloha) r(t)
(okamzitd) rychlost v(t) = r(t)
(okamzité) zrychlenie a(t) =
(dlohy (1.1) - (1.5))
Dynamika: 3 Newtonove zdkony
Dalsie pojmy:
praca A := ff F-dr
2. Newtonov zdkon dd A =Ts — T (T = %va - kinetickd energia)
potencidlové (konzervativne) silové pole: ak 3 funkcia U(r) také, ze

oU
F(r)=-VU(r) = o = —grad U(r)
kritérium potencidlovosti: F potencidlové < rot F = 0 (priklady (0.21), (0.22))
V potencidlovom poli A = Uy — Uy =
TW+UL =T+ U,

(zachovanie celkovej mechanickej energie)
N hmotnych bodov:

Kinematika: r — r;, v — v;,a — a; (i=1,...,N)
Dynamika: F; = m;a; = p;
Rozklad F; = Fl(.e) + > Fy (Fge) - vonkajsia na i-tu, F;; - j-ta na i-tu)
Potom plati: (vyuZijejza zékon akcie-reakcie F;; = —F ;)
p_Fo
(;,prvd veta impulzovd’; P := sz - celkova hybnost, F(©) := ZF(e) - celkovd vonkajsia sila; vpravo je len

celkovd vonkajsia sila, t.j. na celkovu hybnost sistavy nemaji Vplyv vnutorné sily) a (vyuzije sa Fy; || (r; —r;)
- centralnost vnutornych sil)

L=N®
(,,druhd veta impulzovd”; L := ZLz = Zrl X pi - celkovy moment hybnosti, N(¢) := ZN Zri X Fge) -

celkovy moment vonkajsich sil; na celkovy moment hybnosti nemaji vplyv momenty vnutornych sﬂ)
Zéakony zachovania pre izolovanu sustavu:

F(®) = 0 = P = konst (celkovej hybnosti)

N =0 = L = konst (celkového momentu hybnosti)
3N-rozmerny formalizmus:

(r1,...,rn) +—T=(z1,...,28) = (1), -+, (TN)2)

(P1,---,PN) <= D= ((P1)as-- -5 (PN)2)

(F17~'~aFN)<—>F75 ((Fl)z, 7(FN)Z)

(Vi V) = V= (%, 5
Potom Newtonove rovnice

F=p

t.j. formalne ako jeden hmotny bod, ale v 3N-rozmernom priestore

Teraz potencidlové pole: ak F(7) = —VU(T) pre nejaki U(T)
resp. Fa(f) = 2% = U4

ora
alebo tiez Fi(rh N 7I'N) = —ViUv(I'l7 PN 7I'N) = —gII_J
Kritérium potencidlovosti:

Fpotencidlové & Fu g = Fp a (dloha (0.23))
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Rovnomerny pohyb po §pirdle (tvaru solenoidu) v priestore - zapisat r(t), vypocitat v(t), a(t).
N4jst r(t) pre rovnomerny pohyb (|v| = konst) po logaritmickej $pirdle v rovine (r(p) = a e*%). Ukézat,
ze r rastie s casom linearne.

Bod v rovine sa pohybuje tak, ze uhol medzi smerom jazdy a smerom k fixnému bodu je konstantny.
Ukézat, ze dréha je logaritmické Spirala.

N4jst rovnicu lozodrdmy, t.j. krivky na sfére, ktord zviera so vietkymi poludnikmi rovnaky (dany) uhol ayp.
Névod: pre Tub. krivku na sfére (polomeru R) plati r(¢) = (Rsind cos ¢, Rsindsing, Rcosv), kde 9(t), p(t)
su funkcie parametra ¢. Zapisat krivku ro(t) pre pohyb pozdl# poludnika a od hladanej krivky r(t) ziadat, aby
uhol medzi ro(t) a #(¢) bol ag. Vzniknuti diferencidlnu rovnicu separovat a najst riesenie v implicitnom tvare
f(9,)=0.

Ukézaf, ze pri pohybe v rovine plati: ak je sektorova (= plosnd) rychlost (S = 1r2¢ -preco?) konstantna,
tak zrychlenie ma vzdy smer do (od) stredu.

Névod: nahliadnut, ze dS =r x dt ; potom r x r =k a (d/dt) tedar x¥ =0

Ukézat, ze ak L je konstantny (pre jeden hmotny bod), tak pohyb je v rovine kolmej na L a prechddzajicej
,,pociatkom” (bodom, voéi ktorému sa odéita L). Ndjst rovnicu tejto roviny.

Navod: r x 1 = k, nasobit skalarne vektorom r; rovnica roviny je k.r + ¢ =10

Overit (vypoctom rot F), ze silové pole F(r) = f(r)r je potencidlové. Najst potencidlnu energiu.

Névod: hladat v tvare U(r) = U(r). Overit, ze —VU = —@r a porovnaf s danym F.

Aplikovat (1.7) na gravitacné (elektrostatické) silové pole

F(r) = 2z o = konst

Odvodit gravita¢né silové pole F(r) = —mges tesne nad zemou z pola v priklade (1.8)

Névod: vypocitat 0. ¢len Taylorovho rozvoja v F(r) okolo r = R, kde R = polomer Zeme; to isté najprv
analogickou aproximéciou potencialnej energie - tam v8ak treba aj 1.¢len Taylorovho rozvoja - preco?
Vypocitat U(r) pre pole z tlohy (1.8) integrovanim [ F.dr po vhodnej ceste.

Vypocitat U(r) pre izotropny priestorovy oscildtor, t.j. F(r) = —kr (k > 0).

Névod: pozri ndvod k tlohe (1.7)

Nech potencidlna energia interakcie dvoch hmotnych bodov mé tvar U(ry,ra) = U(r), kde r = |r|,
r =r; —ro. Overit, ze prislusné sily spiﬁajﬁ zékon akcie a reakcie. Napisat zodpovedajice Newtonove rovnice.
Odvodit z nich, ze tazisko sa pohybuje rovnomerne priamociaro.

Overit, ze homogénne silové pole (F(r) = const) je potencidlové a najst U(r). Specifikovaf na zemské
gravitacné pole, t.j. F(r) = mg = —mges.

Riesit tlohu o pade telesa o hmotnosti m z velkej vysky na teleso o hmotnosti M(m << M =
predpokladat, Ze teleso M sa nehybe).

Navod: treba riesit rovnicu m# = —kmM/x?. Kedze tu figurujica sila F(r) = —(kMm/r?)(r/r) mé po-
tencidlnu energiu, mozno vyuzit 1. integrdl = celkovi energiu, t.j. riesit (ekvivalentni) rovnicu prvého radu
Imi? — k™M — B = konst. = — M (15 = 2(0); predpoklad4 sa 4(0) = 0).

2 @ o
Zaviest bezrozmerné premenné £ = L 7 = , /2N
Zo Ty

t= % (to je akysi charakteristicky ¢as zostaveny z konstént

vstupujiicich do tlohy - aky je asi jeho vyznam?), a rovnicu separovat na tvar

| & e

(preco treba volit znamienko ,,-” pred odmocninou?). Na to substitiicia (porovnat s tlohou (4.4)) £ = cos
(1 + cosv).
Vyjde 7 = %W +sin ¥), £ = %(1 + cos ) Ukézat, ze ide o cykloidu v rovine &7 (polomer kolesa R = %)

Pre malé casy («» malé 1) vyjadrit v explicitnom tvare a dostat z(t)=x¢ — $51°
0

2

ol



2. VAZBY
N hmotnych bodov bez viizieb: 7 = (r1,...,r3y) € R3Y
(Holonémne) vézby: ststava rovnic ¢, (7) =0 a=1,...,k <3N

Tie 7, ktoré vyhovuji vSetkym vizbam, tvoria konfiguracny priestor sistavy (tloha (2.1))
M ={F e R, ¢,(7F) =0prea =1,...,k < 3N} = skutocny zivotny priestor sistavy

Def: dim M =: pocet stupriov volnosti = 3N —k =:n
Nech 7 € M, 67 infinitezimalny prirastok taky, ze aj ¥ 4+ 07 € M. Potom

0a(F) =0 Go(F+67) =0

5Fv¢a|f:0 a=1,...,k

t.j. v inom zdpise 6r1.V1ds|r + - + 0rn.VNdu|r =0
Také d7 sa volaju virtudlne posunutia (st to teda malé posunutia z M opéat do M)

Pohyb stistavy s vizbami:
p=F=F® 4"

F() _ aktivna sila: ta cast, ktord by ostala, aj keby sa viizby zrusili (napr. gravitacnd)
F) - reakcia vizby - neprijemny (iloha (2.6)) ¢len - je snaha vyhnit sa jeho explicitnému vipoctu
D4 sa to takto: postulat

pre virtudlne posunutie 67.F ") = 0

(motivacia: F(") L M, 67 || M)
Potom -
(p—F)=0  ).or

déva sustavu rovnic
(p— F9).67 =0
7. Voo =0 a=1,...,k
¢a =0 a=1,....k

Tychto 2k + 1 rovnic sa volad D’Alambertov-Lagrangeov princip (iloha (2.4))
Specialne riesenie = statie - mozné len v rovnovaznych polohdch. Tam %(éohokofvek) =0=

F@ 57 =0
0F.Noa =0
¢a =0

¢o je princip virtudlnych prdc: praca aktfvnych sil pri virtudlnom posunuti (vyraz F(*.57) je v rovnovéznej
polohe nulové (dlohy (2.3), (2.5))

Zovieobecnené siradnice - Tubovolné ,,dobré” stradnice ¢* = (¢*,...,q") na M.

Pomocou nich pre lubovolné 7 € M vyjadrenie

Pozn.: D’Alambertov-Lagrangeov princip je na praktické rieSenie jednoduchych tloh dost tazkopadny (napr.
zbytocne vela rovnic - pocet rovnic = 2k + 1 stipa s poctom vézieb, zatial ¢o pocet stupnov volnosti
n = 3N — k klesd, t.j. zivotného priestoru je s rasticim k ¢oraz menej). Pre nas slizi ako most na trase



Newtonove rovnice — D’Alambert-Lagrangeov princip — Lagrangeove rovnice (2.druhu)

Zapisat vizby (v tvare @, (7) = 0, = 1,..., k) a aktivnu silu F(*) pre

i) rovinné matematické kyvadlo

11) stérické kyvadlo

191) dvojné rovinné kyvadlo

iv) dvojné sférické kyvadlo

Vo vsetkych pripadoch uréit ,,typ” konfiguraéného priestoru (kruznica,...), jeho rozmer (= pocet stupiiov
volnosti) a zaviest zovseobecnené siradnice

Zapisat explicitne rovnice pre virtudlne posunutia (67.V®, = 0) pre situdcie z tlohy (2.1)

N4jst rovnovazne polohy ststav z tlohy (2.1) pomocou principu virtudlnych préc (t.j. riesit sustavu
®, = 0,67.V, = 0, F(@).§F = 0; pozri tiez (3b.15))

Zapisat a riesit rovnice zodpovedajiice D’Alembertovmu - Lagrangeovmu principu (t.j. ®, = 0,67.V®, =
0, (p — F(9)).67 = 0) pre rovinné matematické kyvadlo (tiloha (2.1i)).

Riesit dlohu o rovnovéhe na péke (ramend [, [, na ich koncoch sily Fy, F5 smerom dolu) pomocou principu
virtudlnych préc (pozri tiez (3b.15)).

Vypocitat reakciu vézby pre pripad rovinného matematického kyvadla vyuzitim zndmej (tloha (3a.2))
pohybovej rovnice v zovseobecnenej suradnici . Overit pre tento pripad platnost vseobecnej rovnice

67 F() = 0.

Navod: zaviest parametrizaciu

(@(#), y(#), 2(¢)) = x(p) = L (sin ,0, —cosp) = le,
Potom vyuzitim rovnice ¢ + ¢ sin ¢ = 0 a definovanim e, = (cos ¢, 0,sin ) dostat

F=gsin ¢(—e,) + 19%(—e,)

a teda
F=mi = —mgsinpe, — mlp2e,
Kedze
F(%) = mg = mgsin ¢ (—ey) + mgcospe,
tak

F") = F — F@ = (mgcos o + mlp?)(—e,) =
= —F +mig*(—e,)

Reakcia vazby sa teda skladd z dvoch casti:

1. (opacne vzatd) cast aktivnej sily kolmd (L) na konfiguraény priestor

2. dostredivé sila (,,dynamicky” vznikutd - prejavuje sa az pri pohybe)
Kedze 07 je tu ~ e, (smer do konfiguraéného priestoru, (2.2i)) a F(") ~ e,, plati 67 = or L F(") = F(") a teda
67 F() =0

3. LAGRANGEOVE ROVNICE (2.druhu)

Vychadzame z D’Alambertovho-Lagrangeovho principu
(p— FD).67 =0

V.07 =0
¢o¢ =0
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Vizby (3.rovnica) sa ,,vyrieSia” parametrizdciou konfiguratného priestoru pomocou zovseobecnenych stradnic
- =(,1 n
r=7(qg,...,q")

Potom virtualne posunutia st

or
or = 0q°
0q® ¢
Kedze zlozky 07 nie st nezavislé, zatial ¢o §g* si nezavislé, prvé rovnica neddva p — F(*) = 0, ale ddva
. = or
5 Fla)y. -0
® )5 -
Definuje sa a-ta zovseobecnend sila
_ or
— fla),
Qui=F. 20

Vypocet dalej ukazuje, ze
or dor oT

P 9q T dtoge  ag
kde T = T(q, ¢,t) = kinetickd energia sustavy
a tak dostavame Lagrangeove rovnice 2.druhu pre vseobecné sily

d or 0T
T Aata = Qa
dt 0g®  0q®
Pre potencidlovu sustavu - -
Qa _ F‘(a) ) 87’ _ 81/{ 67“ _ aU

oq — OF . dq® —  0g°
kde

Ulq) :==U(7(q))
Dostavame teda Lagrangeove rovnice 2.druhu pre potencidlové sistavy

d0L Il
dt 9¢*  9q*

a=1,...,n

kde lagranzidn (Lagrangeova funkcia) je
(dlohy (3a.1) - (3a.15))

, _ - N . , .~ ~
Z tvaru T v premennych 7,7 (T = % Y ko1 mpry?) vychddza, ze vieobecne

T11 . Tln 41
(ql, 7qn> _U(q7t)
To1 .. Thn Gn

DN =

) 1 ca -
L(g,d,t) = 5 Tu(a,)d ¢ —Ulgt)=

Zékony zachovania: cyklickd suradnica = ktord nevstupuje explicitne do L (a mohla by). Plat{

t cyklické = zachovanie E(g, ¢) := ¢° qua —L= (pre L=T—-U) =T+VU (celkova energia)

q” cyklické = zachovanie p,(q, §) := qua (a-ta kanonickd hybnost (= zovieobecend hybnost))
(dlohy (3a.2) - (3a.6))

Notherovej veta: za k-parametrickil grupu symetrie L je k zdkonov zachovania

Zovseobecnend potencidlna energia: ak 3 Ul(q, q,t) také, ze

_ ou n i oUu
0q®  dt 0¢°

Qa:

Potom tiez Lagr. rovnice v tvare (dlohy (3b.1) - (3b.12))

d oL 0L _
dt0¢®  0q*
Délezity priklad: Lorentzova sila (iloha (3b.2), (3b.4), (3b.10)-(3b.12))
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3a - potencialové sily

Overit, ze Newtonove rovnice pre N neviazanych hmotnych bodov
mki‘k = —VkU(I‘l, ey I'N)

st Lagrangeove rovnice pre
1
. . .2
L(ry,...,rN,F1,...,FN) = 3 g mity —U(ry,...,rN)
k=1

..
doL oL _

dt Ory, ory, -

Rovinné matematické kyvadlo. Napisat L(p, p,t), pohybové rovnice, zdkony zachovania. Overit, Ze pre
isté g je statie (¢(t) = ¢p) riesenim pohybovych rovnic (najprv skisit uhddnutf pre aké).

Stérické kyvadlo. Napisat L(¥, 0,0, , 1), rovnice. Uhddnut nejaké riesenie (ktoré nie je stdtie). Pre aké
Jo, po je statie ¥(t) = Yo, p(t) = o riesenim? Napisat vsetky zdkony zachovania.

Dvojné rovinné kyvadlo. Napisat L(¢1, @2, @1, ¥2,t), rovnice, zékony zachovania. Overit, ze p1(t) = pa(t)
vSeobecne nie je rieSenim (kmitanie ako jedno ,,d1hé” kyvadlo).

z 4 Zh

Obr. 3a.2 Obr. 3a.4

Bod viazany na zvisly valec. V cylindrickych stradniciach napisat L(yp, z, ¢, £, t), rovnice, rieSenie, zdkony
zachovania. Interaguju stupne volnosti ¢, 2?7

Bod viazany na vodorovny valec. Napisat L(p,z, ¥, Z,t), rovnice, zdkony zachovania. Uhddnuf nejaké
rieSenia (stdtie aj rozne od stétia).

z
. T
l
Il om !
om
Obr. 3a.b Obr. 3a.6

Kyvadlo podla obrazku (8nurka, ktord je vzdy napnutd, je jednym koncom pripevnend na vrchu valca
polomeru R). Napisat L(6, 6, t), rovnice.
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Obr. 3a.7

Rebrik (m, 1) pri stene (bez trenia). Napisaf L(6, 0, t), rovnice.

Dva hmotné body m su viazané na osi x, z a spojené nehmotnou palickou dfiky l. Gravitacné pole je v
smere osi z.

1) napisat L(¢, ¢, t)

11) dedukovat, ze tento systém sa sprdva presne tak, ako rovinné matematické kyvadlo

1i1) ukazat, ze v istom intervale uhlov sa systém sprava ako rebrik z ilohy (3a.8)

z Z A

AS]

Obr. 3a.8 Obr. 3a.9

,Linedrna retiazka” n rovnakych guliciek a n+1 pruziniek . Napisat lagranzidn L(z1, ..., Tp, 21, ..., Zn, t),
rovnice (z; je vychylka i-tej gulicky smerom vpravo oproti rovnovaznej polohe).

"Strecha’ hmotnosti M sa pohybuje bez trenia v smere osi . Cez fiu je prehodené lano, na jeho koncoch
st zdvazia my, my (obr.). Napisat L(x, &, &, &,t), pohybové rovnice, zachovévajice sa veliciny.

Z 4

A3

Obr. 3a.10 Obr. 3a.11

Po nekoneénom sikmom dréte sa kize kordlka hmotnosti M , na nej je zavesené (rovinné - v rovine danej
drétom a gravitaénym zrychlenim) kyvadlo (I, m) ;

1) napisat L(z, ¢, &, ¢, t), rovnice,

i1) intuitivne odhadnif, ¢i existuje riesenie tvaru ¢ = konst.

141) overif svoju intuiciu dosadenim patriéného ansatzu do pohyb. rovnic

Na nitiach deky [ visia dva rovnaké homogénne valce polomeru R. Na nich je volne polozeny (taky
isty) tret{ valec (obr.). Néjst L(p, ¢,t). Prediskutovat rozumné hodnoty parametrov.
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\&5

Obr. 3a.12 Obr. 3a.13

1) N4jst rieSenie pohybovej rovnice (3a.2) rovinného matematického kyvadla (pre lubovolné - nielen malé
- vychylky).

Névod: vyuzit 1.integrdl = energiu (za nevstupovanie ¢ do L), prislusnd rovnicu 1.rddu separovat a rieSenie
vyjadrit pomocou Specidlnej funkcie (elipticky integral 1. druhu)

v dt
Flak) = /0 1 — k2sin?t

i1) ukazat, ze pre x << 1 je asymptoticky

1
F(z; k) ~ p arcsin (kx)

ii1) v tejto aproximadcii vyjadrif rieSenie z bodu ). Overit, Ze sa reprodukuje vysledok, ktory sa ziska obmedzenim
sa na malé vychylky v povodnej pohybovej rovnici (aproximécia ¢ ~ sin ¢).

Definuje sa Eulerov-Lagrangeov vgraz pre lagranzian L(q, ¢,t) (ktory nemusi mat nevyhnutne struktiru
T-U):

_d oL 0L

Cdtdgr Oqe

g(f = 5(5(Q7q.7q.7 t) :

t.j. Lagrangeove rovnice 2.druhu si
gL =0 a=1,...,n

Ukazat, ze
ElitALz — gl 4 gl gl =0

.5 o o
AR, f=flg,t) = f =5+ 55" = f(g,4.1)
Dva lagranzidny nazveme ekvivalentné (oznacujeme ’~’), ak vedd na rovnaké rovnice. Ukézat, ze

L~AL+f

Névod: Sé‘LJrj = XL, Poucenia: aditivne ¢leny tvaru f mozno teda v lagranzidne skrtnif a cely lagranzidn sa
d4a bezbolestne vynésobit konstantou.

i) Ukézat, ze pre

1 ca -
L= Tu(a)d ¢ —Ulq)

majd Eulerove-Lagrangeove vyrazy (pozri (3a.15)) tvar
gaL == abljb + Fabc(q)qch + U,a(q)

kde veli¢iny T'yp.(q) st definované ako

1
Fabc(q) = g(Tab,c + Tac,b - Tbc,a)
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(v diferencidlnej geometrii si zndme pod ndzvom Christoffelove symboly 1.druhu pre metricky tenzor Top(q); ale
o tom potom (potom = v diferencidlnej geometrii).)
Lagrangeove rovnice potom st ekvivalentné rovniciam

q* +To(q)d’d = —(T7)*(q)U,(q)

kde
be(q) == (T71)* ()T ape(q)

(,,Christoffelove symboly 2.druhu”.)

i1) Vypocitat vietky Tgpe, I'f, pre stérické kyvadlo (3a.3).

Névod: na 1) - porovnat konkrétne rovnice z (3a.3) so vSeobecnym tvarom danym tu a uvedomit si, ze I'§, =T'%,,
Fab(: =Tqcb.

3b - zovSeobecnena potencidlna energia

Ukézat, ze ak nechceme mat v zovSeobecnenej sile zrychlenia (t.j. chceme len @Q,(q, ¢,t)), tak zovseobec-
nend potencidlna energia moze byt nanajvys linedrna v zovSeobecnenych rychlostiach, t.j.

U(g,4,t) = Aa(g,1)¢" + o(q,1)
Dokézat, ze U(r,v,t) = e(¢(r,t) — v.A(r,t)) zodpovedd Lorentzovej sile
F(r,v) = e(E(r,t) + v x B(r, t))

(¢,A su skaldrny a vektorovy potencidl poli E, B, tj. E= -V — W ,B=V x A). Porovnat s (3b.1)

Ukézat, ze sila trenia F = —kv nemd potencidlnu energiu (ani zovseobecnenu)
Névod: podla (3b.1) je pripadné U = v. A(r,t) + ¢(r,t). Vypocitat F = — <= + ;t gu a overit, Ze sa to nemdze

pre ziadne A, ¢ rovnat —kv; pozri tiez (3c.3).
Ukédzat, ze A = %Bo xr, ¢ =0 (Bg - konstantny vektor) ddvaju polia E = 0, B = By (homogénne
konstantné magnetické pole). Preto L pre pohyb bodového nédboja v takomto poli je

1 e
L=-mv?+_-v.(Bgxr
5 + B (Bo )
Dokézat, Ze sa zachovava Bo.L + §(r x Bo)?, kdeL=r x p=mr x v.

Névod: ak méa By smer osi z, zapis L v cylindrickych stiradniciach dé zakon zachovania p,, ¢o je prave to, co
sa tu chce.

Ukédzat, ze ak vézby zdvisia explicitne od ¢asu (¢, (7,t) = 0 = ri(¢%,t)), tak kinetickd energia m4

Strukturu

1 a - .a
T = STu(a,1)d @+ Aa(q,t)d* + (g, t)

kde

N
org(q,t) Orp(q,t
Tabzzmk k(g: 1) ] k(g;t)

a b
= Jq dq

8rk qa ark(qat)
As Z o

ark Q7 t 8rk (Q7 t)
Z Tk ot

Zdévodnit, ze posledné dva ¢leny mozno interpretovat ako zovseobecnent potencidlnu energiu. (Navod: (3b.1))
Hmotny bod je viazany na kruznicu umiestnenu vertikdlne, ktora sa rovnomerne otaca okolo svojej
(zvislej) osi. Napiste L(ip, ¢, t), rovnice, uhddnite jedno riesenie. (Ndvod: (3b.5))

Rovinné kyvadlo s danou premenlivou dizkou zévesu I(t). Napisat L(p, ¢, t), rovnice. (Névod: (3b.5))
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Nech L(q, ¢, t) = Tupi"¢® — (Aag® + ¢). Ukézaf, Ze zdmena

ox _ . ox _
AGHAa—kaqa_Aa </>»—>¢+6t_¢

(kalibracnd transformdcia potencidlov A,, ¢ generovand ITubovolnou funkciou x(g,t)) priddva k L iba nepod-
statny ¢len a nemeni pohybové rovnice (porovnaj s (3a.15)).

Ukézat explicitne, ze pohybové rovnice vyplyvajice z L z tlohy (3b.8) obsahujii A, ¢ iba v takgch
kombindcidch, ktoré su kalibracne invariantné, t.j. nemenia sa pri zamendch z tlohy (3b.8)
Navod: ukazat, ze pohybova rovnica ma tvar

gf = ab(jb + Fabcqch + (atTab + Qab)qb + Qa =0

kde I',pe boli definované v (3a.16) a
Qab(qa t) = aaAb - abAAa

Qa(qat) = a¢ - atAa

takze Ag, ¢ sa v pohybovych rovniciach objavuji len cez kombindcie 24, a {2,. Uk&azaf, ze tieto vyrazy si
kalibracne invariantné.

Vypocéitat 24, 2, pre pripad lagranzidnu opisujiceho pohyb bodového néboja (e,m) v elektromagne-
tickom poli, t.j. L = 2mi?* —e(¢ — . A) (pozri tlohu (3b.2)). Ukdzat, Ze ako kalibracne invariantné kombindcie
tu vychadzaju vektory E, B zodpovedajtice ¢, A.

Névod: ukézat, ze v kartézskych stradniciach

Qij = 8i(—eAj) — 8j(—eAi) = —esijkBk
02; = 0;(edp) — Oy(—eA;) = —eE;

3b.11 | Specifikovat pohybovti rovnicu z tlohy (3b.9) na situdciu z tlohy (3b.10)
Névod: ukézat, ze Ij;, = 0 v kartézskych siradniciach, a Ze ostane

mi; = G(Ei + 5ijk5bjBk) = B(E + v X B)z
Nech pole B nezdvis{ od ¢asu a pohybuje sa v iom bodovy ndboj (m, e), pricom jeho trajektéria je r(t).
Ukézaf, ze ©(t) = r(_e)(—t) je tiez riesenim pohybovych rovnic. Aka je fyzikalna interpretdcia tohoto riesenia?
(Pozndmka: prechod r(t) — r(_.)(—t) sa vold “transformécia CT”- stcasna ndbojovd (C <+ charge) a casovd
(T < time) inverzia.)

Ukéazat, ze rovnovdzne polohy pre systém s vizbami sa ziskavaji z rovnic

(Qq su zovieobecnené sily).
Névod: rozpisat explicitne Lagrangeove rovnice 2.druhu (pre vieobecné sily)

4o O _sr-a

a overit, ze pre stitie €I =0 ((3a.15), &L z (3a.16) pre U = 0)
3b.14 | Ukézat, ze podmienka @, = 0 (3b.13) vedie pre potencidlové sily na algoritmus

rovnovazne polohy < kritické body potencidlnej energie

t.j.
qo rovnovazny < dU(qp) =0

3b.15 | Riesif este raz ulohy (2.3) a (2.5) apardtom z (3b.13), (3b.14)
3b.16 | Ukézat, ze (R™, +) je grupa.
Navod: overit, ze

(@1, Zn) 0 (Y1ye -y Un) = (@1 + Y1y oy Try + Yn)
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Spiﬁa axiémy grupy.

Pozn.: Kedze grupové prvky su charakterizované n-ticou spojitych premennych (= stradnic), povie sa, ze je to
n-parametrickd spojitd grupa.

Nech F(R™) je mnozina funkcii n premennych (F(R™) 5 f: R — R),

Ra = Riay,..an) : F(R") = F(R™)
st operatory na takychto funkciach dané predpisom

(Raf)(2) := f(z +a)

(a=(a1,...,an), x = (x1,...,2,)). Ukdzat, ze
1) zobrazenia (operdtory) R, tvoria grupu (ak sa ako ,,ndsobenie” zoberie zloZenie zobrazeni)
1) predpis

(R™",4+)2a— R,

je izomorfizmus grup
i11) prvky Ro,....0,6,0,...,0), b € R tvoria (,,jednoparametrické”) podgrupy
iv) podmienka

Rwo,..00f =f Vb eR

znamend, ze f nezavisi od x; (analogicky pre ay, k =1,...,n). (Terminolégia: f je invariantnd voci podgrupe
Rs,0,...,0))

30.18 | Lagranzidn je funkcia na R*"*1 [ € F(R?*"*!) so stradnicami (t,q%,...,q¢", ¢',...,¢"). Definujme
operatory

(R(ao,al ..... an)L) (t7q17'-' ,qn)q-l,. ;qn) = L(t+a0,q1 "l‘al»-'-aqn +an7q17'-'7qn>

Ukéazat, ze
i) invariantnost L voci podgrupe R,...,0) znamend cyklicnost ¢
i1) invariantnost L voci podgrupe R(p,... 0y znamend cyklicnost qt

invariantnost L voci podgrupe R(,,... ) znamend cyklicnost ¢"

141) za kazdu invariantnost z i) resp. ii) je nejaky zdkon zachovania

Pozn.: toto je Specidlny pripad Noetherovej vety (,,za k-parametricki grupu invariantosti L je k zdkonov za-
chovania”).

3c - vSeobecné sily

Nech zovseobecnena sila @, je sucet potencialovej a nepotencidlovej ¢asti:

U (q,t ~
020t g
q
Ukéazat, ze
1) pohybové rovnice st
d oL  OL _ 0
dt9¢*  dq*

kde L=T-U
11) za nevstupovanie ¢t do L je rovnica

E =Q.® (= vykon nepotencidlovej casti sily)

kde E=T+U
Rovinné matematické kyvadlo s odporom vzduchu (F,q, = —kv). Napisat L(¢, ¢,t), pohybovd rovnicu.
Vyrétat E a ukézat, ze B < 0. (Navod: (3c.1))
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Metédami Statistickej fyziky sa ukazuje, ze sily trenia sa daju pisat v tvare

Qa = *aabqb
pricom (konstantné) koeficienty ay, spliaju
Qgh = Qlpg
Ukéazat, ze potom
i)
~ oOF
Qa = - 8(}“
kde disipativna funkcia F je
1
F = goami"d”

11) Lagr. rovnice sd

d OL 0L OF

dt 8¢*  dg*  9¢°

iii) za cyklicnost t je rovnica
E=-2F

kde E =T 4 U (odtial je priama interpretdcia F ako (dvojndsobku) vykonu disipativnych sil)
1) dedukovat z iii), Ze aqp tvoria kladne definitnii maticu
v) vypocitat F pre tlohu (3c.2) a overit vysledky z i), iv)

4. PRINCIP NAJMENSIEHO UCINKU (,,Hamiltonov”)

Diferencidlny princip: zo situdcie (= bodu trajektdrie) v ¢ase ¢ predpis na vypocet situdcie v ¢ase t+e. Technicky
néastroj: diferencidlne rovnice. Priklad: Newtonove a Lagrangeove rovnice (budi este Hamiltonove rovnice)

Integrdlny princip: vypoved o trajektérii ako celku. Néstroj: wvariaény pocet. Priklad: princip najmensieho
Gcinku.
Funkciondl: predpis funkcia — éislo (napr. q(t) — TL(q, g,t) dt)
Varia¢ny pocet: extrémy funkciondlov. "
Uéinkovy funkciondl = téinok:= thL(ql, con g Gt g ) dt = STq]
Pri malych varidciach ¢ — g + (5qtlsa tento integral sprava takto (dloha (4.1)):
t
S*g+0q) = S*[q] + /f 2(;; - %g{fa

1

Yoqtdt +---= ST +68F + ...

takze plati
Lagrangeove rovnice < 8L =0

=
formulacia principu: pohyb po reédlnej trajektorii extremalizuje u¢inok

Nech

2]
S"lql = /L(q, g,t)dt
t1
je ucinkovy integral,
q*(t) — q¢°(t) + 6g°(t) st malé zmeny ¢ také, ze q®(t1) = 6q*(t2) = 0. Ukdzat, ze do prvého radu v dq* plati

2
35" [q]
0q®

Stg+dq) = St 4 65L =5t + (t)dq*(t)dt

t1
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kde funkciondlna derivdcia Gicinku S*|q], t.j. ‘;ﬁf (= podla definicie to, ¢o sa objavi v poslednom integrali pri

3q*(t)), vychadza

§S*(q] OL d OL L
= e — = = —El(q, 4.t
5q (t) o Al o o (4,4,G,t)
(pozri (3a.16))
Preto plati
§st =0 = EE=0

¢ize Eulerove-Lagrangeove rovnice si nevyhnutnou podmienkou extrému funkciondlu S*[q|.

Z principu najmensieho u¢inku (65 X 0) odvodit necitlivost rovnice £F = 0 na zdmenu L + AL + f (pozri
(3a.16)). _
Névod: overit S*+7f[q] = AST[q]+ konstanta nezavisla od ¢(t) vnitri intervalu (ty,t3)) = EM+ = ‘SS(;# =

sst
A e = /\EGL.

N4jst najkratsiu spojnicu bodov (xg,yo) a (x1,y1) v rovine.
Névod: lp1[y] = f L(y,y,x)dz, kde L = /1 + y'*. Vyuzit cyklicnost z.

Zo

Riesit dlohu o brachystochrone: najst tvar (dobre namydleného) drétu y(z), po ktorom sklzne vlastnou
tiazou kordlka z (vyssieho) bodu A do (nizsieho) bodu B za najkratsi c¢as

rB V1t+y'? . . . . .
. X _ / _ Y > ’ 4 - ’ ’ OL _
Néavod: tap = zj/; L(y,y,z)dz, kde L = eI Vyuzit prvy integrél za cykli¢nost suradnice x, t.j. y By —L =

konst. Dostat tiito rovnicu do tvaru k?2gy(1 +y’2) =1, resp. pre f(z) = 2k?gy(z) do tvaru ,/%df = 2k2gdz.

Substitiicia f = sin® ¢ = # dé po preintegrovani parametricky tvar riesenia (oznac. 1 = 2p)

z(¢) = R(Y — sing) — 2(0)
y(¥) = R(1 - cos )

kde R = ﬁ. Ukazat, ze to je cykloida, t.j. krivka, ktord vznikne gilanim sa kolesa polomeru R po z-ovej osi
(z(v), y(¢) su suradnice bodu fixovaného na obvode kolesa, ak je koleso otocené o uhol .

’y A

A T
y(@) B A

m " S y(z)

T
T A B
Y
Obr. 4.4 Obr. 4.5

Riesit ulohu o refazovke: najst tvar volne visiacej (dokonale ohybnej ale nenatahujiicej sa) retaze. Koncové
body a dizka si dané.

B ’
Névod: minimalizovat potencidlnu energiu refaze Uly] = f pgy /1 + y'%dz za vedlajsej podmienky, ze dlika

TA
B
refaze je dand, t.j. [ /1+ y'?dx = 1. Na to riesit variaény problém pre Lyly] = pgy\/l +y'% + /\\/1 +y% A

TA
= “ Lagrangeov multiplikator”.
Rovnicu pre 1. integrél (za cykli¢nost x) ¢’ %@% — Ly = K = konst. doviest do tvaru

Kdy
V(pgy + )% — K2

=dx
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Substiticia pgy + A = kcha dd ka/pg = x + q(¢ = konst.) a celkovo y(x) = A ch(x/A + B) + C. Skusit
to nakreslit a porozmyslat o vyzname Tubovolnych konstant A, B,C vo ,,vSeobecnom” rieSeni a o tom, aké
podmienky ich fixuju v ,,partikularnom” rieseni.
Odvodit lagranzian a Gc¢inok pre malé priecne kmity struny (dfzka [, prierez s) upevnenej na oboch koncoch,
ktora je natiahnuta napatim oy a ma hustotu pg.

u

,,,,,
‘‘‘‘‘

Navod: element medzi x a =+ dx mé kineticki energiu 5 L(spodz)(d;u)? a potencidlnu energiu (voci stavu, ked je

struna rovnd) soq(di(z) —dx) = 5005(6xu) dx (element sa natiahne z dizky dz na di(z) = /1 + (Opu)’dz = . ..
, prekondvajic silu sog). Potom

l
Tu)( spo /daz atu Ulu( —(so9 /dm 2
0

Potom lagranzian je
l

L(t) = L{u)(t) = T[u)(t) — Ul](t) = / dwL(Dpu, yu)
0

kde hustota lagranzidnu L je
1
L= 5(8Po(3tU)2 — (500)(9,u)?)

a ucinok je
to ta

SE[u) = / dtLu)(t) = / dt / dzL

t1 t1 0

Odvodit pohybovi rovnicu (malych prieénych kmitov) struny prechodom k Fourierovym koeficientom v
premennej x.

Névod (pozri tlohu (4.6)): kedze u(0,t) = u(l,t) = 0, mozno hladand funkciu u(z,t) rozvinit do Fourierovho
radu

1) ukdzat, ze
a teda

Zaviest tiez
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a ukdzat, Ze (fna fm) = Onm
11) dosadit rozvoj u =Y ¢pe, do lagranzidnu z tlohy (4.6) a ukédzat, ze

L(t) =Y Ln(cn,én)
n=1

kde

2
007" o _ 2 2

2

— —=n‘ " =win
n 1
po 12

Lnfens ) = (sp0){5(& —oZea?)} @

V premennych ¢, (t),n = 1,2, ...00 namiesto u(x, t) sa teda javi struna ako sibor co-ného poctu neinteragujicich
linedrnych harmonickyjch oscildtorov (s frekvenciou zéavislou od n).
1i1) pohybové rovnice oscildtorov

Cn + wicn =0

prepisat spit do jazyka u(z,t). Na to vyuzit

én = (0%u,e,) wic, = —@(Q%u,en)

Po

Potom o
0=én+wien = (en, 02u — —20%u)

Po

a odtial (iplnost systému e,,)

(07 — 02 u(z,t) =0 vE = 70
Po

¢o je vlnovd rovnica pre u(z,t).
Nech m4 téinok tvar (pozri napr. (4.6))

ta
SEu) = SFut, ... ul] = /dt/d?’xﬁ(ua,c'?tu“,aiua,xi,t)

ty I3

kde I3 = (trojrozmerny) hranol, u® = u®(x!, 22,23 t),a = 1,...,N. Ukdzat, Ze pri varidcii u® — u® + du®
(du™ < u®) takej, ze
dut(x,t1) = du(z,t2) =0 x Tubovolné
a
out(z,t) =0 x € 0I5, t lubovolné

(013 je hranica I3) sa meni S*[u] (do 1. rédu v du?) na

ta

c
SE[u+ du) = SF[u) + /dt/d?’x(ai ([lu] (x,)0u’(z,t) + ...
u
t1 I3
kde
59w oL oL oL

@)= 5 = % 5@~ % o

Teda ak zavedieme Fulerov Lagrangeov vijraz (3a.15), (4.1) zodpovedajici hustote lagranzidnu L ako

ou®

oL oL oL
L _ _ o
' = Jua ata(atua) ala(aiua)
tak .
0.5%[ul sz
du®

a preto nevyhnutné podmienky extrému funkcionalu S*[u] st
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Pozn.: ak zavedieme $tvorrozmerns hranol I, =< t,ty > xI3 a oznaéime ¢t = 29, tak

SE[u] = /d4m[,(u“,8uu“,x“) dz = da'dPx,

Iy

du® si nulové na 0l a

oL oL
L_ 7= =
b = dus O (8(6Mua)>

kde u bezi hodnotami 0,1,2,3 (takéto oznacenia su Standardné v tedrii relativity).

Odvodit pohybovi rovnicu (malych prieénych kmitov) struny varidciou uc¢inku podla u(z,t).

Néavod: (4.6), (4.7), (4.8); pohybové rovnice v jazyku ¢, (t) sa daji odvodit varidciou podla ¢, pricom dc,(t1) =
dcn(t2) = 0. Potom

u= chen — Z(C" +dcn)en, = u+ du

kde
du(x,t) = Z dcn(t)en(x)

a teda
ou(z,t1) = du(x,tz2) = 6u(0,t) = du(l,t) =0

Preto podmienky

0S|y, -
E ) =0
vedud na 55u]
u
Pouzit vysledok tlohy (4.8) a ziskat

6.5[u] 2 292 2 _ 90
t) = — - t = —
2 (0,1) = —spo(0F — §0R)ulz ) =2

a teda
(07 — v502 ) u(x,t) =0

Vymysliet priklad, ktory ukaze, ze ansatz sa dosadzuje do pohybovych rovnic odvodenych z dplného la-
granzianu, NIE do lagranzidnu (z ktorého sa potom odvodia pohybové rovnice), t.j. Ze operdcie ansatzu a odvo-
denia pohybovych rovnic nekomutuji a spravne poradie je ,,najprv uiplné rovnice, potom ansatz”. Zdovodnit
toto poradie z varia¢ného principu.

Névod: extrém voéi (ansatzom) obmedzenym varidcidm este nemus{ byt extrém voci ,,dplnym” varidcidm.

i) Overit, ze G¢inok, moment hybnosti a Planckova konstanta h maji rovnaky rozmer (preto mozno
merat i¢inok aj moment hybnosti v jednotkach h)

11) vypocitat ¢iselnd hodnotu tc¢inku pre padd kameria hmotnosti 1kg na zem z vysky 1lm

141) vypocitat éiselni hodnotu tGéinku za jeden obeh po kruhovej orbite pre planétu okolo Slnka a elektrén okolo
proténu v atéme vodika (pouzit typické hodnoty polomerov, hmotnosti,...)

1v) vypocitat ¢iselni hodnotu momentu hybnosti pre situdcie z i)

v) rozhodntt, pre ktoré situdcie z ii)-iv) je h vhodnd skdla na meranie G¢inku resp. momentu hybnosti (t.j.

L] ¢4 slusng &is]
resp. 5 su slusné cisla

St

5. HAMILTONOVE (kanonické) ROVNICE

Nech z1,..., 2, — y1(x), ..., yn(x), t.j. yi = yi(z) je zdmena siradnic.
Legendreova transformdcia (iplnd): ak 3 L(x) takd, ze

yi(z) = 8§x(f)
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Inverzna - tiez Legendreova, generovana H(y) :=

ri(y)y — L(x(y))

-

i=1

Ciastoénd Legendreova transformdcia:

Tlyeees Thy Thgly---rTp 7 yl(l‘)?"'7yk(gj)’xk+17"'7$n
. _ 9L(x) .
pricom  y;(z) = 5, 1=1,...,k

Inverzna: generovana

k
H(y1, oy Yy Tty - -, Tp) = 2. xiy; — L
i=1

£.j.
0OH
T, = i=1,...,k
Oyi
Tieiplaﬁ%:—% 1=k+1,...,n
V mechanike: ¢',...,q¢"%, ¢%,...,¢" t—=q',....,¢",p1,...,Pn,t
kde )
. 0L(g:4:1)
Pi= s
= ide o (Giastoéni) Legendreovu transformdciu.
Potom
. OH 1
; = i=1,...,n
q; Opi )
OH oL d oL ) 1
== = - = ) i=1,...,n
¢ a¢  dtog D e
kde

n
H(Qh <oy qny,P1y - 7pn’t) = szqz(qapa t) - L(qaq(q7p7 t)vt)
=1

To st Hamiltonove kanonické rovnice (2n oby¢ajnych diferencidlnych rovnic 1.rddu pre ¢(t),p(t)). Je to ekvi-
valentny sposob rieSenia mechanickych uloh.

Fdzovy priestor: 2n-rozmerny priestor so siuradnicami (q,...,q", p1,...,Pn)
Rozsirenyj faézovy priestor: 2n + 1-rozm. priestor so siradnicami (q',...,¢", p1,...,Pn,t)

Nech F,G si funkcie na (pripadne rozsirenom) fizovom priestore. Potom ich Poissonove zdtvoky {F,G} je
funkcia

" 9F 0G  OF 0G
FGy .= (22 _ 277
tha Z(api oqt  Oq 8pz-)

i=1

(dlohy (5.7) - (5.12)).

Fdzovy tok: ¢ : (q(0),p(0)) — (¢(t),p(t)) podla Hamiltonovych rovnic
Liouvillova veta (5.13): pri fdzovom toku sa zachovéva fdzovy objem  vol D(t) := [ dgdp
D(t)

Ukéazat, ze pre lagranzian struktary

) ) Ty ... T ¢
La..) = 5Ta(@. 00 ~ Ul )= 5 (b, a0 | 0 0 || [ -U@o
Tnl Tnn Qn
vychadza zodpovdajici hamiltonidan v tvare
11 _1\1In
. . . (T—1) o (T7Y D1
— a .
H(g,pt) = 5(T") " papp +U =5 (1, --- pn) : : S+ U

TH" (T H™ ) \pa
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Ukazat, ze pre lagranzian struktary

. 1 - .
L(g,0,t) = 5 w(q,t)d"d" —U(g, 4,t)

kde
u(qv 47 t) = ¢(qv t) - Aa (Q» t)qa

vychédza zodpovedajici hamiltonidan v tvare

b

H(q,p,t) = %(T_l)a (¢, 1) (Pa — Ad)(po — Ab) + ¢

Napisat H(q,p,t) a prislusné pohybové rovnice pre situdcie z prikladov (3a.1) az (3a.10)
Névod: (5.1)
Napisat H(r,p,t) a Hamiltonove rovnice pre pohyb bodového ndboja (m,e) v danom elektromagnetickom
poli E(r,t), B(r,t).
Névod: (3b.2), (5.2)
Ukézat, ze H(r,p,t) pre pohyb bodového ndboja v danom elektromagnetickom poli E, B sa dd ziskat
formélne takto: )
1. napiSe sa Hy(r,p,t) pre naboj bez pola, t.j. Hy = 2
2. urobf sa zdmena (“zapnutie elektromagnetickej interakcie ”)
Hy— Hy+ed
P—p—€A
t.j. spolu H(r,p,t) = Ho(r,p — eA,t) + ¢.
Névod: (5.4)

Nech

ta

S7q,p) = / (pa(t)d®(t) — H(q, p, 1)dt

t1

je funkciondl na krivkéch vo fdzovom priestore. Ukdzat, ze pre infinitezimdlne varidcie 6q°(t), dpa(t) spfﬁajﬁce
0q*(t1) = 6¢°(t2) = 0 (od dp, sa neziada ni¢!) plati

35 (g, p] (1) = —p, - M
oq® o 9ge
5SH]q, p| (1) = g oH
0pa Opa

1
a teda (“zovseobecneny”) princip najmensieho t¢inku 6S¥ = 0 ddva priamo Hamiltonove rovnice.
Névod: (4.1)
Poissonove zdtvorky dvoch funkcii v (pripadne rozsirenom) fazovom priestore sa definuji ako funkcia

af dg  9g Of

Lﬁg}'_'apaaqa Opa Oq*
Dokazat, ze maju vlastnosti
i) {fi+Af2, 9y ={f1,9} + Mf2. 9}
{f,91 + Ag2} = {f, 91} + M, 92} (bilinearita)
i) {f.g9} = —{9. f} (antisymetria)
i) {f,{g, bt} +{h{f 9} +{9,{h, f}} =0 (Jacobiho identita)
w) {f,gh} =g{f,h} +{f,g}h (Leibnizovo pravidlo)
Definujme operator na funkcidch
Dy :g—{f.g}

Dokézat, ze ma vlastnosti
v) Dy(g1 + Aga) = Dy(g1) + ADy(g2) (linearita)
vi) Dy(gh) = (Dfg)h+ g(Dy¢h) (Leibnizovo pravidlo)
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t.j. Dy sa spréva ako “ derivécia algebry funkcif ” (= je linedrny a na stucine podla Leibnizovho pravidla).
vii) Vypocitat Dy explicitne ako diferencidlny operdtor 1. radu.

Nech f(q,p,t) je funkcia na rozsirenom fazovom priestore, ¢®(t),p,(t) riesenia Hamiltonovych rovnic.
Ukéazat, ze

. d af

= — t t),t) ={H -

f = SHa.p(0.0) = {H. 1} + 2
Ukézat, ze Hamiltonove rovnice sa daji napisat v tvare
¢* ={H,q"}

Da = {H7pa}

Névod: pouzit f = ¢ resp. p, v (5.8)
Nech f(p,q), g(p,q) st dve zachovéavajice sa veli¢iny vo fdzovom priestore (f = ¢ = 0). Ukdzat, Ze potom
aj

i) f+Ag

i) {f, g}

st zachovavajice sa veliciny.
Névod na ii): (5.8), (5.7)iii)
Dokézat

{¢".¢"} = 0 = {pa.po} {pa. "} =6,

(,,fundamentédlne Poissonove zatvorky”).
Nech z;, p; su kartézske zlozky polohového vektora r a hybnosti p jedného hmotného bodu bez vézieb.
Ukazat, ze
i) {zi, 25} = {pi,p;} =0
i) {pi,x;} = di;
ZM) {Li,xj} = _Eijkxk
{Li,p;} = —¢€ijrpk
{Li, L} = —iji Ly
iv) {LZ,L2} = {L“p2} = {Li,rQ} =0
pricom L = r x p je moment hybnosti (L; = ;52 ;px).
H(z,p) = % — x zodpovedd jednorozmernému pohybu hmotného bodu m = 1 pod vplyvom konStantnej
sily Fy = 1 (ujasnit si).
i) vypocitat explicitne fadzovy (hamiltonovsky) tok

(x,p) = (2(1), (1))

(z(t), p(t) sd riesenia Hamiltonovych rovnic s pociatoénou podmienkou x(0) = z, p(0) = p).
it) nech D(0) =< 0,1 > x < 0,1 > je 8tvorec v rovine zp (fdzovom priestore), D(t) jeho obraz voci
fazovému toku. Nakreslit, ako bude vyzerat D(—2), D(—1), D(0), D(1), D(2) (t.j. v diskrétnych ¢asoch
t=-2-1,0,1,2).
iii) overit, ze hoci dochddza k deformédcii Stvorca, plocha titvaru D(t) (pre t z tlohy 7)) je stéle takd istd
(Liouvillova veta).
i) Ukdzat, ze ak lagranzidn nezdvisi explicitne od ¢, tak to plati aj pre prislusny hamiltoniidn
11) ze potom je H 1. integral
Névod: odvodit 97 = —9L: (5.8).
Zistit, ¢ prechod od polarnych ku kartézskym siradniciam je Legendreova transformécia. To isté pre
linedrnu (z; — y; = A;jx;) resp. afinnd (z; — y; = A;;x; + ;) zdmenu v R™.

6. INFORMACIE O POHYBE ZiSKATELNE BEZ RIESENIA (pohybovych) ROVNIC

Fazovy portrét: pre 1 stupen volnosti = krivky E = konst v rovine gp (fiz. priestore; dlohy (6.1)-(6.4), (6.7),
(6.8), (7.5))
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Déva rychlo a lacno prehlad o kvalitativnych vlastnostiach rieseni, ¢o casto z exaktného tvaru rieSenia vidno
tazsie . Priklad: rovinné matematické kyvadlo (ilohy (3a.14) versus (6.2)).

Podobné riesenia - ziskané z nejakého pevného (vhodnym) preskdlovandm premennych a parametrov (6.9)-(6.14)
V lagr. formalizme: vhodnost skdlovania < L +— AL

Ezxaktné riesenie versus fazovy portrét, mechanickd podobnost, rozmerovd analyjza

Nakreslit fazovy portrét linearneho harmonického oscildtora.
1) Pomocou neho uré¢it hodnotu integralu

P(E) ED{ dudp

kde Dg = {(z,p)|H(z,p) < E}.
11) to isté vypocitat ako

2 / pe(z)dr

Tmin

Névod: L& 4+ U(z) = E = pp(z) = ...
Nakreslit fazovy portrét rovinného matematického kyvadla. Aké typy rieSeni existuju?
Nakreslit fdzovy portrét pre jednorozmerny pohyb pod vplyvom konstantnej sily F(x) = Fyp.
Néavod: (1.13), (5.13)

Nakreslit fazovy portrét pre hmotny bod v jednorozmernej potencidlovej jame.
U(x)=0 |z] <a

Ux)=Uy>0 |z] > a

Névod: uvazovat realistickejsi pripad s trochu zaoblenymi hranami

Predstavit si (pripadne vypocitat), ako sa budid vyvijat v ¢ase nejaké dvojrozmerné oblasti vo fazovych
priestoroch z prikladov (6.1) az (6.4) a porozmyslat o Liouvillovej vete v kontexte tychto tiloh (pozri (5.13)).
Nech H(x,p) = % + U(x) a nech fazové trajektéria s energiou F zodpovedd periodickému rieseniu
(peridda tg). Ukdzatl, ze

i

)

Tmax

tg =2m
pe(T)

Tmin

(pe(x) je z rovnice 2oy U(x) = E)

\E 2m
11) ukdzat, ze plat

P(E) = / tpdE

(P(E) je definované v 1lohe (6.1)). Overit vysledok na linedrnom harmonickom oscildtore (kde P(F) = Ftg).
Névod: vypocitat %P(E) pomocou (6.144)

Nech H(z,p) = a’p? + U(z) je hamiltonian systému s jednym stupiiom volnosti z (a > 0).

Ukazat, ze jeho fazovy portrét mé tieto vlastnosti:

i) je symetricky voci osi x

1) v bodoch, kde pretina z-ovi os st prislusné fazové krivky vzdy presne zvislé (|| s osou p), ak nejde o
rovnovéaznu polohu (prikladom na rovnovdznu polohu tohoto typu je tloha (6.8))

i41) overit ich v konkrétnych pripadoch (6.1)

Néavod #i): Krivky fdzového portrétu mozno zapisat v tvare

P(z,p) =0

pre
¢(z,p) =a’p* +U(z) - E
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Lokélne ich mozno zapisat v tvare z = f(p) alebo p = h(z). Plati

df (p) Pp

d

8

dp —_¢’I—...

S

Vysetrit spravanie sa rovinného matematického kyvadla s energiou E = 2mgl (ak v polohe dolu m& nulovd
energiu) v okol{ vratkej rovnovéaznej polohy (¢ = 7).

Névod: ide o pohyb po separatrise (krivke ktord oddeluje na fézovom portréte topologicky rozne riesenia).
Ukézat, ze jej rovnica je

Po(p) = £2ml\/gl cos £

Aproximovat v okoli uvazovaného bodu priamkou p, = ap+0b a vzniknuti (,,linearizovani”) rovnicu (p, stvisi
s ¢) riesit. Interpretovat v jazyku redlneho pohybu kyvadla.
V lagranzidne pre volny pad L(z,2) = %m732 — mgz urobit preskalovanie vSetkych premennych aj para-
metrov, t.j.

z— Az

t+— Bt
m— Cm
g+ Dg

i) Overit, 7e potom L =T — U s C45(T — 2B2U) = I a teda pre A = DB? je I' = konst.L

Nech teraz padd kamen hmotnosti mg na Zemi z (malej) vysky hg za Cas tg. Zistit

11) za aky ¢as by padal ten isty kamen z tej istej vysky na Mesiaci (D ~ 1/6)

iii) z akej vysky by musel padat kameri, aby mu to trvalo 2x dlhsie

iv) za aky cas spadne 3x fazsi kamern

v) ako sa interpretuje fakt, Zze na C nevysli nijaké obmedzenia

vi) overit vysledky “vypoctov”pomocou skalovania z explicitného riesenia z(t) = h — %th.

Nech sa rovinné kyvadlo diiky lp a hmotnosti mgy kyva na Zemi s periédou tg. Preskdlovanim prislusného
lagranzidnu (3a.2) zistit:

1) ako sa zmen{ periéda po preneseni na Mesiac

i1) aké prediienie lp treba na zdvojnasobenie periédy

1i1) ako sa zmen{ periéda, ak sa zdvojndsob{ amplitida kmitov (¢maee — 20maz)

iv) preco sa (pomocou 3kdlovania) nedd odpovedat na otézku ii7)

Néavod: iv): lebo zdmena ¢ — Ay nespdsobi L — AL (,,¢ sa nedd skalovat”)

Preskalovanim vhodnych premennych a parametrov lagranzidnu pre Keplerovu tlohu (pre m < M)

L(r,r) = lmi‘2 + %li
2 r
zistit
1) ako by sa zmenila obeznd doba Zeme (po tej istej elipse), ak by bolo Slnko 3x fazsie, ako je
11) ako by sa zmenila obeznd doba Zeme, ak by bola Zem 2x tazsia, ako je
iii) ako sa zmen{ pomer (velka poloos)”/(obeznd doba)® pre n-krat viicsiu elipsu
1) ¢ je vysledok 4ii) ekvivalentny 3.Keplerovmu zdkonu
v) polomer kruhovej orbity pre staciondrnu druzicu v jednotkdch vzdialenosti Zem-Mesiac
Néavod na iv): st vsetky elipsy (riesenia Keplerovej ulohy) nevyhnutne podobné?
Elektrén v homogénnom magnetickom poli B(r,t) = By (3b.4). Ukézat
1) ze moznym pohybom je rovnomerny pohyb po kruznici
11) ze v 3x silnejSom poli je mozny pohyb po tej istej kruznici. Ako sa zmeni doba obehu?
iii) ako sa zmeni obezng doba, ak po 3x vécsej kruznici obieha pozitrén?
Do akéného filmu treba nakritif scénu, pri ktorej sa mrakodrap vysky 100m zosype (volnym pddom) na
zem. Scéna sa simuluje pddom ,,mrakodrapu” vysky 1m. Ako treba zrychlit alebo spomalit film, aby nakritend
pasaz posobila doveryhodne ?
Névod: (6.9)
Druzica obieha okolo planéty polomeru R a konstantnej hustoty p tesne nad jej povrchom. Ukazat, ze jej
obeznd doba T nezdvisi od R. (Ndvod: rozmerova analyza, T = T(R, p, x).)
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1) rozmerovou analyzou
11) explicitnym vypoctom T
Névod: i) T =T(p, R, k)

7. PROBLEM DVOCH TELIES

Ak st v hre len 2 telesd interagujiice centrdlnymi potencidlovymi silami, (tiloha (7.1)iv) tak

U(ry,re) =U(r) r=|r; —ra

Pohybové rovnice v premennych ry,ry si zretazené, ale v premennych

miri + Mmals

r=r; —ry R i

(M =mi +m2)

(relativny vektor a tazisko) sa rozretazia:

1 . 1 .
L= 5MR2 + §,ui~2 —U(r) = Li(R,R) + Ly(r, 1)
kde p = myms/(m1 + ms) je redukovand hmotnost sistavy

Pohyb taziska trividlny = redukcia tlohy o dvoch telesdch na 1lohu o jednom (formdlnom) telese v centrdlnom
poli (F=—-VU(r)=—-U'(r)%) V centr. poli L = konst = pohyb v rovine (1.6) =

. 1. .
L(rv TP, t) = 5#(712 + T2§02) - L{(r)

Cykli¢nost ¢, = E,p, = konst = riesenie ,,v kvadratirach”

Keplerova tloha: U(r) = —a/r. Drahy kuzelosecky, typ podla energie.

Precesia perihélia: narusenie U(r) ~ 1/r (ostatné planéty, efekt vseob. tedrie relativity) vedie na neuzavreté
trajektorie (velmi slaby jav)

miry; + morp
m1 + me

Ukézat, ze zdmena siradnic (r1,r2) — (r,R), kde r = r1 — rs je relativny vektor a R =

poloha faziska, je reguldrna, t.j. jakobidn % je vSade nenulovy. N&jst inverzny prechod (r,R) — (r1,r2).

je

Vzajomn4d interakcia hmotnych bodov je danéd potencialnou energiou
U(ry,re) =U(r)

kde r = |r|, r =11 — ry (pozri (1.12),(7.12)).

i) ukdzat, ze rovnice v premennych ry, ry si zrefazené

i) rozretazif rovnice zdmenou z tlohy (7.1)

ii1) rozretazit rovnice ako v ii), ale pomocou lagranzidnu

1v) ukézat, Ze potencidlna energia je transla¢ne a rotacne invariantnd, t.j. (7.12)

U(Ar; + a, Args +a) = U(ry,r2)

(pozri (7.12) pre A € SO(3) (t.j. ATA=1T,detA=1), acR3.

Vypocitat redukovani hmotnost pre atém vodika (sistava protén - elektrén), pozitrénium (pozitrén -
elektrén) a ststavy Slnko - Jupiter, Slnko - Zem a Zem - Mesiac

Nakreslif priebeh efektivnej potencidlnej energie U.s(r) =U(r) + M?/2ur?  (p - redukovand hmotnost,
M? - kvadrat momentu hybnosti) pre

i) Keplerovu dlohu (U(r) = —a/7)

i) harmonick silu (U(r) = k(r — a)*/2)
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Pohyb v centrdlnom poli U(r) je vzdy v rovine (1.6) a je dany hamiltonidnom

2 2
pr p‘/J

H t)=—
(Tvprv(papsm ) 2M+2MT2

+U(r)

i) ukézat, ze cyklicnost t, ¢ vedie na fakt, ze (ak p, = 9) plati rovnica

2 2
ey M) = =L
H(r,p ) 24 + 2ur?

+U(r)=F

(E je celkova energia).

11) nakreslit kvalitativne krivky H = E v rovine r, p,., t.j. fdzovy portrét (6.kap.) pre Keplerovu tilohu
1i1) vycitat z neho ohranic¢enia na hodnotu r pre danu energiu

iv) ,uvidiet” triedu periodickijch rieseni (pre isté hodnoty E)

, 2
Navod: U(r) = =%(a>0) = H = E & p, = £/ 2u(E — Uecy) pre Uep(r) = U(r) + 293;2.
Nakreslit si (kvalitativne) £ —Ues(r) a z toho p, = £,/

Ukézat, ze pre celkovy moment hybnosti sustavy dvoch telies plati (v oznaceniach z dlohy (1.12))

LEmll‘l Xi‘1+m2r2Xf’2=MRXR+/,LPXi‘
Pri volbe pociatku siradnic v fazisku (R = 0) teda dostdvame
L=purxr

takze vyraz pr x r ma vyznam celkového momentu hybnosti stustavy voéi tazisku.
Ukézat, ze pri pohybe v centrdlnom poli U(r) = —% sa zachovava Rungeho-Lenzov vektor

A=vxL-—at
r
Névod: vyuzit pohybovid rovnicu mv = f?U = —5 7 ajej dosledok L=o0.
Z rovnice elipsy £ = 1+ ecos ¢ a vyjadrenia (p, e) cez fyzikdlne parametre |E|, a, i, m = |L| dokézat

p o p m

ai=——=— b: =
1—e2  2/F| Vi—e2  \/2ulE]

p p
1+e 1—e
(a,b su velka resp. mald polos elipsy, Tmin, Tmas SU perihélium resp. afélium).
Dokézat, ze Rungeho-Lenzov vektor (tloha (7.7)) mé

i) smer hlavnej polosi (orientdcia od ohniska k perihéliu)
i1) velkost ae (e - excentricita (vystrednost)).

Tmin = =a(l—e) Tmaz = =a(l+e)

Névod: vypocitat ho v perihéliu a vyuzit A(t) = konst. Na i) vyuzit vysledky tlohy (7.8)

Riesit pohybovi rovnicu pre hmotny bod v (centrdlnom) poli U(r) = U(r) = kr? /2.

Névod: pohyb je v rovine. Zapisat a riesit pohybovu rovnicu v kartézskych suradniciach a spoznat v trajektorii
elipsu so stredom (nie ohniskom ako u planét) v pociatku stradnic (= “centre”pola).

Nech 7, ¢ st poldrne suradnice inercidlneho pozorovatela, r’, ¢’ poldrne stradnice pozorovatela na gra-
mofénovom tanieri, ktory sa otd¢a rovnomerne uhlovou rychlostou w. Pozorovatel na tanieri kresli elipsu

Q) =t
)= —2
1+ ecost

1) ukdzat, ze
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i1) ukazat, ze inercidlny pozorovatel vidi kreslit krivku

p(t) = (1+w)t

) ——
1+ ecost
resp.
p
T((p) = 1

C1l+4e Cos(mgo)
1i1) ukazat, ze to ddva algoritmus na kreslenie krivky

p

rle) = 1+ ecos(by)’

a to: treba kreslit elipsu (jednotkovou uhlovou rychlostou voéi tanieru) na tanieri otéc¢ajicom sa uhlovou
rychlostou w = 1%5 a pozriet sa na to, ¢o sa kresli v ,,inercidlnej” rovine.

1) vypocitat uhol oto¢enia perihélia za 1 obeh pre b =1+¢, ¢ < 1. Névod: vtedy w = —¢ = za Cas t = 27 sa
stihne tanier otocit o 27e.

Nech (z,y) € R?, a € R, T, : R? — R? funguje podla pravidla (z,y) — (v+a,y+a) (transldcia o ,,vektor”
(@.)).

i) ukdzaf, Ze najvSeobecnejsia funkcia f(x,y), ktord je invariantnd voci Ty, (t.j. f(x+a,y+a) = f(x,y)) ma tvar

f(x,y) = h(z—y)

kde h je lubovolnd funkcia jednej premenne;j.
11) zovseobecnif na vektorové argumenty: Ze najvseobecnejsia translacne invariantnd potencidlna energia pre
dva hmotné body U(rq,rs2) (t.j. takd, ze U(ry +a,ro +a) = U(r1, r2) pre Tubovolné a) ma tvar

U(I‘l, I‘Q) = Z/[(I‘lfl‘g)
kde U je lubovolnd funkcia jedného vektora.

Névod na i): zaviest namiesto (x,y) premenné u = z—y, v = x4y, vyjadrit T, cez ne, zapisat cez ne podmienku
invariantnosti funkcie f(u,v) := f(x,y). Pre i) analogicky u =r; —ro, v=r; + rs.

8. MALE KMITY

Ak U(q, .., q") m4 minimum v go = (¢}, .., qi}), tak v jeho okolf je mozny univerzalny typ pohybu - malé kmity.
Ak je celkovd energia E len trochu vécsia ako U(qo), tak vzdy ¢ blizko k go = Tayl. rozvoj. Vyjde

L(x,x) = iMZ‘j.’i‘lj?] — §Kij1'l$]

i i i 82“(9)
' =q"—qq M;j = Tij(qo) Kij = 9q0q) |q0

Lin. zamena z; — A;jz; = & umozituje prechod k normdlnym sidradniciam; v nich

L=L,+.+1L, L;

N |

& - St

= sustava neinteragujicich lin. harm. oscildtorov. Ich frekvencie w; =charakteristické frekvencie sa daji najst
(aj v povodnych premennych) riesenim sekuldrnej rovnice

det |K —w?M|=0= w}, .. w?
Specidlne riesenia pohyb. rovnic: mddy - nenulové len jedno &;. Vieob. riesenie je superpozicia médov (= uz
nemd pevnu frekvenciu).
Této tedria je dolezitd aj v tedrii pola; jednoduchy priklad: tlohy o strune a jej médoch (4.6)-(4.9).
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Urobit aproximéciu malych kmitov v lagranzidnoch z iloh (3a.2), (3a.4), (3a.7), (3a.10). Vypisat explicitne
matice M;;, K;; (figurujice vo véeobecnom tvare L = %Mijjji:bj — %Kijxixj).

Riesit sekuldrnu rovnicu det(K — w?M) = 0 a ndjst charakteristické frekvencie w, pre tlohu (3a.4)
Presvedcit sa, ze rozvoj lagranzidnu z tlohy (3a.3) v okolf minima potenciélnej energie vo sférickych sirad-

niciach je problematicky (suradnice si tam defektné). Overit, ze problém je len v suradniciach, nie v podstate
veci.

Néavod: napisat L v oby¢ajnych kartézskych siradniciach z, y (priemet hmotného bodu v zvislom smere do roviny
xy) a vypocitat priblizny lagranzidn v okoli minima U(x,y). Néajst M,;, K;;, urcit charakteristické frekvencie
a mody. Overit, ze sférické kyvadlo sa pri malych kmitoch sprava ako izotrdpny dvojrozmerny harmonicky
oscilator (7.10).

Sustava n rovinnych kyvadiel spriahnutych pruzinkami. Napisat lagranzian pre malé kmity, vypisat matice
M,;, K;;. Riesit dlohu (charakteristické frekvencie, médy) pre n = 2.

Vysetrit malé kmity sistavy z tlohy (3a.13)

Uvazujme systém (1 stupertl voInosti) pozostdvajici zo zvislého valca naplneného idedlnym plynom, ktory
je zhora uzavrety volne sa pohybujtcim piestom (plocha S, hmotnost m).

i ‘]

Po, Vo

Obr. 8.6

Nech rovnovdzny tlak a objem si py (= mg/S — preco ?), Vi. Odvodit vzorec na vypocet v = ¢,/c, plynu z
pozorovanej frekvencie malych kmitov sustavy.

Névod: pre x podla obr. plati p(z)V7(x) = poVy' , kde V(z) = Vy+ Sz . Odtial silu na piest F(x) a vypocitat
w pre malé kmity.

9. POHYBOVE ROVNICE V NEINERCIALNEJ VZTAZNEJ SUSTAVE

,,Translaénd” neinercidlnost: (iloha (9.1))

Nech p - voci inerc. ststave, r(t) voci neinerc., R(t) - pociatok neinerc. voéi inerc.
Potom p(t) = R(¢) +r(t)

Newtonove rovnice v inercidlnej ststave si mp(t) = F(p, t).

Ich prepis do neinercidlnej stustavy vedie na

mi = F(r,t) — mA

F(r,t) := F(r + R(t),1) A(t) == R(t)

Dodatoénd (fiktivna) sila (—mA) sa vold zotrvaénd sila. Nezdvisi od r (= homogénne pole - ako tiazové)
,,Rota¢nd” neinercidlnost: (dloha (9.4))
ak e;— ortonormovana baza stojaca v inercidlnej sustave
e, (t)— ortonormovand bdza stojaca v neinercidlnej ststave
tak
€,(t) = w X e, (t) (neinercidlna sistava sa otd¢a uhlovou rychlostou w voéi inercidlnej)
Nech r(t) = z;(t)e; = zq(t)eq(t)
Derivovanie déva
F=de =Fseq +20 X (Eq€q) +w XTr+wX (wXr)

= Coriolisova, Eulerova a odstrediva sila. Vo vhodnom oznaceni (9.4)
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celkovo (pre translaéni aj rotaéni neinercidlnost) rovnice v tvare

ma=F —mA —2m(w X v) —mw Xt —mw X (w X r)
M~~~
Zotrvaé Coriolis Euler Odstred

= spolu 4 dodatoéné (fiktivne) sily v neinercidlnej stustave (mend podla svojich objavitelov).

Poruchovy pocet - metéda hladania pribliznych rieSeni pohyb. rovnic zlozitych sistav. D4 sa pouzit, ak sa
dand sustava ,,mélo 1i§i” od exaktne rieSitelnej, t.j. ak tam existuje maly parameter ¢ << 1 taky, ze pre e = 0
dostdvame exaktne riesitelni ststavu. RieSenie ,,porusenej” (e # 0) sistavy sa hfadd v tvare mocn. radu v e.
Aplikdcie: (9.6), (9.7), (9.8), (9.9), (9.10) (Foucaultovo kyvadlo, odklon od zvislého smeru pri pade ..)

Nech p(t) je trajektéria hmotného bodu voéi inercidlnej sistave S, R(¢) pociatok sistavy S’, pricom S’ sa
voci S neotédca, r(t) trajektéria toho istého hmotného bodu voéi S’ (teda p(t) = R(t) + r(¢)).
1) Ukédzat, ze ak pohybova rovnica v S bola

tak v S’ je
mi(t) = =V, U(r,t) — mA(t) = F(r,t) — mA(t)
pricom A(t) = R(t) je zrjchlenie S’ voci S, U(r,t) = U(r + R(t),t), F(r,t) = F(r + R(t),t).
i) urobif to isté pomocou lagranzidnu: prepisat zodpovedajici L(p, p, t) do jazyka r a napisat pohybové rovnice
v premennych r
191) zdmena p +— r zdvisi od ¢asu (p = p(r,t)). Aplikovat vysledky tlohy (3b.5), napisat explicitne novd
potencidlnu energiu U, vypocitat z nej silu a porovnat s )
Ukazat, ze
i) rieSenim rovnice

b=Qxb

je pre = kon§t rovnomerné otacanie sa b okolo € s uhlovou rychlostou [€2]
1) aj pre Q(t) plati
d
—
dt
= b(t) je tiez otdcanie sa (ale uz vSeobecne nie okolo stéle tej istej osi a nie vSeobecne stale tou istou uhlovou
rychlostou).
Nech e, (t),a = 1,2,3 je ortonormovany pravotoc¢ivy repér, t.j.:

b%) =0

€n.eg = 5aﬁ

€q X €3 = €qpyey

Interpretovat rovnicu &, (t) = w(t) X e, (t). Aky je zmysel toho, Ze na w nie je index « ?
Nech ortonormdlny pravotocivy repér e; je v pokoji voéi inercidlnej ststave (e;(t) = e;(0)), repér e, (t) sa
voCi inercidlnej ststave otdca uhlovou rychlostou w(t), t.j. €4(t) = w(t)xey(t). Nechr(t) = z;(t)e; = z(t)eq(t)
i) aky zmysel maju z;,zq ?
1) ukdzal, ze ¥ = 2,€; = To€q + W X T
i11) aky je rozdiel medzi (¥), = r.eq a &qo ?
1) ukédzat, Ze ¥ = ¥;e; = Fpeq + 2w X (Zq€q) + W X T+ w X (W X 1)
t.j. pre a=ZIy€e,, V =IT4€4
F=a+2wxv4+wXr+wx (wxr)

v) aké je interpretdcia vektorov ¥, v, ¥, a ?
Ak4 je ¢iselnd velkost |w| pre toGenie sa Zeme okolo svojej osi ?
i) Ukézat, ze pohyb hmotného bodu nizko nad (tociacou sa) Zemou sa riadi rovnicou

ma = —mges — 2mw X v



31

i1) Nech charakteristicka dizka tlohy je I, w = wn (n= —IZ‘ = ¢). Prepisat rovnicu do bezrozmerného tvaru
zavedenim £ = ¥, 7 = % = \/7t. Ukdzat, ze ma tvar
d*¢(7)
1 !/
= =—e3—enx
¢ dr? ¢

kdeesz\/gE\/% (lo = 1%)

141) vypoéitat numericky hodnotu [y

iv) odhadniit € pre bezné hodnoty [ (~ 1 az 100m) a overit, ze € je v diferencidlnej rovnici v i) maly parameter.
Napisat rovnice pre riesenie diferencidlnej rovnice z tlohy (9.6) v poruchovom rozvoji v malom parametri
e. Navod: hladat riesenie &(7;¢) v tvare &y(7) + €€1(7) + e2€2(7) + ... Ukézat, ze

1

0= ~©s3
[~ nxg
£ =-—nx§&

N4jst riesenie tlohy (9.7) do rddu € (t.j. £(7) = &o(7) + &1 (7)) pre situdciu zodpovedajicu volnému padu
z vyS8ky h < R = polomer Zeme. Névod: pociatotné podmienky

£0)=e; £(0)=0
celé nalozit na &y(7); potom pociatoéné podmienky pre 51 budi homogénne, t.j.

£1(0) =0 =£(0)

Ukazat, ze rieSenim vzniknutych tdloh

je

&(r) = 5 cosaer

(n =cosa ey +sin « ez ak « je zemepisnd Sirka, e; smeruje na vychod a ey smeruje na sever) a teda

2 3
&) = (1 - ;) e; +5% cos o €

Vypocitat, o kolko a ktorym smerom sa vychyli od zvislého smeru (definovaného olovnickou v klude)
kamern, ktory pada z vysky h = 100m resp. 1000m.
Névod: v rieseni ulohy 8 sa vratit k rozmernym veli¢indm a dostat r(t) v prvom priblizeni. Pozriet sa na x(t)
v ¢ase, ked sa z(t) anuluje.
Vypocitat efekt stdcania roviny (malych) kmitov Foucaultovho kyvadla v 1.rdde poruchovej tedrie. Za
aky cas sa kyvadlo oto¢i dookola? Navod: podla (8.3) je sférické kyvadlo v priblizeni malych kmitov izotrépny
oscildtor s frekvenciou wy = /7, t.j. ¥+ wir =0 (r = (x,y)). Na tociacej sa Zemi pristupi (9.6) Coriolisova
sila (jej zlozka v rovine xy), t.j.

P+ wir = —2(wxT),
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(O L je zlozka L na es, t.j. v rovine zy).
1) ukdzat, ze rovnice sd
&+ wir = 2wsina g

y+w8y = 2wsina ©
i1) prejst k bezrozmernym premennym { = §.n = ¥,7 = % = wot a ziskat
'+E&=en
' +n=—ef

kde € = 2%0 sin «
iii) odhadnif velkost (bezrozmernej) konstanty e pre kyvadld beznych velkosti v nasich zemepisnych sirkach a
legalizovat tak pouzitie poruchovej metody

1) zaviest w = £ + in a ukdzat, ze ii) je ekvivalentné
w’ +w = —iew

To je rovnica s konStantnymi koeficientami. RieSenie hladat v tvare w(7) = w(0)e®”, vyuzit ¢ < 1 a ukézat, ze

1ET

w(T) = e (1" + coe™'T) = e 5wy (1), kde wy je riesenie pre £ = 0.

v) dokdzat, ze dookola sa rovina kyvov otod{ za cas ¢ = 151?160? Vysvetlit vysledok pre severny pdl z pohladu
inercidlneho (netociaceho sa so Zemou) pozorovatela.
10. MECHANIKA TUHEHO TELESA
Pohyb tuhého telesa: transla¢ny + rotacny.
Rotaény pohyb (pri fixovanom tazisku): vyjde
1
T= glijwiwj = if(w,w)
Li = Iijwj

kde tenzor zotrvacénosti ma tvar

Iij = /dm(r26ij — xixj)
\4

Komponenty I, vo¢i osiam spojenym s telesom nezdvisia (na rozdiel od I;;) od ¢asu. Vhodnym vyberom osi
v telese (hlavné osi) sa dosiahne diagondlny tvar. Su 4 typy diagonélnych tvarov (+> zotrvacénikov): sféricky,
symetricky, asymetricky a rotator. Ak rotdcia je okolo fixnej osi danej vektorom n, staci vediet moment
zotrvacnosti voéi tejto osi = I(n,n) = I;;n;n;.(10.4)

Eulerove uhly (¢,1, 1)) - isté zovSeob. stradnice vhodné na opis konfiguracie tuhého telesa s fixovanym 1 bodom
(napr. taziskom (t.j. na opis rotdcie v priestore).

Eulerove kinematické rovnice: )
w1 = $sindsiny + 9 cos
wy = psind cosp — ¥ sin 1

ws = pcost + 1

FEulerove dynamické rovnice:
Ly + (I3 — Ia)waws = Ny

Lo + (I — I3)wiws = Ny
I3ws + (.[2 — Il)UJl(JJQ = N3
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(vsetky zlozky sd voci telesovim osiam)
Reguldrna precesia volného zotrvaénika: teleso sa toci okolo svojej osi + os okolo (konstantného) momentu
hybnosti (10.7)

i) Ukézat, ze pri pohybe tuhého telesa v (homogénnom) gravitaénom poli st translatny pohyb taziska a
rotacny pohyb okolo taziska navzajom nezdvislé.

ii) to isté pre volné tuhé teleso

Néavod: 7) ak tuhé teleso je sustava hm. bodov s hmotnostou my,...,my v polohich p1,...,py (voé inerc.
sustave), tak

1 .
L=3 Zk:mkpi + g-(zk: my.py,) (g = —ges)

Ukézat, ze ak R je poloha taziska a rj su relativne vektory voci fazisku (pr = R + ry) tak

1 1 .
L= 5MRz +MgR+ > mai} = Ly + Lyot

L (R,R) Lyot

pricom L, = %Iabwawb (10. kap.) je kinetickd energia (= lagranzidn) rota¢ného pohybu voéi tazisku, Ly, je
lagranzidn translaéného pohybu taziska. Rotaény pohyb teda prebieha nezdvisle na transl. pohybe taziska. i7)
g=0
Vypocitat tenzor zotrvacnosti voci tazisku
i) homogénnej gule hmotnosti M a polomeru R;

i1) homogénnej sféry hmotnosti M a polomeru R;

iii) homogénnej kocky umiestnenej tak, ze steny st kolmé na osi x,y, z;

iv) zddvodnit (bez vypoctov integrdlov), ze vysledok i) plati aj pre ind¢ otoceni kocku.
Néavod na iv): kocka je sféricky zotrvacnik.
10.3.| Co z vysledkov tlohy 10.2. sa d4 povedat o I, len z rozmerovych dévodov a symetrie?
E Ukazat, ze ak n je jednotkovy vektor umiesteny v tazisku telesa, tak

I, =I(n,n) = Iyyngn, = /p(r)rid?’r
%

kde 7 je vzdialenost hmotného elementu v bode r od osi danej vektorom n. (I, je moment zotrvacnosti telesa
voci osi danej jednotkovym vektorom n.)

Ukézat, ze

i) ziadne teleso nemdze mat v hlavnych osiach tenzor zotrvacnosti tvaru

Li 0 0
I,=10 00 L1 #0
0 0 0

ii) ked uz I33 = 0, tak I;; = Is2 # 0 (rotétor).
Névod:
i) Iso = 0 napriklad znamend (podla (10.4)), Ze celd hmotnost je skoncentrovand na osi y, Is3 = 0

analogicky na osi z. Predstavit si také teleso.
i1) zdovodnit, ze ked je celd hmotnost na osi z, tak I1; = 22 a pre teleso nenulovych rozmerov je to # 0.

Dokézat, ze najvseobecnejsim pohybom (pri fixovanom tazisku) volného sférického zotrvacnika je rovno-
merné otdcanie okolo osi fixnej v priestore.

Névod: ukézat, ze z Iy, = Idq, vyplyva I;; = I6;; = z L; = konst. (preco?) vyplyva w; = konst.

Riesenim Eulerovych (dynamickych a kinematickych) rovnic ukézat, ze volny symetricky zotrvacnik
(s fixovanym taziskom) moze konat reguldrnu precesiu.

Névod: ak I; = Iy = I # I3, tak Eulerove dynamické rovnice (pre N = 0) st

Twi + (.[3 - I)OJQLUg =0
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Tws + (I — 13)(,«11603 =0
Tais = 0

Kedze z tretej rovnice ws = konst, prvé dve su linedrne. Vyriesit, dosadit rieSenie do Eulerovych kinematickych
rovnic a ukazat, ze existuje rieSenie tvaru

ot)=at V)=,  w(t)=1bt

pre vhodné konstanty a,b. Zdovodnit, ze b je uhlova rychlost otacania okolo z-ovej osi zotrvaénika, a je uhlova
rychlost otacania sa tejto osi okolo (konstantného) L, ¥y je uhol medzi z-ovou osou zotrvaénika a vektorom L.
Mravec hmotnosti m za¢ne krdcat po (pévodne stojacom) gramofénovom tanieri (moment zotrvaénosti
voci osi otdcania = I) po ceste r(N), (M), A € (A1, A2), pricom 7, si poldrne stiradnice voéi osiam z’,y’
spojenym s tanierom.

yl
y/
m
'y
7. z/
/P >
1 T
Obr. 10.8

Nech a je uhol medzi laboratérnou osou x a osou z’ na tanieri. Vypocitat zmenu « (t.j. a(A2) — a(A1)).
Névod: zachovava sa L, pritom m& nulovi hodnotu (na zaciatku vsetko stélo). Pritom
mr?

Integrovanim ziskat hfadany vztah.

11. MECHANIKA SPOJITEHO PROSTREDIA (kontinua)

Sily v kontinuu: objemové a plosné
Celkové objemova: Fop; = ffobjdV, fon; - hustota objemovej sily
Vv

Plosné: treba tenzor(ové pole) napdtia o;;(r,t). Pomocou neho
(dfp1)i = 04;dS;

a celkova plosn4 sila je
(Fp1)i = /Jidej 3 = 0V - hranica objemu V
b

Vseobecna pohybovd rovnica kontinua:
05 p .
fi+ 5 =pa; a(r,t) - pole zrychlenia

Explicitny rozpis rozny pre tekutiny a pruzné prostredie
Tekutiny: kinematika - pole rychlosti v(r,t)
Potom a = (v.V)v + 2¥. Dalej
0ij = —Pdij pre idedlnu tekutinu
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ov;  Ov;
oij = —poij + 1 <l +27

re viskoznu tekutinu
8xj Gati > P

Odtial potom
Eulerova rovnica  (v.V)v + %’ = f%Vp +g
Navierova-Stokesova rovnica

ov 1 7

Rowvnica kontinuity
dp
— + V. =0
5 T V-(ov)
ov

Bernoulliho rovnica (staciondrne, nevirové pridenie, t.j. 57 = 0, rot v = 0):

1, 3
3Pov + p+ pogz = konst.

Pruzné kontinuum: kinematika - pole posunuti u(r,t) (r—r+u(r,t))
Deformécia - ak sa menia relativne vzdialenosti (t.j. nesprdva sa to ako tuhé teleso)
Opisuje ju tenzor(ové pole) deformdcie (11.11)

. _ 1 8’1@ 8Uj
=) = 5\ aay T

V linedrnej teorii pruznosti: linedrny vztah € < o, t.j.

0ij = Cijki€ri (Hookov zdkon)
Pre izotropné homogénne kontinuum (11.14)
035 = A5 + e Y = g4 - objemovd dilatdcia (11.15)

Pohybovéa rovnica (Lamého rovnica):

2
U_ M)V (V.u) + pAu+ £

P ot
Zvukové viny v pruznom kontinuu: ansatz u(r,t) = Af(n.r,t) (11.16);
prie¢ne viny s rychlostou Sirenia v; = \/% , pozdiine vlny s rychlostou sirenia v; = @

Zvukové viny v idedlnej tekutine: malé odchylky od statickej situdcie = linearizdcia sustavy pohyb. rovnic

(Eulerovej, r.kontinuity a p = p(p)). Vyjdi vlnové rovnice, vlny st len pozdlzne, rychlost §frenia cq = Z—i(po).

Pre adiabatické zmeny vyjde ¢y = , /7%.

7 definicie

(dfpl)i = Jidej = aijnde

dedukovat, Ze interpretacia ij- zlozky tenzora napdtia je: o;; = i-ta zlozka vektora napdtia (t = d;gl) na ploske
dS = dSe; (t.j. orientovanej v smere j-tej osi).
Riesit hydrostaticki rovnicu Vp = pg pre vodu (povazoval za nestlacitelnid) v akvariu tvaru hranola.
Vypocitat tlak na dne.
Odvodit Archimedov zdkon z rovnice hydrostatiky Vp = pg.
Névod: ukazat, ze (FP'), = [ 0;;dS; = —Mg;, kde M = [ pdV.

b v

Odvodit Archimedov zékon bez akychkolvek vypoctov.
Néavod: voda v rovnovéhe sa nehybe = objemova a plosn4 sila fTubovoIného mysleného objemu V' sa kompenzuju.
Nahradif v tomto objeme V' vodu telesom.
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Ukézat, ze dosledkom rovnice kontinuity pre nestlacitelnti kvapalinu (div v = 0) je fakt, ze pri tecen{
rirou premenlivého prierezu je priemerna rychlost v uzsej casti riry vacsia ako v Sirsej.
Nédvod: 0 = [(div v)dV. Aplikovat na vhodny objem a pouzif Gaussovu vetu.

v

Newtonovo vedro: néjst rovnicu rota¢nej plochy, ktord vznika ako povrch vody (nestlacitelnej) v rovno-
merne sa tociacom vedre (uhlova rychlost (2). Riesit

i) v inercidlnej sustave;

i1) v ststave spojenej s tociacim sa vedrom.
Néavod:

i) ansatz v(r,t) = 2 xr v Eulerovej rovnici (zddvodnit!), vypoéitat p(x,y, z); rovnica plochy je p(x,y, z) =

po = atmostéricky tlak (zdovodnit);
i1) zaviest potencidlnu energiu za odstredivd silu, minimalizovat celkovi potencidlnu energiu (za gravitac¢nu
a odstredivi silu) pri fixovanom celkovom objeme vody vo vedre.

[Odpoved: rotaény paraboloid.]
Vyratat rychlost vytekania kvapaliny cez malu dierku v hlbke h (Toricelliho vzorec)
Navod: pouzit Bernoulliho rovnicu.
Néjst v(r) - ustdleny stav - pre pohyb viskéznej kvapaliny medzi dnom (stojacim) a vodorovnou doskou
tahanou rychlostou V' v smere osi x.
Névod: povazovat dno a dosku za nekoneént, ansatz v(r) = (v(z), 0, 0) v Navierovej-Stokesovej rovnici.
Riesit dlohu o rovnomernom (bez zrychlenia) tecen{ vody v zachodovej rirke kruhového prierezu, ak je
rurka

i) vodorovn;

i1) zvisla.
Névod: 7) ansatz v(r,t) = (v(z,y, 2),0,0). Rovnica kontinuity (pre nestla¢c. kvapalinu) déva v(y, z). Dosadenie
do

pa=0=pg—Vp+nAv

vedie na p(z,y, z,t) = ¥(x) — pgz plus ¥’ (x) = nAwv(y, z). Separdcia premennych d&

k
Y(x) = kx + po AU:;

Uloha pre v(y, 2) je ,,Dirichletova tiloha” v kruhu y? + 22 < R? (Poissonova rovnica vnitri, v = 0 na hranici).
Riesi sa v polarnych stradniciach v rovine yz s vysledkom

k
v(y,z) = %(f +2° — R?)

Naozajstné tecenie si vyzaduje k < 0 (ak smer vpravo) a teda treba zabezpecit (konstantny) spdd tlaku (k =
Ozp = konst. < 0).
i1) ansatz v(r,t) = (0,0,v(x,y, 2)). Rovnica kontinuity (pre nestla¢. kvapalinu) ddva v(z,y). Dosadenie do

pa=0=pg—Vp+nlv

vedie na p(z,y, z,t) = p(z) plus pg + p'(z) = nAv(zx,y). Separdcia premennych d&

p(z) = (k= pg)z +po Av =

| I

Uloha pre v(z, y) je rovnaké ako pre ), t.j.

i
v(z,y) = @(ﬁ +y> — R?)

Naozajstné tecenie smerom dolu (INC > 0) je mozné aj bez spadu tlaku, ak k= pg (napr. ak oba konce s otvorené
- vtedy je na nich atmosféricky tlak).
Pozn.: v zvislej rurke je sila od viskozity (=plosnd) kompenzovand objemovou (=gravita¢nou) silou = netreba
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spad tlaku. Vo vodorovnej rurke je objemova sila L smer tecenia , preto nemdze prekonavat odpor za viskozitu
=

treba spad tlaku (rovnovaha dvoch plosnych sil).

i) Vypocitat rozmer dynamickéko (1) aj kinematického (v = %) koeficientu viskozity v Navierovej-
Stokesovej rovnici.

ii) ukdzaft, ze pri zanedbanej objemovej sile (g = 0) sa z troch charakteristickych parametrov dlohy o teceni
viskéznej kvapaliny (charakt. dfzky L - napr. polomeru rury, charakt. rychlosti V' a kinematického koeficientu
viskozity v da zostavit prave jeden bezrozmerny vyraz, a to Reynoldsovo ¢islo

Lv LV
R=—= zre
v n
iii) ukdzat, ze v pripade R < 1 (kedy to nastéva ?) je ¢len & = (v.V)v + 2¥ zanedbatelny voci vAv . Tym

sa stand rovnice pre tecenie viskéznej (nestlacitelnej) kvapaliny sustavou linedrnych rovnic
nAv = Vp
Vv=0
Navod: v bezrozmernych premennych { = L, u= 3,7 = %t vyzera Navierova-Stokesova rovnica takto

du Vep
— =R —5 + V(V,. A
Rdr RE + Ve(Veu)+ Agu

a teda pre nestlacitelnd tekutinu (kvapalinu, napriklad vodu; vtedy Ve.u =0, p = const.)

du P
— =— —_— A
RdT RV, (p ) + Acu

11.11 | Ukézat, ze vyraz (tenzor deformdcie)

p— 1 p—
€ij 1= U(q,5) = i(ui,j + 'Ltj’i) =

je nulovy pre pole posunut{ u(r,t) zodpovedajiice infinitezimdlne;

1) globélnej translacii (u;(r,t) = b; = konst < 1)

i1) globalnej rotacii (o uhol @ < 1 okolo n: u;(r,t) = €;;pan;2k)

(ako sa patri na objekt, ktory ma signalizovat deformdciu).

Pozn.: deformécia je to, ¢o ment relativne vzdialenosti v telese; obe uvazované posunutia su izometrie Eukli-
dovského priestoru, t.j. nemenia relativne vzdialenosti TubovovoInych dvoch bodov v telese.

Opfsat ndzorne deforméciu hranola dand polom posunuti u(r,t) = kxey (t.j. u; = kx1d;1).

Vypocitat €;;.

Opisat (ndzorne) deforméciu zvislého valca danti polom posunuti

u(r,t) = kz(ye1 — zes)

(k < 1). Vypocitat e;;.

i) Ukézat, 7e ak

Cijkt = A0ij0rr + pdindjr + V010

(izotrépne homogénne pruzné kontinuum), tak vseobecné symetrie Cjx; vedd na p = v.
1) Odvodit potom zo vseobecného Hookovho zdkona

0ij = Cijricr

vztah
O35 = )\19(5” + 2,u€ij
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kde
V=g =Tr &€ (=e11+e22+€33)

i4i) Vypocitat inverzny vztah e;; (o).

3 . L= L. L. K _ 1 _ _ 1 AO Lk
Névod: hladat v tvare €;; = aoy; + £d;; a overit, ze o = 55 8= om (3/\+2u)'

11.15 | Ukézat, ze velicina ¥ = ¢4 (11.14) mé vyznam objemovej dilatdcie, t.j. prir — r + u(r,t) = r’ sa
elementérny objem meni ako dV — (1 4+ ¢)dV = dV’, takze

AV’ —dv

1_9:
av

Névod: vseobecne dV' = &3 = Jd3r = JdV, kde J = det Je jakobidn zdmeny. Pouzit vztah (0.7)
det(l, + kA) =1+ xTr A (k < 1).

Interpretovat ansatz pre pole posunuti u(r,t) = Af(n.r,t), kde A = konst, n = konst, n? = 1, f(&,t)
je TubovoInd funkcia dvoch premennych (£ = n.r).

Dosadenim ansatzu z (11.16) do pohybovej rovnice pruzného kontinua (so zanedbanou objemovou silou)

8%u

PoE = A+ p)V(V.) + pAu

overit, ze prislusné u(r,t) je riesenim, ak
i)bud A Ln a (82 —v2A)f =0 kdevtz\/g
ii) alebo A ||n a (02 —vEA)f =0 kde v; = /@

Interpretovat ako moznost sirenia sa prie¢nych resp. pozdfinych vin. Aké st ich rychlosti ?
11.18 | Idedlna tekutina so zanedbanou objemovou silou sa opisuje ststavou rovnic

0 1
SARN (v.V)v=—=-Vp (Eulerova rovnica)
ot p
dp . o
a +V.(pv)=0 (rovnica kontinuity)
Ukéazat, ze
1) existuje statické riesenie v =10, p = pg = konst., p = pp = konst.
i1) ansatz
v=0+vV
p=po+p
p=po+p

kde veli¢iny so strieskou si malé odchylky od statického riesenia, vedie na linearizovani siustavu

ov 1 dp
141) potom
0%v dp 9?p
_ _— = A
ot V ot oz ~ 7P

iv) dodatocny predpoklad barotrépnosti tekutzny (p =p(p)) déva

(Bf—co )p=0
(07 —cgA)p =0

(02 — cAA)v = ¢ rotTot v

(v malé), kde
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t.j. rozruch sa §iri v tekutine v tvare vin rychlostou cg.

v) vypocitat ¢y pre izotermicki resp. adiabaticki zévislost p(p).

Hladat rieenie (vlnovej) rovnice pre rychlost v(r,t) z ilohy 11.18iv) ansatzom v(r,t) = A f(n.r,t), kde
A = konst, n = konst, n? = 1, f(£,t) je lubovolna funkcia dvoch premennych (¢ = n.r), t.j. (pozri 11.16)
v tvare rovinnej, linedrne polarizovanej viny. (Vlna sa §iri v smere jednotkového vektora n, jej polarizdcia méa
smer vektora A.)

Presvedcit sa, ze

1) dosadenie spominaného ansatzu do vlnovej rovnice

(02 — c3A)v = 3 rotrot v

dava podmienku
A = GA)f = (nx (nx A)AS

i1) tato podmienka sa d4 zjednodusif na
07 1A = [c§ (n.A)Af]n
1i1) odtial je jedinou pripustnou alternativou pripad A || n plus platnost vinovej rovnice pre f
(07 = cg2)f =0

¢o opisuje pozdl/zvnu vInu, ktord sa siri rychlostou ¢y. V idedlnej tekutine sa tak moézu sirit (na rozdiel od pruzného
kontinua, pozri 11.17) len pozdizne vlny
iv) uvazované rychlostné pole v(r,t) vyhovuje homogénnej vinovej rovnici

(0} —cZA)v=0

Pravé strana (zdroj) vo vlnovej rovnici v i) sa teda v skutoénosti (v pozdlinej vlne) neuplatni a slizi v nej len
ako , filter”, ktory ,,prepusti” len pozdlzne vlny (vyliéi priecne vlny).
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