
Rozš́ırený SYLABUS a PRÍKLADY k prednáške
TEORETICKÁ MECHANIKA

Marián Fecko
15.verzia (z 18.07.2025; prvá bola z polovice 90-tych rokov)

0. VEKTOROVÁ ALGEBRA A ANALÝZA

Def.1. a.b := ab cosα ≡ ab‖ ≡ a‖b
Def.2. a× b = c
i) c ⊥ a , c ⊥ b
ii) | c |= ab sin α ≡ plocha P (a,b)
iii) smer c: pravidlo vývrtky

Obr. Def.1
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0.1 Overit’, že skalárny aj vektorový súčin sú bilineárne zobrazenia ⇒ stač́ı vediet’ ich hodnoty na báze, lebo

a.b = (aiei).(bjej) = aibj(ei.ej)

a× b = (aiei)× (bjej) = aibj(ei × ej)

Použila sa (a d’alej sa bude použ́ıvat’) tzv. (Einsteinova) sumačná konvencia: dvakrát sa opakujúci index znamená
automaticky sumáciu, čiže napr.

aiei :=
∑3

i=1
aiei

0.2 Overit’, že na pravotočivej ortonormálnej báze plat́ı

ei · ej = δij

ei × ej = εijkek

kde sa použil Kroneckerov symbol δij (= 0 pre i 6= j a 1 pre i = j) a Levi-Civitov symbol εijk (je úplne
antisymetrický a ε123 = 1).

0.3 Ukázat’, že
a · b = aibi

(a× b)i = εijkajbk

0.4 Dokázat’, že plat́ı
εijk = εkij = εjki

(invariantnost’ voči cyklickým zámenám). Odtial’, že

a · (b× c) = c · (a× b) = b · (c× a)

0.5 Náhodne overit’ Davis-cupovú identitu

εijkεmnk = δimδjn − δinδjm
1
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(mnemotechnika: v piatok hrá prvý proti prvému (im) a druhý proti druhému (jn), v nedel’u prvý proti druhému
(in) a druhý proti prvému (jm)). Dokázat’

εijkεmjk = 2δim εijkεijk = 6 δijaj = ai δii = 3

0.6 Dokázat’, že

a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c
(a× b) · (c× d) = (a · c)(b · d)− (a · d)(b · c)

Návod: (0.3),(0.5)

0.7 Overit’, že
i) pre determinant matice 3× 3 plat́ı

detA = εijkA1iA2jA3k ≡
1

3!
εijkεlmnAilAjmAkn

ii) pre determinant matice bĺızkej k jednotkovej plat́ı

det(1n + ǫC) = 1 + ǫTrC + . . .

(Stopa matice X ≡ TrX := Xii ≡ súčet diagonálnych elementov).

0.8 Nech

A =




e1 e2 e3
a1 a2 a3
b1 b2 b3




t.j. A1i = ei , A2j = aj , A3k = bk.
Dokázat’, že plat́ı

detA = (a× b)iei

Pozn.: odvodený výsledok umožňuje poč́ıtat’ vektorový súčin pomocou determinantu. Tento postup je však
zbytočne t’ažkopádneǰśı, ako priame použitie komponentného vzorca odvodeného v úlohe (0.3)

0.9 Pre l’ubovol’nú štvorcovú n × n maticu B ↔ Bij existuje jednoznačný rozklad (MT je transponovaná

matica k M , t.j. MT
ij =Mji)

B = S +A

S ≡ 1

2
(B +BT ) A ≡ 1

2
(B −BT )

t.j.
Bij = Sij +Aij

Sij ≡
1

2
(Bij +Bji) Aij ≡

1

2
(Bij −Bji)

(na symetrickú a antisymetrickú čast’). Nech d’alej s je l’ubovol’ná n × n symetrická matica (sT = s), a a je
l’ubovol’ná antisymetrická matica (aT = −a). Ukázat’, že
i)

Tr (Bs) = Tr (Ss) Tr (Ba) = Tr (Aa) Tr (sa) = 0

t.j.
Bijsji = Sijsji Bijaji = Aijaji sijaji = 0

ii)
εijksjk = 0

ai :=
1

2
εijkajk ⇒ (a1, a2, a3) = (a23, a31, a12)

Nech xi sú kartézske súradnice v R
3 (x ≡ x1,y ≡ x2,z ≡ x3).

Def.3. ∇ ≡ (∂1,∂2,∂3) (,,nabla operátor”; ∂i ≡ ∂
∂xi )

Def.4. grad f ≡∇f
Def.5. div A ≡∇ ·A
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Def.6. rot A ≡∇×A
Def.7. △f = div grad f

0.10 Ukázat’, že v kartézskych súradniciach

(grad f)i = ∂if ≡ f,i
div A = ∂iAi ≡ Ai,i

(rot A)i = εijk(∂jAk) ≡ εijkAk,j
△f = ∂i∂if ≡ f,ii

Návod: (0.3).

0.11 Dokázat’

∂ir ≡ r,i =
xi
r

(r ≡ |r| ≡
√
x2 + y2 + z2)

0.12 Dokázat’

rot grad f = 0 pre l’ubovol’né f

div rot A = 0 pre l’ubovol’né A

Návod: (rot grad f)i = εijk∂j∂kf ; div rot A = εijk∂i∂jAk a aplikovat’ εijkSjk = 0 z (0.9).

0.13 Dokázat’, že ak F(r) = f(r)r, tak
rot F = 0

t.j. také silové pole je vždy potenciálové. Nájst’ potenciálnu energiu.
Návod: (rot F)i = εijk∂j(fxk) = . . . ; hl’adat’ ju v tvare U(r) = h(r)⇒ (−∇U)i = −h′(r)∂ir = . . . (0.11).

0.14 Nájst’ potenciálnu energiu pre silové pole F(r) = α
r2

r
r
. (Návod: (0.13))

0.15 Vypoč́ıtat’ div F pre F(r) z (0.13).

0.16 Overit’, že

△f(r) = f ′′ +
2

r
f ′ ≡ 1

r2
(r2f ′)′

Recept 1. Krivkový integrál (,,2.druhu”)
∫
C
A.dr

(A(r) - vektorové pole, C - krivka)
sa poč́ıta takto: Krivka C sa parametrizuje, t.j. vyjadŕı v tvare r(u), u ∈< a, b >. Potom

∫

C

A · dr ≡
∫

C

Aidxi =

∫ b

a

A(r(u)) · dr(u)
du

du ≡
∫ b

a

Φ(u)du

kde

Φ(u) := A(r(u)) · dr(u)
du

Recept 2. Plošný integrál (,,2.druhu”)
∫
S
A · dS

(A(r) - vektorové pole, S - dvojrozmerná plocha)
sa poč́ıta takto: plocha S sa parametrizuje, t.j. vyjadŕı v tvare r(u, v), (u, v) ∈< a, b > × < c, d > . Potom

∫

S

A · dS ≡
∫

S

AidSi =

∫ b

a

du

∫ d

c

dvAi(r(u, v))εijk
∂xj

∂u

∂xk

∂v
≡

∫ b

a

du

∫ d

c

dvΨ(u, v)

kde

Ψ(u, v) := Ai(r(u, v))εijk
∂xj(u, v)

∂u

∂xk(u, v)

∂v
≡ A ·

(
∂r

∂u
× ∂r

∂v

)

Pozn.: z receptov 1,2 (na ich odvodenie a viac detailov si treba počkat’ na pŕıslušné časti kurzu matematickej
analýzy alebo diferenciálnej geometrie) vidno, že

dxi 7→
dxi(u)

du
du dSi 7→ εijk

∂xj

∂u

∂xk

∂v
dudv ≡

(
∂r

∂u
× ∂r

∂v

)

i

dudv
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V matematickej analýze sa dokazuje (kl’účový!) fakt, že tieto integrály nezávisia od parametrizácie, ale len od
,,množiny bodov”, ktorá sa parametrizuje (čiže parametrizáciu možno použit’ l’ubovol’nú a dá to vždy to isté).
Tvrdenie 1 (Gaussova veta): Nech A(r) je vektorové pole v R

3, D - 3-rozmerná oblast’ v R
3, ∂D - je jej hranica

(2-rozmerná uzavretá plocha). Potom plat́ı

∫

∂D

A · dS =

∫

D

(divA)dV

Tvrdenie 2 (Stokesova veta): Nech A(r) je vektorové pole v R
3, S - 2-rozmerná plocha v R

3, ∂S - jej hranica
(1-rozmerná uzavretá krivka ≡ slučka). Potom plat́ı

∫

∂S

A · dr =

∫

S

(rotA) · dS

(Pozn.1.: presneǰsie znenie týchto viet obsahuje o.i. aj pravidlá o zosúladeńı orientácíı; ich nerešpektovanie
môže spôsobit’, že dostaneme rovnost’ len až na znamienko.
Pozn.2.: tvrdenie 2 plat́ı pre l’ubovol’nú plochu S natiahnutú na (fixnú) hranicu ∂S.)

0.17 Vypoč́ıtat’ dSi(u, v) ≡ εijk ∂x
j

∂u
∂xk

∂v
dudv pre

i) sféru (alebo jej čast’) polomeru R (použit’ (u, v) ≡ (ϑ, ϕ) zo sférických súradńıc r, ϑ, ϕ)
ii) plášt’ valca polomeru R (na boku súradnice ϕ, z, na podstave a vrchu r, ϕ z pôvodných cylindrických súradńıc)
iii) plášt’ hranola rozmerov a, b, c (u, v 7→ zodpovedajúce kartézske súradnice)

0.18 Nech v(r, t) = (0, 0, v0 = konšt) je pole rýchlost́ı pre tečenie kvapaliny. Vypoč́ıtat’ objem kvapaliny,
ktorý pretečie za 1 sekundu
i) cez hornú polsféru polomeru R
ii) cez kruh polomeru R (ktorý uzatvára tú polsféru na polgul’u) orientovaný ⊥ na smer tečenia
iii) cez kruh polomeru R orientovaný pod uhlom α voči smeru tečenia (α je uhol medzi v a normálou ku kruhu)
Návod: Vo všetkých pŕıpadoch to źıskat’ poctivým výpočtom plošných integrálov

∫
S
v.dS podl’a Receptu 2 a až

potom to kontrolovat’ zdravým rozumom.

0.19 Nech v(r, t) je pole rýchlost́ı pre tečenie viskóznej kvapaliny v rúre kruhového prierezu (úlohy (11.9),
(11.10)). Vypoč́ıtat’ objem kvapaliny, ktorý pretečie fixovaným prierezom rúrky za 1 sekundu.
Návod: vypoč́ıtat’

∫
S
v · dS pomocou polárnych súradńıc v kruhu.

0.20 Ukázat’, že výsledky úlohy (0.18) i), ii) sú konzistentné s tvrdeńım Gaussovej vety.

0.21 Dokázat’ kritérium potenciálovosti silového pol’a F(r) v R
3:

F potenciálové ⇔ rotF = 0

Návod: i) ← úloha (0.12), →: definovat’ funkciu U(r) := −
∫ r

r0
F(r′).dr′ (r0 - fixovaný bod). Ukázat’, že:

ii) integrál nezáviśı od cesty (t.j. je korektne definovaný; využit’ Stokesovu vetu)
iii) −∇U = F
iv) iný výber r0 vedie na U 7→ U + konšt (⇒ F 7→ F )

Pozn.: uvedené tvrdenie plat́ı v jednoducho súvislých priestoroch, t.j. takých, kde sa dá stiahnut’ každá slučka.
Porozmýšl’at’, kde sa tento fakt využ́ıva.

0.22 Ukázat’, že rotF = 0 je to isté ako

Fi,j = Fj,i i = 1, 2, 3 resp. F[i,j] = 0

0.23 Dokázat’ jednoduchšiu implikáciu v kritériu potenciálovosti silového pol’a pre N čast́ıc, t.j.

F potenciálové ( FA = −U,A )⇒ FA,B = FB,A
Pozn.: na zopakovanie dôkazu opačnej implikácie podl’a návodu v (0.21) treba zovšeobecnenie Stokesovej vety
(existuje - Stokesova veta v teórii diferenciálnych foriem).
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1. SÚSTAVA (NEVIAZANÝCH) HMOTNÝCH BODOV

1 hmotný bod:

Kinematika:
trajektória (poloha) r(t)
(okamžitá) rýchlost’ v(t) = ṙ(t)
(okamžité) zrýchlenie a(t) = v̇(t) = r̈(t)
(úlohy (1.1) - (1.5))

Dynamika: 3 Newtonove zákony
Ďaľsie pojmy:

práca A :=
∫ 2

1
F · dr

2. Newtonov zákon dá A = T2 − T1 (T ≡ 1
2mv2 - kinetická energia)

potenciálové (konzervat́ıvne) silové pole: ak ∃ funkcia U(r) taká, že

F(r) = −∇U(r) ≡ −∂U
∂r
≡ −gradU(r)

kritérium potenciálovosti: F potenciálové ⇔ rotF = 0 (pŕıklady (0.21), (0.22))
V potenciálovom poli A = U2 − U1 ⇒

T1 + U1 = T2 + U2

(zachovanie celkovej mechanickej energie)

N hmotných bodov:

Kinematika: r 7→ ri,v 7→ vi,a 7→ ai (i = 1, . . . , N)
Dynamika: Fi = miai ≡ ṗi
Rozklad Fi = F

(e)
i +

∑
j 6=i

Fij (F
(e)
i - vonkaǰsia na i-tu, Fij - j-ta na i-tu)

Potom plat́ı: (využije sa zákon akcie-reakcie Fij = −Fji)
Ṗ = F(e)

(,,prvá veta impulzová”; P :=
∑
i

pi - celková hybnost’, F(e) :=
∑
i

F
(e)
i - celková vonkaǰsia sila; vpravo je len

celková vonkaǰsia sila, t.j. na celkovú hybnost’ sústavy nemajú vplyv vnútorné sily) a (využije sa Fij ‖ (ri− rj)
- centrálnost’ vnútorných śıl)

L̇ = N(e)

(,,druhá veta impulzová”; L :=
∑
i

Li ≡
∑
i

ri × pi - celkový moment hybnosti, N(e) :=
∑
i

N
(e)
i =

∑
i

ri × F
(e)
i -

celkový moment vonkaǰśıch śıl; na celkový moment hybnosti nemajú vplyv momenty vnútorných śıl)
Zákony zachovania pre izolovanú sústavu:

F(e) = 0⇒ P = konšt (celkovej hybnosti)

N(e) = 0⇒ L = konšt (celkového momentu hybnosti)
3N-rozmerný formalizmus:

(r1, . . . , rN )←→ r ≡ (x1, . . . , zN ) ≡ ((r1)x, . . . , (rN )z)
(p1, . . . ,pN )←→ p ≡ ((p1)x, . . . , (pN )z)
(F1, . . . ,FN )←→ F ≡ ((F1)x, . . . , (FN )z)
(∇1, . . . ,∇N )←→ ∇ ≡ ( ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂zN
)

Potom Newtonove rovnice
F = ṗ

t.j. formálne ako jeden hmotný bod, ale v 3N -rozmernom priestore
Teraz potenciálové pole: ak F (r) = −∇U(r) pre nejakú U(r)

resp. FA(r) = − ∂U
∂rA
≡ −U,A

alebo tiež Fi(r1, . . . , rN ) = −∇iU(r1, . . . , rN ) ≡ − ∂U
∂ri

Kritérium potenciálovosti:

Fpotenciálové⇔ FA,B = FB,A (úloha (0.23))
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1.1 Rovnomerný pohyb po špirále (tvaru solenoidu) v priestore - zaṕısat’ r(t), vypoč́ıtat’ v(t), a(t).

1.2 Nájst’ r(t) pre rovnomerný pohyb (|v| = konšt) po logaritmickej špirále v rovine (r(ϕ) = a ebϕ). Ukázat’,
že r rastie s časom lineárne.
1.3 Bod v rovine sa pohybuje tak, že uhol medzi smerom jazdy a smerom k fixnému bodu je konštantný.
Ukázat’, že dráha je logaritmická špirála.

1.4 Nájst’ rovnicu loxodrómy, t.j. krivky na sfére, ktorá zviera so všetkými poludńıkmi rovnaký (daný) uhol α0.
Návod: pre l’ub. krivku na sfére (polomeru R) plat́ı r(t) = (R sinϑ cosϕ,R sinϑ sinϕ,R cosϑ), kde ϑ(t), ϕ(t)

sú funkcie parametra t. Zaṕısat’ krivku r0(t) pre pohyb pozd́lž poludńıka a od hl’adanej krivky r(t) žiadat’, aby
uhol medzi ṙ0(t) a ṙ(t) bol α0. Vzniknutú diferenciálnu rovnicu separovat’ a nájst’ riešenie v implicitnom tvare
f(ϑ, ϕ) = 0.

1.5 Ukázat’, že pri pohybe v rovine plat́ı: ak je sektorová (≡ plošná) rýchlost’ (Ṡ ≡ 1
2r

2ϕ̇ -prečo?) konštantná,
tak zrýchlenie má vždy smer do (od) stredu.
Návod: nahliadnút’, že dS = r× dt ṙ; potom r× ṙ = k a (d/dt) teda r× r̈ = 0

1.6 Ukázat’, že ak L je konštantný (pre jeden hmotný bod), tak pohyb je v rovine kolmej na L a prechádzajúcej
,,počiatkom” (bodom, voči ktorému sa odč́ıta L). Nájst’ rovnicu tejto roviny.
Návod: r× ṙ = k, násobit’ skalárne vektorom r; rovnica roviny je k.r+ q = 0

1.7 Overit’ (výpočtom rot F), že silové pole F(r) = f(r)r je potenciálové. Nájst’ potenciálnu energiu.

Návod: hl’adat’ v tvare U(r) = U(r). Overit’, že −∇U = −U ′(r)
r

r a porovnat’ s daným F.

1.8 Aplikovat’ (1.7) na gravitačné (elektrostatické) silové pole

F(r) =
α

r2
r

r
α = konšt

1.9 Odvodit’ gravitačné silové pole F(r) = −mge3 tesne nad zemou z pol’a v pŕıklade (1.8)
Návod: vypoč́ıtat’ 0. člen Taylorovho rozvoja v F(r) okolo r = R, kde R ≡ polomer Zeme; to isté najprv
analogickou aproximáciou potenciálnej energie - tam však treba aj 1.člen Taylorovho rozvoja - prečo?

1.10 Vypoč́ıtat’ U(r) pre pole z úlohy (1.8) integrovańım
∫
F.dr po vhodnej ceste.

1.11 Vypoč́ıtat’ U(r) pre izotropný priestorový oscilátor, t.j. F(r) = −kr (k > 0).
Návod: pozri návod k úlohe (1.7)

1.12 Nech potenciálna energia interakcie dvoch hmotných bodov má tvar U(r1, r2) = U(r), kde r ≡ |r|,
r ≡ r1 − r2. Overit’, že pŕıslušné sily sṕlňajú zákon akcie a reakcie. Naṕısat’ zodpovedajúce Newtonove rovnice.
Odvodit’ z nich, že t’ažisko sa pohybuje rovnomerne priamočiaro.

1.13 Overit’, že homogénne silové pole (F(r) = const) je potenciálové a nájst’ U(r). Špecifikovat’ na zemské
gravitačné pole, t.j. F(r) = mg = −mge3.
1.14 Riešit’ úlohu o páde telesa o hmotnosti m z vel’kej výšky na teleso o hmotnosti M(m << M ⇒
predpokladat’, že teleso M sa nehýbe).
Návod: treba riešit’ rovnicu mẍ = −κmM/x2. Ked’̌ze tu figurujúca sila F(r) = −(κMm/r2)(r/r) má po-
tenciálnu energiu, možno využit’ 1. integrál ≡ celkovú energiu, t.j. riešit’ (ekvivalentnú) rovnicu prvého rádu
1
2mẋ

2 − κmM
x

= E = konšt. = −κmM
x0

(x0 ≡ x(0); predpokladá sa ẋ(0) = 0).

Zaviest’ bezrozmerné premenné ξ ≡ x
x0
, τ =

√
2κM
x3
0

t ≡ t
t0

(t0 je akýsi charakteristický čas zostavený z konštánt

vstupujúcich do úlohy - aký je asi jeho význam?), a rovnicu separovat’ na tvar

−
√

ξ

1− ξ dξ = dτ

(prečo treba volit’ znamienko ,,-” pred odmocninou?). Na to substitúcia (porovnat’ s úlohou (4.4)) ξ = cos2 ψ2 ≡
1
2 (1 + cosψ).

Vyjde τ = 1
2 (ψ + sin ψ), ξ = 1

2 (1 + cosψ) Ukázat’, že ide o cykloidu v rovine ξτ (polomer kolesa R = 1
2 ).

Pre malé časy (↔ malé ψ) vyjadrit’ v explicitnom tvare a dostat’ x(t)=̇x0 − x0

4t2
0

t2
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2. VÄZBY

N hmotných bodov bez väzieb: r̄ ≡ (r1, . . . , r3N ) ∈ R
3N

(Holonómne) väzby: sústava rovńıc φα(r̄) = 0 α = 1, . . . , k < 3N
Tie r̄, ktoré vyhovujú všetkým väzbám, tvoria konfiguračný priestor sústavy (úloha (2.1))

M = {r̄ ∈ R
3N ;φα(r̄) = 0 pre α = 1, . . . , k < 3N} ≡ skutočný životný priestor sústavy

Def: dim M =: počet stupňov vol’nosti ≡ 3N − k =: n
Nech r̄ ∈M , δr̄ infinitezimálny pŕırastok taký, že aj r̄ + δr̄ ∈M . Potom

φα(r̄) = 0 φα(r̄ + δr̄) = 0

⇒
δr̄.∇̄φα|r̄ = 0 α = 1, . . . , k

t.j. v inom zápise δr1.∇1φα|r̄ + · · ·+ δrN .∇Nφα|r̄ = 0
Také δr̄ sa volajú virtuálne posunutia (sú to teda malé posunutia z M opät’ do M)

Pohyb sústavy s väzbami:
˙̄p = F̄ = F̄ (a) + F̄ (r)

F̄ (a) - akt́ıvna sila: tá čast’, ktorá by ostala, aj keby sa väzby zrušili (napr. gravitačná)
F̄ (r) - reakcia väzby - nepŕıjemný (úloha (2.6)) člen - je snaha vyhnút’ sa jeho explicitnému výpočtu
Dá sa to takto: postulát

pre virtuálne posunutie δr̄.F̄ (r) = 0

(motivácia: F̄ (r) ⊥M, δr̄ ‖M)
Potom

( ˙̄p− F̄ ) = 0 /.δr̄

dáva sústavu rovńıc

( ˙̄p− F̄ (a)).δr̄ = 0

δr̄.∇̄φα = 0 α = 1, . . . , k

φα = 0 α = 1, . . . , k

Týchto 2k + 1 rovńıc sa volá D’Alambertov-Lagrangeov prinćıp (úloha (2.4))
Špeciálne riešenie = státie - možné len v rovnovážnych polohách. Tam d

dt
(čohokol’vek) = 0 ⇒

F̄ (a).δr̄ = 0

δr̄.∇̄φα = 0

φα = 0

čo je prinćıp virtuálnych prác: práca akt́ıvnych śıl pri virtuálnom posunut́ı (výraz F̄ (a).δr̄) je v rovnovážnej
polohe nulová (úlohy (2.3), (2.5))

Zovšeobecnené súradnice - l’ubovol’né ,,dobré” súradnice qa ≡ (q1, . . . , qn) na M .
Pomocou nich pre l’ubovol’né r̄ ∈M vyjadrenie

r̄ = r̄(q) ≡ r̄(q1, . . . , qn)

(parametrizácia konfiguračného priestoru - úloha (2.1)). Potom l’ubovol’né virtuálne posunutie má tvar

δr̄ =
∂r̄(q)

∂qa
δqa

Pozn.: D’Alambertov-Lagrangeov prinćıp je na praktické riešenie jednoduchých úloh dost’ t’ažkopádny (napr.
zbytočne vel’a rovńıc - počet rovńıc ≡ 2k + 1 stúpa s počtom väzieb, zatial’ čo počet stupňov vol’nosti
n = 3N − k klesá, t.j. životného priestoru je s rastúcim k čoraz menej). Pre nás slúži ako most na trase
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Newtonove rovnice 7→ D’Alambert-Lagrangeov prinćıp 7→ Lagrangeove rovnice (2.druhu)

2.1 Zaṕısat’ väzby (v tvare Φα(r̄) = 0, α = 1, ..., k) a akt́ıvnu silu F̄ (a) pre
i) rovinné matematické kyvadlo
ii) sférické kyvadlo
iii) dvojné rovinné kyvadlo
iv) dvojné sférické kyvadlo
Vo všetkých pŕıpadoch určit’ ,,typ” konfiguračného priestoru (kružnica,...), jeho rozmer (≡ počet stupňov
vol’nosti) a zaviest’ zovšeobecnené súradnice

2.2 Zaṕısat’ explicitne rovnice pre virtuálne posunutia (δr̄.∇̄Φα = 0) pre situácie z úlohy (2.1)

2.3 Nájst’ rovnovážne polohy sústav z úlohy (2.1) pomocou prinćıpu virtuálnych prác (t.j. riešit’ sústavu

Φα = 0, δr̄.∇̄Φα = 0, F̄ (a).δr̄ = 0; pozri tiež (3b.15))

2.4 Zaṕısat’ a riešit’ rovnice zodpovedajúce D’Alembertovmu - Lagrangeovmu prinćıpu (t.j. Φα = 0, δr̄.∇̄Φα =

0, ( ˙̄p− F̄ (a)).δr̄ = 0) pre rovinné matematické kyvadlo (úloha (2.1i)).

2.5 Riešit’ úlohu o rovnováhe na páke (ramená l1, l2, na ich koncoch sily F1, F2 smerom dolu) pomocou prinćıpu
virtuálnych prác (pozri tiež (3b.15)).

2.6 Vypoč́ıtat’ reakciu väzby pre pŕıpad rovinného matematického kyvadla využit́ım známej (úloha (3a.2))
pohybovej rovnice v zovšeobecnenej súradnici ϕ. Overit’ pre tento pŕıpad platnost’ všeobecnej rovnice
δr̄.F̄ (r) = 0.
Návod: zaviest’ parametrizáciu

(x(ϕ), y(ϕ), z(ϕ)) ≡ r(ϕ) = l (sin ϕ, 0,− cosϕ) ≡ l er

Potom využit́ım rovnice ϕ̈+ g
l
sin ϕ = 0 a definovańım eϕ ≡ (cosϕ, 0, sin ϕ) dostat’

r̈ = g sin ϕ (−eϕ) + lϕ̇2(−er)

a teda
F = mr̈ = −mg sinϕ eϕ −mlϕ̇2er

Ked’̌ze
F(a) ≡ mg = mg sinϕ (−eϕ) +mg cosϕ er

tak
F(r) ≡ F− F(a) = (mg cosϕ+mlϕ̇2)(−er) =

= −F(a)
⊥ +mlϕ̇2(−er)

Reakcia väzby sa teda skladá z dvoch čast́ı:
1. (opačne vzatá) čast’ akt́ıvnej sily kolmá (⊥) na konfiguračný priestor
2. dostredivá sila (,,dynamicky” vznikutá - prejavuje sa až pri pohybe)

Ked’̌ze δr̄ je tu ∼ eϕ (smer do konfiguračného priestoru, (2.2i)) a F(r) ∼ er, plat́ı δr̄ ≡ δr ⊥ F(r) ≡ F̄ (r) a teda

δr̄.F̄ (r) = 0

3. LAGRANGEOVE ROVNICE (2.druhu)

Vychádzame z D’Alambertovho-Lagrangeovho prinćıpu

( ˙̄p− F̄ (a)).δr̄ = 0

∇̄φα.δr̄ = 0

φα = 0



9

Väzby (3.rovnica) sa ,,vyriešia” parametrizáciou konfiguračného priestoru pomocou zovšeobecnených súradńıc

r̄ = r̄(q1, . . . , qn)

Potom virtuálne posunutia sú

δr̄ =
∂r̄

∂qa
δqa

Ked’̌ze zložky δr̄ nie sú nezávislé, zatial’ čo δqa sú nezávislé, prvá rovnica nedáva ˙̄p− F̄ (a) = 0, ale dáva

( ˙̄p− F̄ (a)) · ∂r̄
∂qa

= 0

Definuje sa a-ta zovšeobecnená sila

Qa := F̄ (a) · ∂r̄
∂qa

Výpočet d’alej ukazuje, že

˙̄p · ∂r̄
∂qa

=
d

dt

∂T

∂q̇a
− ∂T

∂qa

kde T = T (q, q̇, t) = kinetická energia sústavy
a tak dostávame Lagrangeove rovnice 2.druhu pre všeobecné sily

d

dt

∂T

∂q̇a
− ∂T

∂qa
= Qa

Pre potenciálovú sústavu

Qa = F̄ (a) · ∂r̄
∂qa

= −∂U
∂r̄
· ∂r̄
∂qa
≡ − ∂U

∂qa

kde
U(q) := U(r̄(q))

Dostávame teda Lagrangeove rovnice 2.druhu pre potenciálové sústavy

d

dt

∂L

∂q̇a
− ∂L

∂qa
= 0 a = 1, . . . , n

kde lagranžián (Lagrangeova funkcia) je

L(q, q̇, t) := T (q, q̇)− U(q, t)

(úlohy (3a.1) - (3a.15))

Z tvaru T v premenných r̄, ˙̄r (T ≡ 1
2

∑N
k=1mkṙk

2) vychádza, že všeobecne

L(q, q̇, t) =
1

2
Tab(q, t)q̇

aq̇b − U(q, t) ≡ 1

2
( q̇1, . . . , q̇n )



T11 . . . T1n
...

. . .
...

Tn1 . . . Tnn






q̇1
...
q̇n


− U(q, t)

Zákony zachovania: cyklická súradnica ≡ ktorá nevstupuje explicitne do L (a mohla by). Plat́ı
t cyklické ⇒ zachovanie E(q, q̇) := q̇a ∂L

∂q̇a
− L = (pre L = T − U) = T + U (celková energia)

qa cyklické ⇒ zachovanie pa(q, q̇) :=
∂L
∂q̇a

(a-ta kanonická hybnost’ (= zovšeobecená hybnost’))

(úlohy (3a.2) - (3a.6))
Nötherovej veta: za k-parametrickú grupu symetrie L je k zákonov zachovania
Zovšeobecnená potenciálna energia: ak ∃ U(q, q̇, t) také, že

Qa = − ∂U
∂qa

+
d

dt

∂U

∂q̇a

Potom tiež Lagr. rovnice v tvare (úlohy (3b.1) - (3b.12))

d

dt

∂L

∂q̇a
− ∂L

∂qa
= 0

Dôležitý pŕıklad: Lorentzova sila (úloha (3b.2), (3b.4), (3b.10)-(3b.12))
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3a - potenciálové sily

3a.1 Overit’, že Newtonove rovnice pre N neviazaných hmotných bodov

mkr̈k = −∇kU(r1, . . . , rN )

sú Lagrangeove rovnice pre

L(r1, . . . , rN , ṙ1, . . . , ṙN ) =
1

2

N∑

k=1

mkṙ
2
k − U(r1, . . . , rN )

t.j.
d

dt

∂L

∂ṙk
− ∂L

∂rk
= 0

3a.2 Rovinné matematické kyvadlo. Naṕısat’ L(ϕ, ϕ̇, t), pohybové rovnice, zákony zachovania. Overit’, že pre
isté ϕ0 je státie (ϕ(t) = ϕ0) riešeńım pohybových rovńıc (najprv skúsit’ uhádnut’ pre aké).

3a.3 Sférické kyvadlo. Naṕısat’ L(ϑ, ϕ, ϑ̇, ϕ̇, t), rovnice. Uhádnut’ nejaké riešenie (ktoré nie je státie). Pre aké
ϑ0, ϕ0 je státie ϑ(t) = ϑ0, ϕ(t) = ϕ0 riešeńım? Naṕısat’ všetky zákony zachovania.

3a.4 Dvojné rovinné kyvadlo. Naṕısat’ L(ϕ1, ϕ2, ϕ̇1, ϕ̇2, t), rovnice, zákony zachovania. Overit’, že ϕ1(t) = ϕ2(t)
všeobecne nie je riešeńım (kmitanie ako jedno ,,dlhé” kyvadlo).

6
-

u

z
x

m

l

Obr. 3a.2

*
ϕ

6
-

u

z
x

m1

l1

Obr. 3a.4

*
ϕ1

um2
l2

�ϕ2

3a.5 Bod viazaný na zvislý valec. V cylindrických súradniciach naṕısat’ L(ϕ, z, ϕ̇, ż, t), rovnice, riešenie, zákony
zachovania. Interagujú stupne vol’nosti ϕ, z?

3a.6 Bod viazaný na vodorovný valec. Naṕısat’ L(ϕ, x, ϕ̇, ẋ, t), rovnice, zákony zachovania. Uhádnut’ nejaké
riešenia (státie aj rôzne od státia).

6z

Obr. 3a.5

uml

-x

Obr. 3a.6

u
l

m

3a.7 Kyvadlo podl’a obrázku (šnúrka, ktorá je vždy napnutá, je jedným koncom pripevnená na vrchu valca

polomeru R). Naṕısat’ L(θ, θ̇, t), rovnice.
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Obr. 3a.7

R

Θ t
l

m

3a.8 Rebŕık (m, l) pri stene (bez trenia). Naṕısat’ L(θ, θ̇, t), rovnice.

3a.9 Dva hmotné body m sú viazané na osi x, z a spojené nehmotnou paličkou d́lžky l. Gravitačné pole je v
smere osi z.
i) naṕısat’ L(ϕ, ϕ̇, t)
ii) dedukovat’, že tento systém sa správa presne tak, ako rovinné matematické kyvadlo
iii) ukázat’, že v istom intervale uhlov sa systém správa ako rebŕık z úlohy (3a.8)

6

-

z

x

Obr. 3a.8

θ

l, m

�

6
-

z
x

Obr. 3a.9

u

u wϕ l

m

m

3a.10 ,,Lineárna retiazka” n rovnakých guličiek a n+1 pružiniek . Naṕısat’ lagranžián L(x1, ..., xn, ẋ1, ..., ẋn, t),
rovnice (xi je výchylka i-tej guličky smerom vpravo oproti rovnovážnej polohe).

3a.11. ’Strecha’ hmotnostiM sa pohybuje bez trenia v smere osi x. Cez ňu je prehodené lano, na jeho koncoch

sú závažia m1,m2 (obr.). Naṕısat’ L(x, ξ, ẋ, ξ̇, t), pohybové rovnice, zachovávajúce sa veličiny.

Obr. 3a.10

u . . .
k m

-
x1

u km

-
xn

6

-

z

x

Obr. 3a.11

e

︸ ︷︷ ︸
x

M

α β

m2
m1

ξ
/
7

3a.12 Po nekonečnom šikmom drôte sa ḱlže korálka hmotnosti M , na nej je zavesené (rovinné - v rovine danej
drôtom a gravitačným zrýchleńım) kyvadlo (l,m) ;
i) naṕısat’ L(x, ϕ, ẋ, ϕ̇, t), rovnice,
ii) intuit́ıvne odhadnút’, či existuje riešenie tvaru ϕ = konšt.
iii) overit’ svoju intúıciu dosadeńım patričného ansatzu do pohyb. rovńıc

3a.13 Na nitiach d́lžky l visia dva rovnaké homogénne valce polomeru R. Na nich je vol’ne položený (taký
istý) tret́ı valec (obr.). Nájst’ L(ϕ, ϕ̇, t). Prediskutovat’ rozumné hodnoty parametrov.
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6

-

z

x

Obr. 3a.12

u

︸ ︷︷ ︸
x

t*
ϕ

l

m

M

Obr. 3a.13

ll

pp

:
2ϕ

"!
# 

"!
# "!
# 

-R

3a.14 i) Nájst’ riešenie pohybovej rovnice (3a.2) rovinného matematického kyvadla (pre l’ubovol’né - nielen malé
- výchylky).
Návod: využit’ 1.integrál ≡ energiu (za nevstupovanie t do L), pŕıslušnú rovnicu 1.rádu separovat’ a riešenie
vyjadrit’ pomocou špeciálnej funkcie (eliptický integrál 1. druhu)

F (x; k) :=

∫ x

0

dt√
1− k2sin2t

ii) ukázat’, že pre x << 1 je asymptoticky

F (x; k) ≈ 1

k
arcsin (kx)

iii) v tejto aproximácii vyjadrit’ riešenie z bodu i). Overit’, že sa reprodukuje výsledok, ktorý sa źıska obmedzeńım
sa na malé výchylky v pôvodnej pohybovej rovnici (aproximácia ϕ ∼ sin ϕ).

3a.15 Definuje sa Eulerov-Lagrangeov výraz pre lagranžián L(q, q̇, t) (ktorý nemuśı mat’ nevyhnutne štruktúru
T − U):

ELa ≡ ELa (q, q̇, q̈, t) :=
d

dt

∂L

∂q̇a
− ∂L

∂qa

t.j. Lagrangeove rovnice 2.druhu sú

ELa = 0 a = 1, . . . , n

Ukázat’, že

EL1+λL2

a = EL1

a + λEL2

a E ḟa = 0

(λǫR, f = f(q, t)⇒ ḟ = ∂f
∂t

+ ∂f
∂qa

q̇a ≡ ḟ(q, q̇, t))
Dva lagranžiány nazveme ekvivalentné (označujeme ’∼’), ak vedú na rovnaké rovnice. Ukázat’, že

L ∼ λL+ ḟ

Návod: EλL+ḟa = λELa . Poučenia: adit́ıvne členy tvaru ḟ možno teda v lagranžiáne škrtnút’ a celý lagranžián sa
dá bezbolestne vynásobit’ konštantou.

3a.16
i) Ukázat’, že pre

L =
1

2
Tab(q)q̇

aq̇b − U(q)

majú Eulerove-Lagrangeove výrazy (pozri (3a.15)) tvar

ELa = Tabq̈
b + Γabc(q)q̇

bq̇c + U,a(q)

kde veličiny Γabc(q) sú definované ako

Γabc(q) :=
1

2
(Tab,c + Tac,b − Tbc,a)
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(v diferenciálnej geometrii sú známe pod názvom Christoffelove symboly 1.druhu pre metrický tenzor Tab(q); ale
o tom potom (potom = v diferenciálnej geometrii).)
Lagrangeove rovnice potom sú ekvivalentné rovniciam

q̈a + Γabc(q)q̇
bq̇c = −(T−1)ab(q)U,b(q)

kde
Γabc(q) := (T−1)ad(q)Γdbc(q)

(,,Christoffelove symboly 2.druhu”.)
ii) Vypoč́ıtat’ všetky Γabc, Γ

a
bc pre sférické kyvadlo (3a.3).

Návod: na ii) - porovnat’ konkrétne rovnice z (3a.3) so všeobecným tvarom daným tu a uvedomit’ si, že Γabc = Γacb,
Γabc = Γacb.

3b - zovšeobecnená potenciálna energia

3b.1 Ukázat’, že ak nechceme mat’ v zovšeobecnenej sile zrýchlenia (t.j. chceme len Qa(q, q̇, t)), tak zovšeobec-
nená potenciálna energia môže byt’ nanajvýš lineárna v zovšeobecnených rýchlostiach, t.j.

U(q, q̇, t) = Aa(q, t)q̇a + φ(q, t)

3b.2 Dokázat’, že U(r,v, t) = e(ϕ(r, t)− v.A(r, t)) zodpovedá Lorentzovej sile

F(r,v) = e(E(r, t) + v ×B(r, t))

(ϕ,A sú skalárny a vektorový potenciál poĺı E, B, tj. E = −∇ϕ− ∂A
∂t

, B = ∇×A). Porovnat’ s (3b.1)

3b.3 Ukázat’, že sila trenia F = −kv nemá potenciálnu energiu (ani zovšeobecnenú).

Návod: podl’a (3b.1) je pŕıpadné U = v.A(r, t) + φ(r, t). Vypoč́ıtat’ F ≡ −∂U
∂r

+ d
dt
∂U
∂v

a overit’, že sa to nemôže
pre žiadne A, φ rovnat’ −kv; pozri tiež (3c.3).

3b.4 Ukázat’, že A ≡ 1
2B0 × r, ϕ ≡ 0 (B0 - konštantný vektor) dávajú polia E = 0, B = B0 (homogénne

konštantné magnetické pole). Preto L pre pohyb bodového náboja v takomto poli je

L =
1

2
mv2 +

e

2
v.(B0 × r)

Dokázat’, že sa zachováva B0.L+ e
2 (r×B0)

2, kde L ≡ r× p ≡ mr× v.
Návod: ak má B0 smer osi z, zápis L v cylindrických súradniciach dá zákon zachovania pϕ, čo je práve to, čo
sa tu chce.
3b.5 Ukázat’, že ak väzby závisia explicitne od času (φα(r̄, t) = 0 ⇒ rk(q

a, t)), tak kinetická energia má
štruktúru

T =
1

2
Tab(q, t)q̇

aq̇b +Aa(q, t)q̇a + φ(q, t)

kde

Tab =

N∑

k=1

mk

∂rk(q, t)

∂qa
· ∂rk(q, t)

∂qb

Aa =

N∑

k=1

mk

∂rk(q, t)

∂qa
· ∂rk(q, t)

∂t

φ =
1

2

N∑

k=1

mk

∂rk(q, t)

∂t
· ∂rk(q, t)

∂t

Zdôvodnit’, že posledné dva členy možno interpretovat’ ako zovšeobecnenú potenciálnu energiu. (Návod: (3b.1))

3b.6 Hmotný bod je viazaný na kružnicu umiestnenú vertikálne, ktorá sa rovnomerne otáča okolo svojej
(zvislej) osi. Naṕı̌ste L(ϕ, ϕ̇, t), rovnice, uhádnite jedno riešenie. (Návod: (3b.5))

3b.7 Rovinné kyvadlo s danou premenlivou d́lžkou závesu l(t). Naṕısat’ L(ϕ, ϕ̇, t), rovnice. (Návod: (3b.5))
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3b.8 Nech L(q, q̇, t) = 1
2Tabq̇

aq̇b − (Aaq̇
a + φ). Ukázat’, že zámena

Aa 7→ Aa +
∂χ

∂qa
≡ A′

a φ 7→ φ+
∂χ

∂t
≡ φ′

(kalibračná transformácia potenciálov Aa, φ generovaná l’ubovol’nou funkciou χ(q, t)) pridáva k L iba nepod-
statný člen a nemeńı pohybové rovnice (porovnaj s (3a.15)).

3b.9 Ukázat’ explicitne, že pohybové rovnice vyplývajúce z L z úlohy (3b.8) obsahujú Aa, φ iba v takých
kombináciách, ktoré sú kalibračne invariantné, t.j. nemenia sa pri zamenách z úlohy (3b.8)
Návod: ukázat’, že pohybová rovnica má tvar

ELa ≡ Tabq̈b + Γabcq̇
bq̇c + (∂tTab +Ωab)q̇

b +Ωa = 0

kde Γabc boli definované v (3a.16) a
Ωab(q, t) := ∂aAb − ∂bAa
Ωa(q, t) := ∂aφ− ∂tAa

takže Aa, φ sa v pohybových rovniciach objavujú len cez kombinácie Ωab a Ωa. Ukázat’, že tieto výrazy sú
kalibračne invariantné.
3b.10 Vypoč́ıtat’ Ωab, Ωa pre pŕıpad lagranžiánu opisujúceho pohyb bodového náboja (e,m) v elektromagne-

tickom poli, t.j. L = 1
2mṙ2− e(φ− ṙ.A) (pozri úlohu (3b.2)). Ukázat’, že ako kalibračne invariantné kombinácie

tu vychádzajú vektory E,B zodpovedajúce φ,A.
Návod: ukázat’, ze v kartézskych súradniciach

Ωij ≡ ∂i(−eAj)− ∂j(−eAi) = −eεijkBk

Ωi ≡ ∂i(eφ)− ∂t(−eAi) = −eEi

3b.11 Špecifikovat’ pohybovú rovnicu z úlohy (3b.9) na situáciu z úlohy (3b.10)
Návod: ukázat’, že Γijk = 0 v kartézskych súradniciach, a že ostane

mẍi = e(Ei + εijkẋjBk) ≡ e(E+ v ×B)
i

3b.12 Nech pole B nezáviśı od času a pohybuje sa v ňom bodový náboj (m, e), pričom jeho trajektória je re(t).
Ukázat’, že r̂(t) ≡ r(−e)(−t) je tiež riešeńım pohybových rovńıc. Aká je fyzikálna interpretácia tohoto riešenia?
(Poznámka: prechod re(t) 7→ r(−e)(−t) sa volá “transformácia CT”- súčasná nábojová (C ↔ charge) a časová
(T ↔ time) inverzia.)

3b.13 Ukázat’, že rovnovážne polohy pre systém s väzbami sa źıskavajú z rovńıc

Qa = 0 a = 1, . . . , n

(Qa sú zovšeobecnené sily).
Návod: rozṕısat’ explicitne Lagrangeove rovnice 2.druhu (pre všeobecné sily)

d

dt

∂T

∂q̇a
− ∂T

∂qa
≡ ETa = Qa

a overit’, že pre státie ETa = 0 ((3a.15), ETa z (3a.16) pre U = 0)

3b.14 Ukázat’, že podmienka Qa = 0 (3b.13) vedie pre potenciálové sily na algoritmus

rovnovážne polohy ⇔ kritické body potenciálnej energie

t.j.
q0 rovnovážny ⇔ dU(q0) = 0

3b.15 Riešit’ ešte raz úlohy (2.3) a (2.5) aparátom z (3b.13), (3b.14)

3b.16 Ukázat’, že (Rn,+) je grupa.
Návod: overit’, že

(x1, . . . , xn) ◦ (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn)
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sṕlňa axiómy grupy.
Pozn.: Ked’̌ze grupové prvky sú charakterizované n-ticou spojitých premenných (≡ súradńıc), povie sa, že je to
n-parametrická spojitá grupa.

3b.17 Nech F(Rn) je množina funkcíı n premenných (F(Rn) ∋ f : Rn → R),

Ra ≡ R(a1,...,an) : F(Rn)→ F(Rn)

sú operátory na takýchto funkciách dané predpisom

(Raf)(x) := f(x+ a)

(a ≡ (a1, . . . , an), x = (x1, . . . , xn)). Ukázat’, že
i) zobrazenia (operátory) Ra tvoria grupu (ak sa ako ,,násobenie” zoberie zloženie zobrazeńı)
ii) predpis

(Rn,+) ∋ a 7→ Ra
je izomorfizmus grúp
iii) prvky R(0,...,0,b,0,...,0), b ∈ R tvoria (,,jednoparametrické”) podgrupy
iv) podmienka

R(b,0,...,0)f = f ∀b ∈ R

znamená, že f nezáviśı od x1 (analogicky pre xk, k = 1, . . . , n). (Terminológia: f je invariantná voči podgrupe
R(b,0,...,0))

3b.18 Lagranžián je funkcia na R
2n+1, L ∈ F(R2n+1) so súradnicami (t, q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n). Definujme

operátory

(R(a0,a1,...,an)L) (t, q
1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n) := L(t+ a0, q

1 + a1, . . . , q
n + an, q̇

1, . . . , q̇n)

Ukázat’, že
i) invariantnost’ L voči podgrupe R(b,0,...,0) znamená cykličnost’ t

ii) invariantnost’ L voči podgrupe R(0,b,...,0) znamená cykličnost’ q1

...
invariantnost’ L voči podgrupe R(0,0,...,b) znamená cykličnost’ qn

iii) za každú invariantnost’ z i) resp. ii) je nejaký zákon zachovania
Pozn.: toto je špeciálny pŕıpad Noetherovej vety (,,za k-parametrickú grupu invariantosti L je k zákonov za-
chovania”).

3c - všeobecné sily

3c.1 Nech zovšeobecnená sila Qa je súčet potenciálovej a nepotenciálovej časti:

Qa = −∂U(q, t)

∂qa
+ Q̃a

Ukázat’, že
i) pohybové rovnice sú

d

dt

∂L

∂q̇a
− ∂L

∂qa
= Q̃a

kde L ≡ T − U
ii) za nevstupovanie t do L je rovnica

Ė = Q̃aq̇
a (= výkon nepotenciálovej časti sily)

kde E ≡ T + U
3c.2 Rovinné matematické kyvadlo s odporom vzduchu (Fodp = −kv). Naṕısat’ L(ϕ, ϕ̇, t), pohybovú rovnicu.

Vyrátat’ Ė a ukázat’, že Ė ≤ 0. (Návod: (3c.1))
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3c.3 Metódami štatistickej fyziky sa ukazuje, že sily trenia sa dajú ṕısat’ v tvare

Q̃a = −αabq̇b

pričom (konštantné) koeficienty αab sṕlňajú
αab = αba

Ukázat’, že potom
i)

Q̃a = − ∂F
∂q̇a

kde disipat́ıvna funkcia F je

F ≡ 1

2
αabq̇

aq̇b

ii) Lagr. rovnice sú
d

dt

∂L

∂q̇a
− ∂L

∂qa
= − ∂F

∂q̇a

iii) za cykličnost’ t je rovnica

Ė = −2F
kde E = T + U (odtial’ je priama interpretácia F ako (dvojnásobku) výkonu disipat́ıvnych śıl)
iv) dedukovat’ z iii), že αab tvoria kladne definitnú maticu
v) vypoč́ıtat’ F pre úlohu (3c.2) a overit’ výsledky z iii), iv)

4. PRINCÍP NAJMENŠIEHO ÚČINKU (,,Hamiltonov”)

Diferenciálny prinćıp: zo situácie (= bodu trajektórie) v čase t predpis na výpočet situácie v čase t+ε. Technický
nástroj: diferenciálne rovnice. Pŕıklad: Newtonove a Lagrangeove rovnice (budú ešte Hamiltonove rovnice)

Integrálny prinćıp: výpoved’ o trajektórii ako celku. Nástroj: variačný počet. Pŕıklad: prinćıp najmenšieho
účinku.

Funkcionál: predpis funkcia 7→ č́ıslo (napr. q(t) 7→
t2∫
t1

L(q, q̇, t) dt)

Variačný počet: extrémy funkcionálov.

Účinkový funkcionál ≡ účinok:=
t2∫
t1

L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) dt ≡ SL[q]

Pri malých variáciách q 7→ q + δq sa tento integrál správa takto (úloha (4.1)):

SL[q+δq] = SL[q] +

∫ t2

t1

(
∂L

∂qa
− d

dt

∂L

∂q̇a
) δqadt+ · · · ≡ SL + δSL + . . .

takže plat́ı
Lagrangeove rovnice ⇔ δSL = 0

⇒
formulácia prinćıpu: pohyb po reálnej trajektórii extremalizuje účinok

4.1 Nech

SL[q] ≡
t2∫

t1

L(q, q̇, t)dt

je účinkový integrál,
qa(t) 7→ qa(t) + δqa(t) sú malé zmeny qa také, že δqa(t1) = δqa(t2) = 0. Ukázat’, že do prvého rádu v δqa plat́ı

SL[q + δq] ≡ SL + δSL = SL +

t2∫

t1

δSL[q]

δqa
(t)δqa(t)dt
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kde funkcionálna derivácia účinku SL[q], t.j. δSL

δqa
(≡ podl’a defińıcie to, čo sa objav́ı v poslednom integráli pri

δqa(t)), vychádza
δSL[q]

δqa
(t) =

∂L

∂qa
− d

dt

∂L

∂q̇a
≡ −ELa (q, q̇, q̈, t)

(pozri (3a.16))
Preto plat́ı

δSL = 0 ⇒ ELa = 0

čiže Eulerove-Lagrangeove rovnice sú nevyhnutnou podmienkou extrému funkcionálu SL[q].

4.2 Z prinćıpu najmenšieho účinku (δS
!
= 0) odvodit’ necitlivost’ rovnice ELa = 0 na zámenu L 7→ λL+ ḟ (pozri

(3a.16)).

Návod: overit’ SλL+ḟ [q] = λSL[q]+ konštanta nezávislá od q(t) vnútri intervalu (t1, t2)) ⇒ EλL+ḟa ≡ δSλL+ḟ

δqa
=

λ δS
L

δqa
= λELa .

4.3 Nájst’ najkratšiu spojnicu bodov (x0, y0) a (x1, y1) v rovine.

Návod: l01[y] =
x1∫
x0

L(y, y′, x)dx, kde L =
√

1 + y′2. Využit’ cykličnost’ x.

4.4 Riešit’ úlohu o brachystochrone: nájst’ tvar (dobre namydleného) drôtu y(x), po ktorom sḱlzne vlastnou
tiažou korálka z (vyššieho) bodu A do (nižšieho) bodu B za najkraťśı čas

Návod: tAB =
xB∫
xA

L(y, y′, x)dx, kde L =

√
1+y′2√
2gy

. Využit’ prvý integrál za cykličnost’ súradnice x, t.j. y′ ∂L
∂y′
−L =

konšt. Dostat’ túto rovnicu do tvaru k22gy(1+ y′2) = 1, resp. pre f(x) = 2k2gy(x) do tvaru
√

f
1−f df = 2k2gdx.

Substitúcia f ≡ sin2 ϕ ≡ 1−cos 2ϕ
2 dá po preintegrovańı parametrický tvar riešenia (označ. ψ = 2ϕ)

x(ψ) = R(ψ − sinψ)− x(0)

y(ψ) = R(1− cosψ)

kde R ≡ 1
4k2g . Ukázat’, že to je cykloida, t.j. krivka, ktorá vznikne gúl’ańım sa kolesa polomeru R po x-ovej osi

(x(ψ), y(ψ) sú súradnice bodu fixovaného na obvode kolesa, ak je koleso otočené o uhol ψ.

-x

Obr. 4.4
?y

A

By(x) s
m

6

-

y

x

Obr. 4.5

xA xB

A

B

y(x)

4.5 Riešit’ úlohu o ret’azovke: nájst’ tvar vol’ne visiacej (dokonale ohybnej ale nenat’ahujúcej sa) ret’aze. Koncové

body a d́lžka sú dané.

Návod: minimalizovat’ potenciálnu energiu ret’aze U [y] =
xB∫
xA

ρgy
√
1 + y′2dx za vedl’aǰsej podmienky, že d́lžka

ret’aze je daná, t.j.
xB∫
xA

√
1 + y′2dx = l. Na to riešit’ variačný problém pre Lλ[y] ≡ ρgy

√
1 + y′2 + λ

√
1 + y′2; λ

= “ Lagrangeov multiplikátor”.
Rovnicu pre 1. integrál (za cykličnost’ x) y′ ∂Lλ

∂y′
− Lλ = K = konšt. doviest’ do tvaru

Kdy√
(ρgy + λ)2 −K2

= dx
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Substitúcia ρgy + λ = kchα dá kα/ρg = x + q(q = konšt.) a celkovo y(x) = A ch (x/A + B) + C. Skúsit’
to nakreslit’ a porozmýšl’at’ o význame l’ubovol’ných konštánt A,B,C vo ,,všeobecnom” riešeńı a o tom, aké
podmienky ich fixujú v ,,partikulárnom” riešeńı.

4.6 Odvodit’ lagranžián a účinok pre malé priečne kmity struny (d́lžka l, prierez s) upevnenej na oboch koncoch,
ktorá je natiahnutá napät́ım σ0 a má hustotu ρ0.

-x

Obr. 4.6

6u

u(x, t)

0 l

Návod: element medzi x a x+dx má kinetickú energiu 1
2 (sρ0dx)(∂tu)

2
a potenciálnu energiu (voči stavu, ked’ je

struna rovná) sσ0(dl(x)−dx) .= sσ0
1
2 (∂xu)

2
dx (element sa natiahne z d́lžky dx na dl(x) =

√
1 + (∂xu)

2
dx

.
= . . .

, prekonávajúc silu sσ0). Potom

T [u](t) =
1

2
(sρ0)

l∫

0

dx(∂tu)
2

U [u](t) =
1

2
(sσ0)

l∫

0

dx(∂xu)
2

Potom lagranžián je

L(t) ≡ L[u](t) = T [u](t)− U [u](t) =

l∫

0

dxL(∂xu, ∂tu)

kde hustota lagranžiánu L je

L =
1

2
(sρ0(∂tu)

2 − (sσ0)(∂xu)
2
)

a účinok je

SL[u] =

t2∫

t1

dtL[u](t) =

t2∫

t1

dt

l∫

0

dxL

4.7 Odvodit’ pohybovú rovnicu (malých priečnych kmitov) struny prechodom k Fourierovým koeficientom v
premennej x.
Návod (pozri úlohu (4.6)): ked’̌ze u(0, t) = u(l, t) = 0, možno hl’adanú funkciu u(x, t) rozvinút’ do Fourierovho
radu

u(x, t) =

∞∑

n=1

cn(t)en(x)

en(x) ≡
√

2

l
sin

nπ

l
x (⇒ en(0) = en(l) = 0)

i) ukázat’, že

(en, em) ≡
l∫

0

en(x)em(x)dx = δnm

a teda

cn(t) = (u, en) ≡
l∫

0

u(x, t)en(x)dx

Zaviest’ tiež

fn(x) ≡
√

2

l
cos

nπ

l
x =

l

nπ
e′n(x)
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a ukázat’, že (fn, fm) = δnm
ii) dosadit’ rozvoj u =

∑
cnen do lagranžiánu z úlohy (4.6) a ukázat’, že

L(t) =

∞∑

n=1

Ln(cn, ċn)

kde

Ln(cn, ċn) ≡ (sρ0){
1

2
(ċ2n − ω2

ncn
2)} ω2

n ≡
σ0
ρ0

π2

l2
n2 ≡ ω2

1n
2

V premenných cn(t), n = 1, 2, ...∞ namiesto u(x, t) sa teda jav́ı struna ako súbor∞-ného počtu neinteragujúcich
lineárnych harmonických oscilátorov (s frekvenciou závislou od n).
iii) pohybové rovnice oscilátorov

c̈n + ω2
ncn = 0

preṕısat’ spät’ do jazyka u(x, t). Na to využit’

c̈n = (∂2t u, en) ω2
ncn = −σ0

ρ0
(∂2xu, en)

Potom
0 = c̈n + ω2

ncn = (en, ∂
2
t u−

σ0
ρ0
∂2xu)

a odtial’ (úplnost’ systému en)

(∂2t − v20∂2x)u(x, t) = 0 v20 ≡
σ0
ρ0

čo je vlnová rovnica pre u(x, t).

4.8 Nech má účinok tvar (pozri napr. (4.6))

SL[u] ≡ SL[u1, . . . , uN ] =

t2∫

t1

dt

∫

I3

d3xL(ua, ∂tua, ∂iua, xi, t)

kde I3 = (trojrozmerný) hranol, ua = ua(x1, x2, x3, t), a = 1, . . . , N . Ukázat’, že pri variácii ua 7→ ua + δua

(δua ≪ ua) takej, že
δua(x, t1) = δua(x, t2) = 0 x l’ubovol’né

a
δua(x, t) = 0 x ∈ ∂I3, t l’ubovol’né

(∂I3 je hranica I3) sa meńı SL[u] (do 1. rádu v δua) na

SL[u+ δu] = SL[u] +

t2∫

t1

dt

∫

I3

d3x(
δSL[u]

δua
(x, t))δua(x, t) + . . .

kde
δSL[u]

δua
(x, t) =

∂L
∂ua
− ∂t

∂L
∂(∂tua)

− ∂i
∂L

∂(∂iua)

Teda ak zavedieme Eulerov Lagrangeov výraz (3a.15), (4.1) zodpovedajúci hustote lagranžiánu L ako

ELa ≡
∂L
∂ua
− ∂t

∂L
∂(∂tua)

− ∂i
∂L

∂(∂iua)

tak
δSL[u]

δua
= ELa

a preto nevyhnutné podmienky extrému funkcionálu SL[u] sú

ELa = 0 a = 1, . . . , N
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Pozn.: ak zavedieme štvorrozmerný hranol I4 =< t1, t2 > ×I3 a označ́ıme t ≡ x0, tak

SL[u] =

∫

I4

d4xL(ua, ∂µua, xµ) d4x ≡ dx0d3x,

δua sú nulové na ∂I4 a

ELa =
∂L
∂ua
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µua)

)

kde µ bež́ı hodnotami 0,1,2,3 (takéto označenia sú štandardné v teórii relativity).

4.9 Odvodit’ pohybovú rovnicu (malých priečnych kmitov) struny variáciou účinku podl’a u(x, t).
Návod: (4.6), (4.7), (4.8); pohybové rovnice v jazyku cn(t) sa dajú odvodit’ variáciou podl’a cn, pričom δcn(t1) =
δcn(t2) = 0. Potom

u ≡
∑

cnen 7→
∑

(cn + δcn)en ≡ u+ δu

kde
δu(x, t) =

∑
δcn(t)en(x)

a teda
δu(x, t1) = δu(x, t2) = δu(0, t) = δu(l, t) = 0

Preto podmienky
δS[c1, . . . ]

δcn
(t) = 0

vedú na
δS[u]

δu
(x, t) = 0

Použit’ výsledok úlohy (4.8) a źıskat’

δS[u]

δu
(x, t) = −sρ0(∂2t − v20∂2x)u(x, t) v20 ≡

σ0
ρ0

a teda
(∂2t − v20∂2x)u(x, t) = 0

4.10 Vymysliet’ pŕıklad, ktorý ukáže, že ansatz sa dosadzuje do pohybových rovńıc odvodených z úplného la-
granžiánu, NIE do lagranžiánu (z ktorého sa potom odvodia pohybové rovnice), t.j. že operácie ansatzu a odvo-
denia pohybových rovńıc nekomutujú a správne poradie je ,,najprv úplné rovnice, potom ansatz”. Zdôvodnit’
toto poradie z variačného prinćıpu.
Návod: extrém voči (ansatzom) obmedzeným variáciám ešte nemuśı byt’ extrém voči ,,úplným” variáciám.

4.11. i) Overit’, že účinok, moment hybnosti a Planckova konštanta ~ majú rovnaký rozmer (preto možno
merat’ účinok aj moment hybnosti v jednotkách ~)
ii) vypoč́ıtat’ č́ıselnú hodnotu účinku pre pád kameňa hmotnosti 1kg na zem z výšky 1m
iii) vypoč́ıtat’ č́ıselnú hodnotu účinku za jeden obeh po kruhovej orbite pre planétu okolo Slnka a elektrón okolo
protónu v atóme vod́ıka (použit’ typické hodnoty polomerov, hmotnost́ı,...)
iv) vypoč́ıtat’ č́ıselnú hodnotu momentu hybnosti pre situácie z iii)
v) rozhodnút’, pre ktoré situácie z ii)-iv) je ~ vhodná škála na meranie účinku resp. momentu hybnosti (t.j. S

~

resp. |L|
~

sú slušné č́ısla)

5. HAMILTONOVE (kanonické) ROVNICE

Nech x1, . . . , xn 7→ y1(x), . . . , yn(x), t.j. yi = yi(x) je zámena súradńıc.
Legendreova transformácia (úplná): ak ∃ L(x) taká, že

yi(x) =
∂L(x)
∂xi
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Inverzná - tiež Legendreova, generovaná H(y) :=
n∑
i=1

xi(y)yi − L(x(y))

Čiastočná Legendreova transformácia:
x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn 7→ y1(x), . . . , yk(x), xk+1, . . . , xn
pričom yi(x) =

∂L(x)
∂xi

i = 1, . . . , k

Inverzná: generovaná

H(y1, . . . , yk, xk+1, . . . , xn) :=
k∑
i=1

xiyi − L
t.j.

xi =
∂H

∂yi
i = 1, . . . , k

Tiež plat́ı ∂H
∂xi

= − ∂L
∂xi

i = k+1, . . . , n

V mechanike: q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t 7→ q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t
kde

pi :=
∂L(q, q̇, t)

∂q̇i

⇒ ide o (čiastočnú) Legendreovu transformáciu.
Potom

q̇i =
∂H

∂pi
i = 1, . . . , n

∂H

∂qi
= − ∂L

∂qi
= − d

dt

∂L

∂q̇i
= −ṗi i = 1, . . . , n

kde

H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) =

n∑

i=1

piq̇
i(q, p, t)− L(q, q̇(q, p, t), t)

To sú Hamiltonove kanonické rovnice (2n obyčajných diferenciálnych rovńıc 1.rádu pre q(t), p(t)). Je to ekvi-
valentný spôsob riešenia mechanických úloh.

Fázový priestor: 2n-rozmerný priestor so súradnicami (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn)
Rozš́ırený fázový priestor: 2n+ 1-rozm. priestor so súradnicami (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t)

Nech F,G sú funkcie na (pŕıpadne rozš́ırenom) fázovom priestore. Potom ich Poissonove zátvoky {F,G} je
funkcia

{F,G} :=
n∑

i=1

(
∂F

∂pi

∂G

∂qi
− ∂F

∂qi
∂G

∂pi
)

(úlohy (5.7) - (5.12)).

Fázový tok: φt : (q(0), p(0)) 7→ (q(t), p(t)) podl’a Hamiltonových rovńıc
Liouvillova veta (5.13): pri fázovom toku sa zachováva fázový objem volD(t) :=

∫
D(t)

dqdp

5.1 Ukázat’, že pre lagranžián štruktúry

L(q, q̇, t) =
1

2
Tab(q, t)q̇

aq̇b − U(q, t) ≡ 1

2
( q̇1, . . . , q̇n )



T11 . . . T1n
...

. . .
...

Tn1 . . . Tnn






q̇1
...
q̇n


− U(q, t)

vychádza zodpovdajúci hamiltonián v tvare

H(q, p, t) =
1

2
(T−1)

ab
papb + U ≡ 1

2
( p1, . . . , pn )




(T−1)
11

. . . (T−1)
1n

...
. . .

...
(T−1)

n1
. . . (T−1)

nn






p1
...
pn


+ U(q, t)



22

5.2 Ukázat’, že pre lagranžián štruktúry

L(q, q̇, t) =
1

2
Tab(q, t)q̇

aq̇b − U(q, q̇, t)

kde
U(q, q̇, t) ≡ φ(q, t)−Aa(q, t)q̇a

vychádza zodpovedajúci hamiltonián v tvare

H(q, p, t) =
1

2
(T−1)

ab
(q, t)(pa −Aa)(pb −Ab) + φ

5.3 Naṕısat’ H(q, p, t) a pŕıslušné pohybové rovnice pre situácie z pŕıkladov (3a.1) až (3a.10)
Návod: (5.1)

5.4 Naṕısat’ H(r,p, t) a Hamiltonove rovnice pre pohyb bodového náboja (m, e) v danom elektromagnetickom
poli E(r, t), B(r, t).
Návod: (3b.2), (5.2)

5.5 Ukázat’, že H(r,p, t) pre pohyb bodového náboja v danom elektromagnetickom poli E,B sa dá źıskat’
formálne takto:
1. naṕı̌se sa H0(r,p, t) pre náboj bez pol’a, t.j. H0 = p2

2m
2. urob́ı sa zámena (“zapnutie elektromagnetickej interakcie ”)

H0 7→ H0 + eφ
p 7→ p− eA

t.j. spolu H(r,p, t) = H0(r,p− eA, t) + φ.
Návod: (5.4)

5.6 Nech

SH [q, p] :=

t2∫

t1

(pa(t)q̇
a(t)−H(q, p, t))dt

je funkcionál na krivkách vo fázovom priestore. Ukázat’, že pre infinitezimálne variácie δqa(t), δpa(t) sṕlňajúce
δqa(t1) = δqa(t2) = 0 (od δpa sa nežiada nič!) plat́ı

δSH [q, p]

δqa
(t) = −ṗa −

∂H

∂qa

δSH [q, p]

δpa
(t) = q̇a − ∂H

∂pa

a teda (“zovšeobecnený”) prinćıp najmenšieho účinku δSH
!
= 0 dáva priamo Hamiltonove rovnice.

Návod: (4.1)

5.7 Poissonove zátvorky dvoch funkcíı v (pŕıpadne rozš́ırenom) fázovom priestore sa definujú ako funkcia

{f, g} := ∂f

∂pa

∂g

∂qa
− ∂g

∂pa

∂f

∂qa

Dokázat’, že majú vlastnosti
i) {f1 + λf2, g} = {f1, g}+ λ{f2, g}
{f, g1 + λg2} = {f, g1}+ λ{f, g2} (bilinearita)

ii) {f, g} = −{g, f} (antisymetria)
iii) {f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}} = 0 (Jacobiho identita)
iv) {f, gh} = g{f, h}+ {f, g}h (Leibnizovo pravidlo)
Definujme operátor na funkciách

Df : g 7→ {f, g}

Dokázat’, že má vlastnosti
v) Df (g1 + λg2) = Df (g1) + λDf (g2) (linearita)
vi) Df (gh) = (Dfg)h+ g(Dfh) (Leibnizovo pravidlo)
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t.j. Df sa správa ako “ derivácia algebry funkcíı ”(≡ je lineárny a na súčine podl’a Leibnizovho pravidla).
vii) Vypoč́ıtat’ Df explicitne ako diferenciálny operátor 1. rádu.

5.8 Nech f(q, p, t) je funkcia na rozš́ırenom fázovom priestore, qa(t), pa(t) riešenia Hamiltonových rovńıc.
Ukázat’, že

ḟ ≡ d

dt
f(q(t), p(t), t) = {H, f}+ ∂f

∂t

5.9 Ukázat’, že Hamiltonove rovnice sa dajú naṕısat’ v tvare

q̇a = {H, qa}

ṗa = {H, pa}

Návod: použit’ f = qa resp. pa v (5.8)

5.10 Nech f(p, q), g(p, q) sú dve zachovávajúce sa veličiny vo fázovom priestore (ḟ = ġ = 0). Ukázat’, že potom
aj
i) f + λg
ii) {f, g}
sú zachovávajúce sa veličiny.
Návod na ii): (5.8), (5.7)iii)

5.11 Dokázat’

{qa, qb} = 0 = {pa, pb} {pa, qb} = δba

(,,fundamentálne Poissonove zátvorky”).

5.12 Nech xi, pi sú kartézske zložky polohového vektora r a hybnosti p jedného hmotného bodu bez väzieb.
Ukázat’, že
i) {xi, xj} = {pi, pj} = 0
ii) {pi, xj} = δij
iii) {Li, xj} = −εijkxk

{Li, pj} = −εijkpk
{Li, Lj} = −εijkLk

iv) {Li,L2} = {Li,p2} = {Li, r2} = 0
pričom L ≡ r× p je moment hybnosti (Li = εijkxjpk).

5.13. H(x, p) ≡ p2

2 − x zodpovedá jednorozmernému pohybu hmotného bodu m = 1 pod vplyvom konštantnej
sily F0 = 1 (ujasnit’ si).

i) vypoč́ıtat’ explicitne fázový (hamiltonovský) tok

(x, p) 7→ (x(t), p(t))

(x(t), p(t) sú riešenia Hamiltonových rovńıc s počiatočnou podmienkou x(0) = x, p(0) = p).
ii) nech D(0) ≡< 0, 1 > × < 0, 1 > je štvorec v rovine xp (fázovom priestore), D(t) jeho obraz voči

fázovému toku. Nakreslit’, ako bude vyzerat’ D(−2), D(−1), D(0), D(1), D(2) (t.j. v diskrétnych časoch
t = -2, -1, 0, 1, 2).

iii) overit’, že hoci dochádza k deformácii štvorca, plocha útvaru D(t) (pre t z úlohy ii)) je stále taká istá
(Liouvillova veta).

5.14. i) Ukázat’, že ak lagranžián nezáviśı explicitne od t, tak to plat́ı aj pre pŕıslušný hamiltonián
ii) že potom je H 1. integrál
Návod: odvodit’ ∂H

∂t
= −∂L

∂t
; (5.8).

5.15 Zistit’, či prechod od polárnych ku kartézskym súradniciam je Legendreova transformácia. To isté pre
lineárnu (xi 7→ yi = Aijxj) resp. afinnú (xi 7→ yi = Aijxj + ai) zámenu v R

n.

6. INFORMÁCIE O POHYBE ZÍSKATEL’NÉ BEZ RIEŠENIA (pohybových) ROVNÍC

Fázový portrét: pre 1 stupeň vol’nosti = krivky E = konšt v rovine qp (fáz. priestore; úlohy (6.1)-(6.4), (6.7),
(6.8), (7.5))
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Dáva rýchlo a lacno prehl’ad o kvalitat́ıvnych vlastnostiach riešeńı, čo často z exaktného tvaru riešenia vidno
t’ažšie . Pŕıklad: rovinné matematické kyvadlo (úlohy (3a.14) versus (6.2)).
Podobné riešenia - źıskané z nejakého pevného (vhodným) preškálovańım premenných a parametrov (6.9)-(6.14)
V lagr. formalizme: vhodnost’ škálovania ⇔ L 7→ λL
Exaktné riešenie versus fázový portrét, mechanická podobnost’, rozmerová analýza

6.1 Nakreslit’ fázový portrét lineárneho harmonického oscilátora.
i) Pomocou neho určit’ hodnotu integrálu

P(E) ≡
∫

DE

dxdp

kde DE ≡ {(x, p)|H(x, p) ≤ E}.
ii) to isté vypoč́ıtat’ ako

2

xmax∫

xmin

pE(x)dx

Návod:
p2E
2m + U(x) = E ⇒ pE(x) = . . .

6.2 Nakreslit’ fázový portrét rovinného matematického kyvadla. Aké typy riešeńı existujú?

6.3 Nakreslit’ fázový portrét pre jednorozmerný pohyb pod vplyvom konštantnej sily F (x) = F0.
Návod: (1.13), (5.13)

6.4 Nakreslit’ fázový portrét pre hmotný bod v jednorozmernej potenciálovej jame.

U(x) = 0 |x| ≤ a

U(x) = U0 > 0 |x| > a

Návod: uvažovat’ realistickeǰśı pŕıpad s trochu zaoblenými hranami

6.5 Predstavit’ si (pŕıpadne vypoč́ıtat’), ako sa budú vyv́ıjat’ v čase nejaké dvojrozmerné oblasti vo fázových
priestoroch z pŕıkladov (6.1) až (6.4) a porozmýšl’at’ o Liouvillovej vete v kontexte týchto úloh (pozri (5.13)).

6.6∗ Nech H(x, p) = p2

2m + U(x) a nech fázová trajektória s energiou E zodpovedá periodickému riešeniu
(perióda tE). Ukázat’, že
i)

tE = 2m

xmax∫

xmin

dx

pE(x)

(pE(x) je z rovnice p2

2m + U(x) = E)
ii) ukázat’, že plat́ı

P (E) =

∫
tEdE

(P (E) je definované v úlohe (6.1)). Overit’ výsledok na lineárnom harmonickom oscilátore (kde P (E) = EtE).
Návod: vypoč́ıtat’ d

dE
P (E) pomocou (6.1ii)

6.7 Nech H(x, p) ≡ a2p2 + U(x) je hamiltonián systému s jedným stupňom vol’nosti x (a > 0).
Ukázat’, že jeho fázový portrét má tieto vlastnosti:
i) je symetrický voči osi x
ii) v bodoch, kde pret́ına x-ovú os sú pŕıslušné fázové krivky vždy presne zvislé (‖ s osou p), ak nejde o
rovnovážnu polohu (pŕıkladom na rovnovážnu polohu tohoto typu je úloha (6.8))
iii) overit’ ich v konkrétnych pŕıpadoch (6.1)
Návod ii): Krivky fázového portrétu možno zaṕısat’ v tvare

φ(x, p) = 0

pre
φ(x, p) ≡ a2p2 + U(x)− E
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Lokálne ich možno zaṕısat’ v tvare x = f(p) alebo p = h(x). Plat́ı

dx

dp
≡ df(p)

dp
= −φ,p

φ,x
= . . .

6.8 Vyšetrit’ správanie sa rovinného matematického kyvadla s energiou E = 2mgl (ak v polohe dolu má nulovú
energiu) v okoĺı vratkej rovnovážnej polohy (ϕ = π).
Návod: ide o pohyb po separatrise (krivke,ktorá odd’el’uje na fázovom portréte topologicky rôzne riešenia).
Ukázat’, že jej rovnica je

pϕ(ϕ) = ±2ml
√
gl cos

ϕ

2

Aproximovat’ v okoĺı uvažovaného bodu priamkou pϕ = aϕ+ b a vzniknutú (,,linearizovanú”) rovnicu (pϕ súviśı
s ϕ̇) riešit’. Interpretovat’ v jazyku reálneho pohybu kyvadla.

6.9 V lagranžiáne pre vol’ný pád L(z, ż) = 1
2mż

2 −mgz urobit’ preškálovanie všetkých premenných aj para-
metrov, t.j.

z 7→ Az

t 7→ Bt

m 7→ Cm

g 7→ Dg

i) Overit’, že potom L ≡ T − U 7→ C A2

B2 (T − DB2

A
U) ≡ L′ a teda pre A = DB2 je L′ = konšt.L

Nech teraz padá kameň hmotnosti m0 na Zemi z (malej) výšky h0 za čas t0. Zistit’
ii) za aký čas by padal ten istý kameň z tej istej výšky na Mesiaci (D ∼ 1/6)
iii) z akej výšky by musel padat’ kameň, aby mu to trvalo 2x dlhšie
iv) za aký čas spadne 3x t’ažš́ı kameň
v) ako sa interpretuje fakt, že na C nevyšli nijaké obmedzenia
vi) overit’ výsledky “výpočtov”pomocou škálovania z explicitného riešenia z(t) = h− 1

2gt
2.

6.10 Nech sa rovinné kyvadlo d́lžky l0 a hmotnosti m0 kýva na Zemi s periódou t0. Preškálovańım pŕıslušného
lagranžiánu (3a.2) zistit’:
i) ako sa zmeńı perióda po preneseńı na Mesiac

ii) aké pred́lženie l0 treba na zdvojnásobenie periódy
iii) ako sa zmeńı perióda, ak sa zdvojnásob́ı amplitúda kmitov (ϕmax 7→ 2ϕmax)
iv) prečo sa (pomocou škálovania) nedá odpovedat’ na otázku iii)
Návod: iv): lebo zámena ϕ 7→ Aϕ nespôsob́ı L 7→ λL (,,ϕ sa nedá škálovat’”)

6.11 Preškálovańım vhodných premenných a parametrov lagranžiánu pre Keplerovu úlohu (pre m≪M)

L(r, ṙ) =
1

2
mṙ2 + κmM

1

r

zistit’
i) ako by sa zmenila obežná doba Zeme (po tej istej elipse), ak by bolo Slnko 3x t’ažšie, ako je
ii) ako by sa zmenila obežná doba Zeme, ak by bola Zem 2x t’ažšia, ako je

iii) ako sa zmeńı pomer (vel’ká poloos)
3
/(obežná doba)

2
pre n-krát väčšiu elipsu

iv) či je výsledok iii) ekvivalentný 3.Keplerovmu zákonu
v) polomer kruhovej orbity pre stacionárnu družicu v jednotkách vzdialenosti Zem-Mesiac
Návod na iv): sú všetky elipsy (riešenia Keplerovej úlohy) nevyhnutne podobné?

6.12 Elektrón v homogénnom magnetickom poli B(r, t) = B0 (3b.4). Ukázat’
i) že možným pohybom je rovnomerný pohyb po kružnici
ii) že v 3x silneǰsom poli je možný pohyb po tej istej kružnici. Ako sa zmeńı doba obehu?
iii) ako sa zmeńı obežná doba, ak po 3x väčšej kružnici obieha pozitrón?

6.13 Do akčného filmu treba nakrútit’ scénu, pri ktorej sa mrakodrap výšky 100m zosype (vol’ným pádom) na
zem. Scéna sa simuluje pádom ,,mrakodrapu” výšky 1m. Ako treba zrýchlit’ alebo spomalit’ film, aby nakrútená
pasáž pôsobila dôveryhodne ?
Návod: (6.9)

6.14 Družica obieha okolo planéty polomeru R a konštantnej hustoty ρ tesne nad jej povrchom. Ukázat’, že jej
obežná doba T nezáviśı od R. (Návod: rozmerová analýza, T = T (R, ρ, κ).)
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i) rozmerovou analýzou
ii) explicitným výpočtom T
Návod: i) T = T (ρ,R, κ)

7. PROBLÉM DVOCH TELIES

Ak sú v hre len 2 telesá interagujúce centrálnymi potenciálovými silami, (úloha (7.1)iv) tak

U(r1, r2) = U(r) r ≡ |r1 − r2|

Pohybové rovnice v premenných r1, r2 sú zret’azené, ale v premenných

r ≡ r1 − r2 R ≡ m1r1 +m2r2
M

(M ≡ m1 +m2)

(relat́ıvny vektor a t’ažisko) sa rozret’azia:

L =
1

2
MṘ2 +

1

2
µṙ2 − U(r) ≡ L1(R, Ṙ) + L2(r, ṙ)

kde µ ≡ m1m2/(m1 +m2) je redukovaná hmotnost’ sústavy
Pohyb t’ažiska triviálny ⇒ redukcia úlohy o dvoch telesách na úlohu o jednom (formálnom) telese v centrálnom
poli (F ≡ −∇U(r) = −U ′(r) r

r
) V centr. poli L = konšt⇒ pohyb v rovine (1.6) ⇒

L(r, ϕ, ṙ, ϕ̇, t) =
1

2
µ(ṙ2 + r2ϕ̇2)− U(r)

Cykličnost’ t, ϕ⇒ E, pϕ = konšt⇒ riešenie ,,v kvadratúrach”
Keplerova úloha: U(r) = −α/r. Dráhy kužel’osečky, typ podl’a energie.
Precesia perihélia: narušenie U(r) ∼ 1/r (ostatné planéty, efekt všeob. teórie relativity) vedie na neuzavreté
trajektórie (vel’mi slabý jav)

7.1 Ukázat’, že zámena súradńıc (r1, r2) 7→ (r,R), kde r ≡ r1 − r2 je relat́ıvny vektor a R ≡ m1r1 + m2r2
m1 + m2

je

poloha t’ažiska, je regulárna, t.j. jakobián ∂(r1,r2)
∂(r,R) je všade nenulový. Nájst’ inverzný prechod (r,R) 7→ (r1, r2).

7.2 Vzájomná interakcia hmotných bodov je daná potenciálnou energiou

U(r1, r2) = U(r)

kde r = |r|, r = r1 − r2 (pozri (1.12),(7.12)).
i) ukázat’, že rovnice v premenných r1, r2 sú zret’azené
ii) rozret’azit’ rovnice zámenou z úlohy (7.1)
iii) rozret’azit’ rovnice ako v ii), ale pomocou lagranžiánu
iv) ukázat’, že potenciálna energia je translačne a rotačne invariantná, t.j. (7.12)

U(Ar1 + a, Ar2 + a) = U(r1, r2)

(pozri (7.12) pre A ∈ SO(3) (t.j. ATA = I, detA = 1), a ∈ R
3.

7.3 Vypoč́ıtat’ redukovanú hmotnost’ pre atóm vod́ıka (sústava protón - elektrón), pozitrónium (pozitrón -
elektrón) a sústavy Slnko - Jupiter, Slnko - Zem a Zem - Mesiac

7.4 Nakreslit’ priebeh efekt́ıvnej potenciálnej energie Uef (r) ≡ U(r) +M2/2µr2 (µ - redukovaná hmotnost’,

M2 - kvadrát momentu hybnosti) pre
i) Keplerovu úlohu (U(r) = −α/r)
ii) harmonickú silu (U(r) = k(r − a)2/2)
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7.5 Pohyb v centrálnom poli U(r) je vždy v rovine (1.6) a je daný hamiltoniánom

H(r, pr, ϕ, pϕ, t) =
p2r
2µ

+
p2ϕ
2µr2

+ U(r)

i) ukázat’, že cykličnost’ t, ϕ vedie na fakt, že (ak pϕ ≡M) plat́ı rovnica

H(r, pr;M) ≡ p2r
2µ

+
M

2

2µr2
+ U(r) = E

(E je celková energia).
ii) nakreslit’ kvalitat́ıvne krivky H = E v rovine r, pr, t.j. fázový portrét (6.kap.) pre Keplerovu úlohu
iii) vyč́ıtat’ z neho ohraničenia na hodnotu r pre danú energiu
iv) ,,uvidiet’” triedu periodických riešeńı (pre isté hodnoty E)

Návod: U(r) = −α
r
(α > 0)⇒ H = E ⇔ pr = ±

√
2µ(E − Uef ) pre Uef (r) = U(r) + M

2

2µr2 .

Nakreslit’ si (kvalitat́ıvne) E − Uef (r) a z toho pr = ±√....
7.6 Ukázat’, že pre celkový moment hybnosti sústavy dvoch telies plat́ı (v označeniach z úlohy (1.12))

L ≡ m1r1 × ṙ1 +m2r2 × ṙ2 =MR× Ṙ+ µr× ṙ

Pri vol’be počiatku súradńıc v t’ažisku (R = 0) teda dostávame

L = µr× ṙ

takže výraz µr× ṙ má význam celkového momentu hybnosti sústavy voči t’ažisku.

7.7 Ukázat’, že pri pohybe v centrálnom poli U(r) = −α
r
sa zachováva Rungeho-Lenzov vektor

A ≡ v × L− αr
r

Návod: využit’ pohybovú rovnicu mv̇ = −−→∇U = − α
r2

r
r
a jej dôsledok L̇ = 0.

7.8 Z rovnice elipsy p
r
= 1 + e cosϕ a vyjadrenia (p, e) cez fyzikálne parametre |E|, α, µ, m = |L| dokázat’

a =
p

1− e2 =
α

2|E| b =
p√

1− e2
=

m√
2µ|E|

rmin =
p

1 + e
= a(1− e) rmax =

p

1− e = a(1 + e)

(a, b sú vel’ká resp. malá polos elipsy, rmin, rmax sú perihélium resp. afélium).

7.9 Dokázat’, že Rungeho-Lenzov vektor (úloha (7.7)) má

i) smer hlavnej polosi (orientácia od ohniska k perihéliu)
ii) vel’kost’ αe (e - excentricita (výstrednost’)).

Návod: vypoč́ıtat’ ho v perihéliu a využit’ A(t) = konšt. Na ii) využit’ výsledky úlohy (7.8)

7.10 Riešit’ pohybovú rovnicu pre hmotný bod v (centrálnom) poli U(r) = U(r) = kr2/2.
Návod: pohyb je v rovine. Zaṕısat’ a riešit’ pohybovú rovnicu v kartézskych súradniciach a spoznat’ v trajektórii
elipsu so stredom (nie ohniskom ako u planét) v počiatku súradńıc (≡ “centre”pol’a).

7.11 Nech r, ϕ sú polárne súradnice inerciálneho pozorovatel’a, r′, ϕ′ polárne súradnice pozorovatel’a na gra-
mofónovom tanieri, ktorý sa otáča rovnomerne uhlovou rýchlost’ou ω. Pozorovatel’ na tanieri kresĺı elipsu

ϕ′(t) = t

r′(t) =
p

1 + e cos t

i) ukázat’, že
r′ = r

ϕ′ = ϕ− ωt
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ii) ukázat’, že inerciálny pozorovatel’ vid́ı kreslit’ krivku

ϕ(t) = (1 + ω)t

r(t) =
p

1 + e cos t
resp.

r(ϕ) =
p

1 + e cos( 1
1+ωϕ)

iii) ukázat’, že to dáva algoritmus na kreslenie krivky

r(ϕ) =
p

1 + e cos(bϕ)
,

a to: treba kreslit’ elipsu (jednotkovou uhlovou rýchlost’ou voči tanieru) na tanieri otáčajúcom sa uhlovou
rýchlost’ou ω = 1−b

b
a pozriet’ sa na to, čo sa kresĺı v ,,inerciálnej” rovine.

iv) vypoč́ıtat’ uhol otočenia perihélia za 1 obeh pre b = 1+ ε, ε≪ 1. Návod: vtedy ω
.
= −ε⇒ za čas t = 2π sa

stihne tanier otočit’ o 2πε.
7.12 Nech (x, y) ∈ R

2, a ∈ R, Ta : R2 7→ R
2 funguje podl’a pravidla (x, y) 7→ (x+a, y+a) (translácia o ,,vektor”

(a, a)).
i) ukázat’, že najvšeobecneǰsia funkcia f(x, y), ktorá je invariantná voči Ta (t.j. f(x+a, y+a) = f(x, y)) má tvar

f(x, y) = h(x−y)

kde h je l’ubovol’ná funkcia jednej premennej.
ii) zovšeobecnit’ na vektorové argumenty: že najvšeobecneǰsia translačne invariantná potenciálna energia pre
dva hmotné body U(r1, r2) (t.j. taká, že U(r1 + a, r2 + a) = U(r1, r2) pre l’ubovol’né a) má tvar

U(r1, r2) = U(r1−r2)

kde U je l’ubovol’ná funkcia jedného vektora.
Návod na i): zaviest’ namiesto (x, y) premenné u ≡ x−y, v ≡ x+y, vyjadrit’ Ta cez ne, zaṕısat’ cez ne podmienku

invariantnosti funkcie f̂(u, v) := f(x, y). Pre ii) analogicky u ≡ r1 − r2, v ≡ r1 + r2.

8. MALÉ KMITY

Ak U(q1, .., qn) má minimum v q0 ≡ (q10 , .., q
n
0 ), tak v jeho okoĺı je možný univerzálny typ pohybu - malé kmity.

Ak je celková energia E len trochu väčšia ako U(q0), tak vždy q bĺızko k q0 ⇒ Tayl. rozvoj. Vyjde

L(x, ẋ) =
1

2
Mij ẋ

iẋj − 1

2
Kijx

ixj

xi ≡ qi − qi0 Mij ≡ Tij(q0) Kij ≡
∂2U(q)
∂qi∂qj


q0

Lin. zámena xi 7→ Aijxj ≡ ξi umožňuje prechod k normálnym súradniciam; v nich

L = L1 + ..+ Ln Li ≡
1

2
ξ̇2i −

1

2
ω2
i ξ

2
i

⇒ sústava neinteragujúcich lin. harm. oscilátorov. Ich frekvencie ωi ≡charakteristické frekvencie sa dajú nájst’
(aj v pôvodných premenných) riešeńım sekulárnej rovnice

det |K − ω2
iM | = 0⇒ ω2

1 , .., ω
2
n

Špeciálne riešenia pohyb. rovńıc: módy - nenulové len jedno ξi. Všeob. riešenie je superpoźıcia módov (⇒ už
nemá pevnú frekvenciu).
Táto teória je dôležitá aj v teórii pol’a; jednoduchý pŕıklad: úlohy o strune a jej módoch (4.6)-(4.9).
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8.1 Urobit’ aproximáciu malých kmitov v lagranžiánoch z úloh (3a.2), (3a.4), (3a.7), (3a.10). Vyṕısat’ explicitne

matice Mij ,Kij (figurujúce vo všeobecnom tvare L = 1
2Mij ẋiẋj − 1

2Kijxixj).

8.2 Riešit’ sekulárnu rovnicu det(K − ω2M) = 0 a nájst’ charakteristické frekvencie ωa pre úlohu (3a.4)

8.3 Presvedčit’ sa, že rozvoj lagranžiánu z úlohy (3a.3) v okoĺı minima potenciálnej energie vo sférických súrad-
niciach je problematický (súradnice sú tam defektné). Overit’, že problém je len v súradniciach, nie v podstate
veci.
Návod: naṕısat’ L v obyčajných kartézskych súradniciach x, y (priemet hmotného bodu v zvislom smere do roviny
xy) a vypoč́ıtat’ približný lagranžián v okoĺı minima U(x, y). Nájst’ Mij ,Kij , určit’ charakteristické frekvencie
a módy. Overit’, že sférické kyvadlo sa pri malých kmitoch správa ako izotrópny dvojrozmerný harmonický
oscilátor (7.10).

8.4 Sústava n rovinných kyvadiel spriahnutých pružinkami. Naṕısat’ lagranžián pre malé kmity, vyṕısat’ matice
Mij ,Kij . Riešit’ úlohu (charakteristické frekvencie, módy) pre n = 2.

8.5 Vyšetrit’ malé kmity sústavy z úlohy (3a.13)

8.6 Uvažujme systém (1 stupeň vol’nosti) pozostávajúci zo zvislého valca naplneného ideálnym plynom, ktorý
je zhora uzavretý vol’ne sa pohybujúcim piestom (plocha S, hmotnost’ m).

6m x

p0, V0

Obr. 8.6

Nech rovnovážny tlak a objem sú p0 (≡ mg/S – prečo ?), V0. Odvodit’ vzorec na výpočet γ ≡ cp/cv plynu z
pozorovanej frekvencie malých kmitov sústavy.
Návod: pre x podl’a obr. plat́ı p(x)V γ(x) = p0V

γ
0 , kde V (x) = V0+Sx . Odtial’ silu na piest F (x) a vypoč́ıtat’

ω pre malé kmity.

9. POHYBOVÉ ROVNICE V NEINERCIÁLNEJ VZŤAŽNEJ SÚSTAVE

,,Translačná” neinerciálnost’: (úloha (9.1))
Nech ρ - voči inerc. sústave, r(t) voči neinerc., R(t) - počiatok neinerc. voči inerc.
Potom ρ(t) = R(t) + r(t)
Newtonove rovnice v inerciálnej sústave sú mρ̈(t) = F(ρ, t).
Ich prepis do neinerciálnej sústavy vedie na

mr̈ = F(r, t)−mA

F(r, t) := F(r+R(t), t) A(t) := R̈(t)

Dodatočná (fikt́ıvna) sila (−mA) sa volá zotrvačná sila. Nezáviśı od r (⇒ homogénne pole - ako tiažové)
,,Rotačná” neinerciálnost’: (úloha (9.4))
ak ei− ortonormovaná báza stojaca v inerciálnej sústave
eα(t)− ortonormovaná báza stojaca v neinerciálnej sústave
tak
ėα(t) = ω × eα(t) (neinerciálna sústava sa otáča uhlovou rýchlost’ou ω voči inerciálnej)
Nech r(t) = xi(t)ei = xα(t)eα(t)
Derivovanie dáva

r̈ = ẍiei = ẍαeα + 2~ω × (ẋαeα) + ω̇ × r+ ω × (ω × r)

⇒ Coriolisova, Eulerova a odstredivá sila. Vo vhodnom označeńı (9.4)
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celkovo (pre translačnú aj rotačnú neinerciálnost’) rovnice v tvare

ma = F −mA︸ ︷︷ ︸
Zotrvač

−2m(ω × v)︸ ︷︷ ︸
Coriolis

−mω̇ × r︸ ︷︷ ︸
Euler

−mω × (ω × r)︸ ︷︷ ︸
Odstred’

⇒ spolu 4 dodatočné (fikt́ıvne) sily v neinerciálnej sústave (mená podl’a svojich objavitel’ov).
Poruchový počet - metóda hl’adania približných riešeńı pohyb. rovńıc zložitých sústav. Dá sa použit’, ak sa
daná sústava ,,málo ĺı̌si” od exaktne riešitel’nej, t.j. ak tam existuje malý parameter ǫ << 1 taký, že pre ǫ = 0
dostávame exaktne riešitel’nú sústavu. Riešenie ,,porušenej” (ǫ 6= 0) sústavy sa hl’adá v tvare mocn. radu v ǫ.
Aplikácie: (9.6), (9.7), (9.8), (9.9), (9.10) (Foucaultovo kyvadlo, odklon od zvislého smeru pri páde ..)

9.1 Nech ρ(t) je trajektória hmotného bodu voči inerciálnej sústave S, R(t) počiatok sústavy S′, pričom S′ sa
voči S neotáča, r(t) trajektória toho istého hmotného bodu voči S′ (teda ρ(t) = R(t) + r(t)).
i) Ukázat’, že ak pohybová rovnica v S bola

mρ̈(t) = −∇ρU(ρ, t) ≡ F(ρ, t) ,

tak v S′ je
mr̈(t) = −∇rU(r, t)−mA(t) ≡ F(r, t)−mA(t)

pričom A(t) ≡ R̈(t) je zrýchlenie S′ voči S, U(r, t) ≡ U(r+R(t), t), F(r, t) ≡ F(r+R(t), t).
ii) urobit’ to isté pomocou lagranžiánu: preṕısat’ zodpovedajúci L(ρ, ρ̇, t) do jazyka r a naṕısat’ pohybové rovnice
v premenných r
iii) zámena ρ 7→ r záviśı od času (ρ = ρ(r, t)). Aplikovat’ výsledky úlohy (3b.5), naṕısat’ explicitne novú
potenciálnu energiu U , vypoč́ıtat’ z nej silu a porovnat’ s i)

9.2 Ukázat’, že
i) riešeńım rovnice

ḃ = Ω× b

je pre Ω = konšt rovnomerné otáčanie sa b okolo Ω s uhlovou rýchlost’ou |Ω|
ii) aj pre Ω(t) plat́ı

d

dt
(b2) = 0

⇒ b(t) je tiež otáčanie sa (ale už všeobecne nie okolo stále tej istej osi a nie všeobecne stále tou istou uhlovou
rýchlost’ou).

9.3 Nech eα(t), α = 1, 2, 3 je ortonormovaný pravotočivý repér, t.j.:

eα.eβ = δαβ

eα × eβ = εαβγeγ

Interpretovat’ rovnicu ėα(t) = ω(t)× eα(t). Aký je zmysel toho, že na ω nie je index α ?

9.4 Nech ortonormálny pravotočivý repér ei je v pokoji voči inerciálnej sústave (ei(t) = ei(0)), repér eα(t) sa
voči inerciálnej sústave otáča uhlovou rýchlost’ou ω(t), t.j. ėα(t) = ω(t)×eα(t). Nech r(t) = xi(t)ei = xα(t)eα(t)
i) aký zmysel majú xi,xα ?
ii) ukázat’, že ṙ = ẋiei = ẋαeα + ω × r
iii) aký je rozdiel medzi (ṙ)α ≡ ṙ.eα a ẋα ?
iv) ukázat’, že r̈ = ẍiei = ẍαeα + 2ω × (ẋαeα) + ω̇ × r+ ω × (ω × r)
t.j. pre a ≡ ẍαeα, v ≡ ẋαeα

r̈ = a+ 2ω × v + ω̇ × r+ ω × (ω × r)

v) aká je interpretácia vektorov ṙ, v, r̈, a ?

9.5 Aká je č́ıselná vel’kost’ |ω| pre točenie sa Zeme okolo svojej osi ?

9.6 i) Ukázat’, že pohyb hmotného bodu ńızko nad (točiacou sa) Zemou sa riadi rovnicou

ma = −mge3 − 2mω × v
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ii) Nech charakteristická d́lžka úlohy je l, ω = ωn (n = ω

|ω| ≡ ω

ω
). Preṕısat’ rovnicu do bezrozmerného tvaru

zavedeńım ξ ≡ r
l
, τ ≡ t

t0
≡

√
g
l
t. Ukázat’, že má tvar

ξ′′ ≡ d2ξ(τ)

dτ2
= −e3 − εn× ξ′

kde ε ≡ 2ω
√

l
g
≡

√
l
l0

(l0 ≡ g
4ω2 )

iii) vypoč́ıtat’ numericky hodnotu l0
iv) odhadnút’ ε pre bežné hodnoty l (∼ 1 až 100m) a overit’, že ε je v diferenciálnej rovnici v ii) malý parameter.

9.7 Naṕısat’ rovnice pre riešenie diferenciálnej rovnice z úlohy (9.6) v poruchovom rozvoji v malom parametri

ε. Návod: hl’adat’ riešenie ξ(τ ; ε) v tvare ξ0(τ) + εξ1(τ) + ε2ξ2(τ) + . . . Ukázat’, že

ξ′′0 = −e3
ξ′′1 = −n× ξ′0

...

ξ′′k = −n× ξ′k−1

...

9.8 Nájst’ riešenie úlohy (9.7) do rádu ε (t.j. ξ(τ)
.
= ξ0(τ)+ εξ1(τ)) pre situáciu zodpovedajúcu vol’nému pádu

z výšky h≪ R ≡ polomer Zeme. Návod: počiatočné podmienky

ξ(0) = e3 ξ′(0) = 0

celé naložit’ na ξ0(τ); potom počiatočné podmienky pre ~ξ1 budú homogénne, t.j.

ξ1(0) = 0 = ξ′1(0)

Ukázat’, že riešeńım vzniknutých úloh

ξ′′0 = −e3 ξ0(0) = e3, ξ
′
0(0) = 0

ξ′′1 = −n× ξ′0 ξ1(0) = 0 = ξ′1(0)

je

ξ0(τ) = (1− τ2

2
)e3

ξ1(τ) =
τ3

6
cosα e1

(n = cosα e2 + sin α e3 ak α je zemepisná š́ırka, e1 smeruje na východ a e2 smeruje na sever) a teda

ξ(τ) =

(
1− τ2

2

)
e3 + ε

τ3

6
cosα e1

9.9 Vypoč́ıtat’, o kol’ko a ktorým smerom sa vychýli od zvislého smeru (definovaného olovničkou v kl’ude)
kameň, ktorý padá z výšky h = 100m resp. 1000m.
Návod: v riešeńı úlohy 8 sa vrátit’ k rozmerným veličinám a dostat’ r(t) v prvom pribĺıžeńı. Pozriet’ sa na x(t)
v čase, ked’ sa z(t) anuluje.

9.10 Vypoč́ıtat’ efekt stáčania roviny (malých) kmitov Foucaultovho kyvadla v 1.ráde poruchovej teórie. Za
aký čas sa kyvadlo otoč́ı dookola? Návod: podl’a (8.3) je sférické kyvadlo v pribĺıžeńı malých kmitov izotrópny
oscilátor s frekvenciou ω0 ≡

√
g
l
, t.j. r̈ + ω2

0r = 0 (r ≡ (x, y)). Na točiacej sa Zemi pristúpi (9.6) Coriolisova
sila (jej zložka v rovine xy), t.j.

r̈+ ω2
0r = −2(ω × ṙ)⊥
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(()⊥ je zložka ⊥ na e3, t.j. v rovine xy).
i) ukázat’, že rovnice sú

ẍ+ ω2
0x = 2ω sinα ẏ

ÿ + ω2
0y = −2ω sinα ẋ

ii) prejst’ k bezrozmerným premenným ξ ≡ x
l
,η ≡ y

l
,τ ≡ t

t0
≡ ω0t a źıskat’

ξ′′ + ξ = εη′

η′′ + η = −εξ′

kde ε = 2 ω
ω0

sinα

iii) odhadnút’ vel’kost’ (bezrozmernej) konštanty ε pre kyvadlá bežných vel’kost́ı v našich zemepisných š́ırkach a
legalizovat’ tak použitie poruchovej metódy
iv) zaviest’ w ≡ ξ + iη a ukázat’, že ii) je ekvivalentné

w′′ + w = −iεw′

To je rovnica s konštantnými koeficientami. Riešenie hl’adat’ v tvare w(τ) = w(0)eατ , využit’ ε≪ 1 a ukázat’, že
w(τ)

.
= e−i

ε
2
τ (c1e

iτ + c2e
−iτ ) ≡ e−i ε2 τw0(τ), kde w0 je riešenie pre ε = 0.

v) dokázat’, že dookola sa rovina kyvov otoč́ı za čas t = 1 deň
sinα . Vysvetlit’ výsledok pre severný pól z pohl’adu

inerciálneho (netočiaceho sa so Zemou) pozorovatel’a.

10. MECHANIKA TUHÉHO TELESA

Pohyb tuhého telesa: translačný + rotačný.
Rotačný pohyb (pri fixovanom t’ažisku): vyjde

T =
1

2
Iijωiωj ≡

1

2
I(ω,ω)

Li = Iijωj

kde tenzor zotrvačnosti má tvar

Iij :=

∫

V

dm(r2δij − xixj)

Komponenty Iab voči osiam spojeným s telesom nezávisia (na rozdiel od Iij) od času. Vhodným výberom ośı
v telese (hlavné osi) sa dosiahne diagonálny tvar. Sú 4 typy diagonálnych tvarov (↔ zotrvačńıkov): sférický,
symetrický, asymetrický a rotátor. Ak rotácia je okolo fixnej osi danej vektorom n, stač́ı vediet’ moment
zotrvačnosti voči tejto osi ≡ I(n,n) ≡ Iijninj .(10.4)

Eulerove uhly (ϕ, ϑ, ψ) - isté zovšeob. súradnice vhodné na opis konfigurácie tuhého telesa s fixovaným 1 bodom
(napr. t’ažiskom (t.j. na opis rotácie v priestore).

Eulerove kinematické rovnice:
ω1 = ϕ̇ sinϑ sinψ + ϑ̇ cosψ

ω2 = ϕ̇ sinϑ cosψ − ϑ̇ sinψ

ω3 = ϕ̇ cosϑ+ ψ̇

Eulerove dynamické rovnice:
I1ω̇1 + (I3 − I2)ω2ω3 = N1

I2ω̇2 + (I1 − I3)ω1ω3 = N2

I3ω̇3 + (I2 − I1)ω1ω2 = N3
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(všetky zložky sú voči telesovým osiam)
Regulárna precesia vol’ného zotrvačńıka: teleso sa toč́ı okolo svojej osi + os okolo (konštantného) momentu
hybnosti (10.7)

10.1 i) Ukázat’, že pri pohybe tuhého telesa v (homogénnom) gravitačnom poli sú translačný pohyb t’ažiska a
rotačný pohyb okolo t’ažiska navzájom nezávislé.
ii) to isté pre vol’né tuhé teleso
Návod: i) ak tuhé teleso je sústava hm. bodov s hmotnost’ou m1, . . . ,mN v polohách ρ1, . . . ,ρN (voči inerc.
sústave), tak

L =
1

2

∑

k

mkρ̇
2
k + g.(

∑

k

mkρk) (g ≡ −ge3)

Ukázat’, že ak R je poloha t’ažiska a rk sú relat́ıvne vektory voči t’ažisku (ρk = R+ rk) tak

L =
1

2
MṘ2 +Mg.R

︸ ︷︷ ︸
Ltr(R,Ṙ)

+
1

2

∑
mkṙ

2
k

︸ ︷︷ ︸
Lrot

= Ltr + Lrot

pričom Lrot =
1
2Iabωaωb (10. kap.) je kinetická energia (≡ lagranžián) rotačného pohybu voči t’ažisku, Ltr je

lagranžián translačného pohybu t’ažiska. Rotačný pohyb teda prebieha nezávisle na transl. pohybe t’ažiska. ii)
g = 0

10.2 Vypoč́ıtat’ tenzor zotrvačnosti voči t’ažisku

i) homogénnej gule hmotnosti M a polomeru R;
ii) homogénnej sféry hmotnosti M a polomeru R;
iii) homogénnej kocky umiestnenej tak, že steny sú kolmé na osi x, y, z;
iv) zdôvodnit’ (bez výpočtov integrálov), že výsledok iii) plat́ı aj pre ináč otočenú kocku.

Návod na iv): kocka je sférický zotrvačńık.

10.3. Čo z výsledkov úlohy 10.2. sa dá povedat’ o Iab len z rozmerových dôvodov a symetrie?

10.4 Ukázat’, že ak n je jednotkový vektor umiestený v t’ažisku telesa, tak

In ≡ I(n,n) ≡ Iabnanb =
∫

V

ρ(r)r2⊥d
3r

kde r⊥ je vzdialenost’ hmotného elementu v bode r od osi danej vektorom n. (In je moment zotrvačnosti telesa
voči osi danej jednotkovým vektorom n.)

10.5 Ukázat’, že

i) žiadne teleso nemôže mat’ v hlavných osiach tenzor zotrvačnosti tvaru

Iab =



I11 0 0
0 0 0
0 0 0


 I11 6= 0

ii) ked’ už I33 = 0, tak I11 = I22 6= 0 (rotátor).

Návod:

i) I22 = 0 napŕıklad znamená (podl’a (10.4)), že celá hmotnost’ je skoncentrovaná na osi y, I33 = 0
analogicky na osi z. Predstavit’ si také teleso.

ii) zdôvodnit’, že ked’ je celá hmotnost’ na osi z, tak I11 = I22 a pre teleso nenulových rozmerov je to 6= 0.

10.6 Dokázat’, že najvšeobecneǰśım pohybom (pri fixovanom t’ažisku) vol’ného sférického zotrvačńıka je rovno-
merné otáčanie okolo osi fixnej v priestore.
Návod: ukázat’, že z Iab = Iδab vyplýva Iij = Iδij ⇒ z Li = konšt. (prečo?) vyplýva ωi = konšt.

10.7 Riešeńım Eulerových (dynamických a kinematických) rovńıc ukázat’, že vol’ný symetrický zotrvačńık
(s fixovaným t’ažiskom) môže konat’ regulárnu precesiu.
Návod: ak I1 = I2 ≡ I 6= I3, tak Eulerove dynamické rovnice (pre N = 0) sú

Iω̇1 + (I3 − I)ω2ω3 = 0
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Iω̇2 + (I − I3)ω1ω3 = 0

I3ω̇3 = 0

Ked’̌ze z tretej rovnice ω3 = konšt, prvé dve sú lineárne. Vyriešit’, dosadit’ riešenie do Eulerových kinematických
rovńıc a ukázat’, že existuje riešenie tvaru

ϕ(t) = at ϑ(t) = ϑ0 ψ(t) = bt

pre vhodné konštanty a, b. Zdôvodnit’, že b je uhlová rýchlost’ otáčania okolo z-ovej osi zotrvačńıka, a je uhlová
rýchlost’ otáčania sa tejto osi okolo (konštantného) L, ϑ0 je uhol medzi z-ovou osou zotrvačńıka a vektorom L.

10.8 Mravec hmotnosti m začne kráčat’ po (pôvodne stojacom) gramofónovom tanieri (moment zotrvačnosti
voči osi otáčania = I) po ceste r(λ), ϕ(λ), λ ∈ 〈λ1, λ2〉, pričom r, ϕ sú polárne súradnice voči osiam x′, y′

spojeným s tanierom.

Obr. 10.8
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Nech α je uhol medzi laboratórnou osou x a osou x′ na tanieri. Vypoč́ıtat’ zmenu α (t.j. α(λ2)− α(λ1)).
Návod: zachováva sa Lz, pritom má nulovú hodnotu (na začiatku všetko stálo). Pritom

Lz = 0 = Iα̇+mr2(α̇+ ϕ̇)⇒ dα =
mr2

I +mr2
dϕ

Integrovańım źıskat’ hl’adaný vzt’ah.

11. MECHANIKA SPOJITÉHO PROSTREDIA (kontinua)

Sily v kontinuu: objemové a plošné
Celková objemová: Fobj =

∫
V

fobjdV, fobj - hustota objemovej sily

Plošné: treba tenzor(ové pole) napätia σij(r, t). Pomocou neho

(dfpl)i = σijdSj

a celková plošná sila je

(Fpl)i =

∫

Σ

σijdSj Σ = ∂V - hranica objemu V

Všeobecná pohybová rovnica kontinua:

fi +
∂σij
∂xj

= ρai a(r, t) - pole zrýchlenia

Explicitný rozpis rôzny pre tekutiny a pružné prostredie
Tekutiny: kinematika - pole rýchlost́ı v(r, t)
Potom a = (v.∇)v + ∂v

∂t
. Ďalej

σij = −pδij pre ideálnu tekutinu
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σij = −pδij + η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
pre viskóznu tekutinu

Odtial’ potom
Eulerova rovnica (v.∇)v + ∂v

∂t
= − 1

ρ
∇p+ g

Navierova-Stokesova rovnica

(v.∇)v +
∂v

∂t
= −1

ρ
∇p+ g +

η

ρ
(∇(∇.v) +△v)

Rovnica kontinuity
∂ρ

∂t
+∇.(ρv) = 0

Bernoulliho rovnica (stacionárne, nev́ırové prúdenie, t.j. ∂v
∂t

= 0, rotv = 0):

1

2
ρ0v

2 + p+ ρ0gz = konšt.

Pružné kontinuum: kinematika - pole posunut́ı u(r, t) (r 7→ r+ u(r, t))
Deformácia - ak sa menia relat́ıvne vzdialenosti (t.j. nespráva sa to ako tuhé teleso)
Opisuje ju tenzor(ové pole) deformácie (11.11)

εij := u(i,j) ≡
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)

V lineárnej teórii pružnosti: lineárny vzt’ah ε↔ σ, t.j.

σij = Cijklεkl (Hookov zákon)

Pre izotropné homogénne kontinuum (11.14)

σij = λϑδij + 2µεij ϑ ≡ εii - objemová dilatácia (11.15)

Pohybová rovnica (Lamého rovnica):

ρ
∂2u

∂t2
= (λ+µ)∇(~∇.u) + µ△u+ f

Zvukové vlny v pružnom kontinuu: ansatz u(r, t) = Af(n.r, t) (11.16);

priečne vlny s rýchlost’ou š́ırenia vt =
√

µ
ρ
, pozd́lžne vlny s rýchlost’ou š́ırenia vl =

√
2µ+λ
ρ

Zvukové vlny v ideálnej tekutine: malé odchýlky od statickej situácie ⇒ linearizácia sústavy pohyb. rovńıc

(Eulerovej, r.kontinuity a p = p(ρ)). Vyjdú vlnové rovnice, vlny sú len pozd́lžne, rýchlost’ š́ırenia c0 =
√

dp
dρ
(ρ0).

Pre adiabatické zmeny vyjde c0 =
√
γ p0
ρ0
.

11.1 Z defińıcie
(dfpl)i = σijdSj ≡ σijnjdS

dedukovat’, že interpretácia ij- zložky tenzora napätia je: σij = i-ta zložka vektora napätia (t ≡ dfpl
dS

) na plôške
dS = dSej (t.j. orientovanej v smere j-tej osi).

11.2 Riešit’ hydrostatickú rovnicu ∇p = ρg pre vodu (považovat’ za nestlačitelnú) v akváriu tvaru hranola.
Vypoč́ıtat’ tlak na dne.

11.3 Odvodit’ Archimedov zákon z rovnice hydrostatiky ∇p = ρg.

Návod: ukázat’, že (F pl)i ≡
∫
Σ

σijdSj = −Mgi, kde M =
∫
V

ρdV .

11.4 Odvodit’ Archimedov zákon bez akýchkol’vek výpočtov.
Návod: voda v rovnováhe sa nehýbe⇒ objemová a plošná sila l’ubovol’ného mysleného objemu V sa kompenzujú.
Nahradit’ v tomto objeme V vodu telesom.
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11.5 Ukázat’, že dôsledkom rovnice kontinuity pre nestlačitelnú kvapalinu (div v = 0) je fakt, že pri tečeńı
rúrou premenlivého prierezu je priemerná rýchlost’ v užšej časti rúry väčšia ako v širšej.
Návod: 0 =

∫
V

(div v)dV . Aplikovat’ na vhodný objem a použit’ Gaussovu vetu.

11.6 Newtonovo vedro: nájst’ rovnicu rotačnej plochy, ktorá vzniká ako povrch vody (nestlačitelnej) v rovno-
merne sa točiacom vedre (uhlová rýchlost’ Ω). Riešit’

i) v inerciálnej sústave;
ii) v sústave spojenej s točiacim sa vedrom.

Návod:

i) ansatz v(r, t) = Ω×r v Eulerovej rovnici (zdôvodnit’!), vypoč́ıtat’ p(x, y, z); rovnica plochy je p(x, y, z) =
p0 = atmosférický tlak (zdôvodnit’);

ii) zaviest’ potenciálnu energiu za odstredivú silu, minimalizovat’ celkovú potenciálnu energiu (za gravitačnú
a odstredivú silu) pri fixovanom celkovom objeme vody vo vedre.

[Odpoved’: rotačný paraboloid.]

11.7 Vyrátat’ rýchlost’ vytekania kvapaliny cez malú dierku v h́lbke h (Toricelliho vzorec)
Návod: použit’ Bernoulliho rovnicu.

11.8 Nájst’ v(r) - ustálený stav - pre pohyb viskóznej kvapaliny medzi dnom (stojacim) a vodorovnou doskou
t’ahanou rýchlost’ou V v smere osi x.
Návod: považovat’ dno a dosku za nekonečnú, ansatz v(r) = (v(z), 0, 0) v Navierovej-Stokesovej rovnici.

11.9 Riešit’ úlohu o rovnomernom (bez zrýchlenia) tečeńı vody v záchodovej rúrke kruhového prierezu, ak je
rúrka

i) vodorovná;
ii) zvislá.

Návod: i) ansatz v(r, t) = (v(x, y, z), 0, 0). Rovnica kontinuity (pre nestlač. kvapalinu) dáva v(y, z). Dosadenie
do

ρa = 0 = ρg −∇p+ η△v

vedie na p(x, y, z, t) = ψ(x)− ρgz plus ψ′(x) = η△v(y, z). Separácia premenných dá

ψ(x) = kx+ p0 △v =
k

η

Úloha pre v(y, z) je ,,Dirichletova úloha” v kruhu y2 + z2 ≤ R2 (Poissonova rovnica vnútri, v = 0 na hranici).
Rieši sa v polárnych súradniciach v rovine yz s výsledkom

v(y, z) =
k

4η
(y2 + z2 −R2)

Naozajstné tečenie si vyžaduje k < 0 (ak smer vpravo) a teda treba zabezpečit’ (konštantný) spád tlaku (k =
∂xp = konšt. < 0).
ii) ansatz v(r, t) = (0, 0, v(x, y, z)). Rovnica kontinuity (pre nestlač. kvapalinu) dáva v(x, y). Dosadenie do

ρa = 0 = ρg −∇p+ η△v

vedie na p(x, y, z, t) = p(z) plus ρg + p′(z) = η△v(x, y). Separácia premenných dá

p(z) = (k̃ − ρg)z + p0 △v =
k̃

η

Úloha pre v(x, y) je rovnaká ako pre i), t.j.

v(x, y) =
k̃

4η
(x2 + y2 −R2)

Naozajstné tečenie smerom dolu (k̃ > 0) je možné aj bez spádu tlaku, ak k̃ = ρg (napr. ak oba konce sú otvorené
- vtedy je na nich atmosférický tlak).
Pozn.: v zvislej rúrke je sila od viskozity (=plošná) kompenzovaná objemovou (=gravitačnou) silou ⇒ netreba
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spád tlaku. Vo vodorovnej rúrke je objemová sila ⊥ smer tečenia , preto nemôže prekonávat’ odpor za viskozitu
⇒
treba spád tlaku (rovnováha dvoch plošných śıl).

11.10 i) Vypoč́ıtat’ rozmer dynamickéko (η) aj kinematického (ν ≡ η
ρ
) koeficientu viskozity v Navierovej-

Stokesovej rovnici.
ii) ukázat’, že pri zanedbanej objemovej sile (g = 0) sa z troch charakteristických parametrov úlohy o tečeńı

viskóznej kvapaliny (charakt. d́lžky L - napr. polomeru rúry, charakt. rýchlosti V a kinematického koeficientu
viskozity ν dá zostavit’ práve jeden bezrozmerný výraz, a to Reynoldsovo č́ıslo

R ≡ LV

ν
≡ LV ρ

η

iii) ukázat’, že v pŕıpade R ≪ 1 (kedy to nastáva ?) je člen dv
dt
≡ (v.∇)v + ∂v

∂t
zanedbatel’ný voči ν△v . Tým

sa stanú rovnice pre tečenie viskóznej (nestlačitel’nej) kvapaliny sústavou lineárnych rovńıc

η△v = ∇p

∇.v = 0

Návod: v bezrozmerných premenných ξ ≡ r
L
,u ≡ v

V
, τ ≡ V

L
t vyzerá Navierova-Stokesova rovnica takto

Rdu
dτ

= −R ∇ξp

ρV 2
+∇ξ(∇ξ.u) +△ξu

a teda pre nestlačitel’nú tekutinu (kvapalinu, napŕıklad vodu; vtedy ∇ξ.u = 0, ρ = const.)

Rdu
dτ

= −R∇ξ

(
p

ρV 2

)
+△ξu

11.11 Ukázat’, že výraz (tenzor deformácie)

εij := u(i,j) ≡
1

2
(ui,j + uj,i) ≡

1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)

je nulový pre pole posunut́ı u(r, t) zodpovedajúce infinitezimálnej
i) globálnej translácii (ui(r, t) = bi = konšt≪ 1)
ii) globálnej rotácii (o uhol α≪ 1 okolo n: ui(r, t) = εijkαnjxk)
(ako sa patŕı na objekt, ktorý má signalizovat’ deformáciu).
Pozn.: deformácia je to, čo meńı relat́ıvne vzdialenosti v telese; obe uvažované posunutia sú izometrie Eukli-
dovského priestoru, t.j. nemenia relat́ıvne vzdialenosti l’ubovovol’ných dvoch bodov v telese.

11.12 Oṕısat’ názorne deformáciu hranola danú pol’om posunut́ı u(r, t) = kxe1 (t.j. ui = kx1δi1).
Vypoč́ıtat’ εij .

11.13 Oṕısat’ (názorne) deformáciu zvislého valca danú pol’om posunut́ı

u(r, t) = kz(ye1 − xe2)

(k ≪ 1). Vypoč́ıtat’ εij .

11.14 i) Ukázat’, že ak
Cijkl = λδijδkl + µδikδjl + νδilδjk

(izotrópne homogénne pružné kontinuum), tak všeobecné symetrie Cijkl vedú na µ = ν.
ii) Odvodit’ potom zo všeobecného Hookovho zákona

σij = Cijklεkl

vzt’ah
σij = λϑδij + 2µεij
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kde
ϑ ≡ εii ≡ Tr ¯̄ε ( ≡ ε11 + ε22 + ε33)

iii) Vypoč́ıtat’ inverzný vzt’ah εij(σkl).

Návod: hl’adat’ v tvare εij = ασij + βδij a overit’, že α = 1
2µ , β = − 1

2µ

(
λσkk

3λ+2µ

)
.

11.15 Ukázat’, že veličina ϑ ≡ εii (11.14) má význam objemovej dilatácie, t.j. pri r 7→ r + u(r, t) ≡ r′ sa
elementárny objem meńı ako dV 7→ (1 + ϑ)dV ≡ dV ′, takže

ϑ =
dV ′ − dV

dV

Návod: všeobecne dV ′ ≡ d3r′ = Jd3r ≡ JdV , kde J ≡ det ∂r
′

∂r
je jakobián zámeny. Použit’ vzt’ah (0.7)

det(In + κA)
.
= 1 + κTr A (κ≪ 1).

11.16 Interpretovat’ ansatz pre pole posunut́ı u(r, t) = Af(n.r, t), kde A = konšt, n = konšt, n2 = 1, f(ξ, t)
je l’ubovol’ná funkcia dvoch premenných (ξ = n.r).

11.17 Dosadeńım ansatzu z (11.16) do pohybovej rovnice pružného kontinua (so zanedbanou objemovou silou)

ρ
∂2u

∂t2
= (λ+ µ)∇(∇.u) + µ∆u

overit’, že pŕıslušné u(r, t) je riešeńım, ak

i) bud’ A ⊥ n a (∂2t − v2t∆)f = 0 kde vt ≡
√

µ
ρ

ii) alebo A ‖ n a (∂2t − v2l∆)f = 0 kde vl ≡
√

2µ+λ
ρ

Interpretovat’ ako možnost’ š́ırenia sa priečnych resp. pozd́lžnych v́ln. Aké sú ich rýchlosti ?

11.18 Ideálna tekutina so zanedbanou objemovou silou sa opisuje sústavou rovńıc

∂v

∂t
+ (v.∇)v = −1

ρ
∇p (Eulerova rovnica)

∂ρ

∂t
+∇.(ρv) = 0 (rovnica kontinuity)

Ukázat’, že
i) existuje statické riešenie v = 0, ρ = ρ0 = konšt., p = p0 = konšt.
ii) ansatz

v = 0+ v̂

ρ = ρ0 + ρ̂

p = p0 + p̂

kde veličiny so strieškou sú malé odchýlky od statického riešenia, vedie na linearizovanú sústavu

∂v

∂t
= − 1

ρ0
∇p

∂ρ

∂t
= −ρ0∇.v

iii) potom
∂2v

∂t2
= − 1

ρ0
∇
∂p

∂t

∂2ρ

∂t2
= △p

iv) dodatočný predpoklad barotrópnosti tekutiny (p = p(ρ)) dáva

(∂2t − c20△)ρ = 0

(∂2t − c20△)p = 0

(∂2t − c20△)v = c20 rot rotv

(v malé), kde

c20 ≡
dp

dρ
(ρ0),
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t.j. rozruch sa š́ıri v tekutine v tvare vĺn rýchlost’ou c0.
v) vypoč́ıtat’ c0 pre izotermickú resp. adiabatickú závislost’ p(ρ).

11.19 Hl’adat’ riešenie (vlnovej) rovnice pre rýchlost’ v(r, t) z úlohy 11.18iv) ansatzom v(r, t) = Af(n.r, t), kde

A = konšt, n = konšt, n2 = 1, f(ξ, t) je l’ubovol’ná funkcia dvoch premenných (ξ ≡ n.r), t.j. (pozri 11.16)
v tvare rovinnej, lineárne polarizovanej vlny. (Vlna sa š́ıri v smere jednotkového vektora n, jej polarizácia má
smer vektora A.)
Presvedčit’ sa, že
i) dosadenie spomı́naného ansatzu do vlnovej rovnice

(∂2t − c20△)v = c20 rot rotv

dáva podmienku
A(∂2t − c20△)f = c20 (n× (n×A))△f

ii) táto podmienka sa dá zjednodušit’ na

[∂2t f ]A = [c20 (n.A)△f ]n

iii) odtial’ je jedinou pŕıpustnou alternat́ıvou pŕıpad A ‖ n plus platnost’ vlnovej rovnice pre f

(∂2t − c20△)f = 0

čo opisuje pozdĺ̌znu vlnu, ktorá sa š́ıri rýchlost’ou c0. V ideálnej tekutine sa tak môžu š́ırit’ (na rozdiel od pružného

kontinua, pozri 11.17) len pozdĺ̌zne vlny
iv) uvažované rýchlostné pole v(r, t) vyhovuje homogénnej vlnovej rovnici

(∂2t − c20△)v = 0

Pravá strana (zdroj) vo vlnovej rovnici v i) sa teda v skutočnosti (v pozd́lžnej vlne) neuplatńı a slúži v nej len

ako ,,filter”, ktorý ,,prepust́ı” len pozd́lžne vlny (vylúči priečne vlny).
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Kroneckerov symbol 1 potenciálové sily 14
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Eulerov-Lagrangeov výraz 12,19 Lagrangeova funkcia 9 preškálovanie 24
Eulerova rovnica 35,38 Lagrangeove rovnice 9 prinćıp virtuálnych prác 7
Eulerove dynamické rovnice 32 Lamého rovnica 35 práca 5
Eulerove kinematické rovnice 32 Legendreova transformácia 20 pružné kontinuum 35
Eulerove uhly (ϕ, ϑ, ψ) 32 Levi-Civitov symbol 1 pružné prostredie 34
exaktné riešenie 24 linearizácia sústavy 35 prvá veta impulzová 5
excentricita 27 Lineárna retiazka 11

lineárna teória pružnosti 35 reakcia väzby 7
fázový objem 21 Liouvillova veta 21,23 redukovaná hmotnost’ 26
- priestor 21,22 Lorentzova sila 9,13 regulárna precesia 33
- portrét 23 loxodróma 6 ret’azovka 17
- tok 21 Reynoldsovo č́ıslo 37
funkcionál 16 módy 28 čiastočná Legendreova transformácia 21
-na derivácia 17 malý parameter 31 riešenie ,,v kvadratúrach” 26

malé kmity 28 rovnica kontinuity 35,38
Hamiltonove kanonické rovnice 21 mechanická podobnost’ 24 rovnica hydrostatiky 35
hlavné osi 32 metrický tenzor 13 rovnovážne polohy 7,14
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rovnovážny tlak 29 sumácia 1 vektor napätia 35
rozmerová analýza 24 superpoźıcia 28 virtuálne posunutia 7
rozš́ırený fázový priestor 21 symetrický zotrvačńık 33 viskózna tekutina 35
Rungeho-Lenzov vektor 27 symetrická matica 2 vlnová rovnica 19

vlny 38
sekulárna rovnica 28 tekutiny 34 vonkaǰsia sila 5
separatrisa 25 telesové osi 33
sférický zotrvačńık 33 tenzor deformácie 35,37 zotrvačná sila 29
sférické súradnice 4 tenzor napätia 34,35 zovšeobecená hybnost’ 9
sily trenia 16 tenzor zotrvačnosti 32 zovšeobecnená potenciálna energia 9
spád tlaku 36 Toricelliho vzorec 36 zovšeobecnená sila 9
stacionárne prúdenie 35 translačne invariantná 28 zovšeobecnené súradnice 7
stopa matice 2 transponovaná matica 2 zrýchlenie 30
stupne vol’nosti 7 zvukové vlny 35
sumačná konvencia 1 variačný počet 16
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