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1 Tenzor deformacie

1.1 Dve elementarne odvodenia tenzora deforméacie

Prvy pohlad: Uvazujem dva body blizko seba, v polohdch r a r + §. Kvadrat ich
vzdialenosti teda je

[(r +8) —x]* = 8 (1)

Prvy sa presunie do bodu r 4+ u(r) a druhy do bodu r + d + u(r + ). Kvadrat ich
novej vzdialenosti teda bude

A?=[r+d+u(r+d)— (r+u))? (2)
To ale je

A% = [(§+u(r+0)—u(r)?

= [0+ ui(r) + wijd; — ui(r)][0i + ui(r) + wikde — ui(r)]
[6; 4 wi.;0;][0; + wi k0]
= 6%+ 2u;;0i0; + i ju; k00

V linearnej pruznosti sa predpokladd, ze posunutia a aj ich derivdcie su malé.
Potom vidno, Ze tie tri ¢leny, ktoré sa tu objavili, nie sa rovnako velké - smerom
doprava ich radovéa velkost klesd. Stredny ¢len je najnizSia oprava k povodnému
Tavéemu (t.j. zahodit ho nemozeme, ak chceme dostat ¢okolvek zaujimavé), ale ¢len
vpravo je maly eSte aj voci strednému (ma o jeden faktor w;; viac), takze ho pri
uvazovanej presnosti (ak chceme prvu opravu) treba zanedbaf. Dostali sme teda
vysledok, ze

(52 — A2 = 52 + 2ui,j5i5j = 52 + 261']'(51‘5]‘ (3)
kde
1
€ij 1= UG g) = 5 (Uig + i) (4)

O tom, ¢i sa vzdialenost blizkych bodov meni alebo nemeni (a detailnejsie, ktoré
vzdialenosti sa menia a ktoré nie) teda rozhoduje symetricka bilinearna forma €;;
definovana vztahom (4). Vola sa tenzor deformdcie.

Druhy pohlad: Uvazujem konstantné (a nenulové) pole posunuti. To zodpoveda
rovnomernému posunutiu celého kontinua

r—r-+en t.j. u(r,t) = en (5)

(posunutie o € v smere n). Posunutie je ale izometria, t.j. transforméacia, ktora
zachovéava vzdialenosti a preto (podla definicie :-) nesposobuje deformécie. Pou¢im
sa, ze
- existuju aj polia posunuti (konstantné), ktoré zodpovedaju nulovej deformacii
- deformaécia by preto mohla byt skryté v derivdcidch komponent pola posunuti



TakZe sa zameriam na maticu prvych derivacii zloziek pola posunuti, teda na u; ;.
T4 sa uz posunutiami oklamaf neda. Este ale nie je jasné, ¢i sa nedd oklamat
rotdciami (tie st tiez izometrie). Infiniteziméalna rotacia sa da zapisat ako

r—r+enxr t.j. u(r,t) =en xr (6)
(otocenie o € okolo jednotkového vektora n). Tu vychadza
U5 = eeikjnk (7)

Takze vyraz u; ; sa rotaciou oklamaf dal (je nenulovy a pritom deformécia je nu-
lova). Viimnem si ale, Ze vyraz u; ; vysiel antisymetricky, takze ak sa z neho vyberie
len symetrickd cast, dostaneme potrebni nulu:

U(ij) = —€€(jpnk = 0 (8)

Poucenie: Symetricka ¢ast vyrazu u; j, t.j. prave vyraz (4), sa neda okabétit ziadnou
izometriou (translaciou ani rotaciou), a preto moze sluzit ako miera deformacie.

1.2 Odvodenie tenzora deformacie pomocou Lieovej de-
rivacie

Napisme stradnicové vyjadrenie Lieovej derivdcie ! metrického tenzora g v smere

vektorového pola &

(Le9)ij = gije + 915" + gri®; 9)
V Euklidovskom priestore a v kartézskych suradniciach (t.j. ked g;; = 6;;) to dava
(Leg)ij = &ij + & (10)

Ked to porovnam s vyrazom (4), hned vidim, Ze tenzor deformécie mé aj vyjadrenie

1
€ij 1= i(ﬁug)ij (11)

Je to teda (az na faktor 1/2) Lieova derivacia (beznej 3-rozmernej euklidovskej)
metriky v smere pola posunuti.

LAk o Lievej derivacii (a toku vektorového pola) nevieme ni¢, pokratujeme v ¢itani
dalsej kapitoly. Tam zrejme tiez nebudeme rozumiet paragrafu (2.1), ale pre¢itame si aspoii
jeho vysledok, ktory by mohol byt - aspoit na intuitivnej trovni - pochopitelnyj a uzitoény.
A potom si precitame paragraf (2.2), kde to bude odvodené elementarne. Z porovnania
tychto dvoch metdd si potom, v zavislosti od svojho vkusu, odnesieme/neodnesieme pocit,
7e sa raz hadam na ta Lieovu derivéciu, pull-backy apod. niekde pozrieme. Napriklad v
knihe [5] :-)



Je to prekvapujiuce? Nemalo by byt! Transformacia je (podla definicie) defor-
méciou, ak nie je izometriou. Vektorové polia (Killingove) generujtice izometrie sa
pocitaju z (Killingovych :-) rovnic

Leg=10 (12)

a situacia, ked je vyraz L¢g nenulovy signalizuje, Ze tok pola £ bude menit dlzky
(niektorych) kriviek, t.j. bude sposobovat deformdciu (vzdialenost dvoch bodov
je dlzka istej krivky). T.j. vyraz Le¢g je presne to, ¢o nesie informéaciu o tom, ¢i
prislusny tok pola & prostredie deformuje (ak je nenulovy) alebo nedeformuje (ak
je nulovy).

2 Vyznam jednotlivych komponent tenzora de-
formacie

Na pochopenie priameho vyznamu jednotlivych komponent tenzora deforméacie mo-
zeme vyStartovat

- 7z jeho prudko vedeckého vyjadrenia cez Lieovu derivaciu v tvare (11)

- z jeho elementérneho vyjadrenia (met6dami paragrafu (1.1))
Vybrat si jednu z tychto moznosti je vecou vkusu, obe volby veda k tomu istému vy-
sledku :-) Na zdoraznenie tohto faktu uvadzame vyklad v tejto kapitole v opa¢nom
poradi ako v 1. kapitole, t.j. najprv prudko vedecky a az potom elementérny.

2.1 Odvodenie pomocou Lieovej derivacie

Pripomenime si (pozri [5]) stuvis Lieovej derivécie v smere pola £ a pull-backu voci
infinitezimélnemu toku ®; tohoto pola

Pig=g+1tLeg It << 1 (13)
Odtial na suradnicovej baze
(©79)(9;,05) = (0, 0;) + tLeg(0;, 95) (14)

Teraz si treba uvedomit, ze tlohu pola posunuti z teoérie linedrnej pruznosti hra
nase pole t£ (t.j. naSe £ az po vynésobené infinitezimalnym faktorom ¢; tok o ¢
pozdlz ¢ je teda to isté ako tok o 1 pozdlz u, t.j. posunutie r — r + u(r))

u=té (15)

takze
1

1 t
¢ij = 5(Lug)ij = 5(Lieg)ij = 5(Leg)is (16)
Potom s vyuzitim definicie pull-backu a definicie (11) dostéavame

9(P10;, 1.0;) = g(0;, 05) + 2¢45 (17)
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Zavedme oznacenie

Dy = ®4,0; (18)
pre suradnicovy béazovy vektor 0; odteCeny infinitezimalnym tokom ®;. Ak eSte
ozna¢ime skalarny sucin bodkou (t.j. g(u,v) = u - v), mozeme prepisat vysledok
(17) do tvaru

0; - 8]- = 0; - 8]- + 26@' (19)

Zapisme este kartézsku stradnicova bézu (pripomeiime, Ze je ortonormovand, sme
v E3) ako
e; = 0; e; - €j = 0;j (20)

Potom

é; - éj = (51']' + 261']'

(21)

Tento vzorec déva priamu interpreticiu komponent tenzora deformécie. Menovite
tieto komponenty davajd, ako vidime, najnizsiu opravu pre skaldrne suciny infini-
tezimélne odtecengjch bazovych vektorov (t.j. skalarne suciny bazovych vektorov po
deformdcii prostredia).

Pozrime sa na dva typické konkrétne pripady, €11 a €12 (t.j. jeden diagonalny a
jeden mimodiagondlny ¢len matice komponent tenzora deformécie). Z (21) dosté-
vame

é1-61 =1+ 2¢e11 (22)

él . ég = 2612 (23)

Podme najprv dekédovat vyznam rovnice (22). Uvedomime si, ze vyraz é; - €1 je
kvadrat dlzky vektora ey po deformdcii. Pre samotnu jeho dizku tak mame vyjad-
renie

|e1] = 1+ e11 = |er| +en (24)

Tento vzorec ukazuje, ako stivisi komponenta €11 s ndrastom dl:zvky béazového vektora
e1 (jeho povodna dlzka bola 1, teraz je 1+ e11).

Ak teda mém deformaciu charakterizovanu zlozkami tenzora deformacie ¢,
dlzky jednotlivych bazovych vektorov sa menia takto:

I1=lell — 1+e1=]|é4] (25)
1=lea] — 1+ e =|é9 (26)
1= |€3| — 14+ €33 = |é3| (27)

Ak teraz dva blizke body v kontinuu spaja vektor lye; (t.j. 1 je ich pdvodnd -
infiniteziméalna - vzdialenost), po deformécii ich bude spdjat vektor l1é;, takze ich
nova vzdialenost bude ly]é;| = (1 + €11)l1. Vztahy (25), (26) a (27) sa daju teda
vyjadrit aj ako

i = (1+en)h (28)
lo — (14 e€x)l (29)
l3 (1 + 633)[3 (30)



kde I1,l2 a I3 su vzdialenosti dvoch blizkych bodov, ktoré su voéi sebe postupne
v smere x-ovej, y-ovej a z-ovej osi (ide o tri rozne pripady dvojic bodov). To ale
znamena, ze €11 je relativne prediZenie kontinua v smere x-ovej osi (a podobne
sa interpretuju pripady €so a €s3). Tym je vyklad diagondinych zloziek tenzora
deformacie hotovy.

Na pochopenie vyznamu mimodiagonalnych zloziek potrebujeme porozumiet
rovnici (23). Medzi vektormi e; a ey pred deforméciou bol pravy uhol, ale vztah
(23) ukazuje, ze po deformécii to uz tak vieobecne nie je. Nech medzi vektormi é;
a ég je uhol m/2 — 2715 (teda pravy uhol sa zmens7 o 27y12). Potom mo6Zzeme rovnicu
(23) zapisat takto:

|é1||é2‘ COS(?T/2 - 2’)/12) = 2€12 (31)
KedZe oprava
T2 /2 — 2712 (32)
je infinitezimalna, plati
cos(m/2 — 27y12) = cos(m/2) + 2712 = 2712 (33)

Spolu s opravou dizok (24) tak z (31) dostavame
(1 + 611)(1 + 622)2’)’12 = 2612 (34)

Teraz si uz staci uvedomit, ze 12 aj €12 s malé, takze opravy v zatvorkach netreba
brat vazne. Zostane teda

V12 = €12 (35)
No a to je hladana interpretdacia mimodiagonalnych zloziek tenzora deformécie:

mimodiagondlne ¢;; opisuje uhol 7;;, o dvojnasobok ktorého deformdcia zmensi
povodne pravy uhol medzi bazovymi vektormi e; a e; (i # j)

/2 = /2 — 2¢€; (36)

Zhrnutie:
- diagonalne zlozky davaju relativne predlzenie v zodpovedajicom smere
- mimodiagonalne zase zmenu uhla medzi zodpovedajucimi bazovymi vektormi

Konkrétne overenie tejto vSeobecnej interpretacie vidno napriklad vo vysledkoch
(124) a (139) pre cisty tah a Cisty Smyk.

2.2 Odvodenie bez Lieovej derivacie

Uvazujem trochu vSeobecnejsiu situaciu, ako v (1) a (2). VSeobecnejSiu v tom,
ze budem skumaft relativnu polohu az troch bodov pred a po deformécii (nielen
dvoch). Konkrétne, budem maft az dva relativne vektory ; a d2 namiesto jedného



8. Tie tri ostro sledované body su r, r + ;1 a r + d2 (namiesto r a r + & predtym).
Posuny tychto troch bodov st nasledovné:

r — r+u(r) (37)
r+d6; — r+d +u(r+4d) (38)
r+4d; — r+d2+u(r+dz) (39)
To mozem zapisat aj takto:
r - R (40)
r+6; — R+A; (41)
r+d6, — R+ A (42)

Zaviedol sa teda do hry jazyk novijch relativnych vektorov Aj a Ay (voci novému
- posunutému - pociatku R). No a zaujimavé bude teraz to, ako sa zmeni skalarny
sucin relativnych vektorov

(51~(52f—>A1~A2:? (43)

V skalarnom sucine 81 - 82 je totiz informacia ako o dizkach vektorov 8; a ds, tak
aj o uhle medzi nimi, takze vysledok vypoctu zmeny tohto skaldrneho sicéinu nesie
informéciu ako o zmenach wvzdialenosti blizkych bodov (¢o uz vieme, lebo tento
vypolet pre ;1 = d2 = & sme uz robili, pozri (3)), tak aj o zmenach uhlov pri
deformacii kontinua (na ¢o potrebujeme tento vypocet pre 01 # d2 - konkrétnejsie
pre 81 L 82 - to bude novinka). Z rovnic (37) az (42) vidime, Ze

A; = 61 +u(r+481) —ur) (44)
As; = 8y+u(r+62) —u(r) (45)
Zovseobecnenim rovnice (2) je teda rovnica
A1-Ay=1[01 +u(r+61) —u(r)][d2 +u(r+d2) — u(r)] (46)
a ako ukazuje jednoduchy vypocet, zovseobecnenim vysledku (3) je vysledok
Ay Ay =681 62+ 265(61)i(62); (47)

Tento vzorec zodpovedé vzorcu (21) z prudko vedeckého formalizmu.

v  Naozaj:

Ai-Ay = [61+u(r+46;1)—u(r)][d2+u(r+6d2) —u(r)

[(01)i +wi(r) 4+ u;,5(01); — wi(r)][(02)i + wi(r) + us 5(82); — wi(r)]
[(61)i + wi,j(01);][(02); + wik(62)k]

0102+ (wij +uj,;)(01)i(02); + uijuir(1);(2)k

01 - 02 + 2€;5(61)i(02); + i ju; x(61);(02)k

= 6102+ 2€;(01)i(d2);



kde
1

€ij 1= UG j) = §(Ui’j + ;i)
je nas stary znamy tenzor deformdcie. Vidime, Ze znalost tenzora deformadcie ne-
umoziuje len vypoved (3), ale aj vieobecnejsiu vypoved (47). A

Stoji za povSimnutie, ze vysledok (47) mozeme zapisat aj takto:
0ij(A1)i(A2); = (9ij + 2€5)(01)i(02); (48)

To mozno ¢itat tak, Ze Tavi stranu, ¢o je skalarny sucin nowvyjch relativnych vektorov
v pévodnom beznom zmysle (t.j. pomocou samotného d;;) mozeme nahradit pravou
stranou, skalarnym stac¢inom pdvodnijch relativnych vektorov, ale v novom zmysle,
pomocou modifikovanej symetrickej bilinearnej formy

51'3‘ = gij = 62‘]’ + 2€ij (49)

Symetrickej bilinedrnej forme, ktoré je Sedou eminenciou za skalarnym stc¢inom, sa
hovori metricky tenzor. Vyslo teda, ze povodny (bezny) metricky tenzor sa efektivne
zmenil na trochu iny. V tomto pohlade na vec sa teda tvarime, Ze Ziadne body
sa neposunuli, v8etko zostalo tam kde bolo, len sa z nejakych zadhadnych priéin
(trochu) zmenil metricky tenzor, teda néstroj na vypocet skalarnych stucinov a
to mé za nasledok zmeny dlzok (nezmenenych) relativnych vektorov (spajajtcich
blizke body) a uhlov medzi relativnymi vektormi. Nezabudajme ale, Ze vSetky tieto
efekty nastali v skutocnosti preto, lebo body sa (polfom posunuti u(r)) poposuvali
a neposivali sa rovnako (to je odrazené v zavislosti u na 7).

Vratme sa ale k hlavnej tlohe, priamej interpretacii jednotlivych zloZiek €;;
tenzora deformécie.

Zvolme vo vzorci (48)

01 =02=0=(,0,0) l<<1 (50)

Potom samozrejme (formalne z (44), (45)) aj A1 = As = A a o jeho dlzke hovori
(48) vtedy toto:
|A[=[6](1+e11) =U(1 +€11) (51)

Co to znamena? Mal4 palicka dlzky [ v smere z-ovej osi sa stala (tiez malou) pali¢-

kou dlzky I(1+€11). Preto samotné €1 nie je (podla definicie) ni¢ iné, ako relativne

predlZenie v smere z-ovej osi. Podobné by to bolo pre zvyiné dve diagondlne zlozky.
Uvazujme teraz dve také palicky, jednu v smere osi z, druht v smere y

51 = (17070) (52)
62 = (07 la 0) (53)
Vzorce (44), (45) potom davaju
A; = (14 e€1,u2,1,u31) (54)
Ay = lui, 1+ €9,u32) (55)
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V&imnem si, Ze nova prva mala palicka uz nemé smer x-ovej osi, je (trosku) na-
klonené (okrem toho, Ze je trosku natiahnutd). To isté sa tyka druhej. Aky je
uhol medzi novymi palickami zistime zo skalarneho suéinu. Po zanedbani élenov
zbytocne vysokého rddu dostavame

Ay Ay =Plugg +ug] = 2% (56)

(To isté dava aj (47).) Uhol medzi palickami (52) a (53) bol pravy, takze medzi
tymi trosku otoc¢enymi bude len trosku iny ako pravy. Parametrizujeme ho tak, ze
bude /2 — 2v12 (pozri (32)). Potom

A - Ay = |A1]|Ag] cos(m/2 — 2y12) = (1 + €11)I(1 + €22)2712 (57)
Porovnanie s (56) dava (po zanedbani zbyto¢ne malych ¢lenov)
M2 = €12 (58)

¢o je v zhode s (35).

3 Hookov zakon

3.1 Tenzorova formulacia Hookovho zakona

Ak budd v kontinuu posobit plosné sily, sposobia jeho deformovanie. Plogné sily
st uloZené do tenzora napétia o = 0, deformacie st v tenzore deformacii € = ¢;;.
Takze musi v kaZdom bode kontinua a v kaZdom case existovat nejaky, mozno riadne
komplikovany, vztah

o(er,t) (59)

(Pod tenzorom € sa mysli jeho hodnota v (r,t).) V linedrnej pruznosti su vsak
(podla predpokladu) deformécie malé (vSetky eg; st malé), takze pod ho na Tay-
lorov rozvoj (okolo € = 0):

Jojile,r,t
oij(e,r,t) = 045(0,r,t) + Ua(ekl) €l + - (60)
€r=0
Teraz si uvedomime, 7e
aij(O,r,t) =0 (61)

(ked niet deformécii, nie je dovod na plogné sily, ktoré by ich vygenerovali). Tiez

oznacime
807;j (6, r, t)

Oepy

= Cij(r,t) (62)

€r1=0

Dostaneme linedrne priblizenie (komplikovaného) vztahu (60) v tvare
oij(e,r,t) = Ciju(r, t)ep(r,t) (63)
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V Tudskejgom, menej podrobnom zépise dostavame

o)

Toto je Hookov zdkon v tenzorovom tvare. Nehovori ni¢ viac (ale ani o ni¢ menej)
ako to, ze (pre malé deformécie) z&visi tenzor napétia od tenzora deformécii line-
drne. T4 linedrna zavislost je sprostredkovana tenzorom 4. rangu Cjjx;. Ako vidime,
na odpoved na otézku, aké plogné sily sa vygeneruju ako désledok Tubovolnej de-
formacie, potrebujeme vediet vSetky komponenty tohoto tenzor(ového pol)a. Tento
tenzor teda nesie informaciu o pruzngch vlastnostiach daného kontinua. Vola sa
tenzor pruznosti (stiffness tensor, elasticity tensor) alebo tiez tenzor elastickijch
koeficientov.
Rovno z definicie (62) vidno jeho symetrie

Cijkl = Cjikt = Cijik (65)
Trochu pracnejsie sa dokazuje jeho symetria
Cijrr = Chriij (66)

(Treba na nu ziadat, aby existovala potencidlna energia pre deformacie, t.j. analog
konzervativnosti silového pola. Pozri odsek 3.3.)

Tieto symetrie spolu vyrazne redukuju pocet nezéavislych zlozZiek tenzora Cijp;.
Keby bol ,v8eobecny”, mal by zjavne 3* = 81 komponent (tri nezavislé moznosti
vyberu na Styroch miestach). Ukazuje sa (pozri uvahy v casti 3.3.2), Ze vysSie
Specifikované symetrie redukuju pocet nezavislych zloziek na 21.

3.2 Izotropné a homogénne kontinuum

Pruzné vlastnosti kontinua st teda ulozené do tenzorového pola 4. rangu Cjjp;.
Poznaf toto tenzorové pole pre vieobecné (najhor§ie mozné) kontinuum znamené
poznat 21 funkcii premennych r,t. My sa tu, naopak, pozrieme len na najjedno-
duchsie mozné kontinuum. Vol4 sa izotropné a homogénne. Izotropné je také, ze
jeho pruzné vlastnosti necitia oto¢enie a homogénne zase také, ze necitia posunutie.

Zacneme homogenitou. To je invariantnost voc¢i fubovolnému posunutiu r —
r + a. V kartézskych saradniciach (a zlozkach tenzora voc¢i nim) je homogénnost
tenzora jednoducho fakt, ze pre fubovolné a plati

Cijri(r +a) = Cyji(r) (67)

To znamen4, Ze komponenty tenzora st konstanty. Z 21 nezndmych funkcii sa tak
v pripade homogénneho kontinua stdva 21 neznamych konstant.

S izotropnostouje to je trochu zlozitejsie. Najst vSetky izotropné tenzory (ten-
zory invariantné vo&i rotaciam) je dost netrividlny matematicky problém. Jeho
vysledok je v8ak znamy a jeho opis je velmi jednoduchy. Hovori, Ze existuji prave
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dva "fundamentéilne" izotropné tenzory a ze vSetky ostatné su poskladané z nich
(st ich "tenzorové suciny"). Komponenty tych dvoch zékladnych stavebnych teh-
liciek su (v kartézskej baze) dané dobre znamymi objektmi, a to Kroneckerovym
symbolom a Levi-Civitovym symbolom

dij €ijk (68)

Podme vyzbrojeni tymito vedomostami k Cj;x;. Ten mé 4 indexy a treba ho zostavit
z tehliciek, ktoré maju 2 indexy (Kronecker) a 3 indexy (Levi-Civita). Po troche
rozmyslania zistime, Ze €51, je nepouzitelnd tehlicka (mé& uz 3 indexy, do 4 chyba
1 a l-indexovu tehlicku nemame). Takze to treba poskladat z dvoch Kroneckerov.
St tri moznosti rozhodit 4 indexy na dve delty:

030k 0ik6j1 0i10jk (69)

Kazdy z tychto tenzorov sam osebe je izotropny (aj homogénny) a najvSeobecnejsi
izotropny tenzor je (podla vyssie prezradeného vysledku) Tubovolné linearna kombi-
nacia tychto troch (s konstantnymi koeficientami, aby sme nepokazili homogénnost)

Cijii = NijOt + i1 + v (70)

Teraz sa nasadia poziadavky na vSeobecné symetrie Cjjp; a zisti sa, Ze na ich
splnenie treba zobrat p = v, t.j.

Cijkl = N30kt + (05651 + 0djn) (71)

Toto je teda najvSeobecnejsi homogénny a izotropny tenzor s potrebnym poctom
indexov a s potrebnymi symetriami. Vidime, Zze obsahuje len dve voIné konstanty.
(Na rozdiel od 21 voInych funkcii pre najneprijemnejsie kontinuum.) Ak tieto dve
konstanty pre dané pruzné kontinuum zistime (stafia na to dve vhodné merania),
vieme uz o pruznych vlastnostiach tohoto kontinua vsetko. (V ramci lineérnej te-
orie.) Vieme teda uz predpovedat vysledky roznych ingch merani. (éo je zmyslom
teoretickej fyziky :-)
Hookov zékon v tvare (64) sa po dosadeni (71) zmeni na svoj $pecialny tvar

’O’ij = )\951‘]‘ + 2,ue,-j 0:= e =Tre (72)

Toto je Hookov zikon pre homogénne a izotropné kontinuum v smere o(€), t.j. pre
situaciu, ked poznam € a chcem z toho o. D4 sa v8ak Tahko aj obratit a napisat v
tvare €(o) t.j. pre situaciu, ked poznam o a chcem z toho €. Dopadne to takto:

€ij = 5\9513 + 2[1,02']' 0:=op.=Tro (73)

kde \ ) )
A= - 2% = — 74
213N+ 21 a 24 (74)
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v Inverzny vyraz k (64) musi mat tvar
ei; = Cijrion (75)

Kedze aj (zatial neznamy) tenzor éijkl musi byt izotropny a homogénny, musi mat
tiez Struktaru (71), len s inymi dvoma voInymi konstantami A a fi. Tak dostavame
(73). Ak vyratame stopu rovnice (72), dostaneme

0= (31 +2u)0 (76)
Dosadenie (73) do (72) dava
0ij = (A +2uM0)8; + (4pfi)oi (77)
Preto o
dpp =1 A0+ 200 =0 (78)

Kombinécia rovnic (76) a (78) vedie na vysledok (74).

3.3 Energia deforméacie a symetria C;ji; = Chij

3.3.1 Co vlastne hfadame

Pruzné prostredie reaguje na deformaciu s nevolou - snazi sa vratit do stavu pred
deforméaciou. Ak ho teda chceme zdeformovat, musime nainho silovo posobit a
vykonat pritom prdcu.

Predstavime si, Ze naSe pruzné prostredie uZ je zdeformované polom posunuti
u(r). Zdeformujeme ho este trochu o du(r). Zratajme infinitezimalnu pracu JA
potrebnu na tito dodato¢ni mali deformaciu.

Méme dva typy prispevkov, za objemové a plosné sily. Za deforméciu objemu
dV a plosky dS dostavame toto:

za objemoveé 0Agp; = dVigpj(r) - du(r) = (fobj)idu;dV (79)

za plosné 0A, = dfy(r)-ou(r) = duo4;dS; (80)
Cely objem V s hranicou 0V teda da
0A = / (fobj)iéu,-dVJr 5uiaidej (81)
v v

a prerobenim druhého ¢lena Gaussovou vetou na spolo¢ny objemovy integral do-
staneme

0A = /V((fobj)iéui + 8j(5uzcrw))dV (82)
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Napokon nasadenie Leibniza v druhom ¢lene vedie na
0A = / ((fobj)i + Ojaij)dui + (ajéuz)O’U))dV (83)
1%
Ak je nage kontinuum v rovnovahe (¢o prepokladame), plati

(fobj)i + 0035 =0 (84)

(pripomeiime, Ze vo ,vSeobecnej pohybovej rovnici kontinua” je vpravo pa;, kde a
je zrychlenie elementu dV, ¢o je teraz nula), takZe zostane

1
\% \%4
(druhé = vyplyva zo symetrie tenzora napétia, o;; = 0j;), t.j.
0A = / dVoijdei; (86)
v
kde 1
0€ij = 5(8]'5% + 0;0uy;) (87)

je prirastok k tenzoru deformacie, vyvolany prirastkom k polu posunuti (alebo aj
tenzor dodatocnej deformécie, t.j. tenzor deformécie (4), vyratany len z dodato¢ne;j
deformacie du;).

[Celkové pole posunuti, povodné plus dodatocné, je u(r) + du(r). Jemu zodpo-
vedajuci celkovy tenzor deformacie je

5 (050 + ) + Oy + 5uy)) = S (Ogus + Do) + 3 (By0us + idug)  (88)
Podla (4) a (87) to mozeme napisat v tvare

(celkovy tenzor deformécie);; = €;; + de;; (89)
Vidime teda, ze vyraz (87) dava prirastok k tenzoru deformacie, vyvolany prirast-
kom k polu posunuti.|

Ak teraz vyuZijeme vo vyraze (86) pre (dodato¢nu) pracu vykonanu na (doda-
to¢nt) deforméaciu pruzného prostredia Hookov zdkon (64), dostaneme

0A = / dVCijkIle5€ij (90)

1%
A v tejto vypoltovej faze nastipi hlavna myslienka (predstava): Chceme, aby sa
naga praca investovala do potencidlnej energie. Cize aby praca d A viedla na ndrast

(o 0U) nejakej veliciny U, (potencialnej) energie deformdcie:

SA=6U U= / dVéu (91)
14
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Pre nejaké (hfadané)
U:/ dVu (92)
\%4

Cize sa vlastne hlada taka funkcia
u(e) = u(ern, €12, . . -, €33), (93)
objemova hustota energie deformadcie, pre ktoru plati
€ij — €5 + € = U= U+ ou (94)

kde (pozri (90))
du = Cijriepde; (95)

3.3.2 Ako to najdeme

Vo vyrazoch typu (90) ¢ (95) je neprijemne vela indexov, ¢o trochu zahmlieva
matematicki podstatu problému.

Zjednodusme preto zapis takto:

Kedze je tenzor deformdcie symetricky, €;; = €;;, nie vSetky jeho komponenty
st nezavislé (ked viem napr. €12, viem uz aj €21 = €12). Nezavislych je zjavne
len sest zo vSetkych deviatich. Napriklad zoberieme diagonélne a ,nad-diagonéilne”
(zvysné tri - ,pod-diagonédlne” zlozky - uz potom vieme). Zavedieme novy index
A=1,...,6 anim ocislované zlozky €4 (t.j. €1, €2,...,¢€) takto:

€1 = €11, €2 = €12, €3 =€]3, €4 = €22, €5 = €23, €6 = €33 (96)

V tomto zapise sa hladand funkcia u z (93) stane explicitne funkciou $iestich (no-
vych) premennych

u(e) = u(er, €2, €3, €4, €5, €6) (97)

Ale aj tenzor napdtia je symetricky, o;; = 0j;, preto aj on mé len Sest nezavislych
komponent o4 (t.j. o1,09,...,06), kde opét

01 =011, 02 =012, 03 =013, O4= 0323, O5= 023, 0OG= 033 (98)

Vzhladom na symetrie (65) tenzora pruznosti C;ji moézeme (aj tu) nahradif prva
symetrickt dvojicu Cj;__ indexom A, druht symetricka dvojicu C__j; indexom B
a zaviest tak namiesto Cyjx; objekt Cap, ktory mé uz len 6 x 6 = 36 komponent
(011, 012, .. 70167 021, ... 7066)-

[Pripomenime, pozri koniec odseku 3.1, Ze apriori mé tenzor Cjjp az 81 kompo-

nent. Vidime, Ze symetrie (65) redukuju pocet nezavislych zloziek na 36. O chvilu
ukézeme, pozri text za (107), Ze symetria (66) znizi tento pocet dalej az na 21.]
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Z Hookovho zdkona (64) sa tak stane toto
o4 =Capep (99)
a nas problém (94), (95) teraz vyzera takto: Hlada sa funkcia (97) taka, ze
€A €4+ deg = u U+ ou (100)

kde (pozri (95))
ou = Cypepdea (101)

Aby sme si uvedomili, Ze ide o start znamu tlohu o potencialovosti (¢i nepotencia-
lovosti) silového pola, oznac¢me

fa(e) = fa(er,... ) := Capep (102)

Potom mame pre du dve rozne vyjadrenia:

ou (0au)den (103)

fa(€)dea (104)

1> =

(Prva rovnost vyplyva zo (100) - Taylorov rozvoj do l.radu, drubha zo (101) a
oznaCenia (102).) Ma teda platit

fa = 0au (105)

Tento problém v8ak pozname z mechaniky: ,Silové pole” f4 mé byt potencidlové.
Odtial aj vieme, kedy také je. Prave vtedy, ked sa ,rovnaju krizne derivacie”, ¢ize
ked

Opfa=0afB (106)

Ak dosadime za f4 vyraz (102), dostaneme z toho podmienku
Cap=0Cpa (107)

To znamené, 7e 6 x 6 matica Cap je symetrickd, takze ma len (6 x 7)/2 = 21
nezdvisljch prvkov (namiesto 6 x 6 = 36). V povodnom (8tvorindexovom) oznaceni
to je symetria

Ciji = Chiij (108)

Podmienka (108) je teda nevyhnutnou a postacujucou podmienkou na to, aby exis-
tovala potencidlna energia pre deforméacie pruzného kontinua.
A ako vyzera to u ked splnend je? Ked si napiSeme, ¢o chceme splnit, t.j.

fa=Capep = 0au (109)
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nevyzaduje to nijaky zavratny intelektualny vykon prist k vyrazu

1
u = §€ACAB€B (110)
(ak je derivacia linedrna v premennych €4, samotna funkcia musi byt v nich kvad-

ratickd). Preto v povodnom (Stvorindexovom) oznaceni to je

1
u = ieijcijkﬁkl (111)

a celkova potencidlna energia deformacia pruzného kontinua v objeme V je (podla

(92))

1
U:/VudVZQ/VEijCijklekldV (112)

3.3.3 Co to da pre homogénne a izotropné kontinuum

Pripomefime si, Ze pre homogénne a izotropné kontinuum sa tenzor pruznosti Cjj
zjednodusi (pozri (71)) na tvar

Cijkl = N0ij0k + 11(05k 651 + 0udjn) (113)

Ked to dosadime do (111), dostaneme

1
u= 5(A(Tfe)2 + 2uTr (€%)) (114)
kde
Tre=¢; =46 (€2)ij = €iner; Tr (%) = (€2)}; = €jnen; (115)
v  Naozaj:
2u = €;CpiER
= €;j(A0ij0p + (01 + 0itdjk) )€t
= Aejjenk + plerjer; + ejeji)
= )\(TI‘ 6)(TI‘ 6) + ,U(Ekjrijk + 6[]'6]'[)
= A(Tre)? +2uTr (€2)
A
Teraz
(Tre)> >0 Tr () >0 (116)
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¥  Naozaj: Tre je realne ¢islo, takze jeho kvadrat (Tre)? > 0. f)alej €kj je sy-
metrickd bilinearna forma, takze sa da (vo fixnom bode r) diagonalizovat. Potom
(tiez bilinearna forma) (€2);; = €;,ex; bude tiez diagonalna, pricom na jej diagonéle
st kvadrdty redlnych ¢isel, ¢ize nezéporné ¢isla. Potom aj ich stopa (sucet tychto
troch ¢isel) je nezaporné ¢islo. Stopa vSak nezdvisi od bdzy, takze bola nezaporna
aj pred diagonalizaciou. A

A samozrejme chceme, aby
u>0 (117)

[Pruzna potencialna energia by mala byt zdola ohranicend, u > ug (ina¢ by sa konti-
nuum spontdnne - samo od seba - deformovalo, lebo by to prefiho bolo energeticky
vyhodné: spontdnnou deforméciu by prechédzalo k stale nizsej a nizSej energii).
Jej najnizgia hodnota, t.j. ug, sa da nastavit na Tubovolna konkrétnu predpisant
hodnotu vhodnou aditivnhou konStantou. My to nastavujeme tak, Ze pre nulova
deforméciu chceme mat nulova energiu.|

Zo (114), (116) a (118) dostéavame doélezité obmedzenie na hodnoty parametrov
A, b

A>0)] (11> 0] (118)

4 Praktické charakteristiky pruzného kontinua

Zistili sme, Ze pruzné vlastnosti homogénneho a izotropného kontinua su (v ramci
linearnej pruznosti) tplne charaktrizované dvoma konstantami, A a p. V réznych
situdciach sa prejavuju ich konkrétne kombinéacie, ktoré vznikli historicky zrejme
aj skor a st zname pod nejakymi menami. Pozrieme sa na nejaké priklady.

4.1 Youngov modul £ a Poissonova konstanta v

Youngov modul pruznosti ( Young modulus) E sa spomina uz v stredoskolskej fyzike.
Definuje sa vzorcom

_AL
L

Mysli sa tym toto: Ty¢ dizky L sa natahuje napitim o (sila na jednotku plochy) a
vyvolé sa tym jej predizenie AL. Veli¢ina € := AL/L je relativne predizenie a tvrdi
sa, ze (pre malé deformdcie) toto relativne predizenie zavisi linedrne od napitia.
Youngov modul E je jednoducho koeficient iimernosti tejto linedrnej zavislosti.

o= Fe €:

(119)

|[Presnejsie, ako vidno z rovnice (119), je to koeficient inverznej - samozrejme tiez
linearnej - zavislosti o(€). Velké E mé material, ktory sa danym napétim relativne
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predizi mdlo. Na rovnicu (119) sa teda mozno pozeraf dvojako: Bud mame dané
relativne prediZenie € a zaujima nas napitie o, ktoré to sposobilo (pohlad o(e),
tu je koeficient umernosti E), alebo méame dané napétie a zaujima nas vyvolané
relativne predizenie (pohlad e(c), tu je koeficient imernosti 1/E).|

Teraz to isté vysokoskolsky. Potrebujeme napisat tenzor napitia pre uvazovana
situaciu. Ak je natahovanie tyce v smere osi z = x!, vyzera takto:

Oij = J5i1(5j1 t.j. Oij

o © 9
o o o

0
0 (120)
0

v Pre takyto tenzor dava vSeobecny defini¢ny vzorec vyjadrujici vektor na-
pitia v na plogke v smere jednotkového vektora n

V; = aijnj (121)

toto:
Vv; = 05i1n1 (122)

To hovori, Ze:
- napitie na plégkach s normélou v smere y a z je nulové
- napétie na plogke s normélou v smere x ma smer x (konkrétne v = (o, 0,0))

No ale to je presne také situacia s plosnymi silami, ak si predstavujeme pri vyslo-
veni spojenia "¢isty fah s napétim o v smere osi " A

Hookov zékon v obratenom tvare (73) potom déva pre tenzor deformécie vyraz

eij = (A0ij + 2010:10j1)0 (123)
Maticovo to je
a 0 O
€j < 0 -b O (124)
0 0 —b
kde
< . 22+ Q A
=(\+2 =——— b=-)Xdo=——— 125
o=\ +20)o u(3)\+2u)g 7 2u(3/\+2u)0 (125)

Co to znamené pre pole posunuti? Mame

Ul = €1 =a
Uz = €22 = —b
ugz = €33=—b
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(plus ostatné derivacie nulové), odkial

uy = ar
us = —by
uz = —bz

(plus este aditivne kongtanty, ¢o ale déva translaciu, ktord ma nezaujima, nie je
deformaciou). Vidim, Ze ¢isty fah v smere osi x vedie na deformaciu

z = (I+a)x (126)
y — (1-b)y (127)
x — (1-b)z (128)
¢o je (otakavané) natiahnutie v smere osi z (faktorom (1 + a), L — L + alL)

a (neocékavané, ale po rozmysleni akceptovatelné) sucasné skrdatenie v prieénom
smere (natiahnutie faktorom (1 —b), [ — [ — bl). Z kocky rozmerov L x L x L sa
teda stava hranol rozmerov

(1+a)Lx(1—b)Lx(1—-0b)L (129)
Objem tej kocky sa potom meni takto
B=VeV+AV =V +(a—20)V (130)
a teda objemova dilaticia je
0= (a—2b)=...(125)---=1/2u (131)

Je asi logické, 7e tato charakteristika materialu je vzdy kladna (natahovanim by sa
vec nemala objemovo svrknit).

No a uz moézeme identifikovat Youngov modul. Uvedomime si, Ze konstanta a
je vlastne relativne predizenie ¢ spominané v stredogkolskom vzorci (119) (kedze
(126) hovori, 7e L — (1 +a)L = L + aL). Ak teda porovnam (119) s vyjadrenim
pre a z (125)

220+
o= Fe G6=———"—"—-0 a=c¢ 132
WA+ 270 152
dostanem vyjadrenie pre Youngov modul v tvare
(3 + 2p)
E=———"- 133
220+ (133)

Fakt, ze okrem podizneho natiahnutia dochadza k prie¢nemu skrateniu sa vola
Poissonov jav. Jeho kvantitativnhou mierou je pomer (relativneho) prietneho skra-
tenia k pozdlznemu natiahnutiu, ktory sa vola Poissonova konstanta (Poisson’s
ratio) , \

vi= - =...(125)--- = i
Této konstanta je spravidla tiez kladné (t.j. prie¢ny rozmer sa naozaj skracuje ked
pozdlzny rozfahujeme), ale existuju exotické materialy, kde to tak nie je (pozri

wiki).

(134)
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4.2 Modul v Smyku G

Modul pruznosti v Smyku (shear modulus) G sa tiez spomina uz v stredoskolske;
fyzike. Definuje sa vzorcom
o=Gy (135)

Mysli sa tym toto: Na hornd stenu hranola vysky [ pdsobime tangencidlnym napé-
tim o (t.j. tah&me ju silou v smere tejto plochy; napitie je sila na jednotku plochy).
Vyvolé sa tym tangencidlny posun hornej steny o 6, t.j. zo§ikmenie bo¢nych stien
hranola o uhol 7. Tento uhol bude dany vztahom tanvy = 0/l a kedZe pre malé
uhly je tan~y = ~, tak

v =19/l (136)

Tvrdi sa, ze uhol v linedrne zavisi od posobiaceho tangencidlneho napétia 0. Modul
pruznosti v §myku G je jednoducho koeficient timernosti tejto linedrnej zavislosti.
Samotna deformaécia tohto druhu sa vola deformaécia Smykom.

[Opét, ako vidno z rovnice (135), je to koeficient inverznej - samozrejme tiez linear-
nej - zavislosti o(7y). Velké G méa material, ktorého steny sa danym tangencialnym
napatim naklonia mdlo. Na rovnicu (135) sa teda opét mo’no pozerat dvojako:
Bud mame dané zosikmenie stien o v a zaujima nés tangencidlne napétie o, ktoré
to sposobilo (pohfad o(7y), tu je koeficient imernosti GG), alebo mame dané tan-
gencialne napitie a zaujima nas vyvolané zoSikmenie stien (pohlad (o), tu je
koeficient imernosti 1/G).]

Teraz to isté vysokogkolsky. Pre tito deforméciu napiSeme pole posunuti, z neho
vyratame tenzor deforméacie a z Hookovho zdkona zodpovedajici tenzor napétia.
Napokon identifikujeme, kde tam je to stredoskolské G.

Ak hornu stenu tahame v smere x = x1, pole posunuti musi mat smer z; a rast
linearne v smere x3 od nuly (vo vyske x3 = 0) po ¢ (vo vyske x3 =[). To déava

1)
ui(r) = 512’3337 = 013037 (137)
Z neho
ui,j(r) = 51i63j7 (138)
takze
1 0 0 ~/2
€ij = ,(ui’j + um-) = 1(512‘(53]' + 531‘51]’) > 0O 0 O (139)
2 2
v/2 0 0

Na diagonale st samé nuly, takze 6 = 0 a Hookov zakon (72) dava

0 Y
0

Oij = 2/161'3‘ = ,my(éliégj + 531'51]') <~ (140)

o O O

0
% 0
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VSeobecny vzorec

Vi = 04N (141)
déva na hornej stene hranola (kde je n = (0,0, 1))
Vi = o33 (142)
a §pecidlne
V| =013 (143)

Pravu stranu od¢itame z (140) - je to py. Lava stranu po hlbokom zamysleni iden-
tifikujeme so stredoskolskym o zo vzorca (135). (Je to prva - teda tu tangencialna -
zlozka napétia na hornej stene hranola. Je tam pritom jedind nenulové, ako ukazuje
(142) a (140).) Tak prepiSeme (143) na

o= py (144)

a porovnanim s (135) dostavame hlavny vysledok, ze

(155

Tajomny koeficient ¢ v Hookovom zékone (72) ma teda priamu fyzikalnu interpre-
taciu ako modul pruznosti v smyku. (Co sa asi ned4 povedat o druhom koeficiente,
o A. Napriklad Youngov modul F je, ako ukazuje (133), pomerne komplikovanou
funkciou oboch tajomnych koeficientov A aj u.)

4.3 StladiteInost x a nestlacitelnost K

Predstavim si, Zze hodim homogénnu ocelova gulku na dno bazéna. Je tam tlak,
ktory sa ju snazi izotropne stlacif a trosku sa mu to aj podari: Jej objem sa zmensi
zV naV+4dV (kde dV je zdporné a velmi malé voci V). Takéto izotropné stlacanie
je vlastne posobenie istych $pecidlnych plosnych sil. (Vedecky sa volaju vsestranni
tlak.) Ako kazdé plosné sily, aj tieto opisuje nejaky tenzor napitia. Ak sa opéift
hlboko zamyslime (Zial, uz druhykrat v kratkom ¢ase), zistime, Ze tieto konkrétne
opisuje tenzor napatia

055 = —péij (146)
(Formalne rovnaky, ako opisuje idedlnu tekutinu. To p je tam tlak na dne bazéna.)
T zmenu V — V +dV mozem chépaf tak, Ze mam zavislost V' (p), kde V =V (0)
aV — V +dV je dosledkom zmeny tlaku (p = 0) — (p = dp), kde p = dp je ten
tlak na dne bazéna. (Kedze nie je velky oproti nulovému tlaku vody na hladine,
nie je hriech oznacif ho ako infinitezimélny tlak dp.) Teda

Ve V4+dv je vlastne V(0) — V(dp) (147)
Mierou toho, ako sa material (objemovo) stla¢a pri vystaveni viestrannému tlaku
je zrejme veli¢ina, zvand stlacitelnost, definovana takto:
1 dVv V’(0)

A £. = 14
TV @, ! " v (148)
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[T4 derivdcia dava zmenu objemu pri zmene tlaku, delenie V-¢kom sposobi, ze
to je relativne (na jednotku péovodného objemu), minus vpredu zabezpedi, aby to
bolo kladné a vypocet derivacie v nule je preto, ze ma zaujima, ako sa zmensuje
ten objem na zaciatku tlaCenia, nie pri uz velkom tlaku a pridanim este trosku
dalsieho tlaku.|

Pomocou stlacitelnosti sa da vztah medzi objemom V' este pri nulovom tlaku p = 0
a objemom V + dV uz pri posobeni tlaku p = dp napisat aj takto:

V(dp) — V(0) = —kVdp t.J. Vip) =V —kVp (149)
Odtial pre objemovu dilataciu 6 dostavame
Vip) —V(0)
= —— —= =— 1
Vo) Kp (150)

Ked teraz skombinujeme Hookov zdkon (72) s podmienkou pre vSestranny tlak
(146), dostaneme
—p5ij = )\0(51] + 2,ueij (151)

Vypocet stopy oboch strén da
—3p = (3A+2u)0 (152)

a dosadenie vyrazu pre 0 z (150) poskytuje kone¢ny vyraz pre stlacitelnost

1
A+ M
Prevratena hodnota stlacitelnosti sa vola nestlacitelnost (bulk modulus)
Ko (154)
Tk
a ako vidime, cez tajomné koeficienty A a p sa vyjadruje takto
2
K=M\+ il (155)

Velku nestlacitelnost K (¢ize malua stlacitelnost k) méa material, ktory na (vse-
stranny) tlak reaguje (¢o sa tyka zmeny objemu) mélo (pozri napr. (149)).

Podakovanie
Dakuj em.
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