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1 Tenzor deformácie

1.1 Dve elementárne odvodenia tenzora deformácie

Prvý pohl'ad: Uvaºujem dva body blízko seba, v polohách r a r + δ. Kvadrát ich
vzdialenosti teda je

[(r+ δ)− r]2 = δ2 (1)

Prvý sa presunie do bodu r+ u(r) a druhý do bodu r+ δ + u(r+ δ). Kvadrát ich
novej vzdialenosti teda bude

∆2 ≡ [(r+ δ + u(r+ δ)− (r+ u(r))]2 (2)

To ale je

∆2 = [(δ + u(r+ δ)− u(r)]2

= [δi + ui(r) + ui,jδj − ui(r)][δi + ui(r) + ui,kδk − ui(r)]
= [δi + ui,jδj ][δi + ui,kδk]
= δ2 + 2ui,jδiδj + ui,jui,kδjδk

V lineárnej pruºnosti sa predpokladá, ºe posunutia a aj ich derivácie sú malé.
Potom vidno, ºe tie tri £leny, ktoré sa tu objavili, nie sú rovnako vel'ké - smerom
doprava ich rádová vel'kost' klesá. Stredný £len je najniº²ia oprava k pôvodnému
l'avému (t.j. zahodit' ho nemôºeme, ak chceme dostat' £okol'vek zaujímavé), ale £len
vpravo je malý e²te aj vo£i strednému (má o jeden faktor ui,j viac), takºe ho pri
uvaºovanej presnosti (ak chceme prvú opravu) treba zanedbat'. Dostali sme teda
výsledok, ºe

δ2 7→ ∆2 = δ2 + 2ui,jδiδj ≡ δ2 + 2ϵijδiδj (3)

kde

ϵij := u(i,j) ≡
1

2
(ui,j + uj,i) (4)

O tom, £i sa vzdialenost' blízkych bodov mení alebo nemení (a detailnej²ie, ktoré
vzdialenosti sa menia a ktoré nie) teda rozhoduje symetrická bilineárna forma ϵij
de�novaná vzt'ahom (4). Volá sa tenzor deformácie.

Druhý pohl'ad: Uvaºujem kon²tantné (a nenulové) pole posunutí. To zodpovedá
rovnomernému posunutiu celého kontinua

r 7→ r+ ϵn t.j. u(r, t) = ϵn (5)

(posunutie o ϵ v smere n). Posunutie je ale izometria, t.j. transformácia, ktorá
zachováva vzdialenosti a preto (podl'a de�nície :-) nespôsobuje deformácie. Pou£ím
sa, ºe

- existujú aj polia posunutí (kon²tantné), ktoré zodpovedajú nulovej deformácii
- deformácia by preto mohla byt' skrytá v deriváciách komponent pol'a posunutí
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Takºe sa zameriam na maticu prvých derivácií zloºiek pol'a posunutí, teda na ui,j .
Tá sa uº posunutiami oklamat' nedá. E²te ale nie je jasné, £i sa nedá oklamat'
rotáciami (tie sú tieº izometrie). In�nitezimálna rotácia sa dá zapísat' ako

r 7→ r+ ϵn× r t.j. u(r, t) = ϵn× r (6)

(oto£enie o ϵ okolo jednotkového vektora n). Tu vychádza

ui,j = ϵϵikjnk (7)

Takºe výraz ui,j sa rotáciou oklamat' dal (je nenulový a pritom deformácia je nu-
lová). V²imnem si ale, ºe výraz ui,j vy²iel antisymetrický, takºe ak sa z neho vyberie
len symetrická £ast', dostaneme potrebnú nulu:

u(i,j) = −ϵϵ(ij)knk = 0 (8)

Pou£enie: Symetrická £ast' výrazu ui,j , t.j. práve výraz (4), sa nedá okabátit' ºiadnou
izometriou (transláciou ani rotáciou), a preto môºe slúºit' ako miera deformácie.

1.2 Odvodenie tenzora deformácie pomocou Lieovej de-

rivácie

Napí²me súradnicové vyjadrenie Lieovej derivácie 1 metrického tenzora g v smere
vektorového pol'a ξ

(Lξg)ij = ξkgij,k + gkjξ
k
,i + gkiξ

k
,j (9)

V Euklidovskom priestore a v kartézskych súradniciach (t.j. ked' gij = δij) to dáva

(Lξg)ij = ξi,j + ξj,i (10)

Ked' to porovnám s výrazom (4), hned' vidím, ºe tenzor deformácie má aj vyjadrenie

ϵij :=
1

2
(Lug)ij (11)

Je to teda (aº na faktor 1/2) Lieova derivácia (beºnej 3-rozmernej euklidovskej)
metriky v smere pol'a posunutí.

1Ak o Lievej derivácii (a toku vektorového pol'a) nevieme ni£, pokra£ujeme v £ítaní
d'al²ej kapitoly. Tam zrejme tieº nebudeme rozumiet' paragrafu (2.1), ale pre£ítame si aspo¬
jeho výsledok, ktorý by mohol byt' - aspo¬ na intuitívnej úrovni - pochopitel'ný a uºito£ný.
A potom si pre£ítame paragraf (2.2), kde to bude odvodené elementárne. Z porovnania
týchto dvoch metód si potom, v závislosti od svojho vkusu, odnesieme/neodnesieme pocit,
ºe sa raz hádam na tú Lieovu deriváciu, pull-backy apod. niekde pozrieme. Napríklad v
knihe [5] :-)
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Je to prekvapujúce? Nemalo by byt'! Transformácia je (podl'a de�nície) defor-
máciou, ak nie je izometriou. Vektorové polia (Killingove) generujúce izometrie sa
po£ítajú z (Killingových :-) rovníc

Lξg = 0 (12)

a situácia, ked' je výraz Lξg nenulový signalizuje, ºe tok pol'a ξ bude menit' d¨ºky
(niektorých) kriviek, t.j. bude spôsobovat' deformáciu (vzdialenost' dvoch bodov
je d¨ºka istej krivky). T.j. výraz Lξg je presne to, £o nesie informáciu o tom, £i
príslu²ný tok pol'a ξ prostredie deformuje (ak je nenulový) alebo nedeformuje (ak
je nulový).

2 Význam jednotlivých komponent tenzora de-

formácie

Na pochopenie priameho významu jednotlivých komponent tenzora deformácie mô-
ºeme vy²tartovat'

- z jeho prudko vedeckého vyjadrenia cez Lieovu deriváciu v tvare (11)
- z jeho elementárneho vyjadrenia (metódami paragrafu (1.1))

Vybrat' si jednu z týchto moºností je vecou vkusu, obe vol'by vedú k tomu istému vý-
sledku :-) Na zdôraznenie tohto faktu uvádzame výklad v tejto kapitole v opa£nom
poradí ako v 1. kapitole, t.j. najprv prudko vedecký a aº potom elementárny.

2.1 Odvodenie pomocou Lieovej derivácie

Pripome¬me si (pozri [5]) súvis Lieovej derivácie v smere pol'a ξ a pull-backu vo£i
in�nitezimálnemu toku Φt tohoto pol'a

Φ∗
t g = g + tLξg |t| << 1 (13)

Odtial' na súradnicovej báze

(Φ∗
t g)(∂i, ∂j) = g(∂i, ∂j) + tLξg(∂i, ∂j) (14)

Teraz si treba uvedomit', ºe úlohu pol'a posunutí z teórie lineárnej pruºnosti hrá
na²e pole tξ (t.j. na²e ξ aº po vynásobené in�nitezimálnym faktorom t; tok o t
pozd¨º ξ je teda to isté ako tok o 1 pozd¨º u, t.j. posunutie r 7→ r+ u(r))

u ≡ tξ (15)

takºe
ϵij :=

1

2
(Lug)ij =

1

2
(Ltξg)ij =

t

2
(Lξg)ij (16)

Potom s vyuºitím de�nície pull-backu a de�nície (11) dostávame

g(Φt∗∂i,Φt∗∂j) = g(∂i, ∂j) + 2ϵij (17)
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Zaved'me ozna£enie
∂̂i := Φt∗∂i (18)

pre súradnicový bázový vektor ∂i odte£ený in�nitezimálnym tokom Φt. Ak e²te
ozna£íme skalárny sú£in bodkou (t.j. g(u, v) ≡ u · v), môºeme prepísat' výsledok
(17) do tvaru

∂̂i · ∂̂j = ∂i · ∂j + 2ϵij (19)

Zapí²me e²te kartézsku súradnicovú bázu (pripome¬me, ºe je ortonormovaná, sme
v E3) ako

ei := ∂i ei · ej = δij (20)

Potom
êi · êj = δij + 2ϵij (21)

Tento vzorec dáva priamu interpretáciu komponent tenzora deformácie. Menovite
tieto komponenty dávajú, ako vidíme, najniº²iu opravu pre skalárne sú£iny in�ni-
tezimálne odte£ených bázových vektorov (t.j. skalárne sú£iny bázových vektorov po
deformácii prostredia).

Pozrime sa na dva typické konkrétne prípady, ϵ11 a ϵ12 (t.j. jeden diagonálny a
jeden mimodiagonálny £len matice komponent tenzora deformácie). Z (21) dostá-
vame

ê1 · ê1 = 1 + 2ϵ11 (22)

ê1 · ê2 = 2ϵ12 (23)

Pod'me najprv dekódovat' význam rovnice (22). Uvedomíme si, ºe výraz ê1 · ê1 je
kvadrát d¨ºky vektora e1 po deformácii. Pre samotnú jeho d¨ºku tak máme vyjad-
renie

|ê1| = 1 + ϵ11 ≡ |e1|+ ϵ11 (24)

Tento vzorec ukazuje, ako súvisí komponenta ϵ11 s nárastom d¨ºky bázového vektora
e1 (jeho pôvodná d¨ºka bola 1, teraz je 1 + ϵ11).

Ak teda mám deformáciu charakterizovanú zloºkami tenzora deformácie ϵij ,
d¨ºky jednotlivých bázových vektorov sa menia takto:

1 ≡ |e1| 7→ 1 + ϵ11 ≡ |ê1| (25)

1 ≡ |e2| 7→ 1 + ϵ22 ≡ |ê2| (26)

1 ≡ |e3| 7→ 1 + ϵ33 ≡ |ê3| (27)

Ak teraz dva blízke body v kontinuu spája vektor l1e1 (t.j. l1 je ich pôvodná -
in�nitezimálna - vzdialenost'), po deformácii ich bude spájat' vektor l1ê1, takºe ich
nová vzdialenost' bude l1|ê1| = (1 + ϵ11)l1. Vzt'ahy (25), (26) a (27) sa dajú teda
vyjadrit' aj ako

l1 7→ (1 + ϵ11)l1 (28)

l2 7→ (1 + ϵ22)l2 (29)

l3 7→ (1 + ϵ33)l3 (30)
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kde l1,l2 a l3 sú vzdialenosti dvoch blízkych bodov, ktoré sú vo£i sebe postupne
v smere x-ovej, y-ovej a z-ovej osi (ide o tri rôzne prípady dvojíc bodov). To ale
znamená, ºe ϵ11 je relatívne pred¨ºenie kontinua v smere x-ovej osi (a podobne
sa interpretujú prípady ϵ22 a ϵ33). Tým je výklad diagonálnych zloºiek tenzora
deformácie hotový.

Na pochopenie významu mimodiagonálnych zloºiek potrebujeme porozumiet'
rovnici (23). Medzi vektormi e1 a e2 pred deformáciou bol pravý uhol, ale vzt'ah
(23) ukazuje, ºe po deformácii to uº tak v²eobecne nie je. Nech medzi vektormi ê1
a ê2 je uhol π/2−2γ12 (teda pravý uhol sa zmen²í o 2γ12). Potom môºeme rovnicu
(23) zapísat' takto:

|ê1||ê2| cos(π/2− 2γ12) = 2ϵ12 (31)

Ked'ºe oprava
π/2 7→ π/2− 2γ12 (32)

je in�nitezimálna, platí

cos(π/2− 2γ12) = cos(π/2) + 2γ12 = 2γ12 (33)

Spolu s opravou d¨ºok (24) tak z (31) dostávame

(1 + ϵ11)(1 + ϵ22)2γ12 = 2ϵ12 (34)

Teraz si uº sta£í uvedomit', ºe γ12 aj ϵ12 sú malé, takºe opravy v zátvorkách netreba
brat' váºne. Zostane teda

γ12 = ϵ12 (35)

No a to je hl'adaná interpretácia mimodiagonálnych zloºiek tenzora deformácie:
mimodiagonálne ϵij opisuje uhol γij , o dvojnásobok ktorého deformácia zmen²í
pôvodne pravý uhol medzi bázovými vektormi ei a ej (i ̸= j)

π/2 7→ π/2− 2ϵij (36)

Zhrnutie:
- diagonálne zloºky dávajú relatívne pred¨ºenie v zodpovedajúcom smere
- mimodiagonálne zase zmenu uhla medzi zodpovedajúcimi bázovými vektormi

Konkrétne overenie tejto v²eobecnej interpretácie vidno napríklad vo výsledkoch
(124) a (139) pre £istý t'ah a £istý ²myk.

2.2 Odvodenie bez Lieovej derivácie

Uvaºujem trochu v²eobecnej²iu situáciu, ako v (1) a (2). V²eobecnej²iu v tom,
ºe budem skúmat' relatívnu polohu aº troch bodov pred a po deformácii (nielen
dvoch). Konkrétne, budem mat' aº dva relatívne vektory δ1 a δ2 namiesto jedného
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δ. Tie tri ostro sledované body sú r, r+ δ1 a r+ δ2 (namiesto r a r+ δ predtým).
Posuny týchto troch bodov sú nasledovné:

r 7→ r+ u(r) (37)

r+ δ1 7→ r+ δ1 + u(r+ δ1) (38)

r+ δ2 7→ r+ δ2 + u(r+ δ2) (39)

To môºem zapísat' aj takto:

r 7→ R (40)

r+ δ1 7→ R+∆1 (41)

r+ δ2 7→ R+∆2 (42)

Zaviedol sa teda do hry jazyk nových relatívnych vektorov ∆1 a ∆2 (vo£i novému
- posunutému - po£iatku R). No a zaujímavé bude teraz to, ako sa zmení skalárny
sú£in relatívnych vektorov

δ1 · δ2 7→ ∆1 ·∆2 = ? (43)

V skalárnom sú£ine δ1 · δ2 je totiº informácia ako o d¨ºkach vektorov δ1 a δ2, tak
aj o uhle medzi nimi, takºe výsledok výpo£tu zmeny tohto skalárneho sú£inu nesie
informáciu ako o zmenách vzdialeností blízkych bodov (£o uº vieme, lebo tento
výpo£et pre δ1 = δ2 = δ sme uº robili, pozri (3)), tak aj o zmenách uhlov pri
deformácii kontinua (na £o potrebujeme tento výpo£et pre δ1 ̸= δ2 - konkrétnej²ie
pre δ1 ⊥ δ2 - to bude novinka). Z rovníc (37) aº (42) vidíme, ºe

∆1 = δ1 + u(r+ δ1)− u(r) (44)

∆2 = δ2 + u(r+ δ2)− u(r) (45)

Zov²eobecnením rovnice (2) je teda rovnica

∆1 ·∆2 = [δ1 + u(r+ δ1)− u(r)] · [δ2 + u(r+ δ2)− u(r)] (46)

a ako ukazuje jednoduchý výpo£et, zov²eobecnením výsledku (3) je výsledok

∆1 ·∆2 = δ1 · δ2 + 2ϵij(δ1)i(δ2)j (47)

Tento vzorec zodpovedá vzorcu (21) z prudko vedeckého formalizmu.

H Naozaj:

∆1 ·∆2 = [δ1 + u(r+ δ1)− u(r)] · [δ2 + u(r+ δ2)− u(r)]
= [(δ1)i + ui(r) + ui,j(δ1)j − ui(r)][(δ2)i + ui(r) + ui,j(δ2)j − ui(r)]
= [(δ1)i + ui,j(δ1)j ][(δ2)i + ui,k(δ2)k]
= δ1 · δ2 + (ui,j + uj,i)(δ1)i(δ2)j + ui,jui,k(δ1)j(δ2)k
= δ1 · δ2 + 2ϵij(δ1)i(δ2)j + ui,jui,k(δ1)j(δ2)k
.
= δ1 · δ2 + 2ϵij(δ1)i(δ2)j
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kde
ϵij := u(i,j) ≡

1

2
(ui,j + uj,i)

je ná² starý známy tenzor deformácie. Vidíme, ºe znalost' tenzora deformácie ne-
umoº¬uje len výpoved' (3), ale aj v²eobecnej²iu výpoved' (47). N

Stojí za pov²imnutie, ºe výsledok (47) môºeme zapísat' aj takto:

δij(∆1)i(∆2)j = (δij + 2ϵij)(δ1)i(δ2)j (48)

To moºno £ítat' tak, ºe l'avú stranu, £o je skalárny sú£in nových relatívnych vektorov
v pôvodnom beºnom zmysle (t.j. pomocou samotného δij) môºeme nahradit' pravou
stranou, skalárnym sú£inom pôvodných relatívnych vektorov, ale v novom zmysle,
pomocou modi�kovanej symetrickej bilineárnej formy

δij 7→ gij ≡ δij + 2ϵij (49)

Symetrickej bilineárnej forme, ktorá je ²edou eminenciou za skalárnym sú£inom, sa
hovorímetrický tenzor. Vy²lo teda, ºe pôvodný (beºný) metrický tenzor sa efektívne
zmenil na trochu iný. V tomto pohl'ade na vec sa teda tvárime, ºe ºiadne body
sa neposunuli, v²etko zostalo tam kde bolo, len sa z nejakých záhadných prí£in
(trochu) zmenil metrický tenzor, teda nástroj na výpo£et skalárnych sú£inov a
to má za následok zmeny d¨ºok (nezmenených) relatívnych vektorov (spájajúcich
blízke body) a uhlov medzi relatívnymi vektormi. Nezabúdajme ale, ºe v²etky tieto
efekty nastali v skuto£nosti preto, lebo body sa (pol'om posunutí u(r)) poposúvali
a neposúvali sa rovnako (£o je odrazené v závislosti u na r).

Vrát'me sa ale k hlavnej úlohe, priamej interpretácii jednotlivých zloºiek ϵij
tenzora deformácie.

Zvol'me vo vzorci (48)

δ1 = δ2 = δ = (l, 0, 0) l << 1 (50)

Potom samozrejme (formálne z (44), (45)) aj ∆1 = ∆2 = ∆ a o jeho d¨ºke hovorí
(48) vtedy toto:

|∆| = |δ|(1 + ϵ11) ≡ l(1 + ϵ11) (51)

�o to znamená? Malá pali£ka d¨ºky l v smere x-ovej osi sa stala (tieº malou) pali£-
kou d¨ºky l(1+ϵ11). Preto samotné ϵ11 nie je (podl'a de�nície) ni£ iné, ako relatívne
pred¨ºenie v smere x-ovej osi. Podobné by to bolo pre zvy²né dve diagonálne zloºky.

Uvaºujme teraz dve také pali£ky, jednu v smere osi x, druhú v smere y

δ1 = (l, 0, 0) (52)

δ2 = (0, l, 0) (53)

Vzorce (44), (45) potom dávajú

∆1 = l(1 + ϵ11, u2,1, u3,1) (54)

∆2 = l(u1,2, 1 + ϵ22, u3,2) (55)
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V²imnem si, ºe nová prvá malá pali£ka uº nemá smer x-ovej osi, je (tro²ku) na-
klonená (okrem toho, ºe je tro²ku natiahnutá). To isté sa týka druhej. Aký je
uhol medzi novými pali£kami zistíme zo skalárneho sú£inu. Po zanedbaní £lenov
zbyto£ne vysokého rádu dostávame

∆1 ·∆2 = l2[u1,2 + u2,1] ≡ 2l2ϵ12 (56)

(To isté dáva aj (47).) Uhol medzi pali£kami (52) a (53) bol pravý, takºe medzi
tými tro²ku oto£enými bude len tro²ku iný ako pravý. Parametrizujeme ho tak, ºe
bude π/2− 2γ12 (pozri (32)). Potom

∆1 ·∆2 = |∆1||∆2| cos(π/2− 2γ12) = l(1 + ϵ11)l(1 + ϵ22)2γ12 (57)

Porovnanie s (56) dáva (po zanedbaní zbyto£ne malých £lenov)

γ12 = ϵ12 (58)

£o je v zhode s (35).

3 Hookov zákon

3.1 Tenzorová formulácia Hookovho zákona

Ak budú v kontinuu pôsobit' plo²né sily, spôsobia jeho deformovanie. Plo²né sily
sú uloºené do tenzora napätia σ ≡ σij , deformácie sú v tenzore deformácií ϵ ≡ ϵij .
Takºe musí v kaºdom bode kontinua a v kaºdom £ase existovat' nejaký, moºno riadne
komplikovaný, vzt'ah

σ(ϵ, r, t) (59)

(Pod tenzorom ϵ sa myslí jeho hodnota v (r, t).) V lineárnej pruºnosti sú v²ak
(podl'a predpokladu) deformácie malé (v²etky ϵkl sú malé), takºe pod' ho na Tay-
lorov rozvoj (okolo ϵkl = 0):

σij(ϵ, r, t) = σij(0, r, t) +
∂σij(ϵ, r, t)

∂ϵkl

∣∣∣∣
ϵkl=0

ϵkl + . . . (60)

Teraz si uvedomíme, ºe
σij(0, r, t) = 0 (61)

(ked' niet deformácií, nie je dôvod na plo²né sily, ktoré by ich vygenerovali). Tieº
ozna£íme

∂σij(ϵ, r, t)

∂ϵkl

∣∣∣∣
ϵkl=0

:= Cijkl(r, t) (62)

Dostaneme lineárne priblíºenie (komplikovaného) vzt'ahu (60) v tvare

σij(ϵ, r, t) = Cijkl(r, t)ϵkl(r, t) (63)
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V l'udskej²om, menej podrobnom zápise dostávame

σij = Cijklϵkl (64)

Toto je Hookov zákon v tenzorovom tvare. Nehovorí ni£ viac (ale ani o ni£ menej)
ako to, ºe (pre malé deformácie) závisí tenzor napätia od tenzora deformácií line-
árne. Tá lineárna závislost' je sprostredkovaná tenzorom 4. rangu Cijkl. Ako vidíme,
na odpoved' na otázku, aké plo²né sily sa vygenerujú ako dôsledok l'ubovol'nej de-
formácie, potrebujeme vediet' v²etky komponenty tohoto tenzor(ového pol')a. Tento
tenzor teda nesie informáciu o pruºných vlastnostiach daného kontinua. Volá sa
tenzor pruºnosti (sti�ness tensor, elasticity tensor) alebo tieº tenzor elastických
koe�cientov.

Rovno z de�nície (62) vidno jeho symetrie

Cijkl = Cjikl = Cijlk (65)

Trochu pracnej²ie sa dokazuje jeho symetria

Cijkl = Cklij (66)

(Treba na ¬u ºiadat', aby existovala potenciálna energia pre deformácie, t.j. analóg
konzervatívnosti silového pol'a. Pozri odsek 3.3.)

Tieto symetrie spolu výrazne redukujú po£et nezávislých zloºiek tenzora Cijkl.
Keby bol �v²eobecný�, mal by zjavne 34 = 81 komponent (tri nezávislé moºnosti
výberu na ²tyroch miestach). Ukazuje sa (pozri úvahy v £asti 3.3.2), ºe vy²²ie
²peci�kované symetrie redukujú po£et nezávislých zloºiek na 21.

3.2 Izotropné a homogénne kontinuum

Pruºné vlastnosti kontinua sú teda uloºené do tenzorového pol'a 4. rangu Cijkl.
Poznat' toto tenzorové pole pre v²eobecné (najhor²ie moºné) kontinuum znamená
poznat' 21 funkcií premenných r, t. My sa tu, naopak, pozrieme len na najjedno-
duch²ie moºné kontinuum. Volá sa izotropné a homogénne. Izotropné je také, ºe
jeho pruºné vlastnosti necítia oto£enie a homogénne zase také, ºe necítia posunutie.

Za£neme homogenitou. To je invariantnost' vo£i l'ubovol'nému posunutiu r 7→
r + a. V kartézskych súradniciach (a zloºkách tenzora vo£i nim) je homogénnost'
tenzora jednoducho fakt, ºe pre l'ubovol'né a platí

Cijkl(r+ a) = Cijkl(r) (67)

To znamená, ºe komponenty tenzora sú kon²tanty. Z 21 neznámych funkcií sa tak
v prípade homogénneho kontinua stáva 21 neznámych kon²tánt.

S izotropnost'ouje to je trochu zloºitej²ie. Nájst' v²etky izotropné tenzory (ten-
zory invariantné vo£i rotáciám) je dost' netriviálny matematický problém. Jeho
výsledok je v²ak známy a jeho opis je vel'mi jednoduchý. Hovorí, ºe existujú práve
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dva "fundamentálne" izotropné tenzory a ºe v²etky ostatné sú poskladané z nich
(sú ich "tenzorové sú£iny"). Komponenty tých dvoch základných stavebných teh-
li£iek sú (v kartézskej báze) dané dobre známymi objektmi, a to Kroneckerovým
symbolom a Levi-Civitovým symbolom

δij ϵijk (68)

Pod'me vyzbrojení týmito vedomost'ami k Cijkl. Ten má 4 indexy a treba ho zostavit'
z tehli£iek, ktoré majú 2 indexy (Kronecker) a 3 indexy (Levi-Civita). Po troche
rozmý²l'ania zistíme, ºe ϵijk je nepouºitel'ná tehli£ka (má uº 3 indexy, do 4 chýba
1 a 1-indexovú tehli£ku nemáme). Takºe to treba poskladat' z dvoch Kroneckerov.
Sú tri moºnosti rozhodit' 4 indexy na dve delty:

δijδkl δikδjl δilδjk (69)

Kaºdý z týchto tenzorov sám osebe je izotropný (aj homogénny) a najv²eobecnej²í
izotropný tenzor je (podl'a vy²²ie prezradeného výsledku) l'ubovol'ná lineárna kombi-
nácia týchto troch (s kon²tantnými koe�cientami, aby sme nepokazili homogénnost')

Cijkl = λδijδkl + µδikδjl + νδilδjk (70)

Teraz sa nasadia poºiadavky na v²eobecné symetrie Cijkl a zistí sa, ºe na ich
splnenie treba zobrat' µ = ν, t.j.

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (71)

Toto je teda najv²eobecnej²í homogénny a izotropný tenzor s potrebným po£tom
indexov a s potrebnými symetriami. Vidíme, ºe obsahuje len dve vol'né kon²tanty.
(Na rozdiel od 21 vol'ných funkcií pre najnepríjemnej²ie kontinuum.) Ak tieto dve
kon²tanty pre dané pruºné kontinuum zistíme (sta£ia na to dve vhodné merania),
vieme uº o pruºných vlastnostiach tohoto kontinua v²etko. (V rámci lineárnej te-
órie.) Vieme teda uº predpovedat' výsledky rôznych iných meraní. (�o je zmyslom
teoretickej fyziky :-)

Hookov zákon v tvare (64) sa po dosadení (71) zmení na svoj ²peciálny tvar

σij = λθδij + 2µϵij θ := ϵkk ≡ Tr ϵ (72)

Toto je Hookov zákon pre homogénne a izotropné kontinuum v smere σ(ϵ), t.j. pre
situáciu, ked' poznám ϵ a chcem z toho σ. Dá sa v²ak l'ahko aj obrátit' a napísat' v
tvare ϵ(σ) t.j. pre situáciu, ked' poznám σ a chcem z toho ϵ. Dopadne to takto:

ϵij = λ̂θ̂δij + 2µ̂σij θ̂ := σkk ≡ Trσ (73)

kde
λ̂ = − λ

2µ

1

3λ+ 2µ
2µ̂ =

1

2µ
(74)
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H Inverzný výraz k (64) musí mat' tvar

ϵij = Ĉijklσkl (75)

Ked'ºe aj (zatial' neznámy) tenzor Ĉijkl musí byt' izotropný a homogénny, musí mat'
tieº ²truktúru (71), len s inými dvoma vol'nými kon²tantami λ̂ a µ̂. Tak dostávame
(73). Ak vyrátame stopu rovnice (72), dostaneme

θ̂ = (3λ+ 2µ)θ (76)

Dosadenie (73) do (72) dáva

σij = (λθ + 2µλ̂θ̂)δij + (4µµ̂)σij (77)

Preto
4µµ̂ = 1 λθ + 2µλ̂θ̂ = 0 (78)

Kombinácia rovníc (76) a (78) vedie na výsledok (74).
N

3.3 Energia deformácie a symetria Cijkl = Cklij

3.3.1 �o vlastne hl'adáme

Pruºné prostredie reaguje na deformáciu s nevôl'ou - snaºí sa vrátit' do stavu pred
deformáciou. Ak ho teda chceme zdeformovat', musíme na¬ho silovo pôsobit' a
vykonat' pritom prácu.

Predstavíme si, ºe na²e pruºné prostredie uº je zdeformované pol'om posunutí
u(r). Zdeformujeme ho e²te trochu o δu(r). Zrátajme in�nitezimálnu prácu δA
potrebnú na túto dodato£nú malú deformáciu.

Máme dva typy príspevkov, za objemové a plo²né sily. Za deformáciu objemu
dV a plô²ky dS dostávame toto:

za objemové δAobj = dV fobj(r) · δu(r) ≡ (fobj)iδuidV (79)

za plo²né δApl = dfpl(r) · δu(r) ≡ δuiσijdSj (80)

Celý objem V s hranicou ∂V teda dá

δA =

∫
V
(fobj)iδuidV +

∫
∂V

δuiσijdSj (81)

a prerobením druhého £lena Gaussovou vetou na spolo£ný objemový integrál do-
staneme

δA =

∫
V
((fobj)iδui + ∂j(δuiσij))dV (82)
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Napokon nasadenie Leibniza v druhom £lene vedie na

δA =

∫
V
((fobj)i + ∂jσij)δui + (∂jδui)σij))dV (83)

Ak je na²e kontinuum v rovnováhe (£o prepokladáme), platí

(fobj)i + ∂jσij = 0 (84)

(pripome¬me, ºe vo �v²eobecnej pohybovej rovnici kontinua� je vpravo ρai, kde a
je zrýchlenie elementu dV , £o je teraz nula), takºe zostane

δA =

∫
V
σij(∂jδui)dV =

∫
V
σij

1

2
(∂jδui + ∂iδuj)dV (85)

(druhé = vyplýva zo symetrie tenzora napätia, σij = σji), t.j.

δA =

∫
V
dV σijδϵij (86)

kde
δϵij :=

1

2
(∂jδui + ∂iδuj) (87)

je prírastok k tenzoru deformácie, vyvolaný prírastkom k pol'u posunutí (alebo aj
tenzor dodato£nej deformácie, t.j. tenzor deformácie (4), vyrátaný len z dodato£nej
deformácie δui).

[Celkové pole posunutí, pôvodné plus dodato£né, je u(r) + δu(r). Jemu zodpo-
vedajúci celkový tenzor deformácie je

1

2
(∂j(ui + δui) + ∂i(uj + δuj)) =

1

2
(∂jui + ∂iuj) +

1

2
(∂jδui + ∂iδuj) (88)

Podl'a (4) a (87) to môºeme napísat' v tvare

(celkový tenzor deformácie)ij = ϵij + δϵij (89)

Vidíme teda, ºe výraz (87) dáva prírastok k tenzoru deformácie, vyvolaný prírast-
kom k pol'u posunutí.]

Ak teraz vyuºijeme vo výraze (86) pre (dodato£nú) prácu vykonanú na (doda-
to£nú) deformáciu pruºného prostredia Hookov zákon (64), dostaneme

δA =

∫
V
dV Cijklϵklδϵij (90)

A v tejto výpo£tovej fáze nastúpi hlavná my²lienka (predstava): Chceme, aby sa
na²a práca investovala do potenciálnej energie. �iºe aby práca δA viedla na nárast
(o δU) nejakej veli£iny U , (potenciálnej) energie deformácie:

δA = δU δU =

∫
V
dV δu (91)
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Pre nejaké (hl'adané)

U =

∫
V
dV u (92)

�iºe sa vlastne hl'adá taká funkcia

u(ϵ) ≡ u(ϵ11, ϵ12, . . . , ϵ33), (93)

objemová hustota energie deformácie, pre ktorú platí

ϵij 7→ ϵij + δϵij ⇒ u 7→ u+ δu (94)

kde (pozri (90))
δu = Cijklϵklδϵij (95)

3.3.2 Ako to nájdeme

Vo výrazoch typu (90) £i (95) je nepríjemne vel'a indexov, £o trochu zahmlieva
matematickú podstatu problému.

Zjednodu²me preto zápis takto:
Ked'ºe je tenzor deformácie symetrický, ϵij = ϵji, nie v²etky jeho komponenty

sú nezávislé (ked' viem napr. ϵ12, viem uº aj ϵ21 = ϵ12). Nezávislých je zjavne
len ²est' zo v²etkých deviatich. Napríklad zoberieme diagonálne a �nad-diagonálne�
(zvy²né tri - �pod-diagonálne� zloºky - uº potom vieme). Zavedieme nový index
A = 1, . . . , 6 a ním o£íslované zloºky ϵA (t.j. ϵ1, ϵ2, . . . , ϵ6) takto:

ϵ1 = ϵ11, ϵ2 = ϵ12, ϵ3 = ϵ13, ϵ4 = ϵ22, ϵ5 = ϵ23, ϵ6 = ϵ33 (96)

V tomto zápise sa hl'adaná funkcia u z (93) stane explicitne funkciou ²iestich (no-
vých) premenných

u(ϵ) ≡ u(ϵ1, ϵ2, ϵ3, ϵ4, ϵ5, ϵ6) (97)

Ale aj tenzor napätia je symetrický, σij = σji, preto aj on má len ²est' nezávislých
komponent σA (t.j. σ1, σ2, . . . , σ6), kde opät'

σ1 = σ11, σ2 = σ12, σ3 = σ13, σ4 = σ22, σ5 = σ23, σ6 = σ33 (98)

Vzhl'adom na symetrie (65) tenzora pruºnosti Cijkl môºeme (aj tu) nahradit' prvú
symetrickú dvojicu Cij−− indexom A, druhú symetrickú dvojicu C−−kl indexom B
a zaviest' tak namiesto Cijkl objekt CAB, ktorý má uº len 6 × 6 = 36 komponent
(C11, C12, . . . , C16, C21, . . . , C66).

[Pripome¬me, pozri koniec odseku 3.1, ºe apriori má tenzor Cijkl aº 81 kompo-
nent. Vidíme, ºe symetrie (65) redukujú po£et nezávislých zloºiek na 36. O chvíl'u
ukáºeme, pozri text za (107), ºe symetria (66) zníºi tento po£et d'alej aº na 21.]
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Z Hookovho zákona (64) sa tak stane toto

σA = CABϵB (99)

a ná² problém (94), (95) teraz vyzerá takto: Hl'adá sa funkcia (97) taká, ºe

ϵA 7→ ϵA + δϵA ⇒ u 7→ u+ δu (100)

kde (pozri (95))
δu = CABϵBδϵA (101)

Aby sme si uvedomili, ºe ide o starú známu úlohu o potenciálovosti (£i nepotenciá-
lovosti) silového pol'a, ozna£me

fA(ϵ) ≡ fA(ϵ1, . . . , ϵ6) := CABϵB (102)

Potom máme pre δu dve rôzne vyjadrenia:

δu
1.
= (∂Au)δϵA (103)
2.
= fA(ϵ)δϵA (104)

(Prvá rovnost' vyplýva zo (100) - Taylorov rozvoj do 1.rádu, druhá zo (101) a
ozna£enia (102).) Má teda platit'

fA = ∂Au (105)

Tento problém v²ak poznáme z mechaniky: �Silové pole� fA má byt' potenciálové.
Odtial' aj vieme, kedy také je. Práve vtedy, ked' sa �rovnajú kríºne derivácie�, £iºe
ked'

∂BfA = ∂AfB (106)

Ak dosadíme za fA výraz (102), dostaneme z toho podmienku

CAB = CBA (107)

To znamená, ºe 6 × 6 matica CAB je symetrická, takºe má len (6 × 7)/2 = 21
nezávislých prvkov (namiesto 6×6 = 36). V pôvodnom (²tvorindexovom) ozna£ení
to je symetria

Cijkl = Cklij (108)

Podmienka (108) je teda nevyhnutnou a posta£ujúcou podmienkou na to, aby exis-
tovala potenciálna energia pre deformácie pruºného kontinua.

A ako vyzerá to u ked' splnená je? Ked' si napí²eme, £o chceme splnit', t.j.

fA ≡ CABϵB = ∂Au (109)
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nevyºaduje to nijaký závratný intelektuálny výkon príst' k výrazu

u =
1

2
ϵACABϵB (110)

(ak je derivácia lineárna v premenných ϵA, samotná funkcia musí byt' v nich kvad-
ratická). Preto v pôvodnom (²tvorindexovom) ozna£ení to je

u =
1

2
ϵijCijklϵkl (111)

a celková potenciálna energia deformácia pruºného kontinua v objeme V je (podl'a
(92))

U =

∫
V
udV =

1

2

∫
V
ϵijCijklϵkldV (112)

3.3.3 �o to dá pre homogénne a izotropné kontinuum

Pripome¬me si, ºe pre homogénne a izotropné kontinuum sa tenzor pruºnosti Cijkl

zjednodu²í (pozri (71)) na tvar

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (113)

Ked' to dosadíme do (111), dostaneme

u =
1

2
(λ(Tr ϵ)2 + 2µTr (ϵ2)) (114)

kde

Tr ϵ = ϵjj ≡ θ (ϵ2)ij = ϵikϵkj Tr (ϵ2) = (ϵ2)jj = ϵjkϵkj (115)

H Naozaj:
2u = ϵijCijklϵkl

= ϵij(λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk))ϵkl
= λϵjjϵkk + µ(ϵkjϵkj + ϵljϵjl)
= λ(Tr ϵ)(Tr ϵ) + µ(ϵkjϵjk + ϵljϵjl)
= λ(Tr ϵ)2 + 2µTr (ϵ2)

N

Teraz
(Tr ϵ)2 ≥ 0 Tr (ϵ2) ≥ 0 (116)
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H Naozaj: Tr ϵ je reálne £íslo, takºe jeho kvadrát (Tr ϵ)2 ≥ 0. �alej ϵkj je sy-
metrická bilineárna forma, takºe sa dá (vo �xnom bode r) diagonalizovat'. Potom
(tieº bilineárna forma) (ϵ2)ij = ϵikϵkj bude tieº diagonálna, pri£om na jej diagonále
sú kvadráty reálnych £ísel, £iºe nezáporné £ísla. Potom aj ich stopa (sú£et týchto
troch £ísel) je nezáporné £íslo. Stopa v²ak nezávisí od bázy, takºe bola nezáporná
aj pred diagonalizáciou. N

A samozrejme chceme, aby
u ≥ 0 (117)

[Pruºná potenciálna energia by mala byt' zdola ohrani£ená, u ≥ u0 (iná£ by sa konti-
nuum spontánne - samo od seba - deformovalo, lebo by to pre¬ho bolo energeticky
výhodné: spontánnou deformáciu by prechádzalo k stále niº²ej a niº²ej energii).
Jej najniº²ia hodnota, t.j. u0, sa dá nastavit' na l'ubovol'nú konkrétnu predpísanú
hodnotu vhodnou aditívnou kon²tantou. My to nastavujeme tak, ºe pre nulovú
deformáciu chceme mat' nulovú energiu.]

Zo (114), (116) a (118) dostávame dôleºité obmedzenie na hodnoty parametrov
λ, µ:

λ ≥ 0 µ ≥ 0 (118)

4 Praktické charakteristiky pruºného kontinua

Zistili sme, ºe pruºné vlastnosti homogénneho a izotropného kontinua sú (v rámci
lineárnej pruºnosti) úplne charaktrizované dvoma kon²tantami, λ a µ. V rôznych
situáciách sa prejavujú ich konkrétne kombinácie, ktoré vznikli historicky zrejme
aj skôr a sú známe pod nejakými menami. Pozrieme sa na nejaké príklady.

4.1 Youngov modul E a Poissonova kon²tanta ν

Youngov modul pruºnosti (Young modulus) E sa spomína uº v stredo²kolskej fyzike.
De�nuje sa vzorcom

σ = Eϵ ϵ :=
∆L

L
(119)

Myslí sa tým toto: Ty£ d¨ºky L sa nat'ahuje napätím σ (sila na jednotku plochy) a
vyvolá sa tým jej pred¨ºenie ∆L. Veli£ina ϵ := ∆L/L je relatívne pred¨ºenie a tvrdí
sa, ºe (pre malé deformácie) toto relatívne pred¨ºenie závisí lineárne od napätia.
Youngov modul E je jednoducho koe�cient úmernosti tejto lineárnej závislosti.

[Presnej²ie, ako vidno z rovnice (119), je to koe�cient inverznej - samozrejme tieº
lineárnej - závislosti σ(ϵ). Vel'ké E má materiál, ktorý sa daným napätím relatívne
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pred¨ºi málo. Na rovnicu (119) sa teda moºno pozerat' dvojako: Bud' máme dané
relatívne pred¨ºenie ϵ a zaujíma nás napätie σ, ktoré to spôsobilo (pohl'ad σ(ϵ),
tu je koe�cient úmernosti E), alebo máme dané napätie a zaujíma nás vyvolané
relatívne pred¨ºenie (pohl'ad ϵ(σ), tu je koe�cient úmernosti 1/E).]

Teraz to isté vysoko²kolsky. Potrebujeme napísat' tenzor napätia pre uvaºovanú
situáciu. Ak je nat'ahovanie ty£e v smere osi x ≡ x1, vyzerá takto:

σij = σδi1δj1 t.j. σij ↔

σ 0 0
0 0 0
0 0 0

 (120)

H Pre takýto tenzor dáva v²eobecný de�ni£ný vzorec vyjadrujúci vektor na-
pätia ν na plô²ke v smere jednotkového vektora n

νi = σijnj (121)

toto:
νi = σδi1n1 (122)

To hovorí, ºe:
- napätie na plô²kach s normálou v smere y a z je nulové
- napätie na plô²ke s normálou v smere x má smer x (konkrétne ν = (σ, 0, 0))

No ale to je presne taká situácia s plo²nými silami, akú si predstavujeme pri vyslo-
vení spojenia "£istý t'ah s napätím σ v smere osi x" N

Hookov zákon v obrátenom tvare (73) potom dáva pre tenzor deformácie výraz

ϵij = (λ̂δij + 2µ̂δi1δj1)σ (123)

Maticovo to je

ϵij ↔

a 0 0
0 −b 0
0 0 −b

 (124)

kde

a ≡ (λ̂+ 2µ̂)σ ≡ 2λ+ µ

µ(3λ+ 2µ)
σ b ≡ −λ̂σ ≡ λ

2µ(3λ+ 2µ)
σ (125)

�o to znamená pre pole posunutí? Máme

u1,1 = ϵ11 = a
u2,2 = ϵ22 = −b
u3,3 = ϵ33 = −b
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(plus ostatné derivácie nulové), odkial'

u1 = ax
u2 = −by
u3 = −bz

(plus e²te aditívne kon²tanty, £o ale dáva transláciu, ktorá ma nezaujíma, nie je
deformáciou). Vidím, ºe £istý t'ah v smere osi x vedie na deformáciu

x 7→ (1 + a)x (126)

y 7→ (1− b)y (127)

x 7→ (1− b)z (128)

£o je (o£akávané) natiahnutie v smere osi x (faktorom (1 + a), L 7→ L + aL)
a (neo£ákavané, ale po rozmyslení akceptovatel'né) sú£asné skrátenie v prie£nom
smere (natiahnutie faktorom (1 − b), l 7→ l − bl). Z kocky rozmerov L × L × L sa
teda stáva hranol rozmerov

(1 + a)L× (1− b)L× (1− b)L (129)

Objem tej kocky sa potom mení takto

L3 ≡ V 7→ V +∆V = V + (a− 2b)V (130)

a teda objemová dilatácia je

θ = (a− 2b) = . . . (125) · · · = 1/2µ (131)

Je asi logické, ºe táto charakteristika materiálu je vºdy kladná (nat'ahovaním by sa
vec nemala objemovo svrknút').

No a uº môºeme identi�kovat' Youngov modul. Uvedomíme si, ºe kon²tanta a
je vlastne relatívne pred¨ºenie ϵ spomínané v stredo²kolskom vzorci (119) (ked'ºe
(126) hovorí, ºe L 7→ (1 + a)L = L + aL). Ak teda porovnám (119) s vyjadrením
pre a z (125)

σ = Eϵ a =
2λ+ µ

µ(3λ+ 2µ)
σ a ≡ ϵ (132)

dostanem vyjadrenie pre Youngov modul v tvare

E =
µ(3λ+ 2µ)

2λ+ µ
(133)

Fakt, ºe okrem pod¨ºneho natiahnutia dochádza k prie£nemu skráteniu sa volá
Poissonov jav. Jeho kvantitatívnou mierou je pomer (relatívneho) prie£neho skrá-
tenia k pozd¨ºnemu natiahnutiu, ktorý sa volá Poissonova kon²tanta (Poisson's
ratio)

ν :=
b

a
= . . . (125) · · · = λ

4λ+ µ
(134)

Táto kon²tanta je spravidla tieº kladná (t.j. prie£ny rozmer sa naozaj skracuje ked'
pozd¨ºny rozt'ahujeme), ale existujú exotické materiály, kde to tak nie je (pozri
wiki).
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4.2 Modul v ²myku G

Modul pruºnosti v ²myku (shear modulus) G sa tieº spomína uº v stredo²kolskej
fyzike. De�nuje sa vzorcom

σ = Gγ (135)

Myslí sa tým toto: Na hornú stenu hranola vý²ky l pôsobíme tangenciálnym napä-
tím σ (t.j. t'aháme ju silou v smere tejto plochy; napätie je sila na jednotku plochy).
Vyvolá sa tým tangenciálny posun hornej steny o δ, t.j. zo²ikmenie bo£ných stien
hranola o uhol γ. Tento uhol bude daný vzt'ahom tan γ = δ/l a ked'ºe pre malé
uhly je tan γ ≈ γ, tak

γ = δ/l (136)

Tvrdí sa, ºe uhol γ lineárne závisí od pôsobiaceho tangenciálneho napätia σ. Modul
pruºnosti v ²myku G je jednoducho koe�cient úmernosti tejto lineárnej závislosti.
Samotná deformácia tohto druhu sa volá deformácia ²mykom.

[Opät', ako vidno z rovnice (135), je to koe�cient inverznej - samozrejme tieº lineár-
nej - závislosti σ(γ). Vel'ké G má materiál, ktorého steny sa daným tangenciálnym
napätím naklonia málo. Na rovnicu (135) sa teda opät' moºno pozerat' dvojako:
Bud' máme dané zo²ikmenie stien o γ a zaujíma nás tangenciálne napätie σ, ktoré
to spôsobilo (pohl'ad σ(γ), tu je koe�cient úmernosti G), alebo máme dané tan-
genciálne napätie a zaujíma nás vyvolané zo²ikmenie stien (pohl'ad γ(σ), tu je
koe�cient úmernosti 1/G).]

Teraz to isté vysoko²kolsky. Pre túto deformáciu napí²eme pole posunutí, z neho
vyrátame tenzor deformácie a z Hookovho zákona zodpovedajúci tenzor napätia.
Napokon identi�kujeme, kde tam je to stredo²kolské G.

Ak hornú stenu t'aháme v smere x ≡ x1, pole posunutí musí mat' smer x1 a rást'
lineárne v smere x3 od nuly (vo vý²ke x3 = 0) po δ (vo vý²ke x3 = l). To dáva

ui(r) = δ1ix3
δ

l
≡ δ1ix3γ (137)

Z neho
ui,j(r) = δ1iδ3jγ (138)

takºe

ϵij ≡
1

2
(ui,j + ui,j) =

γ

2
(δ1iδ3j + δ3iδ1j) ↔

 0 0 γ/2
0 0 0

γ/2 0 0

 (139)

Na diagonále sú samé nuly, takºe θ = 0 a Hookov zákon (72) dáva

σij ≡ 2µϵij = µγ(δ1iδ3j + δ3iδ1j) ↔

 0 0 µγ
0 0 0
µγ 0 0

 (140)
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V²eobecný vzorec
νi = σijnj (141)

dáva na hornej stene hranola (kde je n = (0, 0, 1))

νi = σi3 (142)

a ²peciálne
ν1 = σ13 (143)

Pravú stranu od£ítame z (140) - je to µγ. L'avú stranu po hlbokom zamyslení iden-
ti�kujeme so stredo²kolským σ zo vzorca (135). (Je to prvá - teda tu tangenciálna -
zloºka napätia na hornej stene hranola. Je tam pritom jediná nenulová, ako ukazuje
(142) a (140).) Tak prepí²eme (143) na

σ = µγ (144)

a porovnaním s (135) dostávame hlavný výsledok, ºe

G = µ (145)

Tajomný koe�cient µ v Hookovom zákone (72) má teda priamu fyzikálnu interpre-
táciu ako modul pruºnosti v ²myku. (�o sa asi nedá povedat' o druhom koe�ciente,
o λ. Napríklad Youngov modul E je, ako ukazuje (133), pomerne komplikovanou
funkciou oboch tajomných koe�cientov λ aj µ.)

4.3 Stla£itel'nost' κ a nestla£itel'nost' K

Predstavím si, ºe hodím homogénnu ocel'ovú gul'ku na dno bazéna. Je tam tlak,
ktorý sa ju snaºí izotropne stla£it' a tro²ku sa mu to aj podarí: Jej objem sa zmen²í
z V na V +dV (kde dV je záporné a vel'mi malé vo£i V ). Takéto izotropné stlá£anie
je vlastne pôsobenie istých ²peciálnych plo²ných síl. (Vedecky sa volajú v²estranný
tlak.) Ako kaºdé plo²né sily, aj tieto opisuje nejaký tenzor napätia. Ak sa opät'
hlboko zamyslíme (ºial', uº druhýkrát v krátkom £ase), zistíme, ºe tieto konkrétne
opisuje tenzor napätia

σij = −pδij (146)

(Formálne rovnaký, ako opisuje ideálnu tekutinu. To p je tam tlak na dne bazéna.)
Tú zmenu V 7→ V + dV môºem chápat' tak, ºe mám závislost' V (p), kde V ≡ V (0)
a V 7→ V + dV je dôsledkom zmeny tlaku (p ≡ 0) 7→ (p ≡ dp), kde p ≡ dp je ten
tlak na dne bazéna. (Ked'ºe nie je vel'ký oproti nulovému tlaku vody na hladine,
nie je hriech ozna£it' ho ako in�nitezimálny tlak dp.) Teda

V 7→ V + dV je vlastne V (0) 7→ V (dp) (147)

Mierou toho, ako sa materiál (objemovo) stlá£a pri vystavení v²estrannému tlaku
je zrejme veli£ina, zvaná stla£itel'nost', de�novaná takto:

κ := − 1

V

dV

dp

∣∣∣∣
p=0

t.j. κ := −V ′(0)

V
(148)
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[Tá derivácia dáva zmenu objemu pri zmene tlaku, delenie V -£kom spôsobí, ºe
to je relatívne (na jednotku pôvodného objemu), mínus vpredu zabezpe£í, aby to
bolo kladné a výpo£et derivácie v nule je preto, ºe ma zaujíma, ako sa zmen²uje
ten objem na za£iatku tla£enia, nie pri uº vel'kom tlaku a pridaním e²te tro²ku
d'al²ieho tlaku.]

Pomocou stla£itel'nosti sa dá vzt'ah medzi objemom V e²te pri nulovom tlaku p = 0
a objemom V + dV uº pri pôsobení tlaku p ≡ dp napísat' aj takto:

V (dp)− V (0) = −κV dp t.j. V (p) = V − κV p (149)

Odtial' pre objemovú dilatáciu θ dostávame

θ :=
V (p)− V (0)

V (0)
= −κp (150)

Ked' teraz skombinujeme Hookov zákon (72) s podmienkou pre v²estranný tlak
(146), dostaneme

−pδij = λθδij + 2µϵij (151)

Výpo£et stopy oboch strán dá

−3p = (3λ+ 2µ)θ (152)

a dosadenie výrazu pre θ z (150) poskytuje kone£ný výraz pre stla£itel'nost'

κ =
1

λ+ 2
3µ

(153)

Prevrátená hodnota stla£itel'nosti sa volá nestla£itel'nost' (bulk modulus)

K :=
1

κ
(154)

a ako vidíme, cez tajomné koe�cienty λ a µ sa vyjadruje takto

K = λ+
2

3
µ (155)

Vel'kú nestla£itel'nost' K (£iºe malú stla£itel'nost' κ) má materiál, ktorý na (v²e-
stranný) tlak reaguje (£o sa týka zmeny objemu) málo (pozri napr. (149)).
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