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1 Dokazovani identita

Pri odvodeni Lagrangeovych rovnic 2.druhu z D’ Alembertovho-Lagrangeovho
principu sa vyskytuje nasledovné tvrdenie:
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1.1 Samotny ddkaz (vypocet)

Tu si najprv vysvetlime, ako treba chapaf prava stranu a potom sa pustime
do dokazu, ze sa lava strana rovna pravej.
Vpravo figuruje funkcia T, ¢o je kinetickd energia.
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*Uz dlhé roky kradne vela ¢asu na prednégke z teoretickej mechaniky jeden dost otravny
vypocet. Dalej sa nevyuZiva, treba len jeho vysledok. Aby sa tam mohlo hovorit o zauji-
mavejsich veciach, urobim tento vypocet detailne tu a budem nan len odkazovat.




7 derivacii ale vidno, ze ju mame chapat ako funkciu 2n nezdvislyjch pre-
mennych

TZT(Q’q'):T(q17"'7qn7ql7""qn) (3)

|Ked sa robia parcialne derivécie, skima sa tym (podla ich definicie) zmena
funkcie pri zmene jednej zo suradnic, pricom ostatné sa drzia fixné. Tu je
trochu psychologicky problém, Ze ved predsa ¢'(t) zavisi od toho, aké je
q*(t), t.j. ako moZem drzaf napriklad ¢*(¢) fixné a menif ¢'(¢) (to si vyzaduje
parcidlna derivacia voéi ¢'). Odpoved (trochu povrchna) je, ze len ak to
formélne chapem tak, ako sa hovori (t.j. Ze vSetky stradnice si nezavislé)
plati spominané identita. Platnost tej identity je teda viazana na prdve tento
vyklad, ¢o sa pod tym zapisom mysli. (Dalo by sa odpovedat aj hlbsie a
podrobnejsie, ale tym sa teraz nezafazujme, berme to takto pragmaticky.)]

Vyjadrenie (3) vznikne z (2) tak, Ze sa vyuzije parametrizdicia konfigurad-
ného priestoru (zavedenie zovSeobecnenych staradnic, pozri (27))
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Naozaj, potom podla (28) a (29) dostavame
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kde matica kinetickej energie sa definuje ako
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Vidime, 7Ze kineticka energia je kvadratickou formou vo¢i zovSeobecnenym
ryjchlostiam, pricom matica tejto kvadratickej formy zavisi od zovseobecne-
nych suradnic

T =T(q,q) = % w(q) ¢°¢° (7)

Teraz je uz zrejmé, co sa mysli pod parcidlnymi derivaciami na pravej
strane (1). Posledna vec, ktora treba definovat, je ¢asova derivacia d/dt, kto-
rou sa ta prava strana zacina. Pod nou sa tu mysli derivicia vo¢i premennej
t (¢asu), ktora je skrytd v premennych ¢* a ¢*:

S .d) = Sflate)dw) = 5+ e ©)

Tym by malo byt zrejmé, ¢o sa to vlastne v (1) tvrdi a da sa prikro¢it k
samotnému dokazu.



Tento dokaz prebieha nesmierne dovtipne. V prvom kroku sa rozrita na
drobné Tavé strana dokazovanej identity. V druhom zase pravéa. No a v trefom
sa pohfadom na oba vysledky zbadé4, Ze su vlastne rovnaké. Naozaj dovtipné.

Zatnime teda slubovanou lavou stranou (1).
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Ak eSte zavediem oznacenie
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tak Tava strana vyzeréa celkom jednoducho:
L =Tu ¢ + Xoea ¢"¢° (10)
Vsimnem si, ze X, mé taktuto symetriu
Xica = Xeba (11)

a ze veliciny Xy, a T, suvisia vztahom
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Teraz prejdem na chvilu na pravi stranu (1). Tam si najprv zratam po-
lotovary. Pomocou (7) a (22) dostavam
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Dalej podla (7) a (12)
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Cela prava strana dokazovanej identity (1) potom vyzera
. 1 b ec
P = Tabqb + ((Xacb + Xbca) - §(Xbac + Xcab)) qbq (16)

Ked to porovnam s (10), vidim, Ze prvé ¢leny sa st rovnaké (takze o tie sa
uZ nestaram) a potrebujem uz len zistit, ¢ plati rovnost bez nich, t.j. ¢ plati
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Pomocou symetrie (11) sa prava strana tejto (zatial otéaznej) rovnosti prepise
takto
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Bolo by fajn (uz by to bolo hotové), keby bola zatvorka nulova. Drobny
problém je, 7e ona sama osebe nulova nie je (symetria (11) na jej vynulova-
nie nestaci). Akokolvek ale kladie odpor, nepomoze jej to, lebo je efektivne
nulova v tom zmysle, Ze po vyndsobeni ¢lenom ¢°¢¢ ddva nulu. Na overenie
tohoto tvrdenia treba vyuzif triky (23) a (26) (hovoria, Ze si vo vyraze ta-
kejto Struktury staci nechaf zo vSeobecnej matice len jej symetricku cast)
a symetriu (11). (Ulohu symetrickej matice v indexoch be tu hra vyraz ¢°¢°.)
Detailne:

2(Xacb - Xbac) q (( ach + Xabc) (Xbac + Xcab)) qch
- (( acb — cab) + (Xabc - Xbac)) qch

(0 0) ¢’
Takze hotovo, tvrdenie (1) plati.

1.2 Pomocné tvrdenia, na ktoré sa pri vypocéte (dokaze)
odvolavam

Tu vymenujem technické fakty, ktoré sa vyuzivaju pri vypocte. Prva ¢ast (az

0 (26)) je spomenuté v nultej kapitole, v indexovej ¢asti na za¢iatku. Na
tie dalej zase treba vediet (len) derivovaf :-) a pouzivaf suma¢ni konvenciu.
(Posledné je definicia.)
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2 A ako sa pride na to, ¢o treba dokazovat?

Hlavné dokazované tvrdenie (1) pdsobi dojmom, Ze spadlo z neba. Ako sa
d& prist na to, ze by také nieco mohlo platif? Ukazuje sa, Ze to nie je az
také fazké. Skor naopak, cesta k tomu je velmi prirodzené. Stac¢i preniest vo
vyraze vliavo

or
D . 34
p aqa ( )
bodku 7 prvého ¢lena na druhy a potom dopocitat vzniknuté vyrazy.
Prenesenie:
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kde Tp,(q) je presne matica (,kinetickej energie") definovana rovnicou (6). (K
tomuto vyrazu sa eSte vratime).

Podme sa teraz venovat uprave vyrazu B,. Kedze, ako vidime zo zapisu
ri(q), polohy rj su funkcie ¢, aj ich derivacie dry(q)/0q”* st funkcie g. To
znamena, ze
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Ked to teraz vynasobime (s cielom ziskaf vyraz B,) skalarne vektorom p
v tvare (38), dostaneme
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1
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kde X, sa definovalo v (9). Zatial je teda vysledok taky, ze plati (36), pricom
pre vyrazy A, a B, mame vyjadrenia (40), (41) a (45):
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Ak sa tomuto vyjadreniu zahladime blizsie do o¢i, spozorujeme, Ze by sa to
dalo zapisat jednoduchsie, ak by sme chépali premenné ¢* a ¢* ako nezdvislé.
Naozaj, ak by to tak bolo a ak vezmeme do tvahy symetriu (11) a stvis (12)
medzi Typ(q) a Xape(q), dostaneme

b 88; = % (Tha(9)d") — Xaer(9)§ 4" (48)
= ;i (Tha(q)q )_1<Xacb (q) + Xave(q)) ¢°G° (49)
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Takze sa prijme dohoda, 7e ked chceme rozpocitat posledny vyraz na drobné,
mdme chapaf premenné ¢ a ¢* ako nezdvislé. V tom (a len v tom) pripade
plati identita (1), ktora umozhuje napisat Lagrangeove rovnice v jednodu-

chom a elegantnom tvare
d (0T oT
i (o)~ o~ © o




