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1 Dokazovaná identita

Pri odvodení Lagrangeových rovníc 2.druhu z D'Alembertovho-Lagrangeovho
princípu sa vyskytuje nasledovné tvrdenie:

˙̄p .
∂r̄

∂qa
=

d

dt

∂T

∂q̇a
− ∂T

∂qa
(1)

1.1 Samotný dôkaz (výpo£et)

Tu si najprv vysvetlíme, ako treba chápat' pravú stranu a potom sa pustíme
do dôkazu, ºe sa l'avá strana rovná pravej.

Vpravo �guruje funkcia T , £o je kinetická energia.

T =
N∑
k=1

Tk =
1

2

N∑
k=1

mkṙ
2
k (2)

∗Uº dlhé roky kradne vel'a £asu na predná²ke z teoretickej mechaniky jeden dost' otravný
výpo£et. �alej sa nevyuºíva, treba len jeho výsledok. Aby sa tam mohlo hovorit' o zaují-
mavej²ích veciach, urobím tento výpo£et detailne tu a budem na¬ len odkazovat'.



Z derivácií ale vidno, ºe ju máme chápat' ako funkciu 2n nezávislých pre-
menných

T = T (q, q̇) = T (q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n) (3)

[Ked' sa robia parciálne derivácie, skúma sa tým (podl'a ich de�nície) zmena
funkcie pri zmene jednej zo súradníc, pri£om ostatné sa drºia �xné. Tu je
trochu psychologický problém, ºe ved' predsa q̇1(t) závisí od toho, aké je
q1(t), t.j. ako môºem drºat' napríklad q1(t) �xné a menit' q̇1(t) (to si vyºaduje
parciálna derivácia vo£i q̇1). Odpoved' (trochu povrchná) je, ºe len ak to
formálne chápem tak, ako sa hovorí (t.j. ºe v²etky súradnice sú nezávislé)
platí spomínaná identita. Platnost' tej identity je teda viazaná na práve tento

výklad, £o sa pod tým zápisom myslí. (Dalo by sa odpovedat' aj hlb²ie a
podrobnej²ie, ale tým sa teraz nezat'aºujme, berme to takto pragmaticky.)]

Vyjadrenie (3) vznikne z (2) tak, ºe sa vyuºije parametrizácia kon�gura£-
ného priestoru (zavedenie zov²eobecnených súradníc, pozri (27))

r̄(q) t.j. rk(q
1, . . . , qn) (4)

Naozaj, potom podl'a (28) a (29) dostávame

T =
1

2

N∑
k=1

mkṙ
2
k =

1

2

N∑
k=1

mk
∂rk
∂qa

.
∂rk
∂qb

q̇aq̇b ≡ 1

2
Tab(q) q̇

aq̇b (5)

kde matica kinetickej energie sa de�nuje ako

Tab(q) :=
N∑
k=1

mk
∂rk
∂qa

.
∂rk
∂qb

(6)

Vidíme, ºe kinetická energia je kvadratickou formou vo£i zov²eobecneným
rýchlostiam, pri£om matica tejto kvadratickej formy závisí od zov²eobecne-
ných súradníc

T = T (q, q̇) =
1

2
Tab(q) q̇

aq̇b (7)

Teraz je uº zrejmé, £o sa myslí pod parciálnymi deriváciami na pravej
strane (1). Posledná vec, ktorú treba de�novat', je £asová derivácia d/dt, kto-
rou sa tá pravá strana za£ína. Pod ¬ou sa tu myslí derivácia vo£i premennej
t (£asu), ktorá je skrytá v premenných qa a q̇a:

d

dt
f(q, q̇) =

d

dt
f(q(t), q̇(t)) =

∂f

∂qa
q̇a +

∂f

∂q̇a
q̈a (8)

Tým by malo byt' zrejmé, £o sa to vlastne v (1) tvrdí a dá sa prikro£it' k
samotnému dôkazu.
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Tento dôkaz prebieha nesmierne dôvtipne. V prvom kroku sa rozráta na
drobné l'avá strana dokazovanej identity. V druhom zase pravá. No a v tret'om
sa pohl'adom na oba výsledky zbadá, ºe sú vlastne rovnaké. Naozaj dôvtipné.

Za£nime teda sl'ubovanou l'avou stranou (1).

L' = ˙̄p . ∂r̄
∂qa

(33)
=

∑N
k=1 ṗk . ∂rk

∂qa

(32)
=

∑N
k=1mk

(
∂rk
∂qb

q̈b + ∂2rk
∂qb∂qc

q̇bq̇c
)

. ∂rk
∂qa

=
(∑N

k=1mk
∂rk
∂qa

. ∂rk
∂qb

)
q̈b +

(∑N
k=1mk

∂2rk
∂qb∂qc

. ∂rk
∂qa

)
q̇bq̇c

(6)
= Tab q̈

b +
(∑N

k=1mk
∂2rk
∂qb∂qc

. ∂rk
∂qa

)
q̇bq̇c

Ak e²te zavediem ozna£enie

Xbca :=
N∑
k=1

mk
∂2rk
∂qb∂qc

.
∂rk
∂qa

(9)

tak l'avá strana vyzerá celkom jednoducho:

L' = Tab q̈
b +Xbca q̇bq̇c (10)

V²imnem si, ºe Xbca má takúto symetriu

Xbca = Xcba (11)

a ºe veli£iny Xbca a Tab súvisia vzt'ahom

∂Tab

∂qc
= Xacb +Xbca (12)

Teraz prejdem na chvíl'u na pravú stranu (1). Tam si najprv zrátam po-
lotovary. Pomocou (7) a (22) dostávam

∂T

∂q̇a
= Tabq̇

b (13)

a odtial' pomocou (12) toto

d

dt

∂T

∂q̇a
= Tabq̈

b +
∂Tab

∂qc
q̇bq̇c = Tabq̈

b + (Xacb +Xbca) q̇
bq̇c (14)

�alej podl'a (7) a (12)

∂T

∂qa
=

1

2

∂Tbc

∂qa
q̇bq̇c =

1

2
(Xbac +Xcab) q̇

bq̇c (15)
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Celá pravá strana dokazovanej identity (1) potom vyzerá

P = Tabq̈
b +

(
(Xacb +Xbca)−

1

2
(Xbac +Xcab)

)
q̇bq̇c (16)

Ked' to porovnám s (10), vidím, ºe prvé £leny sa sú rovnaké (takºe o tie sa
uº nestarám) a potrebujem uº len zistit', £i platí rovnost' bez nich, t.j. £i platí

Xbca q̇bq̇c
?
=

(
(Xacb +Xbca)−

1

2
(Xbac +Xcab)

)
q̇bq̇c (17)

Pomocou symetrie (11) sa pravá strana tejto (zatial' otáznej) rovnosti prepí²e
takto

Xbca q̇bq̇c
?
=

(
1

2
(Xacb −Xbac) +Xbca

)
q̇bq̇c (18)

t.j. otázka znie
0

?
= (Xacb −Xbac) q̇

bq̇c (19)

Bolo by fajn (uº by to bolo hotové), keby bola zátvorka nulová. Drobný
problém je, ºe ona sama osebe nulová nie je (symetria (11) na jej vynulova-
nie nesta£í). Akokol'vek ale kladie odpor, nepomôºe jej to, lebo je efektívne

nulová v tom zmysle, ºe po vynásobení £lenom q̇bq̇c dáva nulu. Na overenie
tohoto tvrdenia treba vyuºit' triky (23) a (26) (hovoria, ºe si vo výraze ta-
kejto ²truktúry sta£í nechat' zo v²eobecnej matice len jej symetrickú £ast')
a symetriu (11). (Úlohu symetrickej matice v indexoch bc tu hrá výraz q̇bq̇c.)
Detailne:

2(Xacb −Xbac) q̇
bq̇c

(26)
= ((Xacb +Xabc)− (Xbac +Xcab)) q̇

bq̇c

= ((Xacb −Xcab) + (Xabc −Xbac)) q̇
bq̇c

(11)
= (0 + 0) q̇bq̇c

= 0

Takºe hotovo, tvrdenie (1) platí.

1.2 Pomocné tvrdenia, na ktoré sa pri výpo£te (dôkaze)
odvolávam

Tu vymenujem technické fakty, ktoré sa vyuºívajú pri výpo£te. Prvá £ast' (aº
po (26)) je spomenutá v nultej kapitole, v indexovej £asti na za£iatku. Na
tie d'alej zase treba vediet' (len) derivovat' :-) a pouºívat' suma£nú konvenciu.
(Posledná je de�nícia.)
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∂

∂xi

xj = δij (20)

∂

∂xi

(kjxj) = ki (21)

∂

∂xi

(
1

2
Ajkxjxk

)
= Aijxj (22)

Vij =
1

2
(Vij + Vji) +

1

2
(Vij − Vji) ≡ Sij + Aij (23)

Sij = Sji Aij = −Aji (24)

AijSij = 0 (25)

VijSij = SjiSij , VijAij = AjiAij (26)

rk = rk(q
1, . . . , qn) (27)

vk ≡ ṙk =
∂rk
∂qa

q̇a (28)

v2
k = ṙ2k ≡ ṙk . ṙk =

∂rk
∂qa

.
∂rk
∂qb

q̇aq̇b (29)

ak ≡ r̈k =
∂rk
∂qa

q̈a +
∂2rk
∂qa∂qb

q̇aq̇b (30)

pk = mkṙk (31)

ṗk = mkr̈k = mkak = mk

(
∂rk
∂qa

q̈a +
∂2rk
∂qa∂qb

q̇aq̇b
)

(32)

ā.b̄ = a1.b1 + · · ·+ aN .bN ≡
N∑
k=1

ak.bk (33)
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2 A ako sa príde na to, £o treba dokazovat'?

Hlavné dokazované tvrdenie (1) pôsobí dojmom, ºe spadlo z neba. Ako sa
dá príst' na to, ºe by také nie£o mohlo platit'? Ukazuje sa, ºe to nie je aº
také t'aºké. Skôr naopak, cesta k tomu je vel'mi prirodzená. Sta£í preniest' vo
výraze vl'avo

˙̄p .
∂r̄

∂qa
(34)

bodku z prvého £lena na druhý a potom dopo£ítat' vzniknuté výrazy.
Prenesenie:

˙̄p .
∂r̄

∂qa
=

d

dt

(
p̄ .

∂r̄

∂qa

)
− p̄ .

d

dt

∂r̄

∂qa
(35)

≡ d

dt
Aa −Ba (36)

Dopo£ítanie:

p̄ = (m1ṙ1, . . . ,mN ṙN) (37)

=

(
m1

∂r1
∂qb

, . . . ,mN
∂rN
∂qb

)
q̇b (38)

∂r̄

∂qa
=

(
∂r1
∂qa

, . . . ,
∂rN
∂qa

)
(39)

Potom

Aa =

(
N∑
k=1

mk
∂rk
∂qb

· ∂rk
∂qa

)
q̇b (40)

≡ Tba(q)q̇
b (41)

kde Tba(q) je presne matica (�kinetickej energie") de�novaná rovnicou (6). (K
tomuto výrazu sa e²te vrátime).

Pod'me sa teraz venovat' úprave výrazu Ba. Ked'ºe, ako vidíme zo zápisu
rk(q), polohy rk sú funkcie q, aj ich derivácie ∂rk(q)/∂q

a sú funkcie q. To
znamená, ºe

d

dt

∂r̄

∂qa
=

∂2r̄

∂qa∂qb
q̇b (42)

≡
(

∂2r1
∂qa∂qc

, . . . ,
∂2rN
∂qa∂qc

)
q̇c (43)
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Ked' to teraz vynásobíme (s ciel'om získat' výraz Ba) skalárne vektorom p̄
v tvare (38), dostaneme

Ba =

(
N∑
k=1

mk
∂rk
∂qb

· ∂2rk
∂qa∂qc

)
q̇bq̇c (44)

≡ Xacb(q)q̇
bq̇c (45)

kdeXacb sa de�novalo v (9). Zatial' je teda výsledok taký, ºe platí (36), pri£om
pre výrazy Aa a Ba máme vyjadrenia (40), (41) a (45):

˙̄p .
∂r̄

∂qa
=

d

dt
Aa −Ba (46)

=
d

dt
(Tba(q)q̇

b)−Xacb(q)q̇
bq̇c (47)

Ak sa tomuto vyjadreniu zahl'adíme bliº²ie do o£í, spozorujeme, ºe by sa to
dalo zapísat' jednoduch²ie, ak by sme chápali premenné qa a q̇a ako nezávislé.
Naozaj, ak by to tak bolo a ak vezmeme do úvahy symetriu (11) a súvis (12)
medzi Tab(q) a Xabc(q), dostaneme

˙̄p .
∂r̄

∂qa
=

d

dt

(
Tba(q)q̇

b
)
−Xacb(q)q̇

bq̇c (48)

=
d

dt
(Tba(q)q̇

b)− 1

2
(Xacb(q) +Xabc(q)) q̇

bq̇c (49)

=
d

dt
(Tba(q)q̇

b)− 1

2

(
∂Tbc

∂qa

)
q̇bq̇c (50)

=
d

dt

(
∂

∂q̇a

(
1

2
Tbc(q)q̇

bq̇c
))

− 1

2

(
∂Tbc(q)q̇

bq̇c

∂qa

)
(51)

=
d

dt

(
∂T

∂q̇a

)
− ∂T

∂qa
(52)

Takºe sa prijme dohoda, ºe ked' chceme rozpo£ítat' posledný výraz na drobné,
máme chápat' premenné qa a q̇a ako nezávislé. V tom (a len v tom) prípade
platí identita (1), ktorá umoº¬uje napísat' Lagrangeove rovnice v jednodu-
chom a elegantnom tvare

d

dt

(
∂T

∂q̇a

)
− ∂T

∂qa
= Qa (53)
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