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http://en.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton


PREREKVIZITY

■ Mechanika I, II 

■ Elektromagnetizmus a optika 

■  Teoretická mechanika 

■ Molekulová fyzika - Maxwell–Boltzmannovo rozdelenie
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Mysli globálne, konaj lokálne !

Maxwell-Boltzmann Molecular Speed Distribution for Noble Gases
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PODMIENKY NA UDELENIE KREDITOV

■ Cvičenia – účasť 70%, písomky - 70% príkladov nie Fx 
■ Skúška – písomná a ústna časť
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Vyhodnotenie:  písomky + písomná časť skúšky – aritmetický priemer 
  ústna časť – geometrický priemer  
Celková známka: geometrický priemer percentuálnej úspešnosti podľa priloženej tabuľky
   

0%-50% 50%-60% 60%-70% 70%-80% 80%-90% 90%-100%
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ÚVOD DO POHYBU KVÁNT ENERGIE (ČASTÍC)

E2 = m2c4 + p2c2

E2 = m2
0c

4 + p2c2

“Moderný” prístup

E = �mc2

� ⌘ 1q
1� v2

c2

Energia môže byť nenulová aj keď m=0, prípad fotónu

Budeme sa držať moderného prístupu  a vyhneme sa
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Toto je vzorec pre hybnosť, ak prijmeme hypotézu, že hmotnosť častice závisí na 
rýchlosti. Pre jednoznačnosť potom často namiesto 𝑚 píšeme 𝑚0, aby sme 
zvýraznili, že ide o pokojovú hmotnosť

V najbližších prednáškach budeme analyzovať pohyb dvoch 
elementárnych bodových častíc, fotónu (m=0) a elektrónu (m~10-30 kg)



KLASICKÁ (NEWTONOVA) FYZIKA
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 Klasická fyzika umožňovala v 19. storočí taký dobrý opis pozorovaných javov, že  
Max Planck bol odrádzaný profesorom fyziky venovať sa tomuto vednému smeru,  
kde „všetko“ už bolo objavené.

Bola klasická fyzika naozaj takou „nepriestrelnou“ teóriou, ktorá nevyvolávala  
žiadne pochybnosti?   

Alebo sme sa len nechali učičíkať jej dobrými výsledkami a uspokojivou  
zhodou s experimentom ?



ZENÓN Z ELEA GRÉCKY FILOZOF 5 STOROČIE BC  
PARADOX DELENIA
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Moderná verzia paradoxu Achilla a korytnačky.  
U. Bolt ma nemôže predbehnúť, lebo pri dobiehaní musí  spočítať všteky  
reálne čísla, merajúce vzdialenosť medzi mnou a ním. Tých je však  
nespočítateľne veľa.  

ŠTUDENTSKÁ VERZIA: “Pán kolega, prečo ste sa neučili?”, pýta sa profesor 
študenta. “Dostal som sa ku knižke ľubovoľne blízko, ale nikdy nie až k nej”, 
ospravedlňuje sa študent.  

Turing ukázal, že niektoré úlohy sa nedajú vyriešiť mechanickom stroji  
(Turingov stroj – matematický model klasických počítačov) v reálnom čase. 
Napríklad vypočítať „presne“ číslo π

Achilles nikdy nedobehne korytnačku, lebo najskôr musí prebehnuť polovicu, 
potom polovicu zo zostávajúcej polovice,....   



ZENÓN OF ELEA GRÉCKY FILOZOF 5 STOROČIE BC  
PARADOX LETIACEHO ŠÍPU
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Ak objekt ktorý obsadzuje určitú časť priestoru môže byť v pokoji a 
objekt čo sa pohybuje obsadzuje rovnaký priestor v danom okamžiku, 
potom letiaci šíp sa nepohybuje.

Ak v určitom okamžiku zaberá objekt určitú časť priestoru, potom sa v  
danom okamžiku nemôže pohybovať tam kde je, lebo už tam je, ani tam  
kde nie je, lebo neuplynul žiadny čas.    

 Zenón tvrdí,že ak je čas tvorený z okamžikov (spojito alebo diskrétne) a 
pohyb nemôže  existovať v danom okamžiku, potom pohyb nemôže 
existovať vôbec.



ZENÓNOVE PARADOXY A KLASICKÁ MECHANIKA
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Matematika, na ktorej je Newtonova fyzika postavená, vlastne tvrdí, že 
matematický model klasickej fyziky nemôže byť presným opisom fyzikálnej  
reality. Musí existovať škála, keď už nie je možné súčasne čas a priestor  
donekonečna deliť.  

Zenónové paradoxy naznačujú, že čas a priestor nie je možné oddeliť a klasická 
teória nie je logicky konzistentná.  

Minkowski, ktorý zaviedol časopriestor, vo svojej známej prednáške dokonca tvrdí, 
že keby fyzici brali Zenóna vážne, možno by prišli na teóriu relativity o niekoľko 
storočí skôr, čisto logickou úvahou.  

Podľa Zenona nie je tiež možné, aby teleso zotrvávalo v  
pokoji, pokiaľ na neho nepôsobí žiadna sila.   
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Udalosti vo vlaku a na stanici: prekladový slovník

Lorentzove transformácie

E2 = m2c4 + p2c2



DELENIE ČASOPRIESTORU - KLASICKÝ BIT

10

 

-1

0

1

2

3

4

-1

0

1

2

3

4

-1

0

1

2

3

4
minU |1i |0iU(x)

x �e

�e = 0�e = 1�e = 0.5

42

200 nmML RPL PR

QPC-R

IDOT

IQPCIQPC
QPC-

L

GaAs/AlGaAs heterostructure
2DEG 90 nm deep
ns = 2.9 x 1011 cm-2



MALÉ ŠKÁLY - KVANTOVÝ BIT (QUBIT)
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Pohyb častice bude opisovať vlnová pohybová rovnica! 



PRESUN ČASTICE V PRIESTORE
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x

|0i |1i

Čo znamená jas častice                v pozíciach               a            ?|x = 1i|x = 0i| (x, t)|2

P(x, t) =  (x, t) ⇤(x, t) hustota pravdepodobnosti

P�(x, t) =

Z
x+�/2

x��/2
 (x, t) ⇤(x, t)dx

pravdepodobnosť  
nájdenia častice v 
intervale (x��/2, x+�/2)
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Zmenšenie neistoty: urobiť viacero meraní
Doteraz sme diskutovali neistotu pri jednom odmeraní nejakej veličiny. A hovorili 
sme, že ak merania urobia postupne Jano, Mišo, Fero,... namerajú rozličné 
hodnoty. Namerané hodnoty od rôznych experimentátorov budú náhodne 
rozdelené. Ako každá náhodná veličina aj nameraná hodnota musí mať nejakú 
hustotu rozdelenia pravdepodobnosti 𝜌 𝑥 . O tejto funkcii málokedy vieme niečo 
exaktne, ale my sa tu budeme tváriť, že ide o Gaussovo rozdelenie, teda

V tom rozdelení je skrytá mne neznáme hodnota 𝜇, teda skutočná hodnota 
meranej veličiny. Idea je teraz taká: merania nemusia robiť iní experimentátori, ja 
sám môžem zopakovať to meranie veľakrát a získam 𝑛 vzoriek „nameranej hodnoty. 
Je to teda čosi, ako keby som mal zásobník („mech“) vzoriek náhodnej veličiny a 
stojím pred nasledovnou úlohou: Máš k dispozícii plný mech vzoriek náhodnej

veličiny rozdelenej ako 𝑵(𝝁, 𝝈), kde hodnota 𝝈 je známa ale hodnota 𝝁
je neznáma. Môžeš vytiahnuť z vreca nejaký počet vzoriek a ich 
„štatistickou analýzou“ určiť čo možno najlepšie neznámy parameter 𝝁. 
Z jednorazového merania nemôžem odhadnúť skutočnú hodnotu 
meranej veličiny inak ako tak, že je to hodnota, ktorú som práve nameral. 
Na základe viacerých opakovaných metaní sa to dá urobiť lepšie. Veda, 
ktorá poskytuje rady „ako takéto veci robiť“ je matematická štatistika.



ZENÓNOVE PARADOXY A KLASICKÁ MECHANIKA
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Zenónové paradoxy naznačujú, že čas a priestor nie je možné oddeliť a klasická 
teória nie je, podľa Zenóna, logicky konzistentná.  

Minkowski, ktorý zaviedol časopriestor, vo svojej známej prednáške dokonca 
tvrdí, že keby fyzici brali Zenóna vážne (čo mnohí nie sú ochotní dodnes), možno 
by prišli na teóriu relativity o niekoľko storočí skôr, čisto logickou úvahou. 
Podľa Zenona nie je tiež možné, aby teleso zotrvávalo v  
pokoji, pokiaľ na neho nepôsobí žiadna sila, t.j. častica nemôže skončiť na dne 
jamy.     
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Zmenšenie neistoty: urobiť viacero meraní
Doteraz sme diskutovali neistotu pri jednom odmeraní nejakej veličiny. A hovorili 
sme, že ak merania urobia postupne Jano, Mišo, Fero,... namerajú rozličné 
hodnoty. Namerané hodnoty od rôznych experimentátorov budú náhodne 
rozdelené. Ako každá náhodná veličina aj nameraná hodnota musí mať nejakú 
hustotu rozdelenia pravdepodobnosti 𝜌 𝑥 . O tejto funkcii málokedy vieme niečo 
exaktne, ale my sa tu budeme tváriť, že ide o Gaussovo rozdelenie, teda

V tom rozdelení je skrytá mne neznáme hodnota 𝜇, teda skutočná hodnota 
meranej veličiny. Idea je teraz taká: merania nemusia robiť iní experimentátori, ja 
sám môžem zopakovať to meranie veľakrát a získam 𝑛 vzoriek „nameranej hodnoty. 
Je to teda čosi, ako keby som mal zásobník („mech“) vzoriek náhodnej veličiny a 
stojím pred nasledovnou úlohou: Máš k dispozícii plný mech vzoriek náhodnej

veličiny rozdelenej ako 𝑵(𝝁, 𝝈), kde hodnota 𝝈 je známa ale hodnota 𝝁
je neznáma. Môžeš vytiahnuť z vreca nejaký počet vzoriek a ich 
„štatistickou analýzou“ určiť čo možno najlepšie neznámy parameter 𝝁. 
Z jednorazového merania nemôžem odhadnúť skutočnú hodnotu 
meranej veličiny inak ako tak, že je to hodnota, ktorú som práve nameral. 
Na základe viacerých opakovaných metaní sa to dá urobiť lepšie. Veda, 
ktorá poskytuje rady „ako takéto veci robiť“ je matematická štatistika.



MAUPERTUIS-HAMILTONOV PRINCÍP A NEWTONOVA POHYBOVÁ ROVNICA
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Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698 –1759)  
Francúzsky matematik a astronóm. Sformuloval princíp 
najmenšieho účinku v roku 1747: „Príroda je úsporná vo 
všetkých svojich účinkoch.“ 
Podobnú myšlienku vyslovili aj Euler a Leibnitz. 
Matematicky bola sformulovaná Hamiltonom v roku 1831

Newtonova (lokálna) rovnica:

(1)

(2)

Prečo Newtonova lokálna fyzika „funguje“ aj keď podľa  
Zenóna nemôže fungovať ak sa budeme pozerať moc lokálne?  



TROCHA MATEMATIKY - VARIÁCIE
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Feynmanove prednášky 3, str. 414 (slov. preklad) 
L.D: Landaua J.M. Lifšic, Mechanics. Str.1-10

Variovaním integrálu v rovnici (2) dostávame Lagrangeove pohybové rovnice 

kde qi sú zovšeobecnené súradnice,

(3)

vi= q̇i zovšeobecnené rýchlosti



HĽADANIE SKALÁRNEJ FUNKCIE L PRE VOĽNÚ ČASTICU

■ Funkcia L nemôže explicitne závisieť od času  
•     Dôvod – ak by závisela, pohyb častice v utorok by bol iný ako 

v nedeľu, čo je v rozpore s experimentom  
■ Funkcia L nemôže explicitne závisieť od súradnice 
•     Dôvod – ak by závisela, pohyb častice v Malackách by bol iný 

ako v Bratislave, čo je v rozpore s experimentom  
•     Z experimentu vieme, že priestor a čas homogénne a 

izotropné a preto musíme požadovať, aby funkcia L závisela 
iba od štvorca rýchlosti, 

•  L=L(v2) , v2=v·v
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NOETHEROVEJ TEORÉMA 

• Každej symetrií zodpovedá jeden zákon zachovania.  

■ invariantnosť fyzikálneho systému vzhľadom na 
translačný posun dáva zákon zachovania hybnosti;  

■ invariantnosť fyzikálneho systému vzhľadom na 
rotáciu (pootočenie) dáva zákon zachovania momentu 
hybnosti;  

■ invariantnosť fyzikálneho systému vzhľadom na posun 
v čase dáva zákon zachovania energie 
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LAGRANGEOVE ROVNICE
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Lagrangeove pohybové rovnice 

Pre uzavretú sústavu s konzervatívnymi silami

kde qi sú zovšeobecnené súradnice,

Kde sú zovšeobecnené sily

(3)

(4)

vi= q̇i zovšeobecnené rýchlosti



ZOVŠEOBECNENÁ HYBNOSŤ A SILA
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Napíšme formálne 

Zovšeobecnená hybnosť Zovšeobecnená sila



EXPERIMENTY SO SVETLOM
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1.) Odraz  
2.) Ohyb (Refrakcia) 
3.) Svetlo sa šíri v „lúčoch“ 
4.) Interferencia a difrakcia svetla 



NEWTONOVA KORPUSKULÁRNA TEÓRIA 
PRINCÍP NAJMENŠIEHO ÚČINKU
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x

y
θ1

θ2

n1

n2

Translačná invariantnosť v smere osi x

http://burndy.mit.edu/Collections/Babson/Online/pdfs/Books/Opticks/Opticks1721.pdf



PRINCÍP NAJMENŠIEHO ÚČINKU
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HUYGENSOVA VLNOVÁ TEÓRIA 
 PRINCÍP NAJMENŠIEHO ČASU 
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Lom svetla - Snellov zákon
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RÝCHLOSŤ SVETLA
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The Fizeau-Foucault apparatus (1850)  
Francúzsky fyzici Hippolyte Fizeau a Léon Foucault. C=299 792 458 m/s

Experiment: Rýchlosť svetla vo vode je nižšia 
ako vo vzduchu 

Vlnová teória dáva správny výsledok. 

http://en.wikipedia.org/wiki/1850
http://en.wikipedia.org/wiki/Hippolyte_Fizeau
http://en.wikipedia.org/wiki/Hippolyte_Fizeau
http://en.wikipedia.org/wiki/Hippolyte_Fizeau
http://en.wikipedia.org/wiki/Leon_Foucault
http://en.wikipedia.org/wiki/Leon_Foucault
http://en.wikipedia.org/wiki/1_E8_m
http://en.wikipedia.org/wiki/1_E8_m
http://en.wikipedia.org/wiki/1_E8_m
http://en.wikipedia.org/wiki/1_E8_m
http://en.wikipedia.org/wiki/1_E8_m


TROCHA HISTÓRIE
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Ch. Huygens (1629-1695) V roku 1678 vypracoval vlnovú teóriu svetla  
I. Newton (1643-1727) Navrhol alternatívnu, korpuskulárna teóriu svetla 

Do 18. storočia prevažovala korpuskulárna teória.. Najväčším Newtonovým  
argumentom proti vlnovej teórii – svetelné lúče

Jean Foucault uskutočňuje rozhodujúci experiment: 
 meranie rýchlosti svetla vo vode, ktorá je menšia ako vo vzduchu.  

V roku 1814 Augustin Fresnel vysvetľuje priamočiare sa šírenie svetla v  
rámci vlnovej teórie 

Vyhráva vlnová teória! 



NEWTONOV PROBLÉM: SVETLO SA ŠÍRI V LÚČOCH
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INTERFERENCIA A DIFRAKCIA
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HUYGENSOV PRINCÍP
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Pozri java applet!



EM VLNA A SVETELNÉ LÚČE

29

FIG. 17. The figure illustrates the two slit interferece set-up.

This analysis, of course, generalizes to any number of slits (waves) that we have to add. See the second classwork
for a more complicated (and somewhat different) example.

An interesting feature of this calculation is that it predicts that the n maximum is as bright as the central maximum.
But this is surely not true in practice. Higher maxima are always less bright than the central maximum. The fact
that our calculation does not predict this is because we assumed the slits are infinitely narrow. If we don’t do this,
then we will get the correct result. But before we are able to do this we have to learnt another piece of mathematics.

We now generalize this simple example to derive a general diffraction patters - amazingly enough these happen to
be Fourier transforms of the transmission function of light at the screen! We will exploit this extensively hereafter.

B. Fourier Transforms

We now address a very general case of interference. This analysis will allow us to treat any relevant interference
case (in the Fraunhofer limit). We will have an aperture which transmits light with any varying amplitude, and we
will ask what kind of intensity pattern this aperture generates in the far field limit. And to motivate our discussion, I
would like to say that this question is not just of the fundamental importance (I mean understanding the behaviour of
light), but has a practical importance in designing optical instruments. The main purpose of optical instruments will
be to image light in a particular way and then we will (invariably) ask the following two questions: either how well we
can spatially resolve two points (this question is important when we speak about microscopes and telescopes) or how
well we can resolve two frequencies (or, equivalently, wavelengths - this is called spectroscopy and will be important
when we speak about various interferometers such as the Michelson or the Fabry-Perot interferometer).

FIG. 18. A general setting for diffraction calculation.

Let’s have a very simple argument why the far-field diffraction is given by the Fourier Transform. Imagine a
transparent region of space, whose transmissivity is given by the amplitude transmission function, A(y). This function
tells us how much of light goes through at a particular point y in space. So, therefore, the value of the function is
0 ≥ A(y) ≤ 1, 0 meaning “no transmission” and 1 meaning “full transmission”.

Let’s look at two (arbitrary) points. The path difference is as can be seen from Figure. is:

δ = 2πy
sin θ

λ
(64)

19E(ky) =

Z 1

�1
Ẽ0(y)e

ikyydy

dE(~r, t) = Ẽ0(~r)e
i(~k·~r�!t)dy

dE(ky) = Ẽ0(y)e
ikyydy

ky = k sin ✓ =
2⇡

�
sin ✓

D

D

�✓ ⇡ �

D
⇠ 10�4 pre makroskopické objekty

sin kyD/2

kyD/2
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FOURIEROV ROZVOJ IMPULZU



FOURIEROV INTEGRÁL
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Pre impulz na obrázku

Akú šírku v priestore bude mať rozruch 
vyvolaný impulzom?



FOURIEROVE INTEGRÁLY
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FOTOELEKTRICKÝ JAV
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1.2. THE PHOTOELECTRIC EFFECT 9

For frequencies ! < !
0

no electrons are emitted and we have reflection or scattering of
the incident light together with electronic and/or thermal excitation instead. Einstein’s
explanation caused serious debates amongst the community and was not generally ac-
cepted due to conceptual di�culties to unify the quantized (particle) nature of light with
Maxwell’s equations, which stood on solid ground experimentally, suggesting a wave-like
behaviour of light. The experiment to change that point of view was performed by Robert
Andrews Millikan.

1.2.3 The Millikan Experiment

In 1916 R.A.Millikan developed an experimental setup (sketched in Fig. 1.6) which al-
lowed to check the accuracy of Einstein’s formula (Proposition 1.2.2). He was awarded
the Nobel prize for his work on the electron charge and the photoelectric e↵ect in 1923.

A photocathode is irradiated with ultraviolet light which causes the emission of elec-
trons thus generating an electric current, between the cathode and the electron collector,
that is measured by a galvanometer. Additionally a voltage is installed such that the
electrons are hindered in advancing the collector. The electrons now need to raise en-
ergy, respective to the voltage U , to get to the collector and generate the current. So if
eU > E

kin

no electrons arrive at the collector. If however the voltage is regulated to a
value U

0

such that the current (as measured by the galvanometer) tends to zero, then U
0

is a measure for the kinetic energy. This allows us to measure the work function of the
metal at hand4.

Figure 1.6: Schematic overview of the Millikan experiment

eU
0

= E
kin

= ~! �W ! work function W (⇡ 2�5 eV for typical metals)

Furthermore, the set up allows for a precise measurement of Planck’s constant as can
be seen in Fig. 1.7.

4assuming the collector and emitter are of the same material, otherwise an additional contact voltage
needs to be considered

1eV ⇡ 1.6⇥ 10�19J
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Fotokatóda
Napätie na fotonásobiči 1-2 kV

Anóda

Dynódy

Výstupné napätie
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Nové experimenty 20. storočia

Fotokatóda
Napätie na fotonásobiči 1-2 kV

Anóda

Dynódy

Výstupné napätie



INTERFERENCIA JEDNÉHO FOTÓNU
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http://www.teachspin.com/instruments/two_slit/experiments.shtml
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Vlnovo-časticový dualizmus



HYPOTÉZA DE BROGLIEHO - ELEKTRÓN AKO VLNA 
INTERFERENCIA ELEKTRÓNU NA DVOJŠTRBINE

41



DVOJŠTRBINOVÝ EXPERIMENT
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http://www.hqrd.hitachi.co.jp/em/doubleslit.cfm 



DAVISSON-GERMEROV A THOMSONOV  

EXPERIMENT
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⇥ ⇡ 50�

Nobelova cena 1937 Davisson a Thomson elektrón má vlnové vlastnosti 
Paradoxy života: Thomson-otec Nobelova cena 1906 elektrón je častica



Medzikružia zodpovedajú hustote  
kvantových stavov, tak ako ich dostanete 
riešiac klasický „eigenvalue“ problém 
V kvantovej mechanike – častica v „ohrade“  

44

48 atómov železa uložených do kruhu 
na medi pomocou STM (IBM)  



	 .	 M. ARNDT ET AL. WAVE-PARTICLE DUALITY OF C60 
MOLECULES · NATURE 401, 680-682 · (1999) 
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1.7. DOUBLE–SLIT EXPERIMENT 25

constantly rotating slotted disks, a narrow range of velocities is selected from the thermal
distribution. After collimation the fullerenes pass a SiN lattice with gaps of a = 50 nm
and a grating period of d = 100 nm and are finally identified with help of an ionizing laser
detector, see Fig. 1.16.

Figure 1.16: Experimental setup for fullerene di↵raction; picture by courtesy of M.Arndt

For a velocity v
max

= 220m/s the de Broglie wavelength is

�
deBroglie

=
h

mv
= 2, 5 pm ⇡ 1

400
D , (1.32)

thus about 400 times smaller than the size of the particle.

As the angle between the central and the first order intensity maximum is very small
(thus sin⇥ ⇡ ⇥)

⇥ =
�
deBroglie

d
= 25µrad = 5” (1.33)

a good collimation is needed to increase the spatial (transverse) coherence. The whole
experiment also has to be performed in a high vacuum chamber, pictured in Fig. 1.17, to
prevent decoherence of the fullerene waves by collision with residual gas molecules.

The fullerenes are ionized by a laser beam in order to simplify the detection process,
where an ion counter scans the target area, see Fig. 1.16.

We can also conclude that the fullerenes do not interfere with each other due to their
high temperature, i.e. they are in high modes of vibration and rotation, thus occurring as
classically distinguishable objects. Even so to prevent collisions the intensity of the beam
is kept very low to ensure a mean distance of the single fullerenes of some mm (which
is about 1000 times further than the intermolecular potentials reach). As a side e↵ect
of the high temperature the fullerenes emit photons8 (black body radiation) but, fortu-
nately, these photons don’t influence the interference pattern because their wavelengths
� ⇡ 5� 20µm are much bigger than the grating period (the double–slit). Thus we don’t
get any path information and the interference phenomenon remains.

8The probality for photon emission is rather small for the 900 K mentioned, for temperatures higher
than 1500 K the probability of emitting (visible) photons is considerably higher but their e↵ects can be
neglected for the setup we have described here.

24 CHAPTER 1. WAVE–PARTICLE DUALITY

Proposition 1.7.2 (Duality)
Gaining path information destroys the wave like behaviour.

It is of crucial importance to recognize that the electron does not split. Whenever an
electron is detected at any position behind the double–slit it is always the whole electron
and not part of it. When both slits are open, we do not speak about the electron as
following a distinct path since we have no such information7.

1.7.3 Interferometry with C60�Molecules

Small particles like electrons and neutrons are definitely quantum systems and produce
interference patterns, i.e. show a wave-like behaviour. We know from Louis de Broglie’s
hypothesis that every particle with momentum p can be assigned a wavelength. So it’s
quite natural to ask how big or how heavy can a particle be in order to keep its interfer-
ence ability, what is the boundary, does there exist an upper bound at all ?

This question has been addressed by the experimental group Arndt, Zeilinger et al. [8]
in a series of experiments with fullerenes. Fullerenes are C

60

–molecules with a high spher-
ical symmetry, resembling a football with a diameter of approximately D ⇡ 1 nm (given
by the outer electron shell) and a mass of 720 amu, see Fig. 1.15.

Figure 1.15: Illustration of the structure of fullerenes: 60 carbon atoms are arranged in
pentagonal and hexagonal structures forming a sphere analogously to a football; picture
used with courtesy of M.Arndt

In the experiment fullerenes are heated to about 900 �K in an oven from where they are
emitted in a thermal velocity distribution. With an appropriate mechanism, e.g. a set of

7Certain interpretations of quantum mechanics might allow one to assign a definite path to an electron,
though one would also need to introduce additional parameters which cannot be su�ciently measured
and thus do not improve the predictive power of the theory. For references to the Bohmian interpretation
see for example [9] and [10] and for the many worlds interpretation [11]

26 CHAPTER 1. WAVE–PARTICLE DUALITY

Figure 1.17: Photography of the experimental setup; picture by courtesy of M.Arndt

Looking finally at the result of the fullerene interferometry in Fig. 1.18 we see that
the detection counts do very accurately fit the di↵raction pattern9 of the grating, thus
demonstrating nicely that quite massive particles behave as true quantum systems.10

Figure 1.18: Results of the fullerene experiments, see [12]; picture by courtesy of M.Arndt

9The inquisitive reader might have noticed that for a grating with a 100 nm period and 50 nm wide
slits, the second order di↵raction maximum shouldn’t exist at all, since the first order minimum of the
single slit should cancel the second order maximum of the grating. The reason for its existence lies in the
e↵ective reduction of the slit width by Van-der-Waals interaction.

10It’s quite amusing to notice, while the mass of a fullerene, also called bucky ball, does not agree with
the requirements for footballs the symmetry and shape actually does, and furthermore the ratio between
the diameter of a buckyball (1 nm) and the width of the di↵raction grating slits (50 nm) compares quite
well with the ratio between the diameter of a football (22 cm) and the width of the goal (732 cm).



ZJEDNOTENIE PRINCÍPU NAJMENŠIEHO ÚČINKU A PRINCÍPU 
NAJMENŠIEHO ČASU
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• Fermatov princíp najmenšieho času je dôsledok difrakcie svetla t.j. 
Huygensovho princípu šírenia sa vĺn v limite malých vlnových 
dĺžok 

• Lúče sa šíria podobne ako hmotné častice (napr. elektrón )pre ktoré 
platí princíp najmenšieho účinku 

• Elektrón vykazuje javy ako interferenciu a difrakciu podobne ako 
svetlo 

• Energia svetla sa šíri v kvantách, ktoré sa správajú ako častice, 
ktoré nazývame fotóny. 

• de Broglie vyslovuje hypotézu , že el. aj fotóny majú podobné 
vlastnosti ako vlnovú  dĺžku a hybnosť 

• Účinok a fáza sa minimalizuje pre dráhy, kde nachádzame častice v 
experimente a preto žiadajme 

S = ~S



HEISENBERGOV PRINCIP NEURČITOSTI
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�x�px � ~
2

This is a fundamental principle that has nothing to do with technical imperfections of
the measurement apparatus. We can phrase the uncertainty principle in the following way:

Proposition 1.6.1
Whenever a position measurement is accurate (i.e. precise information about
the current position of a particle), the information about the momentum is
inaccurate – uncertain – and vice versa.

1.6.2 Energy–Time Uncertainty Principle

We now want to construct another uncertainty relation, the energy–time uncertainty,
which describes the relation between the uncertainties �t for the time a physical process
lasts and �E for the respective energy. Consider for example a wave packet traveling
along the x-axis with velocity v. It takes the time �t to cover the distance �x. We can
thus write

energy: E =
p2

2m
, velocity: v =

�x

�t
. (1.26)

Calculating the variation �E of the energy E and expressing �t from the right hand side
of Eq. (1.26) by the velocity v and substituting v = p/m we get

variation: �E =
p

m
�p, time period: �t =

�x

v
=

m

p
�x . (1.27)

The right hand side represents the period of time where the wave is localizable. When we
now multiply �t with �E we arrive at:

�t�E =
m

p
�x

p

m
�p = �x�p � ~

2
, (1.28)

�E �t � ~
2

We can conclude that there is a fundamental complementarity between energy and
time. An important consequence of the energy–time uncertainty is the finite “natural”
width of the spectral lines.

1.7 Double–Slit Experiment

1.7.1 Comparison of Classical and Quantum Mechanical Results

We will now take a look at the double–slit experiment, which is well-known from classical
optics and whose interference pattern is completely understood when considering light

FIG. 17. The figure illustrates the two slit interferece set-up.

This analysis, of course, generalizes to any number of slits (waves) that we have to add. See the second classwork
for a more complicated (and somewhat different) example.

An interesting feature of this calculation is that it predicts that the n maximum is as bright as the central maximum.
But this is surely not true in practice. Higher maxima are always less bright than the central maximum. The fact
that our calculation does not predict this is because we assumed the slits are infinitely narrow. If we don’t do this,
then we will get the correct result. But before we are able to do this we have to learnt another piece of mathematics.

We now generalize this simple example to derive a general diffraction patters - amazingly enough these happen to
be Fourier transforms of the transmission function of light at the screen! We will exploit this extensively hereafter.

B. Fourier Transforms

We now address a very general case of interference. This analysis will allow us to treat any relevant interference
case (in the Fraunhofer limit). We will have an aperture which transmits light with any varying amplitude, and we
will ask what kind of intensity pattern this aperture generates in the far field limit. And to motivate our discussion, I
would like to say that this question is not just of the fundamental importance (I mean understanding the behaviour of
light), but has a practical importance in designing optical instruments. The main purpose of optical instruments will
be to image light in a particular way and then we will (invariably) ask the following two questions: either how well we
can spatially resolve two points (this question is important when we speak about microscopes and telescopes) or how
well we can resolve two frequencies (or, equivalently, wavelengths - this is called spectroscopy and will be important
when we speak about various interferometers such as the Michelson or the Fabry-Perot interferometer).

FIG. 18. A general setting for diffraction calculation.

Let’s have a very simple argument why the far-field diffraction is given by the Fourier Transform. Imagine a
transparent region of space, whose transmissivity is given by the amplitude transmission function, A(y). This function
tells us how much of light goes through at a particular point y in space. So, therefore, the value of the function is
0 ≥ A(y) ≤ 1, 0 meaning “no transmission” and 1 meaning “full transmission”.

Let’s look at two (arbitrary) points. The path difference is as can be seen from Figure. is:

δ = 2πy
sin θ

λ
(64)

19

E(ky) =

Z 1

�1
Ẽ0(y)e

ikyydy

ky = k sin ✓ =
2⇡

�
sin ✓
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sin(�ky�y/2)

�ky�y/2

�ky�y/2 & ⇡
�py�y & h
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�xmeas ⇡
�

D

L1

�ppert
x

p
ph

⇡ D

L1

pph =
h

�

�x

meas ·�p

pert

x

⇡ h

D/L1



Pokus o prelomenie Heisenbergovho princípu neurčitosti
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Intelektuálny súboj Einstein-Bohr. Einstein “porazený vlastnou zbraňou”.

Váženie rezonátora

Hybnosť získaná 
počas váženia za 
čas  τm 

Neurčitosť merania energie  uzavretého rezonátora

V súboji vedie v prvom týždni na body A. Einstein



Súboj vyhráva Bohr
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Nech platí Heisenbergov princíp neurčitosti

Ak sa frekvencia rezonátora sa mení s výškou v gravitačnom poli podľa vyššie 
 uvedeného  vzťahu, ostáva Heisenbergov princíp neurčitosti   v platnosti. 
Tento vzťah však Einstein dobre poznal, keďže ho sám odvodil vo všeobecnej  
teórii relativity.



TEÓRIA RELATIVITY A KVANTOVÁ MECHANIKA – DÔSLEDOK 
ZENÓNOVÝCH PARADOXOV?
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Teória relativity
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Now c is an invariant velocity, as (14) shows. However, in the above deriva-
tion nothing as yet indicates that c is the velocity of light. Only when we
invoke the Maxwell equations it becomes clear that the velocity of electro-
magnetic waves implied by these equations must coincide with c if we want
the Maxwell equations to be invariant under Lorentz transformations (13).

The choice between the Galilean (K = 0) and Lorentzian (K > 0) cases
is not only an experimental choice. Some arguments can be given supporting
the idea that this choice can be made even on logical grounds.

First of all, special relativity is more friendly to determinism than the
classical Newtonian mechanics [39]. An example of indeterministic behav-
ior of a seemingly benign Newtonian system is given by Xia’s five-body
supertask [40, 41].

Fig. 2. Xia’s five-body supertask.

Two symmetrical highly eccentric gravitationally bound binaries are
placed at a large distance from each other, while a fifth body of much
smaller mass oscillates between the planes of these binaries (see Fig.2). It
can be shown [40] that there exists a set of initial conditions under which
the binaries from this construction will escape to spatial infinity in a finite
time, while the fifth body will oscillate back and forth with ever increasing
velocity.

The time reverse of Xia’s supertask is an example of “space invaders”
[39] – particles appearing from spatial infinity without any causal reason.
This indeterminacy of idealized Newtonian world is immediately killed by



ŠTVORVEKTORY A HEISENBERGOV PRINCÍP NEURČITOSTI
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Teória relativity Kvantová mechanika 
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http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/quantum/compton.html#c1

M. Brandl Project Physnet - m219 - The Compton Effect· 12.03.08 

Michigan State Universtiy · http://www.physnet.org/modules/pdfmodules/m219.pdf 

http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/quantum/compton.html#c1


W. ZUREK - DECOHERENCE AND THE TRANSITION  
FROM QUANTUM TO CLASSICAL—REVISITED
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Detektor gravitačných vĺn  musí byť 
analyzovaný ako kvantový harmonický 
oscilátor aj keď váži tonu..  

Takú presnosť má zmysel požadovať len ak znížime tepelné fluktuácie   
pod úroveň kvantových fluktuácií.  

Ak vzdialenosť medzi energetickými hladinami je menšia ako kBT   
stačí “klasický” prístup – princíp korešpondencie.  
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ENERGIA LINEÁRNEHO OSCILÁTORA
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