
Cvičenie 10

Písomka

Nájdite frekvencie a módy malých kmitov sústavy s lagranžiánom
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ktorý zodpovedá sústave dvoch hmotných bodov m pripevnených medzi vodorovné pružinky s tu-

host’ami 2k, k a 2k. Napíšte aj všeobecné riešenie.

Prepočítané príklady

• Malé kmity Foucaultovho kyvadla 9.10 (výpočet na konci pdf)

Domáca úloha (bodovaná, namiesto písomky)

• 2 príklady tu.

Úlohu vypracujte čitatel’ne, odfot’te/oskenujte a pošlite ako jedno pdf na môj email najneskôr

3.12. do začiatku cvičenia o 9:50.

Domáca úloha (nepovinná)

• Príklady 9.5 - 9.9 zo zbierky

• Ďalšie príklady tu (Riešenie druhého príkladu tu)

Treba si zapamätat’

• Sily v neinerciálnej sústave:

m~a = ~F −m~A︸ ︷︷ ︸
Zotrvač

−2m(~ω × ~v)︸ ︷︷ ︸
Coriolis

−m~̇ω × ~r︸ ︷︷ ︸
Euler

−m~ω × (~ω × ~r)︸ ︷︷ ︸
Odstred’

• Kuchynský recept na malé kmity:

1. T, U −→ L = T − U

2. rovnovážna poloha (minimum potenciálnej energie): bod q0 = (q10, q
2
0, · · · qn0 )

3. Taylorov rozvoj U okolo rovnovážnej polohy:

U = U(q0) + ∂aU |q0(qa − qa0) + 1
2

∂2U
∂qa∂qb

|q0(qa − qa0)(qb − qb0) + ..., kde ∂aU |q0 = 0,

potom Mab = Tab(q0), Kab =
∂2U

∂qa∂qb
|q0
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http://davinci.fmph.uniba.sk/~meszaros29/tmu8.pdf
http://davinci.fmph.uniba.sk/~meszaros29/tmdu12.jpg
http://davinci.fmph.uniba.sk/~meszaros29/m.html


4. L = 1
2
Mabẋ

aẋb− 1
2
Kabx

axb pre xa = qa−qa0 (nové súradnice s počiatkom v rovnovážnej polohe)

5. Lagrangeove rovnice: Mabẍ
b +Kabx

b = 0

6. ansatz
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 cos(ωt+ α)

dosadený do Lagrangeových rovníc dáva sústavu rovníc

(musí platit’ pre ∀t, teda aj pre t = 0):
(
K − ω2M
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7. Sústava má nenulové riešenie (∀ki nie sú naraz = 0) len pre ω2 spĺňajúce det(K − ω2M) = 0.

Riešenie rovnice dáva charakteristické frekvencie módov ω1, ω2, · · ·ωn.

8. Pre každú frekvenciu ωi existuje stĺpček amplitúd (k1i , k
2
i , · · · kni )T z bodu 6 získaný dosade-

ním ωi do sústavy rovníc z bodu 6.

9. i. mód:


x1i (t)

x2i (t)
...

xni (t)

 =


k1i

k2i
...

kni

 cos(ωit+ αi)

10. Všeobecné riešenie je lineárnou kombináciou všetkých módov:
x1(t)

x2(t)
...

xn(t)

 =
∑
i

ai


k1i

k2i
...

kni

 cos(ωit+ αi)

Neznáme konštanty ai, αi nájdeme z počiatočných podmienok.
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