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Abstrakt

Cielom tejto préace je vysvetlenie principu fungovania algoritmov hladajticich objekt na
obraze pomocou nami vytvorenych vizualizacii a jednoduchych prikladov v Pythone. Pri
zhotovovani algoritmov a ilustra¢nych funkcii sa pouzivaji externé kniznice NumPy a
OpenCV. Praca vysvetluje princip diskrétnej Fourierovej transformaécie pre jednoroz-
merné a dvojrozmerné data. T4 je zakladom algoritmov rozpoznavajucich objekt na ob-
raze. Efektivitu algoritmov oproti klasickym metodam zarucuje algoritmus Fast Fourier
transform (rychla Fourierova transformacia), ktory je vysvetleny a implementovany v pri-
lohe. V praci si uvedené tri algoritmy hladajice objekt na obraze. Algoritmus vyuzivajici
cirkularnu konvoliciu je schopny najst posunuty objekt na obraze. Druhy algoritmus na
baze fazovej korelacie je odolny voci zmene kontrastu. V zavere je popisany algoritmus,
ktory pomocou geometrickych transformacii a fazovej korelacie najde na obraze otoceny,

skalovany a posunuty objekt.

Klicové slova: Fourierova transformacia, cirkularna konvolicia, fazova korelacia, spra-

covanie obrazu, vyhladédvanie vzoru na obraze
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Abstract

The aim of this bachelor thesis is an explanation of the image registration algorithms
by visualisations and working examples implemented by us in Python. External libraries
NumPy and OpenCV are used in examples and implementations of algorithms. Fourier
transformation for one and two dimensional data is explained by thesis. This transfor-
mation is the basis of image registration algorithms. Fast Fourier transform algorithm,
described in appendix, guarantees effectiveness of these algorithms compared to classical
methods. There are three algorithm described in thesis. The first algorithm based on
circular convolution is able to find a shifted replica of an object in a picture. Another
algorithm uses phase correlation. In comparison with the first algorithm it is invariant
to contrast. Geometrical transformations and phase correlation are used in the last algo-

rithm, which can find a rotated, scaled and shifted replica of an object in a picture.

Keywords: Fourier transformation, circular convolution, phase correlation, image pro-

cessing, image registration
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Uvod

Praca sa zaobera principom fungovania algoritmu, ktory hlada vzor na obraze s pouzitim
fazovej korelacie. Dalej pomocou vizualizacii a pomocou jednoduchych prikladov v Pyt-
hone vysvetluje princip fungovania Fourierovej transformacie a algoritmov vyuzivajtcich

ju na vyhladavanie vzoru na obraze.

Prvia verziu tohto algoritmu publikovali v roku 1975 C.D.Kuglin and D.C.Hines. Ako
prvy ukazali vyuzitie fazovej korelacie pri vyhladavani vzoru na obraze. Tento algoritmus
vedel efektivne vyhladat rozne posunuté objekty na obraze. Dalsia praca sa ststredila na
rozsirenie tohto konceptu o otacanie a skalovanie, ktorych rézne riesenia publikovali: B.
Srinivasa Reddy a B. N. Chatterji v roku 1996, Georgios Tzimiropoulos a Tania Stathaki
v roku 2009.

Tato praca sa venuje vysvetlovaniu diskrétnej Fourierovej transformacie, nakolko studen-
tom Casto nie je jasné co sa pri tejto transformacii deje, ako aj algoritmom ju vyuzivaji-
cim. V dnesnej dobe je v knizniciach podobnych OpenCV implementovanych mnozstvo
funkcii, ktoré vedia vyhladat vzor na obraze. Kazdy z nich méa svoje vyhody a nevyhody, a
preto je vhodny pri urcitych situdciach. Praca je zamerand na jeden konkrétny algoritmus
vyuzivajuci fazova korelaciu na vyhladavanie vzoru na obraze. Na vysvetlenie a ukazky
je pouzitd kniznica NumPy v Pythone, ktord obsahuje nastroje na pracu s maticami,

vektormi a podobne. Vdaka nej sa d4 pisat v Pythone podobnym stylom ako v Matlabe.

Fourierova transformacia je velmi pouzivana pri praci so signalmi. Jej pouzitie pri praci s
obrazom nie je na prvy pohlad zrejmé. Obraz sa vSak da povazovat za urcity druh signélu.
Vdaka algoritmu rychlej Fourierovej transformaécie je mozné spracovat obraz rychlejsie ako
klasickymi algoritmami, ktoré nevyuzivaji Fourierovu transforméciu, pricom dosiahneme

rovnaky vysledok.

Praca pozostava z piatich kapitol. Prva kapitola je venovana nastrojom v programovacom
jazyku Python, ktoré si potrebné pre pracu s komplexnymi ¢islami, pracu s obrazom a

zobrazovanie grafov. Druha kapitola obsahuje podrobné odvodenie Fourierovej transfor-



macie. Transformécie je vysvetlena pomocou obrazkov, ktoré pomahaju citatelovi lepsie
pochopif princip jej fungovania. Taktiez obsahuje aj kratky program a vysvetluje rozdiel
v roznych implementaciach Fourierovej transformacie. V tretej kapitole je vysvetleny a
popisany matematicky aparat cirkuldrnej konvolucie, ktory je zdkladom vysledného algo-
ritmu. Stvrt4 kapitola ukazuje na prikladoch algoritmus hladajiici vzor na Sedo-ténovom
obraze ak je vzor posunuty a méa zmeneny kontrast. Zaverecna kapitola je venovana cie-
Tovému algoritmu, ktory je schopny néjst vzor na obraze, ak je vzor otoceny, posunuty,
skalovany a so zmenenym kontrastom. Tiez st v nej popisané rézne geometrické trans-
formécie obrazu potrebné pre fungovanie algoritmu. Praca obsahuje prilohu o algoritme
rychlej Fourierovej transformacie. Efektivnost tohto algoritmu je zdkladom efektivity al-

goritmov v praci.



Kapitola 1

Predpoklady

1.1 Kniznice v Pythone

Pri programovani v Pythone jeho zdkladnd funkcionalita casto nie je dostatocnd [9].
Ziadant funkcionalitu ndm pontkaji externé kniZnice. Vac§inu kniznic v Pythone je

mozné nainstalovat pomocou prikazu
> pip install <nazov_kniznice>

ktory prichadza s instalaciou Pythonu. My budeme pouzivat tieto tri kniznice

NumPy

Kniznica NumPy je zakladnym balickom funkcii pre vedecké vypocty. Obsahuje nastroje
a zdkladné funkcie linedrnej algebry, Fourierovu transformaciu, ndhodné premenné [4].
Kniznica implementuje matice, ktoré sa vyuzivaju pri reprezentécii obrazov, a pracu s

nimi. Nazov kniznice pre instalaciu : NumPy

Matplotlib

Matplotlib je kniznica na vytvaranie grafov roznych formatov v interaktivnych prostre-
diach pre rozne platformy [5]. Kniznicu budeme vyuzivat na pracu s obrazom, na nacita-

nie, ulozenie, zobrazenie grafov a podobne. Nazov kniznice pre instalaciu : MatPlotLib



OpenCV

OpenCV je open source kniznica pre pracu s obrazom. Obsahuje nastroje na nacitanie,
uloZenie a pracu s obrazom ako aj algoritmy k tomu potrebné, napriklad detekcia hran,
sledovanie objektu, vyhladdvanie vzoru a podobne. Je implementovana vo viacerych ja-

zykoch ako Python a C4++ [3]. Ndzov kniZnice pre instalaciu : opencv-python

1.2 Komplexné cisla v Pythone

Komplexné c¢isla reprezentuji body v rovine. Na rozdiel od redlnych ¢isel obsahuji okrem
velkosti aj informaciu o uhle, kedZe nelezia na jednej stiradnicovej osi ako realne cisla.
Preto st vhodné na pracu so signalmi, lebo signdl reprezentuje amplitida a faza. Napri-
klad bod [3, 5] kartezidnskej siradnicovej ststavy reprezentuje komplexné ¢islo 3 + 5 - i
v algebraickom zapise [6]. V Pythone st komplexné ¢isla priamo implementované. Ima-
ginarna jednotka sa zapisuje pomocou klic¢ového pismena j. Imaginarnu cast cisla sa

zapisuje ako jeden retazec ktory ma na konci znak ’j’. [4]

>>> a = 3 + 5j

1.2.1 Reprezentacie
Algebraicky tvar - Algebricky

Algebraicky tvar je v Pythone priamo podporovany. Redlna a imaginarna zlozka kom-
plexného ¢isla v tomto zapise zodpoveda euklidovskym stradniciam bodu v rovine. Na

zistenie realnej a imaginarnej casti ¢isla st v kniznici Numpy implementované funkcie.

>>> import numpy as np
>>> a =5 + 3j

>>> a

(5+3j)

>>> np.real(a)

5.0

>>> np.imag(a)

3.0

>>> type(a)

<class ’complex’>



Vsetky c¢isla v Pythone st objektami. Komplexné ¢islo je objekt triedy complex. Funkcia
np.real(a) vracia velkost redlnej zlozky komplexného ¢isla a, funkcia np.imag(a) vracia

velkost imaginarnej zlozky.

Goniometricky - polarny tvar

V goniometrickej reprezentacii ¢islo a € C predstavuje vektor zo stredu sturadnicovej osi.
Vektor je jednoznacne uréeny jeho velkostou v a uhlom ¢ ktory zviera tento vektor s osou

x, vid Obr. 1.1. Velkost vektora v sa tiez nazyva velkost komplexného ¢isla.

Y

A=a+bi

Obr. 1.1: Geometricka interpretacia komplexného cisla

V Pythone nie je moznost priamo pracovat s ¢islami v goniometrickom tvare. Kniznica
NumPy obsahuje funkcie na ziskanie velkosti uhla ¢ ako aj velkosti vektora komplexného

Cisla.



>>> import numpy as np
>>> a

(5+3j)

>>> np.angle(a)
0.5404195002705842

>>> np.angle(a, deg=True)
30.96375653207352

>>> np.abs(a)
5.8309518948453

Funkcia angle ma nepovinny argument deg. Ak nie je urceny navratova hodnota urcuje

velkost uhla v radidnoch. Ak deg=True navratova hodnota urcuje velkost uhla v stupnoch.

Exponencialny tvar

Komplexné ¢islo a € C v exponencidlnom tvare je jednoznacne urcené nasledujicim

vztahom
a = ve

kde v je velkost ¢isla a ¢ jeho uhol. Kniznica NumPy ma funkciu exp, ktord akceptuje
vstup v komplexnych ¢islach. Preto sa da vyuzivat na konverziu ¢isla z exponencialneho

tvaru na algebraicky.

>>> import numpy as np

>>> a = 3 * np.exp(2j)

>>> a
(-1.2484405096414273+2.7278922804770457)
>>> np.angle(a)

2.0

>>> np.abs(a)

2.9999999999999996

V priklade np.abs(a) # 3, ¢o je sposobené reprezentovanim desatinnych ¢isel v Pythone.
Pre ¢islo a plati a = ve™? = v(cos p+isin ). Pre v = 1 redlna zlozka ¢isla obsahuje kosinus
uhla ¢ a imaginarna jeho sinus. Vdaka tejto vlastnosti je mozné pouzit exponencialny

tvar na vypocet sinusu a kosinusu [ubovolného uhlu.
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Obr. 1.2: Graf sinusu a kosinusu

Na obr. 1.2 je graf sinusu a kosinusu s amplitidou jedna bez fazového posunu. Obrazok

je vyobrazeny pomocou kniznice Matplotlib.

1.2.2 Operacie nad C v Pythone

Praca s komplexnymi ¢islami v Pythone je jednoducha. Operéatory *, -, 4, / st pretazené

a je ich mozné pouzit pri praci s komplexnymi ¢islami. [4]

>>> a = 3 + 5]
>>> b =8 - 12j
>> a + b
(11-73)
>>a-b
(-5+173)

>>> a * b
(84+47)

>>a /b

(-0.1730769230769231+0.3653846153846154 )

Vdaka tomu je praca s komplexnymi ¢islami v Pythone velmi jednoducha.






Kapitola 2
Fourierova transformacia

Fourierova transformécia je jednym zo zédkladnych aparatov pre pracu so signalom. Obraz
sa da reprezentovat ako dvojrozmerny signal. Preto sa Fourierova transformacia vyuziva

aj na spracovanie obrazu [10] [7].

2.1 Definicia

Diskrétna Fourierova transformacia (DFT) je matematicky aparat - funkcia F' : f — g.
Transformuje diskrétnu funkciu z ¢asového spektra do frekvenéného. Dnesné pocitace st
digitalne a teda funguju diskrétne, preto sa v praci pracujeme s diskrétnou Fourierovou

transforméaciou. [6]

2.2 Odvodenie

2.2.1 Komplexna odmocnina jednotky

Nech w, = ¥/1,w € C. w,, nazyvana aj komplexni odmocnina jednotky, je v grafickom
znazorneni uhol vyseku jednotkovej kruznice, ak by sme ju rozdelili na n rovnakych casti.

Potom wF predstavuje sticet k takychto uhlov, vid obr. 2.1.
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Obr. 2.1: Cislo wg a jeho mocniny v C

7 obrazku mozno zapisat rovnost:
k k ip-k
lwi| = 1wy =1-¢e% (2.1)

©n je uhol vyseku kruznice zodpovedajiceho w, a teda:

_27T

Op = (2.2)

n

Nésledne vidiet stvislost medzi mocninami w” a jeho uhlom ¢,x. Velkost tohto uhla pre

wk je:
2r - k
n

Pnk = (2.3)

Zo vztahu 2.3 a Obr. 2.1 prirodzene na zaklade skladania vektorov platia nasledovné

rovnosti:
Wwr=wl=1 (2.4)
Wk =00 =1 (2.5)

n

S wh=0 (2.6)

k=1

10



2.2.2 Intuitivna definicia

Dané st ¢fsla 1,2, —1, —2 z C. Ku kazdému é&fslu je priradend w} podla prislusnej pozicie

nasledovne : w9 — 1,w} — 2,07 — —1,wi — —2.

Cisla rotujii v smere hodinovych ruciciek okolo bodu [0,0] stradnicovej stistavy repre-

zentujucej C.

1. V prvom kroku kazdé ¢islo rotuje, resp kazdé ¢islo je nasobené nultou mocninou

prislugnej wk. Stétom rotovanych vektorov je ¢islo f; = 0 vid Obr.2.2 .

S

Obr. 2.2: Rotdcia - (wf)? -z

2. V druhom kroku je kazdé &islo nasobené prvou mocninou prislusnej wk. Stiétom

rotovanych vektorov je ¢islo fo = 2 — 44 vid Obr. 2.3 .

2

Obr. 2.3: Rotdcia - (wh)! - x

11



3. V tretom kroku je kaZdé ¢islo ndsobené druhou mocninou prislusnej wf. Stctom
rotovanych vektorov je ¢islo f3 = 0 vid Obr.2.4. Proces na grafoch znazornuje naso-
benie ¢isel. Druha mocnina sposobi, Ze ¢islo sa dvakrat po sebe vynasobi prislusnou

wk a teda dvakrat sa oto& o uhol .

' . '
\ 1 \
-— e - u ey v >
" !
LN

Obr. 2.4: Rotdcia - (wh)? - x

4. V $tvrtom kroku je kazdé ¢islo ndsobené trefou mocninou prislusnej w¥. Stctom
rotovanych vektorov je ¢islo fy = 2 + 44 vid Obr.2.5. Proces na grafoch znézor-
nuje nasobenie ¢isel. Druhd mocnina spdsobi, Ze ¢islo sa trikrat po sebe vynasobi

’ v k
prislusnou wy.

N . N ‘.
\ ‘. N ‘
N , I
N \ \ .
\ \ ' \ ' ’
—————— - — > -—
o " \
.y v

\ | .
iy N |
oo~ and3
NN i
NE

.
-

Obr. 2.5: Rotacia - (wh)3 - x

Cisla fi, fa, f3, fa st hodnoty Fourierovej transformécie pre funkciu reprezentovanii hod-

notami 1,2, —1, —2. f; sa oznacuje ako F'(1)

Fl)=fi=0,F(2)=fo=2—-4i,F3)=f3=0,F(4) = f1 =2+ 4

Tento proces je obsiahnuty v nasledujicej formule - vzorec diskrétnej Fourierovej transfor-

mécie F : f — g. Vstupné &isla predstavuji funkciu f s predpisom f(z) = 142z —22—223.
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Transformovana funkcia g ma predpis :

o) = > f(m) -l = 3 fm) - 27)

kde n je velkost definicného oboru funkcie f.

2.3 Inverzna diskrétna Fourierova transformacia

Inverznéd diskrétna Fourierova transformécia (IDFT) je funkcia F* : g — f. DFT bola
demonstrovand pomocou rotacie vektorov funkcie f. IDFT funguje a da sa znazornit

podobne, ale ide o rotaciu opaé¢nym smerom ako pri DFT.

£ [4,0] [ fer[8,0]
Obr. 2.6: Rotdcia o —(w§)°® Obr. 2.7: Rotdcia o —(wh)?
fia:[-4,00 fa:[-8,0] /
Obr. 2.8: Rotdcia o —(wh)? Obr. 2.9: Rotdcia o —(w§)?

Ciarkované ¢iary na obrazkoch 2.6, 2.7, 2.8 a 2.9 predstavujt vektory pred rotaciou, plné
Giary po rotacii. Ciernou farbou je znazorneni vysledny vektor stétu. Vysledné hodnotu
sa nezhoduju s povodnymi hodnotami funkcie f. Existuje medzi nimi zavislost. Nase
hodnotu st n-krat vicsie ako povodné hodnoty, kde n je pocet vstupnych vektorov. Preto

vysledné cisla vydelime ¢islom n. Vysledna funkcia f ma predpis:

fk) == g(m)e" =™ (2.8)



2.4 Priamociara implementacia v Pythone

Ak priamociaro prepiseme vzorce diskrétnej Fourierovej transformacie 2.7 a jej inverznej

transformacie 2.8 v Python kdéde, vytvorime nasledujice funkcie:

DFT - diskrétna Fourierova transformacia

def dft(inputs : List) -> List:
res = [0]*len(inputs)

n = len(inputs)

for k in range(n):
g_k = complex(0)
for m, vector in enumerate(inputs):

g_k += vector * cmath.exp(-1j 2 pi k m /n)

reslk] = g k

return res

IDFT - inverzna diskrétna Fourierova transformacia

def idft(FmList : List) -> List:
n = len(FmList)

res = []

for k in range(n):
gk=20
for m in range(n):
g k += FmList[m]*cmath.exp(2jpikm/n)
gk /=n
res.append(g_k)

return res

Tieto funkcie maju pri vstupe velkosti n ¢asovi zloZitost ©(n?). Ich vyhoda je v prehlad-

nosti a porozumitelnosti kédu na zaklade vzorca.
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2.4.1 Rychla Fourierova transformacia

Rychla Fourierova transforméacia alebo Fast Fourier Transform, FFT, je algoritmus poci-

tajuci diskrétnu Fourierovu transformaciu rovnako ako predchadzajica priamociara im-

plementacia, ale efektivnejsie. v ¢asovej zlozitosti O(nlog(n))). FFT je implementovana v

kniznici NumPy spolu s IFFT. Pracuje na principe rozdeluj a panuj, ktory umozni mensiu

zlozitost ako pri priamociarej implementécii [4]

>>> a = np.array([1,2,-1,-2])
>>> b = np.fft.fft(a)
>>> b

array([0.+0.j, 2.-4.j, 0.40.3, 2.+4.j1)

>>> np.fft.ifft(b)

array([ 1.+0.j, 2.+0.j, -1.+0.j, -2.+0.j1)

10 100 1000 10000 100000 1000000
DFT | 0.000999927 s | 0.100939 s 10.7133 s | ~ 100 s 00 00
FET 0.0s 0.0 s | 0.0009996 s | 0.00199 s | 0.02098 s | 0.23285436630 s

Hodnota nekonec¢no v tabulke predstavuje cas, ktory je prakticky nemeratelny. Na jeho

presné odmeranie by bolo potrebné, aby program bezal niekolko hodin az dni. Dalej v

praci bude pouzivana FFT implementovana v kniznici NumPy kvoli efektivite.
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Kapitola 3

Konvolticia a Cirkularna konvolucia

s vyuzitim DFT

3.1 Konvoliacia

Konvoltciou je matematicky operator spracovavajici dve funkcie. Oznacuje sa znakom x.
Konvolucia dvoch polynomialnych funkcii je sticin polynémov. Nech existuja dva poly-

néomy A a B oba (N —1) radu. Konvoliciou tychto polynémov je polyném C' (2N —2) radu.

A=ay+ a1z + asx? + azx3+ ... +ay_12V !

B = by + bix + by + byx®+ ... +by_1zV !

C =co+ 12 + o + 323+ ... Feon_or?V 72

Nésobenie dvoch polynémov dizky N ma casovii zlozitosti O(N?) (kazdy ¢len prvého po-
lynému je ndsobeny z kazdym ¢lenom druhého, spolu N? stcinov). Jednotlivé koeficienty

vysledného polynému C' st tymto postupom vypocitavané nasledovne

C():ao'bo
ClzGQ'b1+a1'b0

02:a0~bz+a1-b1+a2-bo
CN—-1 = Qg * bN_1 +aj - —I—bN_g + asy - +bN_3+ . Fan_1 - —f-b()

cN—2 = an—1-by_1

17



Pocet scitani potrebnych na vypocet jedného koeficientu ¢ pre 0 < k < 2N — 1 sa pre

0 < k < N zvicsuje pre k < N sa ich pocet zmensuje. Vseobecne zapisané

k
C — Z ambk_m (31)
m=0

3.1.1 Reprezentacia polynémov bodmi

Polynémy sa daju reprezentovat aj pomocou bodov v rovine. Na jednoznacné urcenie
polynému A (N — 1) rddu je potrebné poznat hodnoty A(x) aspon v N roznych bodoch
A(zy) = hy pre k < N. Tieto hodnoty je mozné vypocitat pomocou Hornerovej schémy
v case O(n?). Sucin polynémov sa dd potom vypocitat pomocou nasledujticeho postupu
na obr. 3.1

A x B C
Hornerova schéma O(N?) J J ‘ Gausova elimindcia O(N?)
Alze) Bl C(xr)

Obr. 3.1: Konvoltcia

Pomocou Hornerovej schémy vypocitame body A(zy) a B(zy) pre vsetky k < 2N — 2.
Je potrebné zvacsit pocet bodov povodnych polynémov, nakolko vysledny polynéom C' je
stupna 2N — 2. Potom

C(zr) = A(zr) B(zy) (3.2)

Pomocou Gausovej eliminacie prevedieme polyném naspéat z bodovej reprezentacia. Ca-

sova zlozitost tohto algoritmu je asovd zlozitost Gausovej elimindcie O(N?).

3.1.2 Pouzitie Fourierovej transformacie

Vyuzijeme postup nasobenia pri bodovej reprezentacii polynémov v Specialne vybranych
bodoch xj. Pri vhodnej volbe z; je mozné dosiahnut efektivnejsi algoritmus. Za hodnoty

x pre k < 2N — 2 zvolime komplexné odmocniny z jednotky.

Ty = w§N72 (3.3)
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V désledku pouzitia komplexnych odmocnin jednotky dochddza k ich cirkulacii (2.1), lebo
plati pre 0 < i <n, j >mn, j mod n =1:

Wi = (3.4)

potom je mozné vypocitat hodnoty A(zy) a B(xp) pomocou FFT v éase O(NlogN)
vid obr. 3.2. Povodné polynémy rozsirime nulovymi koeficientmi na velkost 2N — 2, aby
vysledny polyném C' bol spravneho rddu. Ak by sme tak neurobili islo by o cirkularnu

konvoliciu, tej sa budem sa venovat v nasledujicej casti.

A x B C
FFT O(Nlog N) k ‘ ] IFFT O(Nlog N)

C(xy)

A(zy,) B(xy)

Obr. 3.2: Konvolucia

Jednotlivé koeficienty c; je mozné vypocitame nasledovne

2N—-2
Cp = Z amb(kfm)mod@NfQ) (35)

m=0
Rozdiel oproti vzorcu, kde sme pocitali koeficienty pomocou nasobenia polynémov je vo

vlastnostiach komplexnej odmocniny jednotky:.
Whn_y = Wiy_oN — 2+ k = wiy_,(2N —2) +k

Vdaka tejto vlastnosti pre vypocet lubovolného koeficientu ¢y je potrebny rovnaky pocet
sucinov. Tento pocet nerastie a neklesa ako pri predchéadzajicom spdsobe ale je konstant-
nej velkosti 2N — 2.

3.1.3 Implementacia v Pythone

Néasobenie polynémov implementujeme funkciou nasob(p,q). Jej navratova hodnota je

polyném, ktory je vysledkom nésobenia polynémov p a q.

>> A =[1, 5, -6, 18, 2]

(6, 2, 8, 1, 4]

>>> nasob(A,B)

array([ 6., 32., -18., 137., 9., 162., 10., 74., 8.1)

>>> B
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def nasob(p, q):

p2 = np.append(p, [0]*(len(q)-1)) # doplnenie vstupnych polynomov nulami

q2 = np.append(q, [0]*(len(p)-1))

f p=np.fft.fft(p2) # aplikovanie fft na vstupne polynomi
fq = np.fft.fft(q2)

f res = np.multiply(fp, fq) # sucin po prvkoch

# aplikovanie ifft, pre vysledok staci realna

return np.fft.ifft(f_res).real zlozka

3.2 Cirkularna konvolucia

Cirkularna konvoltcia sa oznacuje znakom &®.

3.2.1 Princip

Ide o matematicky aparat podobny nasobeniu polynémov s vyuzitim FFT. AvSak pri
cirkularnej konvolicii nerozsirujeme velkost vstupnych polynémov, vdaka ¢omu vysledny
polyném je rovnakého radu ako oba vstupné. Nech na vstupe su polynémy A a B radu
N — 1 a vysledny polyném C' = A ® B tiez radu N — 1.

A =ag+ a1z + asz® + asx3+ ... +ay_qzV !
B = by + b1z + by + byx®+ ... +by_1zV !

C =co+crx+ c2? + c32°+ ... +ey_aN 1t
Koeficienty vysledného polynému ¢ pre 0 < k < N su vyjadrené nasledovne

Cy — (Zobo + ale_l + ClQbN_Q + ...+ CLN_QbQ + CLN_1b1
c1 = agby + a1by + asbn_1 + ... + an_2b3 + an_1by
Cy = (lobz + CL1b1 + a2b0 + ...+ aN_2b4 + a,N_lbg

Ako je mozné pozorovat na priklade, indexy pri koeficientoch b, sa cyklicky postavaju v

zévislosti od prislichajiceho indexu pre koeficient ¢, a a,. Stihrnne zapisané
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Ck = Aob(k—0)ymodN + A10(k—1)ymodN + --- + AN-1D(k—(N=1))modN (3.6)
N-1

Cr = Z amb(k—m)modN (37)

m=0

3.2.2 Implementacia v Pythone

Funkcia cirkularnej konvoltcie je velmi podobné funkcii nasob. Funkcia circular_convolution

iba nedoplni vstupné polynémy nulami.

import numpy as np

def

circular_convolution(p, q):
fp = np.fft.fft(p)
fq = np.fft.fft(q)

f res = np.multiply(fp, fq)

return np.fft.ifft(f_res)

3.3 Vypocet posunu datovej vzorky

Existuje jednorozmerné pole P prirodzenych &isel dlzky N a druhé pole @, ktoré je

cyklickym posunutim pola P o K prvkov doprava. Nech polia P a Q maji dlzku N =5 a

@ je cyklicky posunuté o K = 3 miest. Nasledujtca postupnost prikazov generuje takéto

polia s nahodnymi hodnotami od 0 do 100.

>>>
>>>
>>>
>>>
>>>

>>>

import numpy as np

from random import randint as ri

N=5

K=3

P = np.array([ri(1,100) for i in range(N)]) [np.newaxis]
P

array([[99, 40, 80, 15, 56]])

>>>

>>>

Q = np.roll(P, K)
Q

array([[80, 15, 56, 99, 40]])
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Problém je zostavit efektivny algoritmus, ktory najde hodnotu cyklického posunu K z
poli P a Q.

3.3.1 Funkcia chyby (Error function)

Definujeme si funkciu E velkosti chyby pre posun & pola @ k polu P velkosti N pre vsetky
hodnoty 0 < k£ < N. Funkcia pre posun k vrati sicet druhych mocnin rozdielov prvkov
s rovnakym indexom v poliach. Vdaka druhej mocnine E(k) je vzdy kladnd hodnota a
vacsie rozdiely dvojic prvkov maju vacsiu vahu vo velkosti chyby.

E(k) = i (P = Qi+kymodn)’ (3.8)

=0

[y

Rovnicu mo6zeme dalej rozpisat nasledovne:

N-1
E(k) = (P = Qitkymoan)” (3.9)
i=0
N-1
= > (P’ = 2P.QG+kymoan + Qfirymoan) (3.10)
i=0
N-1 N-1 N—-1
- Piz -2 Z -PiQ(iJrk)modN + Z Q?’H—k)modN (311)
=0 =0 =0

Skutocny posun K je potom k s najmensou hodnotou E(k)
K = argmin(E(k)) (3.12)
Pri hladani minimélnej hodnoty vysledok neovplyvnia cleny rovnaké pre kazdé k. V

upravenej rovnici funkcie E iba stredny clen zavisi od hodnoty k a nie je konsStantny

pre vsetky hodnoty k. Potom posun k vyjadrime

N-1
K = argmin(—2 Z P;Q(i4k)ymodN) (3.13)

1=0
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Konstanta 2 rovnako neovplyvnuje vysledni hodnotu k, preto ju moézme zanedbat. Zna-
mienko minus odstranime a otoc¢ime funkciu argmin na argmax, ¢o nezmeni vysledni

hodnotu, ale odstrani pracu so zapornymi ¢islami.

N—
K = argmingo<p<n)( Z Q(it+k)ymodN) (3.14)
Nt
= argming<i<n)(— P;Q(i+k)ymodn) odstranenie konstanty (3.15)
i=0
N—
= argmazo<p<n( Z PiQ(i+k)ymodn) odstranenie minus (3.16)
=0

3.3.2 Trivialny algoritmus

Na vypocet hodnoty K z poli P a @ musime vypocitat sumu SN P;Q(i+kymoan PTE
vetky mozné posuny 0 < k < N. Vypocet sumy ma c¢asovi zlozitost O(N). Takychto

stim je potrebné vypocitat N. Preto celkovd zlozitost algoritmu je O(N?).

def find shift(P,Q):

N = len(P)
max_sum = —-inf
k=0

for s in range(N):
P_2 = np.roll(P, -s)

sum = 0
for i in range(N):
sum += P_2[i]*Q[i]

if sum < max_sum:
max_sum = sum
k=s

return k
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3.3.3 Algoritmus s vyuzitim cirkularnej konvolicie

Vysledkom cirkularnej konvolucie pre polia P a () velkosti N je pole R. Pre prvok pola

R s indexom x plati

Ry = z PiQ (2 —iymod(N) (3.17)

tento vztah je velmi podobny sume na vypocet skutoé¢ného posunu K

N-1

K = argmazo<k<n)( Y PiQitkymodn) (3.18)
i=0

Upravou vstupnych parametrov cirkuldrnej konvolicie sa pokusime docielif vypocet sumy

potrebnej pre zistenie posunu. R, vyjadrime pomocou jednotlivych siactov

Ry = FoQo + PiQNn-1+ PoQn_2+ ... + Pn_2Q2 + Pn_1(Q4
Ry = FPQ1+ PiQo+ PQn_1+ ... + Pv_2Q3+ Pnv_1Q>
Ry = PoQ2 + PiQ1 + PoQo + ... + Pnv_2Qa + Pnv_1Q3

je potrebné transforméciou 7w zmenit pole ) na Q' tak aby platilo

Ry = RyQ) + PQ| + PoQ5+ ... + Py—2Qy_o + Pn-1Qy 4
Ry = BQ) + PQY + PoQfs + ... + Py—2Qy_1 + Pn-1Q)
Ry = PyQ5 + PIQ5 + PoQ) + ... + Py_2Q) + Pn_1 Q)

toto je docielené transformovanim @ na )’ nasledovnym spdsobom

Qo = Qo
Q’1 - QN—l
le = QN—Z

Q; = Q(N—j)modN pre 0< ] <N

vdaka tejto transformacii z poli P a @) je mozné pouzitim cirkularnej konvolicie vypocitat

N-1

K = argmax (0<k<N) Z HQ (i+k) modN) (3-19)
=0

vysledny posun K je index prvku s najvac¢sou hodnotou v poli R = P®()’. Transformovat

mozeme pole pred aj po aplikovani Fourierovej transformécie pred nasobenim po bodoch
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>>> Q = np.array([[80, 15, 56, 99, 40]])
>>> Q r = Q[::-1]

>>> np.roll(Q_r,1)

array([[40, 80, 15, 56, 9911)

Rovnaky vysledok ako s pouzitim vyssie uvedenej transformaécie je mozné docielif ipravou
algoritmu cirkularnej konvoltcie, kde pred uskuto¢nenim nasobenia po bodoch nepouzi-

jeme vektor Fourierovej transformacie pola @) ale jeho komplexne zdruzeny vektor.

P * Q R
FFT O(N log N) k ‘ ] IFFT O(N log N)
P(xy) Q(zr)" R(wy)

Obr. 3.3: Zistenie posunu

Kedze ¢asova zlozitost argmax je O(N) celkova zlozitost algoritmu je rovnaka ako pri
cirkuldrnej konvolucii: O(N) + O(Nlog(N)) = O(Nlog(N)).

3.3.4 Implementacia a demonstracia
import numpy as np
def find_shift_otacanie(p, q):

fp = np.fft.fft(p)

fq = np.fft.fft(q)

fp_reversed = fp[::-1] # otocenie

fp = np.roll(fp_reversed,1) # posun
f res = np.multiply(fp, fq)
r = np.fft.ifft(f_res)

return np.argmax(r) # vrati index najvacsieho prvku
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def find_shift_conj(p, q):
fp = np.fft.fft(p)
fq = np.fft.fft(q)

fp = np.conj(fp) # conj - komplexne zdruzeny vektor
f res = np.multiply(fp, fq)

r = np.fft.ifft(f_res)

return np.argmax(r) # vrati index najvacsieho prvku

Spravne fungovanie funkcie demonstrujeme na priklade néjdenia cyklického posunu pola
Q@ = [80, 15, 56,99, 40] k polu P = [99,40, 80, 15, 56].

>>> P = np.array([[99, 40, 80, 15, 561])
np.array([[80, 15, 56, 99, 40]1)
>>> find_shift_conj(P,Q)

3

>>> find_shift_otacanie(P,Q)

3

>>>

3.3.5 Hladanie podpostupnosti datovej vzorky

Nas postup sa da velmi lahko upravit na vyhladavanie podpostupnosti vzorky v postup-
nosti - poli. Podobne ako pri nasobeni polynémov doplnenim podpostupnosti nulami
dosiahne rovnaky rozmer ako pole. Algoritmus potom najde posun doplnenej podpostup-

nosti oproti pévodnému polu, ¢o predstavuje zaciatocny index podpostupnosti v hlada-

nom poli.

>>> P = [1,2,3,4,5,6]

>>> Q = [2,3]

>>> Q2 = Q + [0]*(1len(P)-1en(Q))
>>> Q2

(4, 5, 0, 0, 0, O]
>>> find shift(Q2, P)
4 # zly vysledok skutolny posun je 1
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Pri otestovani na datach s Iubovolnymi nezdpornymi hodnotami tento algoritmus ne-
funguje. Nas algoritmus pre kazdy mozny posun vypocita sucet sucinov prislichajicich
prvkov poli. Z tychto vypocitanych hodnot hladdme maximum. Je velmi Tahko dokéza-

telné preco v nasom pripade dostaneme maximum pre posun 4 a nie pre posun 1.

>>> P = [1,2,3,4,5,6]

>>> Q = [0,2,3,0,0,0]

>>> sum(np.multiply(P,Q))
13

>>> Q = [0,0,0,0,2,3]
>>> sum(np.multiply(P,Q))
28

Pri hladani posunu dvoch poli, rovnaké hodnoty v poliach nam garantovali, ze sticet suci-
nov prislichajicich prvkov bude najvacsi ak prvky stucinov st rovnaké, a teda ide o druhé
mocniny tychto hodnot. Doplnenim nil tato garancia neplati. Pri nasobeni po prvkoch
vSetky dvojice obsahujice nulu maji nulovy vysledok a neovplyvinuju sucet. Nenulové
prvky sa nésobia s vacsimi ¢islami ako si ony. Vysledok moze byt v tomto pripade vacsi

ako pri spravnom posune.

Avsak pre binarne polia tdto garancia stale plati, nakolko pri hodnotach 0 a 1 nemdze
byt jednotka nasobend vic¢sim ¢islom ako jedna. Preto najvacsi sticet suc¢inov nastane iba

v pripade Ze jednotky v posunutej podpostupnosti odpovedaji jednotkam v poli.

>>>Q = [1,1,0,0]
[0,0,1,1,0,0,0,1,0,1]
>>> Q2 = Q + [0]*(1len(P)-1en(Q)) #doplnenie vzorky

>>> find_shift(Q, P)

>>> P

2 # tato hodnota odpovedd skutocnému zaliatku vzorky v poli

Tento algoritmus pre hladanie podpostupnosti nie je najefektivnejsi. Knuth—Morris—Pratt

algoritmus mé ¢asovi zlozitost O(n), nie je vSak mozné rozsirit ho na vyhladavanie v 2D.
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Kapitola 4

Vyhladavanie vzoru na obraze bez

rotacie a skalovania

4.1 2D diskrétna Fourierova transformacia - DFT2

Fourierova transformécia sa da lahko rozsirif na dvojrozmerné data. V jednorozmernych
datach si vystupom hodnoty vstupnej funkcie R — R v bodoch komplexnej odmocniny
jednotky. Vystupom 2D Fourierovej transformdcie st hodnoty funkcie R? — R v bodoch

[z,y] , kde z,y si komplexné odmocniny jednotky.

M-1N-1 ] S
Fle,y] = flm, nje”#r G+ R) (4.1)

m=0 n=0
M-1N-1

= > > flmnjwfwir (4.2)
m=0 n=0
M-1N-1 i mxzN+nyM

= Z Z flm,n]e =" mx (4.3)
m=0 n=0
M-1N-1

= flm, nlwipy Y (4.4)
m=0 n=0

Z rovnice pre 2D Fourierovu transforméciu je mozné zistift na akom principe funguje.
Vnitornd suma je jednorozmernou Fourierovou transformaciou pre riadok. Potom tieto
hodnoty prejdu druhou Fourierovou transforméciou pre stlpce. Algoritmus poéitajici
FFT sa da preto aplikovat pre 2D data. Pouzitim FFT je casova zlozitost FFT2 algo-
ritmu (Fast Fourier transform 2D) O(N?logN) pre data velkosti N x N. Tento algoritmus

je implementovany funkciou np.fft.fft2 v kniznici NumPYy.
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2D inverznu Fourierovu transforméacia potom vypocitame nasledovne:

1 M-1N-1 i2 (mx ny)
f[x7y} = Irnr Z Z F[man]ez TN (45)
MN m=0 n=0

taktiez je implementovana funkciou np.fft.ifft2 v kniznici NumPy.

4.1.1 Obrazové zobrazenie
Ak pouzijeme DFT2 transforméciu na 2D obraz, vysledna Fourierova transforméacia F
obsahuje velkosti jednotlivych frekvencii pritomnych v obraze. Vdaka rovnici

Wiwir = Wiy (4.6)

vypocitame frekvencie (hodnoty komplexnych odmocnin jednotky) pre 2D pole velkosti
4 x4

wy  |wi Wi | wi
wy W?G Wilﬁ W?G W%g
wj W?@‘ W?ﬁ W%g W%g
wj wle |wis | wig | wig
wj wig | wig | wis | wis

Tabulka 4.1: Tabulka frekvencii pre N =4, M =4

transformacia F', vid tabulka 4.1, bude obsahovat hodnoty tychto frekvencii. Pre lepsie
zobrazenie sa zvykne zmenit poradie v tabulke. Nulové frekvencie sa presunu do stredu
nasledovnym sposobom. F rozdelime na 4 kvadranty. Lavy horny vymenime s pravym dol-
nym a pravy horny vymenime z lavym dolnym kvadrantom. Funkcia np.fft.fftshift robi
tito vymenu. Vdaka tomu mozeme zobrazit amplitidové spektrum Fourierovej transfor-

macie obrazka. V transforméacii mézeme zretelne vidiet rozne geometrické tvary.
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import cv2
import numpy as np

from matplotlib import pyplot as plt

def zobraz(name) :
img = cv2.imread(f’{name’}.png’,0)
f = np.fft.fft2(img)
fshift = np.fft.fftshift(f)
magnitude_spectrum = np.abs(fshift)

magnitude_spectrum = np.log(magnitude_spectrum) #log pre normalizdciu hodndt

plt.subplot(121),plt.imshow(img, cmap = ’gray’)
plt.title(’Input Image’), plt.xticks([]), plt.yticks([])
plt.subplot(122),plt.imshow(magnitude_spectrum, cmap = ’gray’)
plt.title(’Magnitude Spectrum’), plt.xticks([]), plt.yticks([])
plt.show()

>>> zobraz(’kruznica’)

Input Image Magnitude Spectrum

Obr. 4.1: FFT2 kruznica

Input Image Magnitude Spectrum

Obr. 4.2: FFT?2 stvorec
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Input Image Magnitude Spectrum

Obr. 4.3: FFT2 patuholnik

4.1.2 Grafické demonstracia inverznej Fourierovej transforma-
cie 2D

Inverzna Fourierova transformécia na 2D datach vyzera velmi zlozito a je tazké si pred-
stavit ako sa z hodnot DFT (diskrétna Fourierova transformécia) vytvori naspat povodny

obraz. Mame Sedo-ténovy obraz hviezdy rozmerov 8 x 8 pixlov (obr. 4.4).

Obr. 4.4: Hviezda 8x8 v odtienoch sivej

Vacsinou sa pri vizualizacii DF'T pouziva iba magnitidové spektrum, pricom prichddzame
o fazovu zlozku. Tento problém je sposobeny tym, ze DFT obsahuje komplexné hodnoty
skladajtce sa z dvoch casti - redlnej a imaginarnej. Jednému pixlu neodpoveda iba jedna
hodnota ale dve hodnoty pre realnu a imaginarnu zlozku. Aby som v obrézku zachoval
tuto informéciu, hodnotu realnej zlozky bude modrd zlozka v RGB farbe a imaginarna

zlozka bude zelend.
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Vzorec IDFT (inverzna diskrétna Fourierova tranformécia) si rozlozime na mensie Casti.

p ! M—1N-1 (4 20
x,y MW 2= 2 Flm,n|e™ ™ TN (4.7)
Zlomok 75 je normalizacnd zlozka rovnaka pre vetky f[z,y] to m6zeme zatial v nasom
znazorneni zanedbat. Ostane nam

M—-1N-1

> > Flm,n|wifwif (4.8)

m=0 n=0

Kazdému prvku F[m,n] odpovedd jeden prvok wii*wy’. KedZe F' je matica 8 x 8 a my
prejdeme vSetkymi jej prvkami prvky wi*wy’ musia tvorit rovnako velkd prislichajicu
maticu pre z a y. Tato matica vznikne vynasobenim dvoch vektorov komplexnych od-

mocnin jednotky - jeden vektor pre w7 a druhy pre wi’

I 0o i 0, .0 0,y (N-1)y
Wy WiW WhWi waN
Yy xz ,,0 x Y (N-1)y
Wy WiWar WiWa WirW N
2y 0 x 2 (M-1)z| _ x, 0 2z, Y (N-1)y
WA Wy Wi Wi e Wiy = WHTW N WitWy cuMwN
(N=-1)y (M~ 1):v 0 (M-1)z, y (M l)w (N=-1)y
_wN i wM N wM wN e M N i
(4.9)
_ [ o 2z (M-1)z
wM = W}, wi wif ... wy (4.10)
_ 0
Wy
Yy
Wy
_ 2y
wN = Wy (4.11)
N-1
wg\, )y

Potom sa da IDFT zapisat ako nasobenie matic

1

V obrazku 4.5 su zakreslené tieto vektory a matica Fourierovej transformacie vo forme
modro-zelenych obrazkov. Modra farba reprezentuje realnu cast a zelend imaginarnu cast

¢isla.
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y=0y=1y=2 y=3 y=4 y=5 y=6 y=7

.F

Obr. 4.5: IDFT 2D

Vynéasobenim tychto komponentov ziskame napét nas pévodny obrazok v odtienoch mod-

rej 4.6 kedze sa nam komplexné zlozky vynuluji a ostant znova iba redlne hodnoty zhodné

Obr. 4.6: Hviezda 8x8 v odtienoch modrej

s povodnym obrazom.




4.2 Vypocet posunu v 2D datach

Nech existuje dvojrozmerné pole P a () s hodnotami x;j €
R, pricom Q je cyklicky posunuté o K; riadkov smerom nadol a o K, stlpcov smerom

doprava.

>>>P = np.array([\
[1,2,3,4,5],\

[1,3,5,7,9],\
[0,2,4,6,8],\
(5,4,3,2,1],\
(3,3,3,2,211)
>>> Q = np.roll(P,(2,3),axis=(1,0))
>>>
array([[6, 8, 0, 2, 4],
[2, 1, 5, 4, 3],
2, 2, 3, 3, 31,
(4, 5, 1, 2, 3],
(7, 9, 1, 3, 511)

Primitivny algoritmus by skisil posivat pole P o vSetky moZné posuny ( N? moZnosti
) a pre kazdy posun vypocital sicet stcinov vzniknutého pola s polom @ po prvkoch.
Najvacsia hodnota sictu by zodpovedala skutoénému posunu pola. Tento algoritmus nie
je velmi efektivny, jeho ¢asova zloZitost pre vstup velkosti N x N je O(N?).

Algoritmus na vypocet posunu pre jednorozmerné polia s vyuzitim FFT mal zlozitost
O(NlogN). Ak v tomto algoritme nahradime FFT za FFT2 vznikne algoritmus schopny

vypocitat posun dvoch dvojrozmernych poli.

>>> fP = np.fft.f£t2(P)
>>> fQ = np.fft.fft2(Q)
>>> fR = np.multiply(fP, np.conj(£Q))

>>> R = np.fft.ifft2(fR)

# np.argmax vracia int aj pre 2D data, np.unravel_index vypolita siradnice
>>> shift = np.unravel_index(np.argmax(np.real(R)),R.shape)

>>> shift

(2, 3

Casova zlozitost tohto algoritmu je rovnaké ako zlozitost FFT2: O(N2log N)
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4.3 Vyhladavanie vzoru na binarnom obraze

V predchédzajicej casti s uvedené algoritmy hladajice podpostupnost v poli. Z tychto
algoritmov najefektivnejsi z moznostou vyuzitia pre 2D polia bol algoritmus s vyuzi-
tim FFT. 2D binarne polia mézu predstavovat dvojfarebné obrazky. Povodny algoritmus
upravime podobne ako pri vypocte posunu. Nahrada FFT za FFT2 umozni vyhlada-
vat podobraz - vzorku na obraze. Casova zlozitost algoritmu pri jednorozmernych datach
velkosti NV je O(NlogN), ¢o je ¢asova zlozitost FFT. Podobne ¢asova zlozitost algoritmu
pri dvojrozmernych détach velkosti N x N je O(N?logN) a je rovnaké ako zloZitost FFT2

Priklad

=2

Obr. 4.7: Binarny obraz - Dom a okno

Funkénost algoritmu demonstrujeme na priklade vyhladania obrazku okna na obraze
domu 4.7. Okno je identické z oknom na dome. Skuto¢na pozicia lavého horného rohu
okna na dome je [66, 122]
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def find_shift(image, patern):
imgl = image.astype(np.float32)

imgl = 1 - imgl / 255 # in opencv 255 is white this conver black to 1
# and white to O
img2 = np.zeros(imgl.shape, dtype=np.float32)

# add zero padding to obj
img2[0:patern.shape[0],0:patern.shape[1]] = 1 - patern / 255

f1 = np.fft.fft2(imgl)

f2 = np.fft.fft2(img2)

f res = np.multiply(f1, np.conj(£f2))
np.fft.ifft2(f_res)

res

y,x = np.unravel index(np.argmax(np.real(res)),res.shape)

return x, y

>>> dom = cv2.imread(’bin_images/dom.png’,0)
>>> okno = cv2.imread(’bin_images/okno.png’,0)
>>> find shift(dom, okno)

(66, 122)

Obr. 4.8: Najdené okno

Algoritmus spravne vypocital siradnice okna. Najdené okno je vyznacené na obrazku 4.8
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4.4 Vyhladavanie vzoru na sedo-ténovom obraze

Podobne, ako pri hladani podretazca v binarnych datach algoritmus pre obrazy s hod-
notami od 0 do 255 nemusi vratit spravny vysledok. Pri¢inou je pocitanie sictu sicinov

vzorky a prislichajtcej casti obrazu ako bolo vysvetlené v casti o hladani podretazca.

12 10 0 255 255 255
56 128 255 255 255 255
32 150 200 255 255 255

vzorka prisluchajlca ¢ast obrazu

Obr. 4.9: Vzorka porovnavand s nezodpovedajticou casfou obrazu
Ak nastane situdcia ako na obr. 4.9 algoritmus vrati tiato cast obrazu ako vzor. Ide o
chybny vysledok.
4.4.1 Hladanie najblizsieho suc¢tu

Priamym vyuzitim algoritmu na vyhladavanie v bindrnom obraze nevieme s urcitostou
najst posun vzorky v Sedo-tonovom obraze, pri hladani maxima. AvsSak je mozné Iahko

urcit sucet sucinov pixlov vzorky a casti obrazu pri ktorom cast obrazu odpoveda vzorke.

12 10 0 12 10 0

56 128 255 56 128 255

32 150 200 32 150 200
vzorka prislichajuca ¢ast obrazu

122 10° o’

56° 128’ 2557 148313

322 1507 200° stéet stdinov

sucin po pixeloch

Obr. 4.10: Sucet stucinov pri dobrom posune vzorky
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Ak pozmenime algoritmus vyuzivajuci cirkularnu konvoliciu aby nehladal maximum ale
hladal hodnotu sic¢tu druhych mocnin pixlov vo vzorke (4.10), resp. ¢islo mu blizke,

dokazeme zistif presne poziciu (posun) vzorky v obraze.

def find(a, b):
>?’find b in a’’’
A=a
B = np.zeros(A.shape)
B[0:b.shape[0],0:b.shape[1]] = b

FA = np.fft.fft2(A)
FB = np.fft.fft2(B)
D = np.fft.ifft2( np.multiply(A, np.conj(B)) )

# najdenie majblizsieho cisla k b*x*2
expected_sum = np.sum(bx*2)

error = np.abs(D - expected_sum)

return np.unravel index(np.argmin(error), D.shape)

Algoritmus v tejto podobe ocakava na vstupe obraz a vzor, v ktorych ¢islo 0 oznacuje
bielu a ¢islo 255 ¢iernu (pripadne ¢islo 1 ¢iernu farbu). Algoritmus otestujeme na obraze
4.11

Obr. 4.11: Dom a okno ¢islo 2

Na obrazku 4.12 je je vysledok hladania okna na obraze domu pre dva vyssie spome-
nuté algoritmy. Cervenym ramom je oznaceny vysledok algoritmu hladajici maximum, v

zelenom rame je vysledok algoritmu hladajici hodnotu najblizsiu k ocakdvanému suctu.
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Obr. 4.12: Najdené vzory na obraze

4.5 Fazova korelacia

V redlnom svete su malokedy k dispozicii vyhladdvané vzory uplne rovnaké ako na ob-
raze. Mozu sa lisit v kontraste, jase, rozmeroch, natoceni a podobne. Z tychto zmien sa
budeme venovaf zmene kontrastu. Pri zmene kontrastu je nova hodnota pixlu nasobkom
povodnej hodnoty pixlu a konstanty, rovnakej pre cely obraz. Zmena kontrastu nastava

napriklad pri zmene svetelnych podmienok.

Hodnota Fourierovej transformécie povodného obrazu pre jednotlivé pixly sa sklada z
amplitudy A a fazy .
aij —rrr Fi[i, j] = Ae? (4.13)

Po zmene kontrastu, vynasobeniu obrazu konstantou ¢, hodnota Fourierovej transformacie

nového obrazu pre jednotlivé pixly je
ca;j —rrr Iali, j] = cAe? (4.14)

Z tychto rovnic vyplyva, ze aj pred aj po vynasobeni obrazu konstantou velkost fazy DFT

je rovnaka.

Tato vlastnost sa da vyuzit pri hladani vzoru na obraze. Aplikujeme DFT na obraz
a vSetky amplitidy F[i, j] upravime na velkost jedna ale zachovame fézu - pre nulové
amplitidy nastavime na amplitidu A = 1 a uhol ¢ = 0, teda F[i,j|] = 1. Prvky s ne-
nulovou amplitidou vydelime velkostou amplitadu F[i, j] = F[¢, j|/| F[i, j]|. DFT obrazu

bude teraz obsahovat iba informaciu o faze, amplitidu zanedbava ako sa uvadza v ¢lanku

[1].
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4.5.1 Algoritmus fazovej korelacie

Analogicky ako pri predchadzajicich algoritmoch postup je nasledovny. Hladany vzor
doplnime nulami (pre obraz kde 0 je biela a 255 je ¢ierna) do velkosti obrazu, na kto-
rom vyhladavame. Vytvorime Fourierovu transforméciu obrazu F, a doplneného vzoru
F,. Najdeme komplexne zdruzeny obraz k Fj, oznac¢ime ho F;', namiesto transformova-
nia obrazu pred aplikovanim DFT (vid Algoritmus s vyuzitim cirkuldrnej konvolucie).
Eliminujeme amplitadu F, a F;". Nasledne postupujeme rovnako ako pri algoritme pre
hladanie vzorky v binarnom obraze. Po aplikovani IDFT na F, a F} ndjdeme maximalny
prvok, ktorého sturadnice predstavuju sturadnice vzoru na obraze. Ak zapiSeme upravu

amplitid a ndsobenie po prvkoch dostaneme [1]

b o et (4.15)
|Fo| |Fy| | Ful|Fyl

Tato vlastnost sa nazyva korelacia. Nakolko vysledok zavisi iba na faze ide o fazova

korelaciu [1].

def phase(x):
n = np.abs(x)
n[n==0] = 1 #pre tie prvky x kde je amplitida nulova

return x/n

def find(a, b):
A=a
B = np.zeros(a.shape)
B[0:b.shape[0],0:b.shape[1]] = b

phase (A)

B = phase(B)

FA = np.fft.fft2(A)

FB = np.fft.fft2(B)

FD = np.multiply(A, np.conj(B))

D = np.fft.ifft2(FD)

return np.unravel_index(np.argmin(D), D.shape)

41



Obr. 4.13: Dom a okno so zmenenym kontrastom

Algoritmus s vyuzitim fazovej korelacie spolu s ostatnymi algoritmami otestujeme na ob-
raze domu a okna 4.13, pricom tentokrat okno oproti pévodnému ma zmeneny kontrast.
Vo vyslednom obraze 4.14 modrou farbou je oznaceny vysledok algoritmu s vyuzitim fazo-
vej korelacie, zelenou algoritmus hladajici najblizsi sicet a ¢ervenou algoritmus hladajici

maximum.

Obr. 4.14: Najdené vzory na obraze pouzitim réznych algoritmov:
- modra: algoritmus vyuzivajuici fazovu korelaciu
- zelena: algoritmus najblizsieho suctu

- Cervena: algoritmus hladajici maximum

Z vysledku je mozné konstatovat, ze algoritmus vyuzivajuci fazovia korelaciu je oproti

ostatnym pri zmene kontrastu presnejsi.
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Kapitola 5

Vyhladavanie vzoru na obraze s

rotaciou a skalou

Tato kapitola bude venovana vysvetleniu algoritmu, ktory najde vzor na obraze ak je
vzor na obraze posunuty, otoc¢eny a zvacseny alebo zmenseny zaroven. Algoritmus bude
vysvetleny podla ¢lanku [2]. Nakolko ide o zlozité matematické operacie, niektoré casti
budu vysvetlené zjednodusene bez detailného odvodenia. Rovnako pre algoritmy jednot-
livych komponentov hlavného algoritmu budd popisané principy fungovania ale nie st

uvedené vlastné implementacie, nakolko st implementované v kniznici OpenCV.

5.1 Posun - rekapitulacia

Néjdenie pozicie vzoru na obraze, ak sa vzor na obraze nachadza v rovnakej velkosti a
bez rotacie. V predchadzajucej kapitole je vysvetleny algoritmus vyuzivajici fazovu ko-
relaciu, ktory riesi tento problém.

Zavislost vzoru a obrazu sa d4 matematicky vyjadrit. Uvazujme, zZe vzor je cyklicky po-

sunuty obraz . Potom ich vzfah je mozné vyjadrit nasledovne:

fvzor(xa y) — fobraz(x — T, Y — yO) (51)
Froor(€,m) = Fopra=(€,7) - e~ 2mi(€zo+1y0) (5.2)
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po aplikovani Fourierovej transformécie na obraz dochadza k osamostatneniu ¢lena e =27 (&z0+1v0)
nakolko tato hodnota ostava konstantna pre & a n. & a n reprezentujui siradnice Fourie-
rovej transformacie, aby boli odlisené od x a y v povodnom obraze. Posun sa da teraz

Tahko najst s vyuzitim fazovej korelacie.

5.2 Rotacia a posun

Na néajdenie posunu rotovaného obrazu priamociare aplikovanie fazovej korelacie nebude
fungovat, lebo nikdy sa nam nepodari iba postivanim vzoru najst jeho polohu na ob-
raze. Na ndjdenie velkosti rotacie zatial nemame ziadny sposob. Vztah vzoru a obrazu s

otocenim Oy a posunom z, yg sa da vyjadrit nasledovne:

Jozor(2,Y) = fobraz(T €08 Og + ysin Og — g, —z sin Og + y cos Oy — o) (5.3)
Fooor(&,m) = Fopraz (€ cos Oy + nsin ©g, —& sin O + 1 cos Og) - e~ 2mi(&xo+1y0) (5.4)

Podobne ako iba pri posune sa nidm osamostatnil ¢len e~27&z0+m0) V tejto podobe ne-
vieme ziadnym postupom zistit uhol ©y alebo posun (xg, o). Vytvorime magnitidové
spektrum, ¢m sa zbavime ¢lena e~ 2™(®20+¥%0)  Tento ¢len predstavuje vektor na jednot-
kovej kruznici, a teda jeho amplitida je vzdy rovna jednej, preto nema vplyv na celkovi

velkost magnitidy.

M yoor(€,1) = Mopraz (€ cos ©g + nsin ©g, —E sin Og + 1 cos O) (5.5)

Vidime, ze magnitiudové spektra vzoru a obrazu su rovnaké, iba jedno je rotovanou képiou
druhého. Teraz M., aj Mprq. sU v algebraickom tvare. Ak by sme ich vedeli transformo-
vat do polarneho tvaru priamo by sme ziskali informéciu o uhle rotécie. Vztah by vyzeral

nasledovne:

Mvzor(p> @) = Mobraz(pa O — ®0> (56)

Toto sa d& dosiahnuf aplikovanim polarnej transformacie na poévodny obraz, ale je do-
kazané, ze rovnaky vysledok dostaneme ak je transformacia aplikovana na Fourierovu

transforméciu obrazu.
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Aplikovanim transformacie sa informéacia o rotdcii zmenila na informaciu o posune v
polarnych suradniciach, ktory je mozné pomocou fazovej korelacie vypocitat. Problémom
je vsak transforméacia na poldrne stiradnice - vysvetlenie v nasledujicej casti. Zo vzfahu
vyplyva, ze velkost hladaného uhlu, v polarnej reprezentacii posunu, zavisi iba od druhej
suradnice. Preto ked pomocou fazovej korelacie najdeme maximum o velkosti rotacie

hovori iba ¢islo riadka v ktorom sa prvok s maximélnou hodnotou nachadza.

5.2.1 Polarna transformacia

Potrebujeme zistit sposob transformacie obrazu, z algebraickej reprezentacie na polarnu.
Uréime stred rotacie transformacie, bod od ktorého sa pocita velkost uhla. Nasledne sa
pre vsetky uhly zistia hodnoty pixlov obrazu leziacich na priamke zvierajicej dany uhol
s priamkou reprezentujicou uhol Or. Tieto hodnoty sa namapuji do nového obrazu v

poradi podla velkosti uhlu a vzdialenosti od stredu rotacie.

f(@,y) = f(p,©) (5.7)
p=yr2+ (5:8)
O = tan_lg (5.9)

Grafickd reprezentacia tejto transformécie vyzera nasledovne 5.1:

2/5 1/5

\
3/5

Obr. 5.1: Polarna transformacia - graficka reprezentacia
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Polarnu transforméciu je mozné implementovat pouzitim OpenCV funkcie cv2.remap.

Ukéazka na realnom obraze 5.2 5.3.

map_x = np.zeros((rows, cols))

map_y = np.zeros((rows, cols))

theta_d = 2*np.pi / rows
theta = 0

for i in range(rows):
for j in range(cols):

map_x[i,j] = np.sin(theta)*j + centre[1]

map_y[i,j] = np.cos(theta)*j + centre[0]

theta += theta_d

map_x = map_x.astype(np.float32)

map_y = map_y.astype(np.float32)

pol = cv2.remap(img, map_x, map_y, 1)

Obr. 5.2: Obraz - farebné pasy Obr. 5.3: Polarna transformdcia obrazu

Polarna transformacia je taktiez implementovana v kniznici OpenCV metédou cv2.linearPolar (obr.,

stred, polomer, flags).

>>> img = cv2.imread(’rainbow2. jpg’)

>>> centre = img.shape[0]//2, img.shape([1]//2
>>> radius = (centre[0]**2 + centre[1]**2)**0.5
>>> res = cv2.linearPolar(img, centre, radius, 8)

>>> cv2.imshow(’polar’,res)
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Rozdiel oproti funkcii cv2.1linearPolar a vlastnej implementécii je v zaciatocnom uhle.
Linear Polar zacina otoc¢end na sever. Vo vlastnej implementacii je mozné si urcif zaciatok

rotacie.

Problémom podobnych transformacii je strata informacie obrazu. Ako vidiet na grafickej
reprezentacii je potrebné niektoré hodnoty spriemerovat a dopocitavat aby sme dostali
vysledny obraz. Niektoré uhly prechadzaji hranicou pixlov alebo mapuju vacsi pocet
pixlov z pévodnej reprezentacie na mensi pocet v polarnej reprezentacii. Tym dochadza k
strate informacie. Pri analégovych obrazoch nie je takyto problém nakolko nas nelimituje

pocet pixlov ale obraz sa da rozoberat prakticky na Iubovolne malé casti.

5.3 Zmena skaly

Zmenou skaly alebo skalovanim obrazu rozumieme transforméciu, ked skalovany obraz
sa lisia od seba iba v rozmeroch. Rozmery Skalovaného obrazu si nasobkom rozmerov
pdvodného obrazu. Velkost skaly udavaju dve ¢isla (a, b), kde a je koeficient zvacSenia v
smere osi y a b je koeficient zvicSenia v smere osi x.

Nech f,.or je Sskdlovand replika foprq., pricom (a,b) st koeficienty skaly. Potom ich Fou-

rierove transformacie st v nasledujicom vztahu:

1
szor(fa 77) = %Fobraz(éu/aa 77/5) (510)

Podobne ako pri rotacii nie je mozné z tohto vztahu znamym algoritmom priamo zistit
skalu. Znova vsak existuje transformacia, ktorda delenie a nasobenie pretransformuje na
rozdiel a sucet. Logaritmus méa ziadanu vlastnost, ktora vie zmenit podiel vnutri logaritmu

na rozdiel logaritmov. Ak aplikujeme logaritmicki transforméaciu dostaneme

Fo.or(log& logn) = Fupraz(log&/a,logn/b) (5.11)

= Fobraz(10g€ - log a, 108;77 - log b) (512)

Clen % mozeme zanedbat, lebo je stdle konstantny. Logaritmické vyrazy nahradia tieto
premenné

x =log&,y =logn (5.13)
c=1loga,d =logh (5.14)
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Teraz vztah transformacii vyzera nasledovne.

szor(qja y) = Fobraz(z —CY— d) (515)

Teraz je uz zretelné, Ze znova ide o vypocet posunu vzoru voci obrazu. Tento problém
vyriesime algoritmom vyuzivajicim fazovi korelaciu. Po zisteni premennych ¢ a d, umoc-
nenim zakladu logaritmu na tieto premenné ziskame hodnoty pdévodnych koeficientov

$kaly. Pre prirodzeny logaritmus st hodnoty koeficientov a = e¢ a b = e?.

5.3.1 Logaritmicka transformacia

Logaritmicka transforméacia funguje nasledovne. V x-ovej aj y-ovej osi vyberieme refe-
rencné pixel ktoré buda od seba rovnako vzdialené na transformovanom obraze. Tieto
pixel vyberieme na zaklade exponencialnej postupnosti zakladu logaritmu £, podla kto-
rého je transformécia realizovand. Z prvého riadku vyberieme k°, &, k2... -ty pixel a roz-
miestnime ich do prvého riadku nového obrazu tak, aby boli medzi nimi rovnaké medzery.
Medzery sa potom vyplnia hodnotami ktoré ziskame z pixlov medzi referenénymi pixlami.

Rovnako postupujeme aj pri spracovani stipcov.

Graficka reprezentacia tejto transformacie vyzera nasledovne 5.4:

K° KL K-1 K- K* K K! K2 K K4
o0 © ® ® ® ® ® [ ] e
@9 @ ® ® '
@
00 © °® ® o ® ® ] ®
“
o ® ® ] ®
‘@0 @ o ®
o
® ] ] ] ®
M
‘90 @ ® ® o ® ® o [}

Obr. 5.4: Grafickd reprezentacia logaritmickej transformacie

V openCV nie je tato transforméacia priamo implementovana. Da sa vSak pomocou metody
remap lahko implementovat. Zaklad logaritmu moze mat rozne hodnoty. Velké hodnoty
zakladu sposobia , ze vysledny obraz bude velmi maly, preto v ukazke je zvolena hodnota
1.017, obr. 5.5.
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img = cv2.imread(’rainbow?2. jpg’)

map_x = np.zeros(img.shape[:-1])
map_y = np.zeros(img.shape[:-1])
cols = img.shape[1]

rows = img.shape [0]

LOG_BASE = 1.017

for i in range(rows):
for j in range(cols):
map_x[i,j], map_yl[i,j] = LOG_BASEx*j, LOG_BASE**i
map_x = map_x.astype(np.float32)

map_y = map_y.astype(np.float32)

log = cv2.remap(img, map_x, map_y, 1);

Obr. 5.5: Obraz a jeho logaritmicka transformacia so zakladom 1.017
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5.4 Zmena skaly a rotacia

Nech existuje vzor f, ..., ktory sa nachadza zvacseny , koeficientom a pre oba smery, oto-

¢eny o uloh ©y a posunuty o xg a yy na obraze f,p.q.. Aby sme zistili otocenie aj koeficient

skaly po aplikovani Fourierovej transformacie aplikumeje polarnu a nakoniec logaritmickt

transformaciu. Ak (z,y) je skdlované na (x/a,y/a), potom polarna transformdcia vyzera

nasledovne

0, = tan—"Y
T
1
pr = J(@fal + (y/a) = a2 2 =2
O, = tan’ly—/a = tan’lg =0,
z/a x

Magnitudové spektrum v polarnej reprezenticii obrazu a vzoru je

Mi(p,©) = Ma(p/a,© — O)

Teraz sa aplikuje logaritmicka transformaécia.

M;i(log p, ©) = My(log p — loga, ©® — ©g)
Y =logp
d=loga

Mi(¢,0) = My(yp —d, © — Oy)

(5.20)

Z tohto vzorca pouzitim fazovej korelacie viem zistit velkost otoCenia ©g a koeficient skaly

a. Aplikovanie polarnej a potom logaritmickej transformacie sa da nahradit aplikovanim

jednej logaritmicko-polarnej (logPolar) transformécie.
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5.4.1 Logaritmicko-polarna transformacia

S vyuzitim poznatkov o polarnej a logaritmickej transformacii je lahké odvodit ako vy-
zerd, Logaritmicko-poldrna transformécia. Riadky transformovaného obrazu rovnako ako
pri polarnej transforméacii zodpovedaju pixlom nachadzajicim sa na priamke zvierajicej
urc¢ity uhol s poc¢iato¢nou poziciou. Rovnako ako pri logaritmickej transformaécii, pixly v

tychto riadkoch st distribuované podla logaritmickej postupnosti, obr. 5.6.

/-/ s

/ 2/5

4/
N

v

Obr. 5.6: Logaritmicko-polarna transformacia

\ \\\*o,/

V openCV nie je tato transformécia priamo implementovana - cv2.logPolar. Pri pouziti

cv2.remap je vSak zretelne vidief ako transformécia funguje, obr. 5.7.

Obr. 5.7: Priklad logaritmicko-polarnej transformacie
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import cv2

import numpy as np

img = cv2.imread(’rainbow2.jpg’)

map_x = np.zeros(img.shapel[:-1])
map_y = np.zeros (img.shape[:-1])
d = (centre[0]**2 + centre[1]*x2)*%0.5

10**(np.logl0(d) / rows)

theta_d = 2*np.pi / rows
theta = 0

for i in range(rows):
for j in range(cols):

radius = (Kx*j)

map_x[i,j] = np.sin(theta)*radius + centre[1]

map_y[i,j] = np.cos(theta)*radius + centre[0]

theta += theta_d

map_x = map_x.astype(np.float32)

map_y = map_y.astype(np.float32)

logPol = cv2.remap(img, map_x, map_y, 1)

cv2.imshow(’logPolar’, logPol)
cv2.waitKey(10000)
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5.5 Algoritmus

V tejto casti je vysvetleny vysledny algoritmus, ktory vsetky vySsie spomenuté casti
vyhladavania spoji do jedného algoritmu. Tymto spésobom sa da vyhladat na obraze
vzor, ktory moze byt otoceny, posunuty, skalovany so zmenou kontrastu. Velkost skaly
musi byt rovnaka pre oba smery z dévodov, ktoré su vysvetlené casti o vypocte rotacie a

skaly zaroven.

5.5.1 Diagram

|
J

Vstupné obrazy

h

Fourierova
transformacia

¥ ¥
WSDKD;IT;“E”EW rekonstrukcia vzoru
v v
Log-Polar Algoritmus s wuiit'n’] Algoritmus & vyuZitim
transformacia fazove] korelacia J fazove] koreldcia
‘ K l
Uhol Skala Posun
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Vysokofrekvencny filter - detekcia hran

Vysokofrekvencny filter, alebo detektor hran, je aplikovany na obraz aby na obraze ostala
iba dolezitd informécia. Kedze pri logaritmicko-polarnej transformacii dochadza k strate
informacie, tymto filtrom zamedzime strate informacie. Menej vyznamna informécia nema

vplyv na vysledok algoritmu.

Rekonstrukcia vzoru

Rekonstrukcia vzoru sa da aplikovat pomocou funkcii kniznice OpenCV
- Funkcia cv2.getRotationMatrix2D(centre,angle,scale) vrati maticu rotacie.
- Funkcia cv2.warpAffine(img,rotationMatrix,shape) vytvori z rotacnej matice vy-

sledny obraz.
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Zaver

Cielom préace bolo na prikladoch vysvetlit ¢itatelovi metédu vyhladdvania vzoru na obraze

s pouzitim Fourierovej transformécie a ukazat ako, kedy a preco tato metdd funguje.

V prvej kapitole bol ¢itatel obozndmeny s nastrojmi v programovacom jazyku Python,
ktoré boli pouzité na vysvetlenie a vyjadrenie matematickych suvislosti v dalsich ¢astiach
prace pomocou malych skriptov. V dalSom bode bolo potrebné citatela dostatocne zro-
zumitelne oboznamit s Fourierovou transforméaciou, vysvetlit na prikladoch o ¢o sa jedna
a ako tato transformacia funguje, aby spoznal jej matematické pozadie. Tieto poznatky
st nevyhnutné pre porozumenie algoritmom vyuzivajicim algoritmus rychlej Fouriero-
vej transformacie. Cirkuldrnej konvolicii sme venovali samostatni kapitolu, nakolko je
kla¢ovym prvkom algoritmu fazovej korelacie. Citatel oboznidmeny s Fourierovou trans-
formaciou a jej vyuzitim vo fazovej korelacii sa v Stvrtej kapitole dozveda o jej vyuziti pri
vyhladavani vzoru na obraze. Pomocou tychto poznatkov je demonstrovana funkciona-
lita algoritmu schopného rozpoznaft vzor na Sedo-tonovom obraze, ak je vzor posunuty a
ma zmeneny kontrast. Postup aky je dany algoritmus vytvoreny spolu s jeho zdrojovym
kodom a vysvetlenim jednotlivych casti pomdze citatelovi lepsie pochopif princip jeho fun-
govania. Zaverecna kapitola je venovana algoritmu schopnému najst vzor na obraze, ak je
vzor posunuty, otoceny a skalovany. Na porozumenie postupu akym algoritmus zisti uhol
rotacie a velkost skély je potrebné ovladat tri nové geometrické transformacie obrazu a to
polarnu transforméciu, logaritmickt transformécie a logaritmicko-polarnu transformaciu.
Na prikladoch a obrazkoch je podrobne vysvetlend funkcionalita tychto transformacii.
S nadobudnutymi poznatkami je ¢itatel schopny pomocou podrobnej schémy algoritmu

implementovat svoju vlastni verziu programu.

Prinosom prace je suhrnné zoskupenie poznatkov o tejto téme vyjadrenych v dnesnej
dobe popularnom skriptovacom jazyku Python a pomocou grafickych reprezentacii inak
zlozitych matematickych a geometrickych javov. Studentom umozni pochopit funkciona-
litu algoritmov vyuzivajicich Fourierovu transforméaciu pri praci s obrazom v im zndmom

prostredi programovacieho jazyka. Osobnym prinosom prace podrobné porozumenie uz
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zmienenej problematike.

Zakladny algoritmus, rozpoznavajuci posunuty objekt na obraze, je uzitocny v priemysle,
kde st dobré predpoklady, ze vyhladavany objekt nie je otoceny. Kamera umiestnena na
stalej pozicii zabezpecuje, ze nedojde k skalovaniu obrazu. Existuje cely rad praktickych
uloh, kde je potrebné zistif poziciu skalovaného a otoceného objektu na obraze. Na tento
ucel je vhodny zaverecny algoritmu, ktory je schopny zistif rotaciu a skalovanie. Av-
sak jeho uplatnenie v praxi je diskutabilné kvoli povahe samotnej logaritmicko-polarnej

transformacie aplikovanej na diskrétne data.

Vysledny algoritmus, schopny néjst otoceny, posunuty a skalovany vzor na obraze na-
raza na hranicu dnesného poznania v oblasti vyhladavania vzoru s vyuzitim Fourierovej
transformacie. Nie je mozné na zédklade dnesnych poznatkov zostrojif algoritmus schopny
najst vzor na obraze, ktory je otoceny, posunuty a skalovany rozne v dvoch smeroch.
Tato oblast spracovania obrazu pontka velky priestor pre dalsi vyskum, vzhladom na jej

vysoku ¢asovu efektivnost, vdaka vyuzitiu rychlej Fourierovej transformécie.
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Priloha

Rychla Fourierova transformacia

Pre efektivne pouzivanie Fourierovej transformacie, je dolezité mat rychly algoritmus na
jej vypocet. Diskrétnu Fourierovu transforméaciu popisuje vzorec pre vstup velkosti N a
0<k<N]I7

F(k) =) f(n)e mx* (25)

Kazda hodnota F'(k) je vypocitand z N hodndt vstupu. Priamociarou implementéciou

ziskame vzorec s ¢asovou zlozitostou O(N?).

Cooley—Tukey algoritmus

Tento algoritmus rychlej Fourierovej transformacie alebo fast Fourier transform, FFT,
je najpouzivanejsim algoritmom na vypocet Fourierovej transformécie [8]. Funguje na
principe rozdeluj a panuj. Pévodnu rovnicu upravime tak, aby sme jej vypocet rozdelili

na dva alebo viac mensich casti.

Fk) = Z_Ofm)e%“ (26)
= X s (27)

Sumu rozdelime na dve. Prva suma pre parne hosnoty n, n = 2z, a druha suma pre

neparne n, teda pre n = 2x + 1.

N/2—1 N/2—1

= ¥ f2r)e ¥R 4 Y f2r 4 1)e @R (28)
=0 =0
N/2-1 . N/2-1 o .

= Y fRu)e AN 4 N f(22 4 1)e Hr Rk 2N (29)
=0 =0
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V indexe exponenta sme presunuly dvojku z ¢itatela do menovatela. Dalej vyuzijeme

nasledujicu vlastnost.

e 2Nt = Wi jok (30)
Rovnica sa da nasledne upravit do tvaru
N/2-1 N/2-1
= Z f(2x)w}”vk/2 + Z f(2z + 1)“?\7/20‘)7\/}{/2 (31)
=0 =0
N/2—-1 N/2—-1
= Z f(Qx)wka/Q + ijif/Q Z f(2z + 1)”#/2 (32)
=0 =0

Po tprave nam vznikly dve sumy, pricom jasne vidiet, Ze ide o Fourierove transformacie
pre parne a neparne prvky vstupu. Tieto transformacie rovnakym spdsobom vypocitame
z ich mensich transformdcii. Mensie transformécie pracuju s 0 < k < N/2 avsak vo vzorci
pocitame aj pre hodnoty N/2 < k < N. Vdaka cyklickej vlastnosti wy to nie je problém.
Priklad pre N/2 =4

ot = (3

Pre N/2 < k < N sa pouzije uz vypocitana hodnota pre 0 < k < N/2.

Sumarizacia algoritmu

Algoritmus funguje nasledovne:

1. Zavola sa funkcia FFT( parametre ) , kde parametre predstavuji postupnost

hodnét vstupnej funkcie/signélu.

2. Parametre sa rozdelia podla ich indexov na parne a neparne. Ak je iba jeden vstupny

parameter funkcia vrati jeho hodnotu.

3. Pre hodnoty na parnych indexoch sa zavola funkcia FFT(parne-parametre) . Rov-
nako pre hodnoty na neparnych indexoch sa zavola FFT(neparne-parametre) .

Tieto funkcie st zavolané s poloviécnym poc¢tom parametrov.
4. Vypocita sa hodnota w]"{,/Q .

5. Névratové hodnoty volani FFT(parne-parametre) a FFT(neparne-parametre)
sa rozsiria na velkost povodného poctu parametrov. Kedze navratové hodnoty majui

polovi¢énu velkost oproti povodnej, duplikujeme ich.
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6. Duplikované navratové hodnoty spojime nasledovnym vzorcom

parne + wﬁf/Qneparne (34)

7. Spojenim vznikla nova postupnost hodnét, ktora je vysledkom Fourierovej trans-

formacie a funkcia ju vrati

Tento algoritmus vsak funguje len pre vstupy velkosti N = 2%, a € N. Miernymi tpravami
sa da docielit rozdelenie v roznych pomeroch ak N = OP,0,P € N. Pre ilustraciu

demonstraciu myslienky postacuje riesenie pre vstupy velkosti N = 2%, a € N.

Casova zlozitost

Cas trvania algoritmu pre vstup velkosti N je

T(N)=2T(N/2) + O(N) (35)
Tento vztah rozpiSeme dalej podla rekurzivnej formuly a vztahu 7'(1) = O(1)

T(N) = 2T(N/2)+ O(N) (36)

= 4T(N/4) + O(N) +20(N/2) (37)

— ST(N/8) + O(N) + 20(N/2) + 40(N/4) (38)

= (39)

= 298N7T(1) + O(N)log N (40)

= NO(1)+O(N)logN (41)

= O(N)+O(N)logN (42)

= O(N)log N (43)

Casova zlozitost algoritmu je O(NlogN). Oproti priamodciarej implementacii je tento al-

: N
goritmus ;

m—krét rychlejsi.

Implementacia v Pythone

Tu je uvedena ilustracna implementacia v Pythone. FFT je implementovana vo vacsine
matematickych knizniciach ako napriklad Numpy, SciPy alebo knizniciach na spracovanie
obrazu OpenCV.
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def omega(base):
power = np.linspace(0,base-1, base)
return np.exp(-2*np.pi*1j*power/base)
def fft(x):

N = len(x)

if N ==

return x

fft(x[::2])

even = np.append(even,even) # cirkulacia

even

odd
odd

fft(x[1::2])
np.append (odd, odd)

return even + omega(N)* odd

Tieto implementacie su efektivnejsie ako dole uvedena kvoli pomalej interpretacii kodu
v Pythone oproti kompilovanym jazykom ako C a C++4, v ktorych st napisané ostatné

implementacie.
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