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1 Komplexné cisla v Pythone

Komplexné ¢isla reprezentuji body v rovine. Napriklad bod [3, 5] reprezentuje ¢islo 3+5-i v algebraickom
zapise. V Pythone si komplexné ¢isla priamo implementované. Imaginarna jednotka sa zapiseju pomocou
klicového pismena j.

>>> a = 3 + 5j

1.1 Kniznica NumPy

Kniznica NumPy je zdkladnym balickom funkcii pre vedecké vypocty v Pythone. Obsahuje nastroje a
zakladné funkcie linedrnej algebry, Fourierovii tranforméciu, ndhodné piremenné.

1.2 Reprezentacie
1.2.1 Polarna tvar - Algebricky

Algebraicky tvar je v Pythone priamo podporovany. Rozdiele je iba v oznaceni imaginarnej jednotky.
Cislo a = 5 4 3i zapiSeme

>>> a =5+ 3j
>>> a

(5+33)

>>> a.real

5.0

>>> a.imag

3.0

>>> type(a)
<class ’complex’>

Imaginarna cast ¢isla sa zapisuje ako jeden retazec s klicovym pismenom j na konci. Vsetky cisla v
Pythone st objektami. Komplexné ¢islo je objekt triedy compler a mé atribity real hovoriaci o jeho
realnej zlozke a atribtut imag hovoriaci o velkosti jeho imaginarnej zlozky.

1.2.2 Goniometricky tvar

V goniometrickej reprezentacii je ¢islo a € C reprezentovné dvojicou: velkost komplexného c¢isla - velkost
vektora v zo stredu stradnicovej ststavy do bodu a a uhol ¢ ktory zviera tento vektor s osou =x.



Obr. 1: Bod A. vektor v,uhol ¢

V Pythone nie je moznost priamo zapisovat ¢isla v goniometrickom tvare. V kniznica NumPy st imple-
mentované funkcie na ziskanie velkosti uhla ¢ ako aj velkosti komplexného cisla.

>>> import numpy as np
>>> a

(5+33)

>>> np.angle(a)
0.5404195002705842

>>> np.angle(a, deg=True)
30.96375653207352

>>> np.abs(a)
5.8309518948453

Funkcia angle mé nepovinny argument deg. Ak nie je uréeny vysledok bude v radidnoch. Po nastaveni
deg=True funkcia vrati vysledok v stupnoch.

1.2.3 Exponencialny tvar

Exponencialny tvar reprezentuje ¢islo z € C
T = ze¥

Kniznica NumPy maé funkciu ezp, ktorad akceptuje vstup v komplexnych ¢islach. Preto sa dé vyuzivat na
konverziu ¢isla z exponencionalneho tvaru na polarny.

>>> a = 3 * np.exp(2j)

>>> a
(-1.2484405096414273+2.7278922804770455)
>>> np.angle(a)

2.0

>>> np.abs(a)

2.9999999999999996

1.3 Operacie nad C

Prica s komplexnymi ¢islami v Pythone je jednoduchd, operatory *, -, +, / st implementované.



>>> a =3 + 5j

>>> b =8 - 12j

>>> a + b

(11-73)

>>>a-b

(-5+173)

>>> a * b

(84+43)

>>a /b
(-0.1730769230769231+0.3653846153846154 )

2 Fourierova transformacia

2.1 Definicia
Diskrétna Fourierova transformdcia (DFT) je matematicky aparat - funkcia F' : f — g. Rozklada funkciu

z ¢asového spektra do frekvencného. V informatike neexistuju skutoc¢ne spojité hodnoty, preto sa sa praca
zaoberd diskrétnou fourierovou transforméacou.

2.2 Odvodenie
2.2.1 w, - n-ta odnocnina jednotky v C

Nech w, = ¥/1,w € C. w je v grafickom zndzorneni uloh vyseku jednotkovej kruznice, ak by sme ju
rozdelili na n rovnakych casti.
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Obr. 2: Cislo wg a jeho mocniny v C

7Z grafu mozno zapisat platnost rovnosti:
Wkl = 1wk = 1.2 (1)
© je uhol vyseku kruznice zodovedajiceho w,, a teda:

2.7

Pn = T (2)

Nésledne vidiet stvislost medzi mocninami w® a jeho uhlom ¢. Velkost tohto uhla pre wk je:

2-7-k
n

Pk =



Zo vztahu [3 a Obr. [2] prirodzene na zaklade skladania vektorov platia naslednovné rovnosti:
wy=1+0-4 (4)

wkownb=140.4 (5)

n

n

> wh=0+0-i (6)
k=1

2.2.2 Intuitivna definicia

Dané st éisla 1,2,—1,—2 z C. Cisla st zoradené v poradi. Ku kazdému &islu je priradend w} podla
prislusnej pozicie nasledovne : w§ — 1,w} — 2,wF — —1,wi — —2.

Cisla rotuju v smere hodinovych ruéiciek okolo bodu [0,0] stiradnicovej stistavy reprezentujticej C.

1. V prvom kroku kazdé &islo rotuje, resp kazdé ¢islo je nasobené nultou mocninou prislusnej wk.
Stc¢tom vzniknutych ¢isel je ¢islo f; = 0 vid Obr[3].

h

Obr. 3: Rotécia - (wk)? -

2. V druhom kroku kazdé ¢islo je nasobené prvou mocninou prislusnej w¥. Sti¢tom vzniknutych éisel
je ¢islo fo =2 — 4i vid Obr[2].

Obr. 4: Rotécia - (wf)! -z

3. V trefom kroku kazdé ¢islo je ndsobené druhou mocninou prislusnej w}. Stiétom vzniknutych éisel

je ¢islo f3 = 0 vid Obr[3]. Proces na grafoch znézornuje ndsobenie ¢isel. Druhd mocnina sposoby,

7e ¢islo sa dvakrat po sebe vynasobi prislusnou wf.



Obr. 5: Rotécia - (wk)? -

4. V gtvrtom kroku kazdé éislo je ndsobené tretou mocninou prislusnej w¥. Stiétom vzniknutych &isel

je ¢islo fy = 2+4i vid Obr[4] Proces na grafoch zndzornuje ndsobenie ¢isel. Druhd mocnina sposoby,

7e Cislo sa trikrat po sebe vynasobi prislusnou wf.

Obr. 6: Rotécia - (wh)? -2

Cisla f1, fa, f3, f4 hotnoty furierovej transformécie pre dané ¢isla:

F)=fi=0,F2)=fo=2—4i,F(3) = f3=0,F(4) = f4 = 2+ 4i

Tento proces je obsiahnuty v nasledujicej formule - vzorec diskrétnej fourierovej transformacie F : f — g.
Funkcia f mé predpis f(z) = 1 + 22 — 22 — 223. Vysledn4 fukcia g m4 predpis :

m- _j.2mkm
glk) =D flm)-wi® =3 f(m) e (7)
kde n je velkost defini¢cného oboru funkcie f.

2.3 Inverzna diskrétna fourierova transformacia

Inverznd diskrétna fourierova transformécia (IDFT) je funkcia F*: g — f. DFT sme ukazovali pomocou
rotacie vektorov funkcie f. IDFT funguje na podobnom principe, ale rotuje opacnym smerom.
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Obr. 7: Rotécia o —(wk)°® Obr. 8: Rotécia o —(wk)?
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Obr. 9: Rotécia o —(wf)? Obr. 10: Rotacia o —(w})?

Vysledné hodnotu sa nezhoduji s pévodnymi hodnotami funkcie f. Existuje medzi nimi zavislof. Nase
hodnotu st n-krat vicsie ako pévodné hodnoty. Vysledna funkcia f mé predpis:

fk) =

3=

S glm)et Fmh (®)
m=0



2.4 Pseudokéd - Python (pomali implementacia)

2.4.1 DFT

def dft(inputs : List) -> List:
’?? inputs je obor hodndét vstupnej funkcie £’’’

res = [0]*len(inputs)
n = len(inputs)

for k in range(n):
g_k = complex(0)
for m, vector in enumerate(inputs):
g_k += vector * cmath.exp(-1j *2 *pi *k *m /n)

res[k] = g k

return res

2.4.2 IDFT
def idft(FmList : List) -> List:

n = len(FmList)
res = []

for k in range(n):
g k=0
for m in range(n):
g_k += FmList [m] *cmath.exp(2j*pi*k*m/n)
gk /=n
res.append(g_k)

return res

2.5 Fast Fourier Transform

Fast Fourier Transform alebo rychla fourierova transformécia je algoritmus pocitajuci diskrétnu fourie-
rovu transformacou ale v mensej casovej zlozitosti. FFT je implementovana v kniznici NumPy spolu s
IFFT.

>>> a = np.array([1,2,-1,-2])

>>> b = np.fft.fft(a)

>>> D

array([0.+0.j, 2.-4.j, 0.+0.j, 2.+4.31)

>>> np.fft.ifft(b)

array([ 1.+0.j, 2.+40.j, -1.40.j, -2.+0.j1)

Dalej v praci budepouzivana FFT kvoli efektivite.



10 100 1000 10000 100000 1000000 | 10000000

DFT | 0.000999927 s | 0.100939 s 10.7133 s ~ 100 s 00 00 00

FFT 0.0s 0.0 s | 0.0009996 s | 0.00199 s | 0.02098 s | 0.23285436630 s | 2.60239 s

3 Cirkularna konvoliacia

Konvoluciou signalov je matematicky operator spracovavajuci dve funkcie. Oznacuje sa znakom .

3.1 S1ucin polynémov

Nech existuji dva signaly aproximované pomocou taylorovych polynémov na polynomy:

A= apz® + a1zt + asz? + asz3+ ... Fa,_1ax™ !
B = byz® 4+ byt + box? + bgz®+ ... +by_qz™ !

Sucinom tychto dvoch polynémov je A« B = C. Vysledny polyném C m4 tvar:

C =120 4 coxt + bga? + caxB+ ... Hcop_ox? 2

Nésobenie polynémov mé zlozitost #(n?), kde n je rdd vstupnych polynémov. Je potrebné vyndsobit
kazdy élen prvého polynému, kazdym ¢lenom druhého, ¢o je rddovo n? krokov. Vysledné stiéiny s rov-
nakou mocninou x st s¢itané to koeficientu pre dantt mocninnu polynému C'.

C():a()-bo
c1=ap-bi +ay- by
c2 =ag-by+ay-by+az-by

Cn—1=0ag -bp_1 +ay-+by_2 +az - +by_3+ ... +an_1-+bg

Cp—2 = 0ap—-1 " bnfl

Pocet stcinov koeficientov pdvodnych polynémov potrebnych na urcéenie koeficientu vysledného polynému
sa meni. Najviac ¢lenov treba pre stredny koeficient, najmensi pre prvy a posledny.

3.2 Pouzitie Fourierovej transformacie

Cielom je s vyuzitim fourierovej transformacie docielit efektivnejsie nasobenie dvoch polynémov. Fourie-
rova transformécia pracuje s mocninami w,. Vstupné polynémy teda budu pracovat namiesto mocnin x
s mocninami wy,. Ide o proces spajania dvoch signalov (polynémov) do jedného.

frx ge———h
FFT‘ ‘ ]IFFT
F -G H

Obr. 11: Cirkuldrna konvolucia



Vdaka vlastnostiam Fourierovej transformécie po aplikovani transformécie na obe funkcie f a g, re-
prezentované koeficientami vektorov, vznikna funkcie F, G. Jednotlivé prvky vektorov tychto funkcii
reprezentuji bod F(2*), G(2*), kde x = w,,. F(2*), G(x*) uréuji bod pre konkrétne z*. Ich stéin urcuje
bod H(k) = F(z*) - G(2*). Vysledny vektor H je vysledkom nisobenia po prvkoch vstupnych vektorov:

Hk) == 3" 3 F(i) - Gli) - i (0)
i=0 j=0
HE) =Y oo, (10)

Na vyslednu funkciu sa aplikuje inverzné transforma, ktorej vysledkom je konvoltcia pévodnych dvoch
polynémov. Casova zlozitost tohto algoritmu je O(n - logn)

I % g o) h
O(n - logn) J J ‘ O(n - logn)
F -G H
O(n)

Obr. 12: Casovd zlozitost

Tento postup je zndmy ako cirkuldrna konvolicia. Aby tento algoritmus fungoval aj na nasobenie
polynémov je potrebné doplnit v stupnych vektoroch nuly tak aby mali dlzku d = velkost prvého polynomu
+ wvelkost druhého polynomu —2. Tym zabezpecime velkost vysledného polynému 2n — 2

3.3 Implementacia v Pythone

def circular_convolution(p, q):
fp = np.fft.fft(p2) # aplikovanie fft na vstupne polynomi
fq = np.fft.fft(q2)
f_res = np.multiply(fp, fq) # sucin po prvkoch

return np.fft.ifft(f_res) # aplikovanie ifft

def nasob(p, q):

np.append(p, [0]*(len(q)-1)) # doplnenie vstupnych polynomov nulami
np.append(q, [0]*(len(p)-1))

p2
q2

return circular_convolution(p2, q2)

4 Zistenie shiftu - posunu v jednorozmernom poli

Nech existe konecnd postupnost calych ¢isel a druha postupnost, ktord je oproti prvej posunuté cirklicky
doprava o k miest. Problém je nasledovny - zistit posun druhého signalu oproti prvéhu tzv. néjst shift.



4.1 Bez pouzitia FFT

Povodny signél je posunuty o vsetky mozné hodnoty shift a po prvdok vynasobeny s druhym signalom.
Ak sa skutocné posunutie s novym zhoduje sic¢in po prvkoch je postupnost druhych mocnin posunutého
signdlu. Suma takéhoto pola je urcite najvacsia oproti ostatnym moznym posunutiam nakolko nikdy
inokedy nevzdnikde pole druhych mocnin.

from random import randint as ri
from numpy import inf

a = np.array([ri(1,100) for i in range(N)]) [np.newaxis]
shift = ri(0,N-1)
b = np.roll(a, shift) # cirklicky posunie o shift miest v

def find_shift(a,b):
N = len(a)
max_sum = —-inf
shift = 0

for s in range(N):
a_2 = np.roll(a, -s)
sum = 0
for i in range(N):
sum += a_2[i]*b[i]

if sum < max_sum:
max_sum = sum
shift = s
return shift

Zlozitost tohto algoritmu je #(n?), kde n je velkost vstupného pola. Algoritmus obsahuje dva vnorené for
cykly, ktoré sa vzsy vykonaji n2-krat.

4.2 S pouzitim FFT
Podobne ako nasobenie polynémov aj tento problém sa da algoritmicky vylepsit pouzitim FFT. Cielom
je najst také k pre ktoré sa minumaluzuje zasledovna funkcia:

N-1

E(k) =Y (f(n) = g((n + k)modN))* (11)

i=0
Nakolko ide o ciklickd rotdciu argument g je (n 4+ k)modN. Vysledny hladany shift K je:

K = argmmin(E(k)) (12)

Pévodna rovnica sa dé upravit do tvaru:

N—-1
E(k) = Y (f(n)—g((n+ k)ymodN))> (13)
=0
N-—1
= Z (f(n)> =2 f(n) - g((n + k)modN) + g((n + k)modN)?) (14)
J:/_—Ol N-—-1 N-—1
= (f(m)?) =2 (f(n) - g((n+ E)modN)) + > (g((n + k)modN)?)) (15)
1=0 =0 1=0
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Prvy a posledny ¢len v rovnici sa pri meniacom sa k nikdy nemeni, preto neovplyvnia vypocet vysleného
K. Tba od stredného ¢lenu zévysi vyslednd hodnota K = argmin(E(k)).

N-1
K = argmin(—2 Z (f(n) - g((n + k)modN))) (16)
i=0
N-1
= argmin(— Z (f(n)-g((n+ k)modN))) kostanta 2 je rovnakd pre vsetky ¢leny (17)
=0
N-1
= argmaz( ) (f(n)-g((n+ k)modN))) minimum zo zadporného ¢isla je maximum  (18)
=0

Toto sa velmi podobé na nasobenie polynémov. Ak pouZijeme FFT a cirkuldrnu konvliciu mdzeme
urychlit tento vypocet, je potrebné ju trochu upravit.

import numpy as np
def circular_convolution2(p, q):

fp = np.fft.fft(p)
fq = np.fft.fft(q)

fp = np.conj(fp) # conj - komplexne zdruzene

f_res = np.multiply(fp, £q)

return np.fft.ifft(f_res)

Druhy signal po aplikovani FFT zmenime na jeho komplexne zdruzeny, ¢o nam umozni pri spravnom
shifte dostat druhti mocninu ¢isel, lebo pri komplexnych c¢islach plati

a’ =a-ax (19)
¢im vzniknu najvacsie ¢isla pri spravnom shifte. Z vysledného vektoru nésledne funkcia argmax zisti
index s najva¢Sou hodnotou, teda argmaz(E(k)) ¢o je hladané K.

>>> data = np.array([60, 17, 32, 97, 45, 13, 60, 20, 21, 8])
>>> shifted = np.array([45, 13, 60, 20, 21, 8, 60, 17, 32, 97])
>>> res = circular_convolution2(data, shifted)

>>> np.argmax(res)

6

Demonstracia so shiftom 6.
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