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1 NÁ�RT ANALÝZY RIADIACICH SYSTÉMOV.

1.1 Bloková schéma.

Bloková schéma systému je gra�cké zobrazenie ²írenia signálu medzi jednotlivými funk£nými prv-
kami systému - blokmi. Neobsahuje pritom technické detaily jednotlivých blokov, ale ilustruje dy-
namiku systému ako celku.

Principiálna bloková schéma najjednoduch²ieho systému riadenia procesov (obr. a), pracujúceho
s pevne stanovenými vstupnými parametrami (vstupný signál z riadiacej jednotky) regulujúcimi
riadený proces, bez moºnosti monitorovania aktuálnych parametrov procesu, obsahuje jedinú priamu

vetvu. (Týmto spôsobom pracuje vä£²ina zariadení domácnosti, ako pra£ka, mikrovlnka, at¤.)

Podstatou moderného automatizovaného riadenia technologického procesu je v²ak zabezpe£enie po-
ºadovaných hodnôt premenných (fyzikálnych veli£ín) ur£ujúcich priebeh procesu prostredníctvom
monitorovania týchto hodnôt a korekcií prípadných odchýlok. Bloková schéma takéhoto systému
(obr. b) preto musí predstavova´ slu£ku so spätnou väzbou (SV): Priama vetva operatívne nasta-
vuje poºadované hodnoty premenných v danom procese na základe snímaných aktuálnych hodnôt
týchto premenných, dodávaných riadiacej jednotke spätnou vetvou.

Ak je riadiacou jednotkou po£íta£, sú potrebné rozhrania a prevodníky pre jeho komunikáciu s oboma
vetvami, spracovávajúcimi analógové signály (veli£iny). Ve©mi £asto si v²ak vysta£íme s jednodu-
chým (a lacným) plne analógovým riadením, plnohodnotne zabezpe£ujúcim poºadované parametre
procesu. (Typickým príkladom je riadenie vykurovania pomocou termostatu.) Principiálna schéma
(obr.) v takomto prípade obsahuje (analógový) suma£ný bod, v ktorom sa referen£ný signál z ria-
diaceho zdroja (t.j. signál ur£ujúci poºadovanú hodnotu regulovaného parametra) zlu£uje (s£ítava
alebo od£ítava) s kontrolným signálom (reprezentujúcim meranú aktuálnu hodnotu regulovaného
parametra).

Tento suma£ný bod je realizovaný (spravidla ako sú£as´ regulátora) tak, aby signál zo SV korigoval
neºiadúce odchýlky monitorovanej veli£iny. Ak sú parametre procesu jednozna£ne ur£ené signálom
z regulátora, zaniká potreba samostatného senzora, a kontrolný signál môºeme odvodi´ priamo z vý-
stupu regulátora prostredníctvom vetviaceho bodu (obr.) prepú²´ajúceho signál do dvoch alebo
viacerých vetiev s nezmenenou ve©kos´ou (napr. amplitúdou napätia, nie výkonom).

1



Z povahy tejto slu£ky vyplýva, ºe prípadný neºiadúci nárast hodnoty regulovanej veli£iny znamená
kladný prírastok kontrolného signálu. Ak by sa tento signál s£ítaval s referen£ným signálom - ho-
voríme vtedy o kladnej SV, regulátor by spôsobil neustále zvy²ovanie hodnoty výstupu. Systém
s kladnou SV má teda tendenciu k neobmedzenému nárastu výstupnej veli£iny, £o znamená nestabi-

litu a nebezpe£enstvo de²trukcie. Naopak, stabilizáciu výstupnej veli£iny zabezpe£uje záporná SV,
pri ktorej sa kontrolný signál od£ítava od referen£ného. Prípadná odchýlka na výstupe (nárast/pokles)
sa prejaví opa£ným pôsobením regulátora (pokles/nárast).

Uvedená schéma tvorí ná£rt podstaty regula£ných systémov. Tento ná£rt v²ak obsahuje viacero za-
ml£aných predpokladov a dôleºitých detailov, ktoré v ¤al²om texte postupne prediskutujeme.

1.2 Linearita systému.

Základným predpokladom, z ktorého budeme vychádza´ v celom texte, je, ºe regula£ný obvod pra-
cuje v lineárnom reºime. Linearitu systému de�nujeme pomocou dvoch základných vlastností:

Homogenita systému prená²ajúceho/spracovávajúceho signál znamená, ºe pre jeho vstupný a vý-
stupný signál, x resp. y, platí

y = Gx x→ αx ⇒ y → G(αx) = α(Gx)

kde G je koe�cient prenosu - zosilnenie systému.

Princíp superpozície znamená, ºe

x = x1 + x2 ⇒ y = G(x1 + x2) = Gx1 +Gx2

Linearita systémov je v²ak len idealizáciou - kaºdý reálny systém pri ur£itých (spravidla dosta-
to£ne vysokých) úrovniach signálu prejde do nelineárneho reºimu - odkloní sa od lineárneho vz´ahu
y = Gx, prípadne dôjde k nasýteniu. (Aj najjednoduch²í prvok - rezistor sa pri vysokom prúde
zohreje a mení svoj odpor, R→ R(i), a Ohmov zákon v = R(i)i uº nie je lineárnou funkciou v(i).)

Kaºdý systém v²ak môºeme v dostato£ne malom okolí vybraného pracovného bodu povaºova´ za
lineárny, rozvinutím do Taylorovho radu a zanedbaním vy²²ích £lenov,

y(x) = y0 +
dy

dx
|x=x0︸ ︷︷ ︸
G

(x− x0) + ...

(y − y0)︸ ︷︷ ︸
∆y

= G(x− x0)︸ ︷︷ ︸
∆x

Uvaºovaným vstupným a výstupným signálom sú potom
odchýlky od hodnôt signálov v pracovnom bode uprostred
linearizovanej oblasti.
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Ak je systém lineárny (vo vy²²ie uvedenom zmysle), jeho dynamiku (vz´ah medzi vstupným a vý-
stupným signálom, vi resp. vo) matematicky opisujú lineárne diferenciálne rovnice. Ich v²eobecný
tvar (pre ©ubovo©ne zloºitý lineárny systém) je

an
dnvo
dtn

+ an−1
dn−1vo
dtn−1

+ ...+ a0vo = bm
dmvi
dtm

+ bm−1
dm−1vi
dtm−1

+ ...+ b0vi

pri£om pre realistický systém musí plati´ n ≥ m. Obmedzíme sa tieº na stacionárne systémy, pre
ktoré koe�cienty ak, bk (úplne charakterizujúce daný systém) nezávisia od £asu. Dá sa ukáza´,1 ºe
v²eobecné rie²enia takýchto rovníc majú tvar2

vo(t) =
n∑
k=1

Ake
λkt +

n∑
k=1

ck

∫ t

0

eλk(t−τ)vi(τ)dτ

kde λk sú korene charakteristickej rovnice, t.j. algebrickej rovnice n-tého stup¬a s nulovou pravou
stranou, vi = 0, získanej dosadením (a derivovaním) predpokladaného tvaru rie²enia (tzv. ansatzu)
vo(t) = Aeλt. Prvý £len je sú£et n prechodových rie²ení, opisujúcich prechodový jav - odozvu
výstupu po vypnutí vstupného signálu, pri£om koe�cienty Ak sú dané po£iato£nými podmienkami.
Druhý £len je sú£et n stacionárnych rie²ení - odoziev na pretrvávajúci vstupný signál (po odznení
prechodových javov, a teda nezávisiacich od po£iato£ných podmienok).

Jednoduchá analýza v²eobecného rie²enia nás dovedie k nasledovným dôleºitým záverom:

•Moºnos´ vyjadri´ v²eobecné rie²enie ako sú£et - superpozíciu - £iastkových rie²ení je výlu£nou vlast-
nos´ou lineárnych systémov.

• Korene charakteristickej rovnice môºu by´ reálne alebo komplexné. Ku kaºdému komplexnému ko-
re¬u v²ak musí existova´ aj komplexne zdruºený kore¬.

•Ak má by´ systém ako celok stabilný, výstupný signál nesmie ma´ tendenciu k neohrani£enému
nárastu v £ase (pri ohrani£enom vstupnom signáli). V²etky reálne korene resp. v²etky reálne £asti
komplexných kore¬ov λk musia teda by´ záporné. (Stabilitou systémov sa budeme podrobnej²ie za-
obera´ v ¤al²ích £astiach textu.)

• Pre (záporné) reálne λk znamenajú £iastkové prechodové rie²enia monotónny zánik prechodového
javu. Pre komplexné λk = σk + iωk môºeme £iastkové rie²enia rozpísa´ v tvare eλkt = eσkteiωkt, £o
pre σk < 0 znamená prechodový jav v podobe zanikajúcich oscilácií.

Z uvedeného vyplýva, ºe nech je lineárny systém akoko©vek zloºitý (ve©ké n,m), jeho odozva je
superpozíciou dvoch základných módov, odpovedajúcich reálnym resp. komplexným kore¬om λk.

1.3 Laplaceovská reprezentácia systému.

V kap. 1.2 sme vz´ah medzi vstupným a výstupným signálom pre systém resp. jednotlivé jeho sú£asti
- bloky - reprezentovali jednoduchým koe�cientom prenosu (zosilnením) G. Aj v prípade lineárnych
blokov v²ak tento prenos vo v²eobecnosti závisí od frekvencie signálu, nazývame ho teda prenosovou
funkciou, G(ω). Výrazy typu vo = Gvi majú jasný fyzikálny zmysel len ak signály majú harmonický

£asový priebeh, vi,o(t) ∼ eiωt, a G = G(ω) na danej frekvencii.

1Technickými detailami rie²enia sa v tomto texte nezaoberáme.
2Ak je l kore¬ov charakteristickej rovnice identických, ide o tzv. viacnásobný kore¬, a odpovedajúcich l rie²ení

sa zmení na eλt, teλt, ...tl−1eλt.
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Pre neharmonické signály ich frekven£né spektrum (ur£ené
Fourierovým rozkladom) obsahuje viacero frekvencií (napr.
obd¨ºnikový signál s periódou T na obr. je �skomponovaný�
z harmonických signálov na frekvenciách ω, 3ω, 5ω,..., kde
ω = 2π

T
). Výrazy typu vo(t) = G(ω =?)vi(t) v takýchto prí-

padoch zjavne nemajú zmysel. Zmysel majú výrazy typu

Vo(ω) = G(ω)Vi(ω)

kde Vi,o(ω) sú fourierovské zloºky (obrazy) signálov vi,o(t) na konkrétnej frekvencii ω. V elektrotech-
nike je v²ak �ob©úbenej²ou� modi�kácia Fourierovej transformácie (FT), tzv. Laplaceova transfor-
mácia (LT)

X(s) =

∫ ∞
0

x(t)e−stdt x(t) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
X(s)estds

kde s = σ + iω je �komplexná frekvencia�.3 V praxi sa pritom namiesto po£ítania týchto integrálov
pouºíva �prekladový slovník� medzi dôleºitými funkciami x(t) a ich laplaceovskými obrazmi X(s).
Slovník najbeºnej²ích výrazov je v Dodatku A. V²eobecné výrazy sa upravujú do tvarov, ktoré sa
dajú nájs´ v slovníku. LT najdôleºitej²ích signálov sú:

• jednotkový skok v t = 0: u(t) =

{
0, t < 0
1, t > 0

↔
LT

1
s

• harmonický signál: u(t) sinωt ↔
LT

ω
s2+ω2 u(t) cosωt ↔

LT

s
s2+ω2

• exponenciálny signál: u(t)e−at ↔
LT

1
s+a

• signál u(t)x(t) ²kálovaný v £ase: u(t)x(at) ↔
LT

X
(
s
a

)
• signál x(t) oneskorený v £ase o τ : u(t− τ)x(t− τ) ↔

LT
X(s)e−sτ

• signál u(t)e−atx(t) ↔
LT

X(s+ a)

Prítomnos´ funkcie u(t) pri v²etkých £asových vyjadreniach signálov zoh©ad¬uje dolnú hranicu in-
tegrovania pri LT. (�asto sa v²ak v zápisoch vynecháva.)

Najdôleºitej²ou £rtou LT je transformácia derivácie

dx(t)

dt
↔
LT

sX(s)− x(0)

dnx(t)

dtn
↔
LT

snX(s)− sn−1x(0)− sn−2dx(0)

dt
− ...− dn−1x(0)

dtn−1

kde x(0) a dkx(0)
dtk

predstavujú po£iato£né podmienky v £ase t = 0. LT derivácie n-tého rádu teda
zahr¬uje n po£iato£ných podmienok (ktoré sú nevyhnutné pri rie²ení dif. rovnice n-tého rádu). Ak
sú v²etky po£iato£né podmienky vynulované, k-ta derivácia sa transformuje na prosté násobenie
sk. Analogicky, integrácia pod©a £asu sa transformuje na násobenie obrazu integrovaného signálu
faktorom 1

s
. Diferenciálna rovnica systému (kap. 1.2) sa potom transformuje na algebrický výraz -

polynóm vzh©adom na s,(
ans

n + an−1s
n−1 + ...+ a0

)
Vo(s) =

(
bms

m + bm−1s
m−1 + ...+ b0

)
Vi(s)

resp.
Vo(s)

Vi(s)
=
bms

m + bm−1s
m−1 + ...+ b0

ansn + an−1sn−1 + ...+ a0

= G(s) Vo(s) = G(s)Vi(s)

3Podmienka existencie LT je
∫∞
0
|v(t)|e−σtdt <∞, (σ > 0) ⇔ |v(t)| < Meαt pre v²etky t. Oblas´ konvergencie

je teda α < σ <∞, £iºe v(t) nesmie rás´ rýchlej²ie neº exponenciálne.
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Prenosovú funkciu G(s) v podobe podielu polynómov vieme vyjadri´ (faktorizova´) pomocou kore-
¬ových £inite©ov polynómov (£itate©a aj menovate©a)

G(s) = K
(s− z1)(s− z2)...(s− zm)

(s− p1)(s− p2)...(s− pn)

kde K je £íselný faktor, zk sú tzv. nulové body a pk sú tzv. póly4 prenosovej charakteristiky - jedny
aj druhé môºu by´ reálne alebo komplexné (v komplexne zdruºených pároch). Je zrejmé, ºe pre s = zk
je prenos nulový, kým pre s = pk neohrani£ene rastie (£o predstavuje potenciálny problém, ktorému
sa budeme venova´ neskôr). Majme pritom na pamäti, ºe v tomto laplaceovskom obraze pracujeme
s komplexnou premennou s = σ+iω, a £ísla nk, pk teda predstavujú body v komplexnej rovine, ktorej
(vertikálna) imaginárna os kvanti�kuje frekvenciu ω.

Prenosová funkcia G(s) je teda tieº komplexné £íslo - dvojica reálnych £ísel oddelených imaginárnou
jednotkou i - priradená kaºdej frekvencii ω. Za takouto dvojicou kvanti�kátorov sa skrýva dvojica
vlastností systému - prenos amplitúdy signálu na danej frekvencii a odpovedajúci fázový posuv medzi
výstupným a vstupným signálom,

G(s)|s→iω = |G(s)|eiϕ(s) |s→iω

Hovoríme o amplitúdovej resp. fázovej prenosovej charakteristike. Prenosová funkcia bude na-
²ím východiskovým bodom pri ²tudovaní vlastností riadiacich systémov. Vstupný aj výstupný signál
pritom nemusia by´ reprezentované rovnakou fyzikálnou veli£inou - v takom prípade G(s) nie je bez-
rozmerná. Typickým príkladom je situácia, ke¤ za vstupnú veli£inu povaºujeme prúd a za výstupnú
veli£inu napätie, alebo naopak. Prenosovou funkciou je vtedy impedancia resp. admitancia,

Z(s) =
V (s)

I(s)
[Ω] Y (s) =

I(s)

V (s)
[S]

V prípade základných pasívnych elektronických prvkov - rezistora (odpor R), kondenzátora (kapacita
C) a cievky (induk£nos´ L) platí

vR(t) = Ri(t) vC(t) =
1

C

∫
i(t)dt vL(t) = L

di(t)

dt

VR(s) = RI(s) VC(s) =
1

sC
I(s) VL(s) = sLI(s)

Pre impedanciu Z(s)|s→iω = |Z(s)|eiϕ(s) |s→iω kondenzátora resp. cievky to znamená

ZC(iω) =
1

ωC
e−iπ/2 ZL(iω) = ωLeiπ/2

£iºe v kondenzátore napätie zaostáva za prúdom o π/2 a v cievke naopak.

V kontexte systémov riadenia procesov nás predov²etkým zaujíma rýchlos´, stabilita a presnos´ nasta-
vovania technologických parametrov, £iºe odozva systémov v £ase. Reprezentuje ju tzv. prechodová
charakteristika - odozva systému na vstupný signál v podobe jednotkového skoku, vi(t) = u(t).
Získame ju z prenosovej charakteristiky:

vo(t) ↔
LT

Vo(s) =
1

s
G(s)

�ubovo©ne zloºitú (realistickú pre n ≥ m) prenosovú funkciu G(s) vieme totiº rozloºi´ na sú£et

parciálnych zlomkov, a teda

G(s)

s
=
K0

s
+

K1

s− p1

+
K2

s− p2

+ ...+
Kn

s− pn
4Za póly sa £asto povaºujú aj korene takých £inite©ov menovate©a, ktoré sa sú£asne nachádzajú aj v £itateli, a môºu

teda by´ vykrátené - fyzikálne neznamenajú singularitu prenosovej funkcie. Obdobne to platí aj pre nulové body.
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Ak je niektorý z pólov viacnásobný (opakujúci sa l-násobne), odpovedajúce parciálne zlomky sa
zmenia na

K1

s− p
+

K2

(s− p)2
+ ...+

Kl

(s− p)l

Návod na dopo£ítanie koe�cientov Kk je v Dodatku B. Laplaceovské výrazy typu Kk
s−pk

sa spätne
transformujú na tvar Kke

pkt, £o pre reálne pk znamená monotónny (exponenciálny) £asový vývoj,
kým pre komplexne zdruºené páry pk, p

∗
k = σk ± iωk nemonotónny £asový vývoj - harmonické osci-

lácie s exponenciálne sa meniacou amplitúdou,

epkt + ep
∗
kt = eσkt

(
eiωkt + e−iωkt

)
∼ eσkt cosωkt

Je zrejmé, ºe póly leºiace v kladnej komplexnej polrovine, σk > 0, znamenajú
(teoreticky) neohrani£ený nárast výstupného signálu v £ase a teda nestabilitu

systému. Pre stabilné systémy musíme preto poºadova´ póly v ©avej polrovine,
σk < 0. �ím ¤alej v©avo tieto póly leºia, tým skôr sa prechodový jav utlmí.

Správanie ©ubovo©ne zloºitého systému bude teda kombináciou týchto dvoch základných módov pre-
nosu. Analyzujeme ich preto podrobnej²ie v ¤al²ej £asti na systémoch 1. a 2. rádu.5

2 ZÁKLADNÉ BLOKY RIADIACICH SYSTÉMOV.

2.1 Jednoduchý systém 1. rádu.

Typickým systémom 1. rádu v elektrotechnike je RC-obvod
(obr.). Odpovedajúcu diferenciálnu rovnicu skon²truujeme pomo-
cou Ohmovho a Kirchho�ových zákonov. Vz´ah medzi napätím
a prúdom na rezistore (odpor R) a kondenzátore (kapacita C) je

vi − vo = Ri vo =
1

C

∫
idt

Derivovaním druhej rovnice a eliminovaním prúdu i dostávame

RC
dvo
dt

+ vo = vi

Táto dif. rovnica 1. rádu vyjadruje £asový vývoj výstupného napätia vo(t) pri danom vstupnpm
napätí vi(t). Ak je napr. vstupným signálom napä´ový skok z nuly na nenulovú jednosmernú úrove¬
(nabíjanie kondenzátora), rie²ene o£akávame v tvare vo(t) ∼ e−t/τ , kde τ = RC je tzv. £asová
kon²tanta obvodu - £as charakterizujúci monotónny prechod od po£iato£ného do kone£ného stavu
výstupu (obr. a).

5Rád systému je ur£ený najvy²²ou mocninou s v menovateli prenosovej charakteristiky, po vykrátení prípadných
rovnakých kore¬ových £inite©ov £itate©a a menovate©a.
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Alternatívnym jednoduchým systémom 1. rádu jeRL-obvod na obr.
Platí

vi = L
di

dt
+Ri i =

vo
R

L

R

dvo
dt

+ vo = vi

Aº na odli²nú £asovú kon²tantu τ = L
R

je to identická dif. rovnica
ako v prípade RC-obvodu, analýza aj vlastnosti oboch obvodov
budú teda rovnaké.

Ak je vstupný signál harmonický (vi(t) ∼ sinωt), o£akávame rovnako harmonický výstupný signál na
tej istej frekvencii ω - to je dôsledok linearity. Uvidíme v²ak, ºe v závislosti od frekvencie monotónne
klesá prenos amplitúdy a narastá fázový posuv vo(t) vo£i vi(t) (obr. b).

LT uvedenej dif. rovnice a odpovedajúca prenosová charakteristika systému sú

(τs+ 1)Vo(s) = Vi(s) G(s) =
Vo(s)

Vi(s)
=

γ

s+ γ
γ =

1

τ

Pre jednotkový skok na vstupe, Vi(s) = 1
s
, platí na výstupe

Vo(s) = G(s)Vi(s) =
1
τ

s(s+ γ)
= ... =

1

s
+
−1

s+ γ
↔
LT

vo(t) = 1− e−γt

£o je o£akávaný výsledok. Prvý £len vo(t) je stacionárna (pretrvávajúca) vynútená odozva na
jednotkový signál na vstupe, kým druhý £len je prechodová (exponenciálne zanikajúca) prirodzená
odozva systému.

�ahko nahliadneme, ºe hodnota γ = 1
τ
odpovedá strmosti po£iato£ného nárastu výstupného signálu

v £ase, a za £as τ dosiahne výstup 63% kone£nej hodnoty (pre t→∞). Z h©adiska riadenia procesov
je dôleºitá doba ustálenia výstupu, Ts, ktorú konven£ne de�nujeme ako dobu dosiahnutia 2%-nej
odchýlky od kone£nej hodnoty, £o je v tomto prípade (vo(t) = 0, 98)

Ts ∼= 4τ

Nastavením parametra τ môºeme teda dosiahnu´ poºadovanú rýchlos´ ustálenia zmien v riadenom
procese. Naopak, ak tento parameter nepoznáme (systém je �£iernou skrinkou�), môºeme ho zmera´
privedením jednotkového skoku na vstup.6

Prenosová charakteristika G(s) nemá ºiaden nulový bod a má jediny reálny

pól p = −γ, leºiaci na reálnej osi v ©avej komplexnej polrovine. Takémuto
pólu odpovedá (v tomto prípade jediná) £iastková prirodzená odozva ept

s tlmeným charakterom (záporné σ) bez oscilácií (iω = 0). �ím bliº²ie je tento
pól k imaginárnej osi (σ = 0), tým slab²ie je tlmenie.

6Jednotkový skok u(t) je idealizovaný signál, jeho dokonale ostré hrany nie je moºné fyzikálne realizova´, dá sa v²ak
realizova´ jeho �rozumne hladká� napodobenina.

7



Prenosová charakteristika G(s), ur£ujúca pomer výstupného a vstupného signálu v závislosti od frek-
vencie (s→ iω), je pre dané ω komplexné £íslo. Jeho modul |G(s)| ur£uje pomer amplitúd,

|G(s)|s→iω =
|Vo(ω)|
|Vi(ω)|

=
1
τ

|iω − (−γ)|

Výraz v menovateli reprezentuje d¨ºku úse£ky medzi pólom a konkrétnou frekvenciou - bodom na
imaginárnej osi (modrá na obr.), a amplitúdový prenos je nepriamo úmerný tejto d¨ºke. (�ím bliº²ie
je daná frekvencia k singularite - pólu, tým je prenos vä£²í.) Nárast d¨ºky úse£ky s rastúcou ω teda
kore²ponduje poklesu prenosu.

|G(s)|ω→0 → 1 |G(s)|ω→∞ → 0

Fázový posuv výstupu vo£i vstupu je fázou komplexnej prenosovej charakteristiky na danej frekvencii,

G(s) =
V0(s)

Vi(s)
=
|V0(s)|eiϕo
|Vi(s)|eiϕi

=
|V0(s)|
|Vi(s)|

ei(ϕo−ϕi) = |G(s)|eiϕ

Fáza komplexného £ísla c je arctan ={c}<{c} , £o pre na²u prenosovú charakteristiku znamená

ϕ = − arctan
={iω − (−γ)}
<{iω − (−γ)}

V komplexnej s-rovine to znamená uhol (£ervený na obr.) medzi reálnou osou a spojnicou pólu
s konkrétnym bodom s = iω na imaginárnej osi. Ke¤ºe fázový posuv pochádza od pólu, teda z me-

novate©a, uhol je záporný, £o interpretujeme ako £asové zaostávanie výstupu vo£i vstupu. O£ividne,
s narastajúcou frekvenciou toto zaostávanie narastá,

ϕ(s)ω→0 → 0° ϕ(s)ω→∞ → −90°

Pre ω = γ je |G(s)| = 1/
√

2 ∼= 0, 7 a ϕ(s) = −45°.

Grafy |G(iω) | a ϕ(iω) sú ú amplitúdovou resp. fázovou
prenosovou charakteristikou (obr.).

Ak sa viac zaujímame o prenosové vlastnosti systému vo frekven£nej oblasti (napr. pri kon²trukcii
frekven£ných �ltrov), osobitnú dôleºitos´ pre nás má strmos´ zmeny prenosových charakteristík me-
dzi oblas´ou s vysokým a slabým amplitúdovým prenosom (a odpovedajúcimi fázovými posuvmi).
Táto strmos´ sa obvykle udáva v decibeloch na dekádu (dB/dek), ktoré kvanti�kujú (dekadický)
logaritmus pomeru výstupných amplitúd pre dve frekvencie lí²iace sa faktorom 10, £iºe

20 log
|Vo(10ω)|
|Vo(ω)|

= 20 log
|G(10ω)|
|Go(ω)|

= 20 log |G(10ω)| − 20 log |G(ω)| (dB)

(Predpokladáme tu, ºe amplitúda vstupného signálu je pre v²etky frekvencie rovnaká.) V log-log
²kále sa na²a amplitúdová charakteristika monotónne mení medzi dvoma asymptotami pre ω � γ
(ωτ � 1 ) a ω � γ (ωτ � 1):

|G(iω)| = γ

|iω − (−γ)|
=

1

|1 + iωτ |
=

1√
1 + (ωτ)2

→
ωτ�1

1
1

|1 + iωτ |
→
ωτ�1

1

ωτ

Prvá z asymptot je 0dB/dek. Druhú dostaneme ako

20 log |G(10ω)|ωτ�1 − 20 log |G(ω)|ωτ�1 = 20
(
log(10ωτ)−1 − log(ωτ)−1

)
=

= −20(log 10 + logωτ − logωτ) = −20dB/dek
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Priese£ník asymptot je v ω = γ, kde je prenos |G(iω)| = 1√
2
a teda log 1√

2
∼= −3 dB (obr.).

2.2 Systém 1. rádu s nulovým bodom.

Predpokladajme systém 1. rádu s prenosovou charakteristikou

G(s) =
s− z
s− p

£omu odpovedá napr. obvod na obr., pre ktorý z = −R0

L
a p = −R+R0

L
.

Ak R = R0, potom

G(s) =
s+ γ

s+ 2γ
γ =

R

L
=
R0

L

Odozva na jednotkový skok bude (£ervená na obr.)

Vo(s) =
s+ γ

s(s+ 2γ)
= ... =

1/2

s
+

1/2

s+ 2γ
vo(t) =

1

2
+

1

2
e−2γt

Prirodzená odozva na jednotkový skok je opä´ exponenciálne tlmená,
tentokrát jej v²ak predchádza �okamºitý� nárast vo(t = 0) → 1, teda
na hodnotu prevy²ujúcu kone£ný stav. Takémuto priebehu porozu-
mieme, ak na pridanie nulového bodu z k prenosovej charakteristike
bez nulového bodu, G∗(s) = 1

s−p , nahliadneme ako na jej násobenie
faktorom (s− z), £iºe

G(s) = (s− z)G∗(s) = sG(s)− zG∗(s)

Táto nová prenosová charakteristika pozostáva z dvoch príspevkov: Kým faktor z v druhom £lene
len ²káluje G∗(s) (s vlastnos´ami opísanými v kap. 2.1), v prvom £lene je G∗(s) násobené s, £o je LT
£asovej derivácie. �len s v £itateli prenosovej charakteristiky teda znamená prenos úmerný strmosti
£asovej zmeny vstupného signálu. Nekone£ne strmý jednotkový skok je idealizáciou, kaºdý reálny
signál má nábehovú hranu kone£nej strmosti, £omu odpovedá vo(t)real (zelená na obr.).

Prenos amplitúdy a fázový posuv spektrálnej zloºky o frekvencii ω (pre vstupný signál ©ubovo©ného
£asového priebehu) sú v tomto systéme dané vz´ahmi
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|Vo(iω)|
|Vi(iω)|

=
|s− z|s→iω
|s− p|s→iω

=
lz(iω)

lp(iω)
ϕ(iω) = ϕz(iω)− ϕp(iω)

kde lz, lp sú vzdialenosti nulového bodu/pólu od bodu iω v komplexnej
rovine.

Kým príspevok menovate©a k prenosu amplitúdy (tak ako v predchádzajúcej kap. 2.1) je ur£ený
asymptotami 0dB/dek a -20dB/dek s priese£níkom v ω = −p, £itate© prispieva dvojicou asymptot
0db/dek a +20db/dek s priese£níkom ω = −z p aj z sú reálne), pri£om tieto asymptoty sa s£ítavajú do
výsledných asymptot (modré na obr. a). Pre ω →∞ je prenos jednotkový (v ilustra£nom RL-obvode
induktancia iωL → ∞) bez fázového posuvu, kým pre ω → 0 je prenos amplitúdy z

p
(RL-obvod

ako napä´ový deli£ R0

R+R0
), opä´ bez fázového posuvu. Fázový posuv kopíruje strmos´ amplitúdovej

charakteristiky (obr. b).

Posúvaním nulového bodu k imaginárnej osi (zmen²ovaním R0) roz²irujeme nadol oblas´ zmeny
|G(iω)|, a odpovedajúco meníme polohu aj ve©kos´ maxima fázového posuvu, aº po maximálny fázový
posuv +90°. Pre z → 0 dostávame prenosové charakteristiky na obr. c.

Ak by sme naopak pribliºovali nulový bod smerom k pólu (v prípade ná²ho RL-obvodu zmen²ovaním
pomeru R/R0), nulový bod by £oraz viac kompenzoval pól, a v limite R/R0 → 0 (z → p) by sa
skompenzovali úplne (systém by mal jednotkový prenos).

Preskúmajme napokon prípad (reálneho) nulového bodu
v kladnej polrovine. Takýto systém môºeme realizova´ tzv.
fázovým posúva£om na obr. Jeho prenosová charakteristika je
(na základe analýzy v Dodatku D)

G(s) = −s− γ
s+ γ

z = −p = γ =
1

R0C

Odozvu na jednotkový skok opä´ vyjadrime pomocou typic-
kého prenosu bez nulového bodu, G∗(s) = 1

s+γ
,

Vo(s) =
G(s)

s
= (γ − s)G

∗(s)

s
=

γ

s(s+ γ)
− 1

s+ γ
=

=

[
1

s
− 1

s+ γ

]
︸ ︷︷ ︸

V ∗
o (s)

− 1

s+ γ
=

1

s
− 2

s+ γ

vo(t) = v∗o(t)− e−γt = 1− 2e−γt
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kde v∗o(t) a V ∗o (s) sú odozva a jej laplaceovský obraz pre systém bez nulového bodu. Vidíme, ºe
prítomnos´ kladného nulového bodu znamená po£iato£ný zákmit do opa£nej polarity neº je poºado-
vaná výsledná hodnota, £o je pre optimálnu reguláciu zvä£²a neºiadúci jav.

2.3 Jednoduchý systém 2. rádu.

Druhým základným typom systému je systém 2. rádu. Príkladom je
RLC-obvod (obr.). Oproti predchádzajúcemu RC-obvodu vytvára prúd
i dodato£ný napä´ový spád na cievke (induk£nos´ L)

vL = L
di

dt
vR = Ri vC =

1

C

∫
idt = vo vi = vL + vR + vC

Eliminovaním prúdu dostaneme dif. rovnicu 2. rádu pre napätie

LC
d2vo
dt2

+RC
dvo
dt

+ vo = vi

Je o£ividné, ºe rád systému súvisí s po£tom prvkov akumulujúcich energiu (cievky vo forme magne-
tického a kondenzátory vo forme elektrického po©a), pre ktoré je napätie dané deriváciou/integrálom
prúdu, £o v Laplaceovom obraze znamená pridanie s resp. 1/s. Nie je v²ak pravidlom, ºe rád systému
je rovný po£tu akumula£ných prvkov.

Pre vi v tvare jednotkového skoku (z 0 na 1V) h©adáme rie²enia dif. rovnice vo v²eobecnom tvare
vo(t) ∼ eαt, odpovedajúcom prirodzenej prechodovej odozve systému. Ukáºeme si, ako v²etky rie²enia
exaktne získame v laplaceovskom formalizme pomocou prenosovej funkcie. LT danej dif. rovnice vedie
na prenosovú charakteristiku v tvare

G(s) =
ω2

0

s2 + 2γs+ ω2
0

=
ω2

0

(s− p1)(s− p2)
γ =

R

2L
ω0 =

1√
LC

s dvoma pólmi p1,2 = −γ±
√
γ2 − ω2

0. Odozva na jednotkový skok, vi(t) = u(t), bude v Laplaceovom
obraze

Vi(s) =
1

s
Vo(s) = G(s)Vi(s) =

ω2
0

s(s2 + 2γs+ ω2
0)

=
ω2

0

s(s− p1)(s− p2)

Vo výraze pre odozvu pribudol ¤al²í pól p3 = 0 od vstupného signálu. Ako hne¤ uvidíme, prítom-
nos´ dvoch prvkov schopných akumulova´ energiu (L a C) v tomto prípade vytvára predpoklad pre
oscilácie systému v okolí vlastnej frekvencie ω0. Na druhej strane, parameter γ (priamo úmerný
dissipatívnemu prvku R) reprezentuje útlm.

Uvaºujme najprv prípad pretlmeného systému, γ > ω0, ke¤ p1, p2 sú 2 rôzne reálne záporné

korene menovate©a, pri£om p1p2 = ω2
0. Rozkladom na parciálne zlomky dostaneme

Vo(s) = ... = ω2
0

[
1

p1p2s
+

1

p1(p1 − p2)(s− p1)
+

1

p2(p2 − p1)(s− p2)

]
a spätnou LT

vo(t) =

[
1 +

p2

p1 − p2

ep1t +
p1

p2 − p1

ep2t
]
u(t)

Vidíme, ºe póly p1, p2 (< 0) ur£ujú prirodzenú monotónne tlmenú prechodovú odozvu systému, kým
pól p3 = 0 ur£uje stacionárnu odozvu vynútenú pretrvávajúcim vstupným signálom u(t).
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Pre podtlmený systém, γ < ω0, sú p1, p2 dva komplexne zdruºené korene, a rozklad kvadratickej
formy na kore¬ové £initele preto nie je výhodnou stratégiou - výraz pre vo(t) z predchádzajúceho
prípadu by totiº obsahoval komplexné parametre. Vhodnou úpravou Vo(s) vieme dosta´ výrazy (ktoré
nájdeme v tabu©ke LT)

V (s) =
1

s
− s+ 2γ

s2 + 2γs+ ω2
0

=
1

s
− s+ γ

(s+ γ)2 + ω2
γ

− γ

ωγ

ωγ
(s+ γ)2 + ω2

γ

£o spätnou LT dá

vo(t) =

[
1− e−γt

[
cosωγt+

γ

ωγ
sinωγt

]]
u(t) ωγ =

√
ω2

0 − γ2

£iºe tlmené harmonické kmity s frekvenciou ωγ a £asovou kon²tantou útlmu τ = 1/γ.

Hrani£ný prípad γ = ω0 s dvojnásobným reálnym kore¬om p1,2 = −ω0 predstavuje tzv. kritické
tlmenie. Vtedy rozklad na parciálne zlomky vedie na

Vo(s) =
ω2

0

s(s+ ω0)2
=

1

s
− 1

s+ ω0

− ω0

(s+ ω0)2

a po spätnej LT7

vo(t) =
[
1− e−ω0t − ω0te

−ω0t
]
u(t)

£o je (napriek lineárnej závislosti posledného £lena od t) e²te stále monotónne tlmená odozva.

Vidíme teda, ºe na rozdiel od systému 1. rádu (v ktorom
zmenou parametrov meníme odozvu len kvantitatívne)
zmena parametrov znamená vo v²eobecnosti aj kvalita-
tívnu zmenu odozvy - monotónne tlmenie alebo tlmené
oscilácie (obr.).
Tlmenie γ ovplyv¬uje dobu odoznenia prechodového
javu, a tým aj rýchlos´ dosiahnutia výslednej ustále-
nej hodnoty. Prípad kritického tlmenia (£ervený na obr.)
odpovedá najkrat²iemu £asu dosiahnutia výslednej hod-
noty bez prekmitov.

Ak by sme tlmenie úplne eliminovali, γ → 0 (R→ 0), £iºe

V (s) =
1

s
− s

s2 + ω2
0

vo(t) = [1− cosω0t]u(t

odozvou by boli netlmrné harmonické kmity na vlastnej frekvencii ω0 okolo hodnoty danej pretr-
vávajúcim vstupným signálom u(t). Póly p1, p2 by boli £isto imaginárne - symetricky rozloºené na
imaginárnej osi. Rozloºenie pólov v komplexnej rovine pre v²etky uvaºované prípady je na obr.

7Platí

X(s+ a) ↔
LT

e−atx(t) ,
1

s2
↔
LT

t ,
1

(s+ ω0)2
↔
LT

te−ω0t

12



Pri riadení procesov je k©ú£ovým rýchle a stabilné nastavenie poºadovaných hodnôt parametrov pro-
cesu (bez prekmitov). Tu v²ak vidíme, ºe £ím rýchlej²ie dosiahne výstup systému 2. rádu poºadovanú
hodnotu, tým vä£²í je následný prekmit aj doba utlmenia vlastných kmitov (okolo poºadovanej hod-
noty). Nevyhnutnou sú£as´ou návrhu systému je teda kompromis medzi protichodnými poºiadavkami
- dostato£ne malým tlmením kvôli rýchlosti nábehu a dostato£ne ve©kým tlmením kvôli stabilite.

Z uºívate©ského h©adiska sú parametrami charakterizujúcimi
prechodový jav (v podtlmenom systéme 2. rádu)
- doba nárastu na 90% poºadovanej hodnoty (rise time) Tr,
- doba dosiahnutia maximálneho prekmitu (peak time) Tp,
- percento prekmitu (overshoot) %OS - percentuálny podiel
maximálneho prekmitu a kone£nej hodnoty,
- doba ustálenia kone£nej hodnoty (settling time) Ts v rámci
tolerovanej odchýlky.

�tandardnými metódami vieme z výrazu vo(t) pre podtlmený prípad ukáza´, ºe platí

Tp =
π

ωγ
= f(ωγ) %OS = e−πγ/ωγ × 100% = f(γ/ωγ) Ts|±2%

∼=
4

γ
= f(γ)

Póly podtlmeného systému 2. rádu sú

p1,2 = −γ ± i
√
ω2

0 − γ2 = −γ ± iωγ ω2
0 = ω2

γ + γ2 tan θ =
ωγ
γ

Je teda zrejmé, ºe Tp závisí nepriamo úmerne od (absolútnej hodnoty) ver-
tikálnej súradnice pólov, Ts závisí nepriamo úmerne od (absolútnej hodnoty)
horizontálnej súradnice pólov, a radiály (£iary θ = konst) sú £iarami kon²tant-
ného %OS.

Horizontálnym/vertikálnym posuvom pólov v s-rovine (prostredníctvom zmeny vnútorných parmet-
rov systému) tak môºeme nezávisle na sebe meni´ Tp a Ts, kým radiálnym posuvom pólov meníme
sú£asne oboje pri nezmenenom prekmite. Takýmto spôsobom nastavujeme poºadované parametre
riadenia procesov. Naopak, meraním prechodovej odozvy môºeme (neznáme) parametre systému
ur£i´.

Pokia© ide o závislos´ amplitúdovej a fázovej £asti prenosovej charakteristiky od frekvencie, opä´ je
daná polohou pólov vzh©adom na dané s = iω (obr.)

G(s)s→iω =
ω2

0

(iω − p1)(iω − p2)
=

ω2
0

|iω − p1|eiϕ1 |iω − p2|eiϕ2
=

ω2
0

l1(ω)l2(ω)
e−i(ϕ1(ω)+ϕ2(ω))

Kým v pretlmenom prípade s rastúcou frekvenciou amplitúda prenosu |G(iω)| monotónne klesá (l1
aj l2 monotónne rastú), v podtlmenom prípade l1 spo£iatku (pre malé frekvencie) klesá (a ϕ1 < 0), £o
vedie na nemonotónny priebeh s lokálnym maximom pre ω ∼= ωγ. Ide v tomto prípade o rezonan£né
zosilnenie amplitúdy výstupu (naprázdno - bez zá´aºe, nie zosilnenie výkonu). Strmos´ poklesu pre
ω � ωγ je v oboch prípadoch v log-log ²kále daná asymptotou −40 dB/dek (na rozdiel od −20 dB/dek
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pre systémy 1. rádu).8 Záporne vzatý celkový fázový posuv ϕ(iω) (�oneskorenie� výstupu vo£i vstupu)
v oboch prípadoch s frekvenciou monotónne narastá, aj ke¤ s rôznou strmos´ou.

ω = 0 : |G| = 1 , ϕ = 0°

ω →∞ : |G| → 0 , ϕ→ −180°

ω = ω0 : |G| = ω0

2γ
, ϕ = −90°

max{|H(iω)|} : d|H(iω)|
dω

= 0

ωmax = ω0

√
1− 2

(
γ
ω0

)2

|H(iω)|max = ω0

2γ

√
1−2

(
γ
ω0

)2
Dostato£ným tlmením teda vieme tendenciu systému k osciláciam eliminova´. Túto tendenciu v²ak
nemusí ma´ kaºdý systém 2. rádu.

Napr. prenosová charakteristika systému 2. rádu na obr. (vypo£í-
taná metódou uzlových potenciálov, Dodatok C) je

G(s) =
1

s2 + 3γs+ γ2
γ =

1

RC

Polynóm v menovateli má podobnú ²truktúru ako vy²²ie ²tudovaný RLC-obvod, £len 0-tého stup¬a
γ2 tu v²ak reprezentuje útlm (kore²ponduje s koe�cientom γ pri £lene 1. stup¬a). Korene polynómu
sú −3γ ±

√
5γ2, teda nevyhnutne reálne (záporné). Takýto systém sa správa rovnako ako vy²²ie

opísaný podtlmený RLC-systém.

2.4 Zloºitej²ie systémy.

Preskúmame teraz vplyv pridania nulových bodov a ¤al²ích pólov k systému 2. rádu na jeho vlast-
nosti. Predpokladajme najprv systém 2. rádu, s dvoma reálnymi pólmi p1, p2 v ©avej polrovine, a
s nulovým bodom z na zápornej reálnej osi, s prenosovou charakteristikou

G(s) =
s− z

(s− p1)(s− p2)
= ... =

(p1 − z)/(p1 − p2)

s− p1

+
(p2 − z)/(p2 − p1)

s− p2

Ak |z| � |p1|, |p2|, tento výraz sa zjednodu²í na

G(s) ∼= z

(
1

(p1 − p2)(s− p1)
+

1

(p2 − p1)(s− p2)

)
= zG∗(s)

kde G∗(s) je prenosová charakteristika tohto systému bez nulového bodu (s vlastnos´ami opísanými
v kap. 2.3). Prítomnos´ vzdialeného nulového bodu sa teda prejaví len ako ²kálovací faktor. Tento
záver rovnako platí aj pre dvojicu komplexne zdruºených pólov.

820
[
log(10ω)2 − logω2

]
= ... = 40
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Odozvu takéhoto systému na jednotkový skok môºeme opä´ (ako
v kap. 2.2) skúma´ pomocou G∗(s), pri£om V ∗o (s) = G∗(s)

s
je

odozva systému bez nulového bodu (kap. 2.3). Potom

V0(s) = (s− z)
G∗(s)

s
= (s− z)V ∗o (s) = sV ∗o (s)− zV ∗o (s)

Pre dostato£ne ve©ké |z| (z < 0) je dominantnou ²kálovaná
odozva |z|V ∗o (s) (ako bez nulového bodu, modrá na obr. pre
podtlmený systém). Pre malé |z| v²ak dominuje deriva£ný prvý
£len, úmerný strmosti vi(t), £o znamená rýchlej²í po£iato£ný
nábeh £i prekmit výstupu (£ervená na obr.). Pre z > 0 (v pravej
polrovine) dochádza opä´ (ako v kap. 2.2) k po£iato£nému
nárastu v opa£nej polarite (£ierna na obr.).

Predpokladajme ¤alej systém bez nulových bodov, s komplexne zdruºenou
dvojicou pólov a dodato£ným reálnym pólom v ©avej polrovine (obr.), £iºe
systém 3. rádu, s prenosovou funkciou v tvare

G(s) =
ω2

0δ

(s2 + 2γs+ ω2
0)(s+ δ)

p1,2 = −γ ± i
√
ω2

0 − γ2 , p3 = −δ

Odozva na jednotkový skok bude

Vo(s) =
G(s)

s
= ... =

1

s
+

as+ b

s2 + 2γs+ ω2
0

+
c

s+ δ

s koe�cientmi

a =
δ(2γ − δ)

δ2 + ω2
0 − 2γδ

b =
δ(4γ2 − ω2

0 − 2γδ)

δ2 + ω2
0 − 2γδ

c =
−ω2

0

δ2 + ω2
0 − 2γδ

Ak pól p3 leºí �dostato£ne ¤aleko v©avo�, δ → ∞, dostá-
vame a → −1, b → −2γ, c → 0. Znamená to, ºe pól p3

sa v prechodovej odozve prakticky neprejaví (ním vyvolaná
odozva rýchlo zaniká, £ierna na obr.). Systém sa v takomto
prípade správa podobne ako systém 2. rádu (modrá na obr.),
a p1,2 nazývame dominantnými pólmi. Takáto aproximácia
je v praxi prijate©ná pre δ > 10γ. Tretí (reálny) pól blízky
k dominantným sa prejaví výraznej²ím tlmením prekmitov
spôsobených dominantnou dvojicou pólov (£ervená na obr.).

Zov²eobecnime teraz predchádzajúce závery na systém s m nulovými bodmi a n pólmi, s prenosovou
charakteristikou

G(s) = K
(s− z1)(s− z2)...(s− zm)

(s− p1)(s− p2)...(s− pn)

• Odozva tohto systému je superpozíciou odoziev jednotlivých kore¬ových £inite©ov. Reálnym pólom
odpovedá £iastková odozva systému 1. rádu, a komplexne zdruºeným pólom £iastková odozva sys-
tému 2. rádu.
• Príspevok kaºdého nulového bodu £i pólu závisí od jeho polohy v komplexnej rovine.
• Príspevky od kore¬ov - nulových bodov aj pólov - leºiacich vo vzdialenej ©avej polrovine sú zaned-
bate©né vo£i príspevkom od kore¬ov blízkych k imaginárnej osi.
• Príspevky od blízko pri sebe leºiacich nulových bodov a pólov sa navzájom kompenzujú (eliminujú).
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• Prítomnos´ pólov v pravej polrovine znamená nestabilitu systému. (Stabilitou systémov sa budeme
zaobera´ neskôr.)

Z h©adiska spektrálneho zloºenia prenosu platí, ºe:
• Prenos amplitúd jednotlivých spektrálnych zloºiek je daný vz´ahom

|G(s)|s→iω = |K|
(
|s− z1||s− z2|...|s− zm|
|s− p1||s− p2|...|s− pn|

)
s→iω

• Celkový fázový posuv pri prenose danej spektrálnej zloºky je

ϕ(s)s→iω = arctan
={s− z1}
<{s− z1}

+ ...+ arctan
={s− zm}
<{s− zm}

− arctan
={s− p1}
<{s− p1}

− ...− arctan
={s− pn}
<{s− pn}

3 SYSTÉMY SO SPÄTNOU VÄZBOU.

3.1 Spájanie blokov a slu£ka spätnej väzby.

So�stikované riadiace systémy kon²truujeme skladaním jednotlivých funk£ných blokov.

Pri paralelnom skladaní blokov vchádza signál rovnako (nezoslabene) na vstupy v²etkých blokov,
a výstupné signály z nich sa zlu£ujú (s£ítavajú/od£ítavajú) v suma£nom bode (obr. a). Takýto systém
môºeme modelova´ jediným ekvivalentným blokom s prenosom

G(s) =
∑
k

(±)Gk(s)

Pri sériovom - tzv. kaskádnom skladaní blokov (obr. b) môºeme prenosy Gk(s) jednotlivých blokov
jednoducho kombinova´ len za predpokladu, ºe Gk(s) nezávisia od ich vzájomného spájania. V takom
prípade

G(s) = G1(s)G2(s)G3(s)...

Jednotlivé Gk(s) totiº charakterizujú bloky s neza´aºeným výstupom. Pre napä´ové signály to zna-
mená, ºe kaºdý nasledujúci blok v kaskáde má (idealizovane) nekone£nú vstupnú impedanciu. Ako
(kontra)príklad uve¤me kaskádu dvoch jednoduchých RC obvodov z kap. 2.1 (obr. a).
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Kaºdý z nich má prenos G1,2(s) = γ
s+γ

, kde γ = 1
RC

. Prenos celej kaskády je v²ak (kap. 2.3)

G(s) =
1

s2 + 3γs+ γ2
6= G1(s)G2(s) =

(
γ

s+ γ

)2

Druhý RC-£len predstavuje totiº zá´aº o impedancii9 Z(s) = R+ 1
sC

na výstupe prvého RC-£lena.
Tomuto za´aºeniu sa vieme vyhnú´ vloºením tzv. napä´ového sledova£a (viac o ¬om v kap. 3.3,
resp. v Dodatku C) s (ideálne) nekone£ným vstupným odporom a jednotkovým prenosom (obr. b).10

V ¤al²om texte pre jednoduchos´ predpokladáme, ºe kaºdý uvaºovaný blok je takto zabezpe£ený
nekone£nou vstupnou impedanciou, a prenos kaskády je daný sú£inom £iastkových prenosov.

Na zabezpe£enie presnosti a stability poºadovanej výstupnej
veli£iny dop¨¬ame priamu vetvu riadiaceho systému s pre-
nosom G(s) spätnou prenosovou vetvou s prenosom H(s)
(obr.), uzatvárajúcou slu£ku zápornej spätnej väzby (SV).
Medzi signálmi v jednotlivých segmentoch slu£ky platia
vz´ahy

Ve(s) = Vi(s)− Vc(s) Vo(s) = G(s)Ve(s) Vc(s) = H(s)Vo(s) = G(s)H(s)Ve(s)

Výraz Vc(s)
Ve(s)

= G(s)H(s) predstavuje tzv. zosilnenie/prenos otvorenej slu£ky (¤alej len POS),
t.j. bez uzatvorenia slu£ky v suma£nom bode. Kombináciou týchto výrazov (eliminovaním Ve(s) )
dostaneme zosilnenie/prenos uzavretej slu£ky (PUS) zápornej SV, £iºe pomer výstupu a vstupu
celej slu£ky,

Vo(s)

Vi(s)
=

G(s)

1 +G(s)H(s)
= GSV (s)

Pri znalosti zosilnení G(s) a H(s) môºeme teda nastavením referen£nej hodnoty Vi(s) stabilizova´
poºadovanú hodnotu Vo pre daný proces. Pre kladnú SV by namiesto znamienka + v menovateli
tohto výrazu �gurovalo znamienko -. V²eobecný tzv. Blackov vz´ah pre PUS so zápornou resp.
kladnou SV je

GSV (s) =
G(s)

1±G(s)H(s)

3.2 Trans�gurácia blokovej schémy.

Bloková schéma riadiaceho systému vyjadruje jeho dynamiku, nemusí v²ak kore²pondova´ s jeho
fyzickou architektúrou. Jednotlivé bloky sú £asto �kciou, a môºeme ich teda v schéme presúva´
a zlu£ova´ za ú£elom jej zjednodu²enia. Pravidlá presunu bloku cez suma£ný a vetviaci bod sú
gra�cky znázornené na obr. a resp. b.

9Impedanciou v laplaceovskom formalizme je podiel V (s)
I(s) na danom prvku. Pre kondenzátor platí v(t) = 1

c

∫
i(t)dt,

a teda V (s) = I(s)
sC (kap. 1.3). Analogicky, pre induk£nos´ platí V (s) = sLI(s).

10Navy²e exrémne malý výstupný odpor opera£ného zosil¬ova£a zabezpe£uje, ºe sa javí ako ideálny napä´ový zdroj.
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Uºito£nos´ takýchto trans�gurácií ukáºeme na blokovej schéme (obr. a), pri£om ©ahko nájdeme jej
prenosovú funkciu.

(a)→(b): Presun bloku cez suma£ný bod.
(b)→(c): Zlú£enie blokov v slu£ke SV pomocou Blackovho vz´ahu.
(c)→(d): Zlú£enie blokov v druhej slu£ke SV pomocou Blackovho vz´ahu.
(d)→(e): Zlú£enie blokov v tretej slu£ke SV pomocou Blackovho vz´ahu.

Trans�guráciou môºeme tieº zmeni´ systém so SV s ©ubovo©ným spätným prenosom na SV s jednot-
kovým prenosom (obr. (a)-(d)).

3.3 Opera£ný zosil¬ova£ so spätnou väzbou.

V regula£ných systémoch je ²tandardnou poºiadavka na nastavite©né zosilnenie prenosu jednotlivých
blokov, |G(s)| � 1, a to v ²irokom rozsahu frekvencií, teda nielen ako rezonan£ný efekt. Na to je v²ak
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potrebné, aby príslu²ný blok obsahoval aktívny prvok s dodato£ným prísunom energie nezávislým od
spracovávaného signálu, t.j. s vlastným napájaním. Energia napájania sa v ¬om transformuje na
energiu signálu - zosilnenie.

Lineárnym (v rozsahu amplitúd limitovanom napájacím napätím) aktívnym

prvkom je opera£ný zosil¬ova£ (OZ), ktorého funk£ná schéma je na obr. (Sa-
mostatné napájanie OZ nie je sú£as´ou funk£nej schémy.) Zosilnenie vstupného
signálu cez invertujúci (-) resp. neinvertujúci (+) vstup je ∓A (≈ 106 pre nie
príli² vysoké frekvencie).

Vstupná impedancia oboch vstupov je ve©mi vysoká (Zi → ∞) a výstupná impedancia je zanedba-
te©ná (Zo → 0), výstupné napätie nezávisí od zá´aºe, výstup OZ sa teda chová ako ideálny napä´ový

zdroj. Platí

Vo(s) = A[V +(s)− V −(s)︸ ︷︷ ︸
Ve(s)

]

Pre kon²trukciu zosil¬ova£ov s poºadovaným kone£ným zosilnením je
potrebné doplni´ OZ zápornou SV, ktorá sa realizuje spätnou vetvou me-
dzi výstupom a invertujúcim vstupom. Prvým zo základných zapojení je
neinvertujúci zosil¬ova£ (obr.). Jeho ekvivalentná bloková schéma
s napä´ovým deli£om v spätnej vetve je na obr. Prenosy
priamej a spätnej vetvy sú

G(s) =
Vo(s)

Ve(s)
= A H(s) =

V −(s)

Vo(s)
=

Z1(s)

Z1(s) + Z2(s)

Prenos celého systému je (Blackov vz´ah)

GSV (s) =
Vo(s)

Vi(s)
) =

G(s)

1 +G(s)H(s)
=

A

1 + A Z1(s)
Z1(s)+Z2(s)

=
A→∞

1 +
Z2(s)

Z1(s)

Porovnaním vz´ahov ©ahko zistíme, ºe Ve = V + − V − = 0, £iºe V + = V −, £o je dôsledok SV. Ak
navy²e poloºíme Z2 = 0 (skrat), dostaneme napä´ový sledova£ (z kap. 3.1) s jednotkovým prenosom.

Druhým základným zapojením je invertujúci zosil¬ova£ (obr.). Tento-
krát vstupné napätie Vi nie je privedené priamo ani na jeden zo vstupov
OZ, a teda ani na suma£ný bod uzatvárajúci slu£ku SV. Napä´ový pre-
nos zosil¬ova£a Vo/Vi ©ahko nájdeme z podmienok Zi → ∞ a A → ∞:
Pre prúd vyplýva

I =
Vi − V −

Z1

=
V − − Vo
Z2

Ke¤ºe V + = 0, prenos priamej vetvy je Vo
Ve

= − Vo
V − = A ⇒ V − = −Vo

A
→ 0, a teda

Vo(s)

Vi(s)
= −Z2(s)

Z1(s)

Opä´ vidíme, ºe V − = V +. Identický výraz musíme nájs´ aj pomocou odpovedajúcej blokovej schémy
so SV a Blackovho vz´ahu. Táto schéma v²ak musí obsahova´ popri slu£ke SV aj dodato£ný blok
priameho prenosu Vi → V −. Postup je nasledovný: Napätie V − je generované dvoma (ideálnymi
napä´ovými) zdrojmi - zdrojom vstupného signálu (Vi) a výstupom OZ (Vo). Pod©a princípu super-
pozície samostatne vypo£ítame príspevok jedného zdroja pri skratovanom druhom,
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Gi(s) =
V −(s)

Vi(s)
=

Z2

Z1 + Z2

H(s) =
V −(s)

Vo(s)
=

Z1

Z1 + Z2

Bloková schéma je potom na obr., pri£om

GSV (s) =
−A

1− AH(s)
→

A→∞
−Z1(s) + Z2(s)

Z1(s)

Gtot(s) = Gi(s)GSV (s) = ... = −Z2(s)

Z1(s)

3.4 Presnos´ regulácie v systéme so spätnou väzbou.

Hlavnou prednos´ou zápornej SV v regula£ných systémoch je eliminovanie neºiadúcich nekontrolova-

te©ných vplyvov, napr. v dôsledku zmeny parametrov elektroniky zahrievaním, stárnutím £i externými
vplyvmi. Robustnos´ regulácie vo£i takýmto vplyvom demon²trujeme na modi�kovanej schéme (obr.),
v ktorej dodato£ným suma£ným bodom vovnútri regulátora vná²ame neºiadúcu poruchu Vd(s) .

Signál na výstupe systému bude teraz pozostáva´ z dvoch príspevkov - od referen£ného zdroja a od
poruchy, Vo(s) = Vo/i(s) + Vo/d(s), a ich samostatné prenosy budú

Vo/i(s)

Vi(s)
=

G1(s)G2(s)

1 +G1(s)G2(s)H(s)

Vo/d(s)

Vd(s)
=

G2(s)

1 +G1(s)G2(s)H(s)

Ak uvaºujeme nerovnosti |G1(s)H(s)| � 1, a |G1(s)G2(s)H(s)| � 1 (v¤aka prítomnosti aktívnych
prvkov), potom Vo/d(s)

Vd(s)
∼= 1

G1(s)H(s)
→ 0, £iºe efekt poruchy je zanedbate©ný. Sú£asne Vo/i(s)

Vi(s)
∼= 1

H(s)
,

£iºe prenos riadiaceho signálu nezávisí od zosilnení v priamej vetve a teda ani od ich prípadných
variácií. Ak navy²e H(s) = 1, výstup priamo kopíruje referen£ný vstup.

V blokovej schéme systému s H(s) = 1 (obr.) platí

Ve(s) = Vi(s)− Vo(s)

Na signál Ve(s) môºeme nahliada´ ako na odchýlku/chybu vý-
stupného signálu Vo(s) vo£i �poºadovanej� (referen£nej) hodnote
Vi(s), vyvolanú architektúrou systému. Ak je riadiacim signálom
jednorázová (ideálne skoková) zmena, zaujíma nás odchýlka po

ustálení - tzv. statická chyba ve(t→∞). Naproti tomu v prí-
pade kontinuálne sa meniaceho riadiaceho (vstupného signálu)
je statickou chybou priebeºná odchýlka od referen£nej hodnoty
(obr.). Platí
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Ve(s) = Vi(s)[1−GSV (s)] = ... =
Vi(s)

1 +G(s)

Statickú chybu teda vieme ur£i´ nielen pomocou PUS, £iºe GSV (s), ale pri H(s) = 1 aj priamo
z G(s). Pre LT limity totiº platí

ve(∞) = lim
t→∞

ve(t) = lim
s→0

sVe(s) = lim
s→0

sVi(s)

1 +G(s)

Ak Vi(s) = 1
s
(jednotkový skok), dostávame

ve(∞) = ... =
1

1 + lims→0G(s)

kde lims→0G(s) je jednosmerné zosilnenie priamej vetvy. Nulová statická chyba teda vyºaduje
lims→0G(s) → ∞. Túto podmienku sp¨¬ajú prenosové funkcie s jednoduchým alebo viacnásobným
pólom v po£iatku, p = 0,

G(s) = K
(s− z1)(s− z2)...

sk(s− p1)(s− p2)...

Ak G(s) takýto pól nemá, chyba je nenulová. Ak by napr. zosilnenie v priamej vetve nezáviselo od
frekvencie, G(s) = K, takáto chyba by bola

Vo(s) = KVe(s) ⇒ ve(t) =
1

K
vo(t) 6= 0

Zvy²ovaním zosilnenia K v priamej vetve by sme mohli statickú chybu potla£i´.

Ak by vstupný signál lineárne narastal s £asom, vi(t) = t, jeho LT by bola Vi(s) = 1
s2
, a statická

chyba

ve(∞) = lim
s→0

s/s2

1 +G(s)
= lim

s→0

1

s+ sG(s)
=

1

lims→0 sG(s)

Poºiadavka nulovej chyby je teraz lims→0 sG(s)→∞, £o vyºaduje aspo¬ dvojnásobný pól v po£iatku.
Pri jednoduchom takomto póle je chyba nenulová ale kone£ná, av²ak pre G(s) bez takéhoto pólu je
chyba nekone£ná - to by znamenalo divergujúce vi(t) a vo(t) (zelená preru²ovaná na obr.).

Ako príklad uvaºujme obvod s prenosom priamej vetvy G(s) = K
s(s+2γ)

. Pre Vi(s) = 1
s
je ve(∞) = 0,

pre Vi(s) = 1
s2

je ve(∞) = 2γ/K. Zvä£²ením zosilnenia K teda môºeme redukova´ chybu pri signáli
vi(t) = t. Pre parabolický vstupný signál (vi(t) = t2) je Vi(s) = 1

s3
a ve(∞) =∞.

Výrazy
κp = lim

s→0
G(s) κv = lim

s→0
sG(s) κa = lim

s→0
s2G(s)

sa nazývajú chybovými kon²tantami polohy, rýchlosti a zrýchlenia. �ím su tieto hodnoty
vy²²ie, tým sú statické chyby niº²ie.

3.5 Póly slu£ky spätnej väzby.

Z Blackovho vz´ahu pre PUS SV jasne vyplýva, ºe prítomnos´ SV mení charakter pólov výslednej
prenosovej funkcie GSV (s) v porovnaní s G(s) bez SV. Ilustrujme to pre jednoduchos´ na systéme
2. rádu (resp. aproximácii zloºitej²ieho systému s dvojicou dominantných pólov, kap. 2.4).

21



Predpokladajme systém s blokovou schémou na obr. Zosil¬ovací
blok 2. rádu s regulovate©ným koe�cientom zosilnenia K je do-
plnený SV s jednotkovým zosilnením, a teda

G(s) =
K

s(s+ 2γ)
H(s) = 1 GSV (s) =

K

s2 + 2γs+K

Bez SV má tento blok dva reálne póly, p1 = 0 a p2 = −2γ, nezávislo na zosilnení K. Vplyvom SV
sa v²ak tieto póly presúvajú v komplexnej rovine v závislosti od zosilnenia K,

p1,2 = −γ ±
√
γ2 −K

Pre K < γ2 sú póly stále reálne - systém je pretlmený (kap. 2.3). S postupným
nárastom K sa póly posúvajú po reálnej osi (navzájom sa pribliºujú, obr.). Pre
K = γ2 póly splynú do dvojnásobného reálneho pólu - tlmenie je kritické. Ak zo-
silnenie K presiahne túto hodnotu, narastajú imaginárne £asti pólov, odpovedajúce
frekvencii tlmených oscilácií.

Pre prechodovú odozvu (odozvu na jednotkový skok) systému to znamená, ºe zosilnením meníme
charakter ustálenia výstupu (kap. 2.3). V pretlmenom reºime s nárastom K klesá doba (monotón-
neho) ustálenia Ts. Prechodom do podtlmeného reºimu sa s nárastom K nemení Ts, klesá v²ak doba
po£iato£ného nárastu výstupu Tr a narastá percento prekmitu %OS. Zmenou zosilnenia (pod©a kap.
3.4) tieº ovplyv¬ujeme statickú chybu regulácie pre iné £asové priebehy riadiacich signálov. Opti-
málne nastavenie zosilnenia v priamej vetve má teda k©ú£ový význam pre kvalitu riadiaceho procesu.
Sformulujeme preto najdôleºitej²ie zákonitosti �trajektórie� pólov GSV (s) v komplexnej rovine (angl.
root locus) pri zmene zosilnenia.

Pre v²eobecný systém s regulovate©ným prenosom KG(s) v priamej vetve a prenosom H(s) v spätnej
väzbe je PUS zápornej SV

GSV (s) =
KG(s)

1 +KG(s)H(s)

Póly pk tejto prenosovej funkcie (pri danom zosilnení K > 0) odpovedajú podmienke

KG(s)H(s) = −1

Sta£í nám teda skúma´ túto podmienku pre POS SV (kaskády priamej a spätnej vetvy bez uzavre-
tia slu£ky), KG(s)H(s), namiesto h©adania pólov výrazne zloºitej²ej GSV (s). Uvedená komplexná
podmienka sa rozpadá na dve reálne podmienky

|G(s)H(s)| = 1

K
ϕ(s) = (2k + 1)π k = 0,±1,±2...

Nech funkcia G(s)H(s) má m nulových bodov a n pólov (nezávisiacich od K). Potom tieto pod-
mienky znamenajú

K =
1

|G(s)||H(s)|
=
lp1(s)lp2(s)...lpn(s)

lz1(s)lz2(s)...lzm(s)

ϕ(s) =
m∑
j

ϕzj(s)−
n∑
j

ϕpj(s) = (2k + 1)π

Ke¤ºe fázová podmienka nezávisí od zosilnenia K, sp¨¬a ju samostatná mnoºina bodov s - tzv.
vetva pólu - pre kaºdý pól pk POS, de�nujúca geometrické miesto Lk (locus) odpovedajúceho
pólu PUS. Amplitúdová podmienka prira¤uje kaºdému bodu s ∈ Lk ur£itú hodnotu zosilnenia K.
Zmenou zosilnenia sa teda kaºdý pól pk PUS presúva pozd¨º svojej vetvy Lk .
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Jednotlivé vetvy Lk v komplexnej rovine môºeme pribliºne lokalizova´ aj bez podrobných výpo£tov,
a to na základe nasledovných pravidiel:

• Sústava vetiev pólov PUS je symetrická vzh©adom na reálnu os.11

• Kaºdá vetva má za£iatok, odpovedajúci K → 0, v niektorom z pólov POS, a koniec, odpovedajúci
K →∞, v niektorom z nulových bodoch POS.12 Pod©a potreby dop¨¬ame POS o póly a nulové body
leºiace v nekone£ne, £ím sa vyrovnajú ich po£ty pre ©ubovo©nú funkciu. (Funkcia f(s) má v nekone£ne
pól ak f(s→∞)→∞, a nulový bod ak f(s→∞)→ 0. Napr. f(s) = s+3

s(s+1)(s+2)
→
s→∞

1
s2

má navy²e

dva nulové body v nekone£ne.)

• Smer vetvy od pólu/k nulovému bodu POS v nekone£ne je daný asymptotou, ktorej priese£ník
s reálnou osou a uhol vo£i nej sú

σas =

∑
j pj −

∑
j zj

po£et pj − po£et zj

∣∣∣∣
len kone£né

ϕas =
(2k + 1)π

po£et pj − po£et zj

∣∣∣∣
len kone£né

kde k = 0,±1,±2, .... Menovate© v zlomkoch ur£uje po£et asymptot, a teda po£et po sebe idúcich
hodnôt k.

• �asti vetiev na reálnej osi sa nachádzajú v©avo od nepárneho po£tu reálnych pólov a/alebo nulových
bodov POS.13

Ilustra£né príklady geometrie vetiev pre dané POS sú na obr.

KG(s)H(s) =
K(s− z1)(s− z2)

(s− p1)(s− p2)
KG(s)H(s) =

K(s− z1)

s(s− p1)(s− p2)(s− p3)

Hodnoty σ, pri ktorých vetvy opú²´ajú/dosahujú reálnu os (pod uhlom ±90°) sú miestami maximál-
neho/minimálneho K na danom úseku reálnej osi, vieme ich teda ur£i´ z extrému funkcie

K(σ) =
−1

G(σ)H(σ)

medzi príslu²nou dvojicou pólov/nulových bodov.

11K tomuto záveru môºeme intuitívne dospie´ na základe príkladu zo za£iatku kapitoly.
12K tomuto záveru dospejeme zo zápisu GSV (s) v tvare

K[ nulové body G(s) ][ póly H(s) ]

[ póly G(s) ][ póly H(s) ] +K[ nulové body G(s) ][ nulové body H(s) ]

v limitách K → 0 a K →∞.
13Tento záver môºeme vyvodi´ z fázového/uhlového kritéria pólu GSV (s).
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Príkadom POS s dvojicou komplexne zdruºených pólov je

KG(s)H(s) =
K(s− z1)

(s− p1)(s− p)(s− p∗)

Uhol ϕp (vzh©adom na vodorovnú os), pod ktorým za£ína vetva vychá-
dzajúca z pólu p, je uhlom spojnice tohto pólu s bodom na vetve v jeho
tesnej blízkosti. Pre uhly spojníc ná²ho bodu so v²etkými pólmi a nulo-
vými bodmi POS platí pod©a uhlového kritéria bodov na vetve

ϕz1 − ϕp1 − ϕp − ϕp∗ = (2k + 1)π

Z hodnôt nulových bodov a pólov ur£íme ϕz1 a ϕp1 (ϕp∗ = 90°) a vypo£ítame ϕp. Obbobne by sme
postupovali v prípade komplexne zdruºených nulových bodoch.

Z h©adiska stability systému sú dôleºitými hrani£né hodnoty K, pri ktorých vetvy pretínajú ima-
ginárnu os a prechádzajú do pravej polroviny (póly v pravej polrovine predstavujú nestabilitu sys-
tému).14 Túto hrani£nú hodnotu zosilnenia vieme získa´ výpo£tom opä´ z uhlovej podmienky pre
bod na danej vetve, pri sú£asnom splnení podmienky s = iω (σ = 0).

Napokon e²te spome¬me, ako by sa správanie pólov PUS zmenilo pri zámene zápornej SV za kladnú

SV: Podmienka pólu PUS by sa zmenila na

KG(s)H(s) = +1 ⇔ |G(s)H(s)| = 1

K
, ϕ(s) = 2kπ , k = 0,±1,±2...

Zmena by teda nastala len vo fázovej podmienke. Pre geometriu vetiev by to znamenalo zmeny
v uhloch:

• Pre uhly asymptot (pri nezmenenom priese£níku σas) by platilo

ϕas =
2kπ

po£et pj − po£et zj

∣∣∣∣
len kone£né

• �asti vetiev na reálnej osi by sa nachádzali v©avo od párneho po£tu reálnych pólov a/alebo nulových
bodov POS (teda tam, kde by sa nenachádzali v prípade zápornej SV).

14Existujú aj systémy so SV s vetvami za£ínajúcimi v pravej polrovine a prechádzajúcimi s narastajúcim K do ©avej
polroviny. Takéto systémy sú naopak nestabilné pre malé zosilnenia.
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DODATKY

A Slovník Laplaceovej transformácie
a
s

a
n!
sn+1 tn n− prirodzené ?.

1
s+a

e−at a− komplexné ?.
1

(s+a)(s+b)
, a 6= b 1

a−b

(
e−bt − e−at

)
1

(s+a)2
te−at

1
(s+a)n

1
(n−1)!

tn−1e−at

ω
s2+ω2 sinωt

ω
(s+a)2+ω2 e−at sinωt
ω

s2−ω2 sinhωt
s

s2+ω2 cosωt
s

(s+a)2+ω2 e−at cosωt
s

s2−ω2 coshωt
1

s2(s+a)
, a 6= 0 1

a2
(e−at + at− 1)

1
s(s+a)2

, a 6= 0 1
a2

(1− e−at − ate−at)
1

(s2+ω2)2
1

2ω3 (sinωt− ωt cosωt)
1

s(s+a)(s+b)
, a 6= b , a, b 6= 0 1

ab
+ 1

ab(a−b)(be−at−ae−bt)
1

s(s2+ω2)
1
ω2 (1− cosωt)

1
(s+a)(s2+ω2)

1
a2+ω2

(
e−at + a

ω
sinωt− cosωt

)
1

(s+a)(s+b)(s+c)
, a 6= b 6= c 1

(b−a)(c−a)
e−at + 1

(a−b)(c−b)e
−bt + 1

(a−c)(b−c)e
−ct

1
(s+a)(s+b)2

, a 6= b 1
(a−b)2

{
e−at − [1 + (b− a)t]e−bt

}
1

s2(s2+ω2)
1
ω2 − sinωt

ω3

1
[(s+a)2+ω2]2

1
2ω3 e

−at(sinωt− ωt cosωt)
1

s2(s+a)2
, a 6= 0 1

a2
− 2

a3
+ 1

a2
te−at + 2

a3
e−at

1
(s2+ω2

1)(s2+ω2
2)

1
ω2
2−ω2

1

(
sinω1t
ω1
− sinω2t

ω2

)
1

s(s+a)3
, a 6= 0 1

a3
−
(
t2

2a
+ t

a2
+ 1

a3

)
e−at

1
s2(s2+ω2)

1
ω2 − sinωt

ω3

1
s4−ω4

1
2ω3 (sinhωt− sinωt)

1
s3(s2+ω2)

t2

2ω2 − cosωt−1
ω4

1
s(s2+ω2)2

1
ω4 (1− cosωt)− 1

2ω3 t sinωt

1
s(s+a)(s+b)2

, a 6= b , a, b 6= 0 1
ab2
− e−at

a(a−b)2 −
[

t
b(a−b) + a−2b

b2(a−b)2

]
e−bt

1
s2(s2+ω2)2

3
2ω5 sinωt+ 1

2ω4 t cosωt+ 1
ω4 t

s
(s+a)(s+b)

, a 6= b 1
a−b(ae

−at − be−bt)
s

(s+a)2
(1− at)e−at

s
(s2+ω2

1)(s2+ω2
2)

1
ω2
2−ω2

1
(cosω1t− cosω2t)

s
(s2+ω2)2

1
2ω
t sinωt

s
s4−ω4

1
2ω2 [coshωt− cosωt]

s2

s4−ω4
1

2ω
[sinhωt+ sinωt]

s3

s4−ω4
1
2
[coshωt+ cosωt]

s+a
s2+ω2

√
a2+ω2

ω
sin(ωt+ φ) φ = arctan ω

a

s+a
(s+b)2+ω2

√
1 + (a−b)2

ω2 e−bt sin(ωt+ φ) φ = arctan ω
a−b

s+a
s(s+b)2

, a, b 6= 0 a
b

[(
1− a

b

)
t− b

a2

]
e−bt
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B Rozklad na parciálne zlomky

Podiel polynómov F (s) = N(s)
D(s)

( stupe¬ polynómuN(s) musí by´ men²í neº stupe¬D(s)) rozkladáme
na parciálne zlomky ako

F (s) =
N(s)

(s− pn)(s− pn−1)...(s− p1))
=

Kn

s− pn
+

Kn−1

s− pn−1

+ ...
K1

s− p1

Koe�cient Kl vypo£ítame ako
Kk = (s− pk)F (s)|s=pk

(V²etky parciálne zlomky na pravej strane okrem k-teho tým vynulujeme.) Ak D(s) obsahuje
l-násobný kore¬ pk, jemu odpovedajúce parciálne zlomky budú

Kk,1

s− pk
+

Kk,2

(s− pk)2
+ ...+

Kk,l

(s− pk)l

Koe�cient Kk,l vypo£ítame ako
Kk,l = (s− pk)lF (s)|s=pk

Koe�cienty Kk,l−1 at¤. vypo£ítame z rozkladu výrazu (s − pk)lF (s) na parciálne zlomky jeho po-
stupným derivovaním pod©a s (a dosadením s = pk).

Ak D(s) obsahuje komplexne zdruºený pár kore¬ov, niekedy je výhodné skon²truova´ z nich jediný

parciálny zlomok s kvadratickou formou v menovateli (v reálnom obore je takáto kvadratická forma
¤alej neredukovate©ná). Napr.

F (s) =
3

s(s2 + 2s+ 5)
=
K1

s
+

K2s+K3

s2 + 2s+ 5

Z výrazu sF (s)s=0 získame K1 = 3
5
. Potom

s(s2 + 2s+ 5)F (s) = 3 =

(
K2 +

3

5

)
s2 +

(
K3 +

6

5

)
s+ 3

£o platí len ak K2 = −3
5
a K3 = −6

5
.

C Metóda uzlových potenciálov

Metódu uzlových potenciálov pouºívame na výpo£et napätí/prúdov v jednotlivých vetvách elektro-
nických sietí. V sieti s n + 1 uzlami je zaloºená je na výpo£te napä´í (potenciálov) jednotlivých n
uzlov vo£i zvolenému referen£nému uzlu rie²ením sústavy n rovníc maticovou metódou, g11 −g12 ... −g1n

... ...
−gn1 −gn2 ... gnn

 V1

...
Vn

 =

 I1

...
In


kde

gii prostý sú£et (> 0 !) v²etkých admitancií zbiehajúcich sa do uzla i
gij = gji - prostý sú£et (> 0 !) admitancií medzi i-tým a j-tým uzlom
Ii - algebrický sú£et (s oh©adom na znamienko) prúdov generovaných zdrojmi pri i-tom
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uzle (v prípade napä´ových zdrojov sú£inov vodivostí a napätí zdrojov)
so znamienkom + pre prúd zo zdroja smerujúci do uzla
so znamienkom - pre prúd zo zdroja smerujúci od uzla

Ak je sú£as´ou schémy opera£ný zosil¬ova£ (OZ), na admitan£nú maticu sa super-
ponuje (pripo£ítava k uzlom patriacim vstupom a výstupu OZ) matica Yi 0 0

0 Yi 0
AYo −AYo Yo

 →
Yi→0

 0 0 0
0 0 0
AYo −AYo Yo


Ke¤ºe A → ∞ a Yo → ∞, v celkovej matici sa riadok prislúchajúci výstupu OZ predelí výrazom
AYo. Pri výpo£te prenosových funkcií (ako uvidíme niº²ie) sa výraz AYo (→∞) nachádza v £itateli aj
menovateli, a teda z výpo£tu vypadne - v admitan£nej matici ho teda neuvádzame. Výsledná matica
sa teda modi�kuje tak, ºe v riadku odpovedajúcom výstupnému uzlu OZ sú len hodnoty :

1 v st¨pci prislúchajúcom uzlu na invertujúcom vstupe OZ
-1 v st¨pci prislúchajúcom uzlu na neinvertujúcom vstupe OZ
0 vo v²etkých ostatných st¨pcoch

Potenciál i-teho uzla sa potom vypo£íta ako

Vi =
Di

D
=
D1i

D
I1 + ...+

Dni

D
In (rozvoj pod©a i -teho st¨pca)

kde Dji sú doplnky k determinantu sústavy (vy²krtnutý i-tý st¨pec a j-tý riadok), pri£om
signDji = (−1)j+i.

Túto metódu pouºívame aj na výpo£et prenosových vlastností sietí, pri£om spomedzi v²etkých uzlov
1 pár tvorí vstup systému a 1 pár tvorí výstup systému. �asto majú oba páry jeden uzol spolo£ný
(zvykne by´ zemnený) - je vhodné ho zvoli´ za referen£ný. V prípade blokov prenosových sústav sa
za uzly povaºujú aj ich vstupné/výstupné svorky, a uvaºujú sa aj prúdy zo vstupného (externého)
zdroja a do výstupnej (externej) zá´aºe (obr.).

a - vstupný uzol
b - výstupný uzol

Potenciály uzlov a, b sú

Va =
Daa

D
Ia −

Dba

D
Ib Vb =

Daa

D
Ia −

Dbb

D
Ib pri£om vb = ZIb

Prenosové funkcie potom po£ítame nasledovným spôsobom:

• Prenos prúdu Ib
Ia

= ... = Dab
Dbb+ZD

pri výstupe nakrátko
(
Ib
Ia

)
Z=0

= Dab
Dbb

• Prenos napätia Vb
Va

=
Dab
D

Ia−
Dbb
D
Ib

Daa
D

Ia−
Dba
D

Ib
= ... = DabZ

Daa,bb+DaaZ

(DaaDbb −DabDba = D ·Daa,bb)
(Daa,bb - subdeterminant 2. rádu, vy²krtnutý riadok aj st¨pec a aj b)

pri výstupe naprázdno
(
Vb
Va

)
Z=∞

= Dab
Daa
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Ako príklad po£ítajme schému z kap.3.1


Y −Y 0 0
−Y Y + sC 0 0
0 −1 0 0
0 0 −Y Y + sC

 Y =
1

R

Prenos napätia (naprázdno) je

V4

V1

=
D14

D11

= ... =
1

(1 + sRC)2

D Fázový posúva£

OZ s ve©mi ve©kým zosilnením A (idealizovane A→∞) pre-
ná²a spektrálne zloºky napätí na jeho vstupoch ako

Vo(s) = A(V2(s)− V1(s))

Teoreticky nekone£ný vstupný odpor OZ znamená, ºe pre
spektrálne zloºky prúdu I(s) (obr.) platí

I(s) =
Vi(s)− Vo(s)
R1 +R2

Pritom platí

V1(s) = R2I(s) + Vo(s) V2(s) = Vi(s)
1/sC

R0 + 1/sC
=

Vi(s)

1 + sRC

Kombináciou týchto vz´ahov dostaneme

G(s) =
Vo(s)

Vi(s)
=

A(R1 − sR2R0C)

(sR0C + 1)(R1 +R2 + AR1)
−→
A→∞

(R1 − sR2R0C)

(sR0C + 1)R1

= −R2

R1

(
s− R1

R2R0C

)
(
s+ 1

R0C

)
Ak poloºíme R1 = R2, potom

G(s) =
s− 1

R0C

s+ 1
R0C
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