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PREDSLOV

Tento ucebny text ma sluzit ako pomécka pri §tudiu elektroniky pre $tudentov experimen-
talnej fyziky. V Ziadnom pripade nemame ambiciu obsiahndf problematiku elektroniky v
celej sirke, ani do hilbky odpovedajtcej inZinierskemu §tudiu. Pre kazdu oblast elektro-
niky existuje nepreberné mnozstvo dostupnej literatary. V tomto texte sme sa zamerali
na analégovi elektroniku - systémy (so sistredenymi parametrami) spractuvajtice analo-
govy (nizkofrekven¢ny) signal. Doraz pritom kladieme na teoriu linedrnej odozvy systémov.
Nagou snahou je poskytnit fyzikadlny vhlad do problematiky, a tiez ukazat, Ze matema-
tickd reprezenticia analégovych signalov a systémov, ako aj ich vzajomnej interakcie, je
analogicka opisu fyzikdlnych procesov v rozli¢nych oblastiach fyziky (kvantova mechanika,
fyzika materidlov, Statisticka fyzika,...), a v SirSom kontexte je pouzitelna aj na zlozitejsie
"analogové" systémy (biologické, ekonomicke, a pod.).

V prvej Casti prezentujeme zakladné metédy matematického opisu elektronickych signalov
(2. kapitola), s dorazom na fourierovsku reprezentaciu. Citatelovi neunikne ideova zhoda
s vlnovym formalizmom kvantovej mechaniky. V rovnakom duchu parametrizujeme sys-
témy (3. kapitola) interagujtuce so signalmi (pri takomto opise pritom vobec nemusi ist
o systémy elektronicke, ba ani fyzikdlne). 4. kapitola je venovana analyze najjednoduch-
gich linearnych elektronickych systémov. Stochastickym (ndhodnym) signdlom a metédam
opisu ich interakcie so systémami je venované 5. kapitola. Posledna 6. kapitola obsahuje
navody na analyzu vlastnosti (linedrnych) elektronickych obvodov. Niektoré témy si v
zédujme kontinuity hlavného textu presunuté do Dodatkov.

Vyskyt chyb ¢i nejasnych formulacii nie je vyluc¢eny, za ¢o sa itatelovi ospravedliujem.
Taktiez uvitam konstruktivnu kritiku a ndvrhy na vylepsenie textu.

Autor
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1. ZAKLADNE POJMY

1.1 SIGNAL

Signal je fyzikalny jav, ktory je z hladiska pozorovatela nositelom informdcie. V elektronike
mé signal spravidla podobu elektrického napétia alebo pridu (v Sir§om fyzikalnom kontexte
moze ist o [ubovolnu veli¢inu). Matematickou reprezentaciou signélu je funk¢éna zavislost
jednej veli¢iny (zdvislej premennej) od inej veli¢iny alebo viacerych veli¢in (nezdvislyjch
premennych).

Pre analdgovy signal nadobida zdvisld premennd hodnoty zo spojitého intervalu funké-
nych hodnét. Pre digitalny signal nadobuda zdvisld premenné len urcité diskrétne hod-
noty, resp. hodnoty z urc¢itych azkych (spojitych) intervalov, odpovedajuce prislugnym ¢i-
selnym kodom (spravidla 0 alebo 1 v binarnej stustave). (V dalsom texte budeme pracovat
vylu¢ne s analdgoviim signalom ako funkciou jednej nezavislej premennej - casu.)

Analogové signaly mozno dalej rozdelit na spojité - definované na spojitom intervale
nezavislej premennej (napr. v Tubovolnom ¢ase), a diskrétne - definované len pre ur-
¢ité diskrétne hodnoty nezavislej premennej (napr. pre urcité ¢asové okamihy to,t1, to, ...).
Diskrétnost analogového signalu vyplyva bud z charakreru samotného signalu (jav na-
stavajuci len pri istych hodnotach nezavislej premennej), alebo z charakteru merania -
hodnota zavislej premennej je vzorkovana (snimand) len pri istych hodnotach nezévislej
premennej (zvicSa diskrétne signaly vzniknuté vzorkovanim periodicky v ¢asovych okami-
hoch t =ty + kO, © - vzorkovacia peridda, k - celé &.).

x(1) x(1)

ft bttt

Signaly rozdelujeme aj z hladiska ich matematickej reprezenticie: Deterministickym
nazyvame signal, ktory je mozné reprezentovat analytickou funkciou na zdklade determi-
nistického modelu vzniku signalu (napr. ¢asovy priebeh harmonicky oscilujucej veli¢iny).
Opakom je nadhodny (stochasticky) signal, ktory je produktom néhodného procesu a
nemozno ho vyjadrit v konkrétnej matematickej forme.

1.2 SYSTEM

Elektronické sudiastky a obvody z nich tvorené predstavuju systém, ktory sa podiela na
tvorbe, spracovani a prenose signdlu.



Podla poctu svoriek systému hovorime o n-p6loch (n svoriek) alebo o n-branach (n dvo-
jic svoriek). Jednotlivé dvojice svoriek definujeme ako wstupné/vistupné. Vstupu (resp.
vstupom) a vystupu (resp. vystupom) systému pridruzujeme pojmy vstupny signal
x1(t),x2(t), ...z (t) a vystupny signal yi(t),ya(t),...ym(t), kde zx(t), yx(t) st signaly
na k-tom vstupe, resp. vystupe.

Podla charatkeru analégovijch signélov rozlisujeme

- spojity analégovy systém - vstupny aj vystupny signél spojité

- diskrétny analégovy systém - vstupny aj vystupny signal diskrétne

- hybridny analégovy systém - rézny charakter vstupriého a vystupného signélu

7 hladiska rozmerov analégového systému (d) v porovnani s vlnovymi dizkami signalov ()
rozlidujeme systémy so stistredenymi (d < \)alebo rozloZzenymi (d > \) paramet-
rami.

Pre analyzu elektrickych systémov so sustredengmi parametrami vyuzivame Kirchhoffove
zdkony. Pri matematickom opise zlozitejsich systémov vyuzivame moZznost rozdelit ich na
jednoduchsie podsystémy, ktoré reprezentujeme idealizovanymi prvkami (v elektrickych
systémoch napr. idealnymi R, L, C), ktorych charakter sa da vyjadrit v pripade spojitych
systémov diferencidlnymi rovnicami, a v pripade diskrétnych systémov diferencnymi rov-
nicamsi

dy _, y(b)=y(k-1) ey, M S )2y D by (k2)

T T

= [ydt = x(k) =2k - 1)+ S[y(k) + y(k — 1)]

e Linearita
Systém nazyvame linedrnym, ak vlastnosti vystupného signalu st urcené vstupnym signéa-
lom a operatorom linearneho systému 7'
y(t) = Tx(t)
Naopak, pre nelinedrny systém plati
y(t) = Tra(t) + Toa?(t) + ...
Najjednoduchsim pripadom linedrneho systému je idedlny lineadrny rezistor, ktorého ope-
ratorom, ak za vstupny signal budeme povazovat napéatie U(t) a za vystupny signal prud
Z(t), je jeho vodivost G
Z(t) = GU(t)
V pripade nelinearneho rezistora dostavame nelinearnu voltampérovu charakteristiku (VACH)
Z(t) = GiU(t) + G2U2(t)...
kde G1 = % predstavuje dynamick, resp. diferencialnu vodivost, ktora je rézna od

jeho statickej vodivosti %{ v danom bode VACH - pracovnom bode.

Linearita systému v sebe zahriiuje dve vlastnosti: homogenitu a princip superpozicie
Tlax(t)] = aTx(t) Tz (t) + zo(t)] = Ty (t) + Tao(t)

ktoré si pre nelinedrne systémy narusené.

Ak vstupny signal nelinearneho systému je x(t) = xg + A coswt,
vystupny signal obsahuje fourierovské spektrum vyssich harmonic- : A,
kych y(t) = f(xo+ Acoswt) = yo + Y req yr cos(kwt + o) .

[——

=

.:>
t

Systém nelinearny do 2. stupna (nelinearita je aproximovana polynémom 2. stupiia) pre
biharmonicky vstupny signal x(t) = xo + Acoswit + Bcoswet déava vystupny signal
obsahujuici frekvencie wi,ws, 2wy, 2we, w1 + wo, w1 — wa , pre nelinearitu do 3. stupna
vystupny signél obsahuje navyse frekvencie 3wq, 3ws,2wi + wa, 2we £ w1 -



Vo v8eobecnosti vystupny signél navyse obsahuje kombina¢né frekvencie
niwi + Nowo + ... + NpWi + ...
kde ng je kladné i zdaporné celé Cislo, a wy, su frekvencie obsiahnuté v spektre x(t).

V redlnych systémoch je ich linearita len idealizdciou, vhodnou len v obmedzenom rozsahu.

e Zotrvacnost
Ak systém obsahuje pamdatovy prvok (tj. prvok akumulujici energiu), okamzity vystupny
signal zavisi aj od histdrie systému

y(t) =Tz(t — 1)

e Aktivnost/pasivnost
Systém je aktivny, ak vystupny signal je energeticky "obohateny"
nalu. Opakom je pasivny systém.

oproti vstupnému sig-

e Stabilita
Systém je stabilny, ak vystupny signal nenarastd neobmedzene

ly(t)| < oo ak |z(t)| < oo

e Stacionarita
Systém je stacionarny, ak jeho vlastnosti nezévisia od ¢asu (T # T'(t) pre linearny sys-
tém).

e Kauzalita
Systém je kauzalny, ak aktualny vystupny signal systému nezavisi od budiceho vstupného
signalu
y(t) # Tt +7)
Kazdy realny systém je kauzalny (verime v kauzalny fyzikalny svet).
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2. MATEMATICKA
REPREZENTACIA
DETERMINISTICKEHO SIGNALU

2.1 ZAKLADNE SIGNALY

2.1.1 Zakladné operacie so signalmi

Zosilnenie pre spojity signal
pre diskrétny signal (z(k) = z(t = tg))
? ?
) W) |x(@)
_ X
t t t
Skalovanie x(t) — z(at) pre spojity signal (a - redlne ¢.)
signél
Odraz xz(t) - x(—t) resp. x(k) — x(—k)
Posun (t) — x(t - 7') pre spojity signal (7 - realne ¢. )
pre diskrétny signal (N - celé &.)
x(-t) | x(t) x(t) x(t—z) x(t) x( -7)
Séitanie a odéitanie ax1(t) £ bxa(t) pre spojity signal (a,b - realne ¢.)

(
axy (k) £bxo(k) pre diskrétny signal (len pre rovnaké k!)

2.1.2 Dolezité vlastnosti signalov

Parny a neparny signél x(—t) = tx(t) resp. x(—k)= Lx(k)

11



MO t
0 t

Plati identita w(t) = 20l | 2w

Lubovolny signdl je sictom pdrneho a nepdrneho signdlu.

Periodicita x(t+T)=z(t) pre vietky ¢
z(k+ N) = z(k) pre vietky k (N - celé ¢.)

2.1.3 Zakladné signaly

Exponencialny signal

Aeat
z(t) = Ae d2lt) — gp(t) ~ (t)
dt a<0 a>0

z(k) = Ae™® = A(e®®)k = ACFK

2(k +1) = ACH! = ACkC = Cu(k) 0 t
Ax(k) =x(k+1) —xz(k) = (C — Dx(k) = C'x(k) ~ z(k)

Dana hodnota je nasobenie predchadzajicej hodnoty konstantou (geometricky nérast).

Sinusoidalny signal x(t) = Asin %’Tt = Asinwt pre spojity signal

Po posune v case x(t) = Asin(wt 4+ ¢) = Asinwt cos ¢ + A coswt sin
Sucet sinusoidalnych signalov rovnakej frekvencie, Tubovolnych amplitid a faz je tiez si-
nusoidalnym signalom.

Pre diskrétny (vzorkovany) signal x(k) = Asin(wk® + ¢)

Aby sa aj po vzorkovani pévodného signalu zachoval jeho periodicky charakter, je vhodné
ak vzorkovacia perioda © splia podmienku m© = %”, m - celé ¢.

Identita Asin[k(w®) + ¢] = Asin[k(wO + 27l) + ¢] , | - celé ¢., viak vedie na nejedno-
znacnost pri rekonstrukcii spojitého signalu zo vzorkovania - neda sa rozligit, ¢i p6vodny
signal mal frekvenciu w alebo w £+ l%”.

Uvedeny jav sa nazyva aliasing. X

0

Obr.: Rovnaké vzorkované hodnoty x(t) pre
2r _1 -3 5
w6 — 1041

Kvo6li zamedzeniu aliasingu je potrebné, aby w© <«
(tj. vzorkovacia frekvencia je najmenej 2w).

Komplexny exponencialny signal z(t) = Aexp{xi(wt + )}
(k) = Aexp{£i(kwO + ¢)}
Realny (fyzikalny) signal x(k) = Re{Z(t)} = Acos[L(wt + ¢)]

KedZze cos je pdrna funkcia, vol'ba znamienka (4) nemé vplyv na realny signal, prejavi sa
v8ak vo forméalnom zapise v mnohych vzorcoch.

12



Pozn.

Vo fyzikdlnych textoch sa komplexnd harmonickd funkcia Casu obvykle zapisuje v tvare
exp{—iwt} ("konvencia F"), v elektrotechnickyjch textoch je to naopak exp{iwt}. ("Kon-
vencia E", vi¢sinou s j namiesto i.)

Vgetky odvodenia v tomto texte pouzivaji konvenciu E, pri délezitych, resp. ¢asto pouzi-
vanych vzorcoch je pridana aj konvencia F.

Jednotkovy skok (Heavisideova funkcia)

0, t<0 , _
u(t) = { 1 t>0 nedefinovana pre t = 0
0, k<0
u(k) = { 1, k>0
Jednotkovy impulz (Diracova funkcia)
o0, t#0 , -
5(t)—{ o, =0 > ot)dt =1
[0, k#0
w={1 17
il — 5(t) u(t) = [t 6(r)dr
u(k) — u(k — 1) = (k) u(k) = S 8(0)

Vyjadrenie signalu pomocou jednotkového skoku

z(k®) =z, k=0,1,2... (x(t) =0 pre t <0)

x(t) = xou(t) + (z1 — zo)u(t — ©) + (2 — x1)u(t — 20) + ...
= zou(t) + > jpeq (zr — T—1)u(t — kO)

0 —0: k© — 1, (a:k—xk_l)—)g—de

z(t) = zou(t) + [5° Lu(t — r)dr

i
i
! I
! i
L
0 1 2 3 4 ¢0

Vyjadrenie signalu pomocou jednotkového impulzu

z(t) = [0 z(T)o(t — 7)dr x(ko) = > 00 _x(k)d(ko — k)

Nn=—00

d-funkcia "vylapne" z z(7) hodnotu z(7 = t).

13



2.2 FOURIEROVSKA REPREZENTACIA SPOJITEHO SIG-
NALU

2.2.1 Vektorova reprezentacia signilov a energia signalov

Mnozina signélov x;(t) tvori linedrny priestor M, ak:

- Vi, x5 € M plati z; + x5 = x, € M (tato operacia je komutativna a asociativna)
- Vx; € M plati ax; € M

- 3d0 € M pre ktoré x; + O = x;, x; € M

V takomto priestore mozno definovat stistavu linedrne nezdvislych bazovych vektorov
ei (3o; aiei = O len ak vSetky a; = 0), a Tubovolny signal z(t) € M mozno vyjadrit v
tvare z(t) = Y, c;e;, kde ¢; st priemety signalu do smerov e;. Na pocet bazovych vektorov
pritom nie su kladené obmedzenia.

Analégom dizky vektora v euklidovskom priestore je norma signalu ||z||, pre ktora plati:
- [zl = 0, [lz]| = 0 len ak 2 = @ - llez]| = [of - ||

i+ a5l < lll + Nl = /P 2%t resp. /1% wardt

Norma signalu fyzikalne tizko stuvisi s energiou prendSanou signilom, preto mézme energiu
signalu definovat ako E=|z(®)|?

(Ide o zovseobecneni energiu, tj. jej fyzikdlnym rozmerom je kvadréat rozmeru signélu, nie
joule! Vynasobenim prislusnym rozmerovym koeficientom dostaneme energiu v jouloch.)
Samotny pojem energie signalu (v zmysle tejto definicie) méa zmysel len pre kvadraticky
integrovatelny signél (tj. ohranic¢end velkost signalu po ohrani¢ent dobu trvania).

Pre energiu sictu 2 signalov mozeme pisat

oo o0 o0
E = |z1+22? = / xidt +/ z3dt + 2/ T1Todt
—0o0 —0o0 —0o0

Prvé dva ¢leny reprezentuju energiu jednotlivijch signélov, a treti ¢len mé vyznam vza-
jomnej (interakénej) energie signalov (energia nie je aditivna veli¢ina).

V analogii s vektorovou identitou |@ + b|2 = |@|2 + |b|2 + 2|@ - b], kde |@ - b = |@||b] cos D je
skaldrny sicin vektorov a 9 je uhol medzi nimi, definujeme v priestore signalov skalarny
stéin signalov

o

o1, o] = /OO 21(D)za(t)dt  resp. / o () () de

—00 —00

fyzikalne vyjadrujici energetickil interakciu signélov.

Viastnd energia signalu x(t) je teda [z,2] = [°_ 2?dt resp. [°0 zx*dt

— 00

V euklidovskom priestore sa ortogondlnost 2 vektorov (¢ = 90°) d4a vyjadrit podmienkou
d-b =0, ortogonalnost signalov definujeme analogicky, [z1,z2] = [ 21(t)z2(t)dt =0

Ak bazové vektory e; spliiaji podmienky ortogonalnosti a normovanosti na intervale (1, to)
(kone¢nom alebo nekone¢nom)
1, i=j
0, i#7

1
to—11

t1 e;ejdt = hovorime o ortonormovanej béaze signalov.

2.2.2 ZovSeobecneny Fourierov rad

Lubovolny signél z(t) vyjadreny pomocou vybranej nekoneénej ortonormovanej bdzy ey (t)
(definovanej v ¢asovom intervale (t1,t2)) sa nazyva zovieobecnenym Fourierovym ra-
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dom (ZFR)

=3 cren(t
k=1

Koeficienty ¢ st dané podmienkou ortonormovanosti

1 /t2
repdt = c / exemdt = cy,
ta —t1 Jyy to — t1 Z " "

t1

a teda =1 1t1 [z, ex]

Dosadenim ZFR do E = [z, 7] dostédvame vyraz pre energiu signdlu ~ E = (t2 — t1) Yooy c3

2.2.3 Fourierov rad

Lubovolny periodicky signél s periodou T' = =T mozno vyjadrit v tvare Fourierovho radu
(FR)
ao o oo
x(t) = 5 + Z a cos kwt + Z by, sin kwt
k=1 k=1
=T / ) cos kwtdt =7 / ) sin kwtdt

FR je 8pecidlnym pripadom ZFR pre periodicky signal, pricom bazu ey (t) tvoria harmonické
funkcie cos kwt, sin kwt spliiujice podmienky ortonormovanosti

1 =
7 fTﬁQ cos kwt cos mwtdt , # fTﬁQ sin kwt sin mwtdt = { 0: Z ) 2
i T2 cos kwt sin mwtdt = 0
~T/2 =
Ak z(t) je pdrne, by =0 ak x(t +T/2) = x(t) - len pdrne harmonické
Ak z(t) je nepdrne, ap =0 ak z(t +T1/2) = —x(t) - len nepdrne harmonické
— 2
Stredny vijkon periodického signalu P=z 0 22(t)dt = ... = ao + 00, ek +b
za periodu arsevalova teoréma
i6d P l t
Pomocou identit cos kwt = M a sin kwt = W mozno FR vyjadrit v tvare
b + b -
YR, ak — Ok ikwt_i_zzozl Gk T Wk e—ikwt _ fc/o\_i_ Zzozlfc/k\eikwt_i_zl?;l ct e—ikwt
v # H%_/ v v ~~—~
Kedze sin(—kwt) = —sin(kwt) a ¢, = c_y, plati r(t) =32 gttt (E)
(x(t) je redlna funkcia, ¢ komplexné) =7 fTﬁQ e Rt dt
Zamenou ¢ a ci (koeficient ¢y, pri e~ #**?) dostaneme z(t) =32 et (F)

T/2 ikw
cn = [T, a(t)e et

Stredny vykon signalu je P=30 . lexl?

Pozn.: Existencia zdporngch frekvencii kw pre k < 0 nenarisa fyzikilny zinysel FR - ¢leny
s k a —k vystupuju v paroch a dohromady davaju redlne ¢islo.

15



3{x(n)}

Jednotlivé zlozky FR c¢,e?*t rotujii v komplexnej ro- & "0 0
vine s frekvenciami kw (lavotocivo pre k > 0 a pravo- c 3 -
tocivo pre k < 0). ¢ 01/,/*‘{\\ ¢
Vysledny signél (v kazdom okamihu vznikne zloZenim c N g; y
jednotlivych zloziek) sa teda meni v cdase, vzdy vsak ‘ le e )
lezi na redlnej osi. i c3

vt @ k<0

2.2.4 Fourierova transformacia

Lubovolny neperiodicky signal kone¢ného trvania mozno transformovat na periodicky jedno-
duchym nekonecnym opakovanim tohto signalu s periédou T - takyto signal potom mozno
vyjadrit pomocou FR.

Ak sa signél opakuje s periédou T — oo, odpoveda to nezmenenému pdévodnému signalu -
treba teda vyjadrit FR v limite T" — oco:

- koeficienty ¢ — 0

- odstup spektralnych zloziek Aw = kw — (k— 1w =w = 27” — 0, w sa teda stdva spojitou
premennou

- pre pomer z& = c¢(w) (€o je limita % - nenulové kone¢né ¢.) plati (v konvencii E)

c(w) = o [T aWe ™ty L [0 a(t)e

27 T—00 27 J—o00
- definujeme funkciu X (w) = 27c(w) = 5%32 z(t)e~tdt —_ =% 2(t)e~™tdt
- FR prejde na tvar z(t) =302 c(w)eik“’tAw - % POy X(w)eikWtAw

o(t) = 5= [0 X (w)etdw

T—00

Fyzikdlny vyznam veli¢iny X (w) je spektralna hustota amplitiudy signalu - spektralny
interval dw prispieva k amplitiade signalu dielom X (w)dw.

Transformécia z(t) <» X (w) sa nazyva Fourierovou transformaéaciou (FT) a je dana
vztahmi X (w) = F{z(t)}, z(t) = F HX(w)},

o8] . 1 0 .
X(w) = / s(t)etdt o) = — / X(w)e*'dw  (E)
o 21 J_x
o0 . 1 oo .
X(w) = / ()t dt o) = — / X(w)e ™dw  (F)
PN 21 J oo
M =00
Vysledny signal v kazdom okamihu vznikne zloZenim @ 7
rotujacich infinitezimdlnych zloziek). o, C‘,’\) X0
Di7ka intervalu Aw na krivkach je tmernd X (w). ‘ __(zl)z R . /o Rx@)
_a)3\

|

Pozn. 1
Koeficient 5= vo FT je vecou konvencie a stivisi s vyberom definicie funkcie X (w) (v nafom
pripade X (w) = 2mc(w)).

Pozn. 2
Spektrdlna analjza generovana obvyklym softvérom (v pristrojoch a pod.) neodpovedd ta-
kejto definicii F'T - spravidla sa realizuje tak, Ze redlny signdl sa rozdeli do malych ¢asovych
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usekov T', a kaZdy z nich sa pocita ako nekoneéne sa opakujica sekvencia (s periodou T')
- vysledkom takejto analyzy je potom fourierovské spektrum zdvislé od c¢asu (po krokoch
T). Pre experimentétora je to informdcia o vyvoji spektralneho zloZenia signéalu v ¢ase.

Rigorézna FT pracuje v limite T — oo (Co je experimentalne nerealizovatelné), a teda
fourierovské spektrum nezdvisi od casu.

2.2.5 Vldastnosti FT

Ak z(t) je pdrne X(w) =2 [5° x(t) coswtdt
Ak z(t) je nepdrne X(w) = —2i [5° x(t) sinwtdt

LubovolIna funkcia je suctom parnej a neparnej funkcie
X(w) = [ x(t)coswtdt —i [0 x(t)sinwtdt = [0 x(t)e ™“'dt

[e.e]

neparna imaginarna cast
parna realna cast

Fazové spektrum X (w) je ¢ = arctan{ } je vidy nepdrne

Amplitidové spektrum X (w) je
| X (w)| = v/(parna realna ¢ast)? + (neparna imaginarna Cast)?

a je vzdy pdrne.

X(-w) = —X(w) (X ()| = |X ()| X(-w) = X*(w)

az1(t) + bra(t) < aXy(w) + bXs(w) - FT je linedrna

z(at) < [%_ x(at)e™™tdt = L [ z(at)e eV d(at) = LXx(¥)

oo

z(t—7) e [Z ot —1)e tdt = e [C p(t — 1)e”wETd(t — 7) = X (w)e T
amplitida sa nemeni, faza sa postva o wt

z(t)e™0! &3 X (w — wp)

Do [ e = [e(t)em W e [X a(t)e Ml (a(t) TR 0)
pre integrovatelny signal
dfl:ﬁ” < (iw)" X (w) iw - operdtor dertvovania
[t x(t)dt L X(w) L _ operdtor integrovania

x1(t)wa(t) < [T x1(t)xo(t)e™dt = 20,z (1) {% 1o XQ(Q)eiQtdQ} o—iwt 1 —
= 2 @) {2 m eV an = & [T X)X - )ag

konvolicia
—_—
21 (8)22(t) 5= [°20 Xo () X1 (w — Q)dQ = 5 Xo(w) * X1 (w) = 5= X1(w) * Xo(w)
X1 (w)Xo(w) <> z1(t) * z2(t)

Siucin dvoch funkcit prechddza pri FT alebo spitnej F'T na konvoliciu, o naopak.
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Pozn.
Prechodom z konvencie E do F sa vo vSetkych uvedenych vyrazoch ¢ zmeni na —¢ a naopak.

2.2.6 FT dolezitych signalov

Pravouhly pulz x(t) = A pre t € (—7/2,7/2)

x(1) X (@)

. T/2 it g. T/2 - - A A7
X(w) = Af_T/Z e Wt = Af_T/z[cos wt — isinwt|dt = I——|

:2Af07/2coswtdt+0: %sin% :ATSiI%T% AV N ‘ </2/z wry

x(1) X (o) (o)

Exponencialny pulz z(t) = Ae *u(t), a > 0 & ‘% \90
X(w) = A [P e (eFltgy = = [e=(atiwlljoe — 4 Vo't ‘ w w
X(w) — |X(w)‘eig0(w) .290°)
| X (w)| = ﬁ ¢(w) = —arctan £
Gaussovsky pulz z(t) = Ae "’
X(w)=A %e““2/ 48 fourierovsky obraz gaussovského pulzu je gaussovsky pulz
d-funkcia x(t) = Ad(t)
X(w)=A[% e ™§(t)dt = A rovnomerne zastipené vsetky frekvencie

Cim kratsi je pulz, tym Sirsie je frekvenéné spektrum. Napr. pre pravouhly pulz je pod-
statné ¢ast energie signalu sustredena v intervale wr/2 < 7 (princip neurcitosti).

Neintegrovatelné signaly (podmienka integrovatelnosti [ |z (t)|dt < +o0) :

Konstantny signal
A= L% X (w)eduw a teda X(w) = 2mAd(w)

Sinusoidalny signal

ot = L %0 X (w)e™tdw a teda X (w) =278 (w — wp)
sin(wpt) = €20zt = X(w) = —im[6(w — wo) — 6(w + wp)]
cos(wot) = M > X(w) =7[0(w —wo) + d(w + wo)]

Lubovol'na periodicka funkcia
z(t) =32 cpe™0l (FR)  a teda X(w)=2m>72 o crd(w — kwo)
(spektrum je symetrické okolo 0)

Jednotkovy skok

T —at . 1 7. . i
u(t) =limg0e™ , >0 u(t) <> limg—0 ario = lma—o ﬁ — limg_sg #“JWQ
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Prvy ¢len je lorentzovskou reprezentaciou d-funkcie, jej vahu mozno vypoditat integrovanim

e agﬁ& =% 11((7//?)2 =mprew #0, ateda  limgo ;255 = (W)
Druhy ¢len limg_y ﬁ“"wg =L ateda X(w) = £+ mo(w)
Radioimpulz
x(t) = m(t) cos(wot + 1) m(t) <> M(w) - zndme
—— ——
suc¢in originalov <> konvolucia obrazov m(?) M(w) X ()
X(w) = 5 [25 M(w = Q) {8(2 = wo)e™® + 5(2 + wo)e ¥} d2 = >\ 0
= % {eiﬁM(w —wp) + e_mM(w + wo)} ! R
2.2.7 Energetické spektra signalov
Skalarny stcin 2 réznych signalov je
0 00 Lo iwt 1 oo > iwt
[ m(taat)dt = [% 01(0) o [  Xa(w)edw dt = 5 [, Xa(w) /700 21 (D)™ dt du
[ —
X(-w) = X*(w) (1) Xi(-w)
[21(2), 22(t)] = 5= [°5, X1 (w) X3 (w)dw Rayleighov vztah
skalarny stcin 2 signélov = % skalarny sti¢in ich spektralnych hustot

Pozn.: Sudin X;(w)X5(w) je vo vieobecnosti komplezny, integral so symetrickymi hrani-
cami integrovania ([“,) je tvoreny navzajom komplexne zdruzenymi dvojicami X1 (w) X3 (w)
a X1(—w)X5(—w) = X (w)Xo(w) = [X1(w) X5 (w)]*, pricom plati z 4+ z* = 2R{z}.

Pre energiu signalu plati Ey = [% [z(0)]dt = &= [%2, | X (w)]?dw
(pulz kone¢nej dlzky trvania) (skalarny sacin [z(t), z(t)])

| X (w)|?> = Wi(w) - spektralna hustota energie (energetické spektrum)

Celkova energia signdlu je dana suctom vkladov vSetkych frekvencii.
Energia v intervale Aw okolo w je AE; = 2Wj(w)Aw (5 [ Wi(w)dw = L [7° Wi (w)dw)
(fyzikalny zmysel maja len w > 0)

R{X1(w)X3(w)} = Wip S22 m()aa(t)dt = 5 [0, Wig(w)dw

Wi - spektralna hustota vzdjomnej energie (vzajomné energetické spektrum)

2.2.8 Korelacia signalov

Autokoreka¢na funkcia Ki(r) = 20, z(t)z(t — 7)dt

Pret =0je K1(0) = E4 pre 7 > 0je |K1(7)| < K1(0) = E; (ako skalarny stcin)

Autokorelatné funkcia je definovana ako konwvolicia signalu so sebou samym - je teda (in-
tegralnou) mierou suvisu - koreldcie - signalu v jednom ¢ase so sebou samym v lubovolnom
inom ¢ase. Pokial ma signal prisne deterministicky charakter a jeho hodnoty v réznych ¢a-
soch su jasne korelované, nenulové prispevky "pribudaji" do konvolu¢ného integralu po
celt dobu jeho trvania - hodnota autokotela¢nej funkcie je v takomto pripade mierou dizky
trvania signalu. (V pripade prisne stochastického signalu neexistuje ziaden suvis (koreldcia)
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medzi hodnotami signélu ani v dvoch tesne po sebe idtacich okamohoch. V tomto pripade
mé autokorelacnd funkcia podobu d-funkcie - hovorime o d-koreldcii.)

K1(71) je symetrickd okolo 7 = 0, s centradlnym maximom pri 7 = 0, |K1(7)| monoténne
klesa alebo tlmene osciluje, K1 (—7) = K1(7).

Kedze z(t —7) <+ X(w)e ™7 = X, (w), z Rayleighovho vztahu vyplyva
Ki(r) = % 200 X (w) X (w)dw = % > | X (w)|?e™T dw Ki(7) & | X (w)]? = Wi(w)

Wi (w) = [X(w)[* = [, Ki(r)e ™Tdr (FT)

Kedze autokorela¢ns funkcia deterministického signalu je mierou dlzky jeho trvania, jej
savis s jeho spektralnou skladbou prostrednictvom FT je prirodzeny. (V pripade d-korelacie
stochastického signalu teda oCakavame ploché spektrum.)

Vz4jomna korela¢na funkcia Kio(1) = [0, z1(t)@a(t — 7)dt = [0 1 (t+7)zo(t)dt
Kia(7) # Ki2(—7) Kiz(7) = Ka1(7)
Kio(1) = 52 [20 X1(w) X3, (W)dw = 5 [%, X1 (W) X3 (w)e™Tdw = 5 [ Wia(w)dw
Kio(1) ¢ Wig(w)

Vzorce poskytuji moznost najst Wi(w), Wiz(w) pomocou Ki(7), Ki2(7).

2.3 FOURIEROVSKA REPREZENTACIA DISKRETNEHO
SIGNALU

2.3.1 Fourierov rad

Signal periodicky s frekvenciou w, vzorkovany s frekvenciou ws, z(n + N) = z(n), kde
_ 1
e =N
{L‘(’rl) — }/C\/Zfol Ckeink(QTr/N) cp = % 7]2/;01 x(n)e—ink(Qﬂ/N)

Pocet harmonik je (na rozdiel od FR spojitej funkcie) konecng - limitovany vzorkovacou
frekvenciou.

2.3.2 Diskrétna Fourierovova transformacia

X(k) = S5y x(n)e” N z(n) = 5 Snzp X (k)TN

diskrétna Fourierova transformacia (DFT)

Vlastnosti DFT st analogické vlastnostiam FT spojitého signalu.
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2.4 LAPLACEOVA TRANSFORMACIA SIGNALU

2.4.1 Jednostranna LT

Nevyhodou FT (okrem relativnej zlozitosti) je, Ze nie je pouZitelna pre niektoré prakticky

uzito¢né signaly, ktorych integraly nekonverguji.

VloZenim ¢lena e~ (o redlne) do integralu FT moZno zabezpetit jeho konvergenciu
X(oyw) = [ z(t)e te Wldt = [ x(t)e stdt

[e.e]

s = 0 + iw - komplexna frekvencia

Vyber o zavisi od z(t), integral vSak konverguje len pre urcity interval o - tento problém sa
redukuje definovanim (tzv. jednostrannej) Laplaceovej transformacie (LT) z(t) +» X (s)

1 o+100

X(s) = /0 T a(t)etdt 2(t) = / X (s)etds

211 Jo—ico

Pre 0 = 0 LT prejde na FT.

Podmienka existencie LT: [ ]z(t)|e”7"dt < o0, (0 > 0) < |z(t)| < Me® pre vetky ¢.
Oblast konvergencie je teda o < o < oo (x(t) nesmie rast rychlejsie nez exponencialne).

Pozn.
LT je veImi "oblibena" v elektrotechnickych textoch, uvadzame ju teda len v konvencii E
(v konvencii F by sa zmena znamienka vztahovala len na iw, nie na o).

2.4.2 Vlastnosti LT

u(t —71)x(t —7) <> X(s)e T e x(t) + X(s+a)
z(at) > 1X(2) axi(t) + bxa(t) < aXi(s) + bXa(s)

a:l(t) * xg(t) — X1(S)X2(S)

T o IR s [P at)eTdt = sX(s) —2(0)  aka(0)=0: "G o sX(s)
d"%,?) < "X (s) —s"tz(0) — 572 dail(to) — d”;;'if(l()) d;:f;(co) = 0: %ﬁt) < s"X(s)
% <> s s - operdtor deriwovania

b a(r)dr < 1X(s)+1 f_ooo x(T)dr ak z(t) =0 pret < 0: fot z(T)dr +» 1X(s)
fot dr < % % - operdtor integrovania

LT transformuje diferencidlne rovnice na algebrické.

ta(t) & —L X (s) 2l [ X(0)do

2.4.3 LT niektorych dolezitych funkcii

1 —at 1
(S(t) ~1 u(t) < 3 e M Sta
ter & t" > M, n - celé kladné
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sinwt < 524—% c1 = —Cy = % a] = —ag = 1w
_5 — oy — L — o — 4
1692t et oy €L N coswt <> P cp=c2 =3 a] = —a9 = W
! 2 s—a1 ' s—az inhbt < o = =1 = —ag=b
S1n 5202 C1 C 3 aq a9
coshbt <« ﬁ c1=cy = % a1 =—as=>
eiat sin wt < m
_ _ ! . . .
e~ % coswt <> MZ)% e & (SJFZW n - celé nezaporné ¢.
_d s _s2—w? : _d_ w 2ws
tcoswt > — Te? = (24w tsinwt <> — - THo? = (24a?)?
sint oo do oo __
S e [5 555 = larctan o]3® = —arctan s

S vyuzitim vety o LT konvolicie:

1 at bt _ (t a(t—7) b1 g _ sat [t (b—a)T 3. _ e*t—ebt
gy retixe = Jye edr = e [je dr = &= ak a #b

(s—a)(
aka=b: e[ dr=te

1 sinwt  sinwt _ 1 [t s . _ 1 t —
o O R T = Josinw(t — 7)sinwrdr = 55 [ylcosw(t — 27) — coswT|dT =
. t .
_ 1 [sinw(t=27) __ sinwt _ tcoswt
= 5.2 {77% T coswt 0= 2 R w#0

Slovnik LT s najdolezitejsimi vyrazmi je v Dodatku A.

Pr.:
Riesenie dif. rovnice s po¢iatoénymi podmienkami
dy(t) | dy(t)
4 3y(t) = 2z(t
VD a1 3y(e) = 22(1)
Po¢. podmienky: y(0) = 1, dyd—(to) =0 Budenie: z(t) = 1 pre t > 0 (inak 0)
LT: [s2Y (s) — sy(0)] + 4[sY (s) — y(0)] + 3Y (s) = 2X (s) X(s) = % ,y(0)=1
4 2 24 4s+2
Y(s):25+ +—s __sTtds+ _
s24+4s4+3  s(s?+4s+3)  s(s+1)(s+3)
_2 . l-d42 0 9-d242 23 12 -1/6
5-1-3  —1(s+1)(-1+3) -3(-3+1)(s+3) s s+1 s+3
Z tabulky LT: Sia e 11 (u)
1,1 2 . 2
y(h) = ge™" = ce 43 Jim y(t) = 5
| —
prechodové rieSenie stacionarne rieSenie

2.4.4 Diskrétna LT

Pre spojity signél vzorkovang s periodou 7 a dlzkou vzorkovacich pulzov At(< 7)
z(t) = Y50 oo x(k)o(t — kT)At
X(s) = [ x(k)o(t — kT)Ate=sk7dt = At 32 o x(k)e sk diskrétna LT
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S pouZitim substiticie z = e™57

X(s) = At Y2 gz(k)z7F = AtX(2)

z(n —k) & 278X (2)

w(k) = 6(k) < X(2) =1

r(k)=uk) & X(z)=1+2"1 4272+ ..

= % (ak platf lim;, o 27" — 0)
w(k) =k X(2) = Zmp
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z - transformacia

zsinwTt

T 22-2zcoswT+1
o _ z(z—coswT)

t) = coskwr & X(2) = 2 g coeurtt



3. ODOZVA LINEARNEHO
SYSTEMU NA
DETERMINISTICKY SIGNAL

3.1 REPREZENTACIA SYSTEMU V CASOVEJ OBLASTI

Opisom systému v dasovej oblasti rozumieme (v ramci tohto kurzu) vySetrovanie éasového
priebehu vystupného signéalu zo systému y(t) ako odozvy na dany (v zdsade 'ubovolny)
vstupny signal z(t).

3.1.1 Pohybova rovnica systému

Lubovolny linedrny systém je vo vSeobecnosti reprezentovany dif. rovnicou charakterizu-
jacou jeho vyvoj v ¢ase - tzv. pohybovou rovnicou

d™y dnt d"z dm 1ty

Yy _
F R e R e T T

+...+box n > m pre redlny systém
Systém je teda jednoznacne charakterizovany koeficientami ay,br. Ak je systém staci-
ondrny a linedrny, ay, by st redlne konstanty. Vychodiskom tohto pristupu je teda znalost
tychto koeficientov. V elektronickej praxi bud vychadzame zo znamej schémy zapojenia,
pri¢om spravanie jednotlivych prvkov v schéme parametrizujeme prislusnymi diferencial-
nymi ¢lenmi, alebo pracujeme s tzv. ndhradnou schémou (ak skutoént schému nepozname
alebo ju nahradzujeme funkéne ekvivalentnou jednoduchsou schémou).

Po zavedeni formalneho operatora D = %

(D" + an 1 D" '+ ...+ ag)y = (b D™ + by 1 D™ 44 bg)x

_ (mem""bm—lDm71+---+b0)
1eP- Y = “(bnFa,_ D" T+..+ao)

X

Konkrétny tvar odozvy y(t) zavisi od chrakteru vstupného signalu x(t), resp. od pociatod-
nych podmienok.

Riesenie homogénnej rovnice, tj odozva systému na nulovy vstup (y # 0 pre z = 0) -
tzv. prechodové riesenie - reprezentuje zotrvaény charakter systému (schopnost systému
akumulovat energiu)

D"+ a, 1D" '+ .. +ay=0

Rieenie hladdme v tvare y = AeM (rieSenie homogénnej dif. rov. 1. radu separaciou
premennych: Dy + agy = 0 — f%dy = —ag [dt — logy = —agt — y = yoe 0,
Yo z poliatotnych podm.)

A()\”+an_1)\”’1+...+ao)e)‘t:0 , A#O , 6’“750 = )\”+an_1)\”_1+...—|—a0:0

charakteristickd rovnica
Agt

A1, A2, ...\, - korene char. rovnice, odpovedajice rieSenia Age
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A moZe vyjst redlne alebo komplezne zdruZeny pdr - vtedy realne (fyzikalne) rieSenie je
yp = ApeMt + Afetit

Vseobecné prechodové riedenie y = AjeMt + Ajet 4 . 4+ Apert | (treban po¢. podm.)

Pozn.:

Systém je stabilny, ak vlastné kmity zaniknu (prechodovy jav) - nutnou a postacujicou
podmienkou je zapornost realnych casti korefiov charakteristickej rovnice - korene nesmi
byt ¢isto imaginérne.

Inym ciastkovym rieSenim je stacionarne rieSenie - odozva na pretrvavajuci ustileny
vstupny signal po odozneni prechodovych javov v systéme (tj. po utlmeni prechodovych
rieSeni) - rieSenie nehomogénnej rovnice.

Pripad systému 1. radu:
(D + ap)y = box riesenie v tvare  y = A(t)eM = A(t)e0!
(ako homog. rov., ale A = A(t))

po dosadeni %e” =box(t) , A(t) = by fg e Max(r)dr

(Namiesto obvyklého neurcitého integralu na vypocet A(t) sme tu pouzili urcity integral
typu fg s premennou hornou hranicou t a lubovolne "rozumne” zvolenou dolnou hranicou
tak aby hodnota primitivnej funkcie v nej bola 0 - predpokladame "zapnutie" vstupného
signalu v ¢ase t = 0 - pociatotna podmienka).

Staciondrne riesenie y = boe [J e N x(1)dT = by [3 T2 (7)dr

Tento vyraz predstavuje konvoliciu funkcii x(t) a boe'.

Pripad systému n-tého radu:

- (mem + bm—lljmi1 + ...+ b0)$ . KH?;1<D — "71) .
Y (D" 4+ ap—1D™1 + ...+ ag) I (D= X\)
n
o ax Cox cnT _ &
“D-n D-xn Do, ;D—)\ix

kde n;, A; st korene polynémov v &itateli a menovateli - rozvoj na parcidlne zlomky plati
ak A; nie sa viacndsobné korene, ¢; sa dopocitaju podla vztahu

IT2 (N —m) Yy o~ K I (Ni—m)
: E‘ZD )

a teda

C; = K T n
TN = A) =D — N [Tj=1, (N = Aj)

Staciondrne riefenie ma potom tvar Y7, ¢y fo M (r)dr

Uplné riefenie y(t) = S0y Age™t + S0 e fo M a(r)dr

Pozn.:

Pri n-nasobnom koreni A su riesenia e, teM, ... t" e,

3.1.2 Impulzna charakteristika systému

Ak systém nevieme opisat prostrednictvom dif. rovnice (nepozname koeficienty ay,by),
alebo je takéto riesenie prili§ pracné), alternativou je vySetrovanie impulznej charakte-
ristiky systému h(t) - odozvy systému na jednotkovy impulz

x(t) = (t) y(t) = TH(t) = h(t) pre staciondrny systém h(t — ) = To(t — 1)
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V kombinécii so vzorkovacou vlastnostou d-funkcie z(t) = [ 2(7)d(t — 7)dr dostavame

y(t) = Tx(t) = [* 2(1)T6(t — )dr (T posobi na veliciny zavislé od ¢, nie ) a teda

y(t) = [°5, x(T)h(t — 7)dT = [ 2(t — T)h(7)dT - Duhamelov (konvoluény) integral

o0

Ak teda aplikujeme signal v tvare d-impulzu na vstupe systému v Case t = 0, ziskame
impulzna charakteristiku systému h(t). Ak pozname impulznu charakteristiku systému, jej
konvoluciou s lubovolngm vstupnym signalom vieme uréit staciondrnu odozvu systému na
tento signal. Pre redlny kauzdlny systém nesmie odozva predbiehat pri¢inu, a teda plati
h(t) = 0 pre vSetky ¢asy predchadzajice impulzu na vstupe systému, a teda

/OO x(T)h(t — T)dT = /too x(T)h(t — T)dT /

J =00 —00

o0

x(t — 7)h(r)dr = /Ooo x(t — 7)h(T)dr

Ak je vstupny signéal z(t) aplikovany na realny systém v ¢ase t = 0 (z(t) = 0 pre ¢t < 0),
potom

/oo x(T)h(t — T)dT = /t x(T)h(t — T)dr /OO x(t — 7)h(r)dr = /Ot x(t — 7)h(r)dr

—00 0 —00

Duhamelov integral je v podstate vzdjomnou korelacnou funkciou vstupného signalu z(t)
a systémovej impulznej odozvy h(t). Nenulové prispevky doii st ¢asovo obmedzené dlzkou
trvania impulznej odozvy systému, ktora je mierou zotrvacnosti systému. Vyraz h(t —7) v
Duhamelovom integrali je teda mierou toho, ako vstup v ¢ase minulom vodéi ¢ ovplyviiuje
vystup v Case t.

Vynimoénost é-impulzu ako "testovacieho" signélu si uvedomime ak uvazime, ze jeho spek-
tralne zloZenie je dokonale ploché (vSetky frekvencie si rovnomerne zastipené), a teda
odozva systému nan je odozvou "na vSetkych frekvenciach". Treba si tieZz uvedomit, ze zo-
trvacnost odozvy systému na vonkajsi podnet je z fyzikalneho hladiska désledkom a teda
aj bezprostrednou mierou doby akumulovania energie podnetu systémom. Kedze podla
Parsevalovej teorémy je energia signalu rozloZena v celom jeho frekvenénom spektre, je
prave d-impulz idedlnym testovacim signdlom akumulacnej schopnosti systému.

Odozva na jednotkovy impulz je tiez mierou stability systému:

|_|/ 2t — T)h(r)dr| §/O:O|:B(t—7)||h(7')|d7'§B/O:o|h(7')|d7' ak |z(t)| < B

(ohrani¢eny vstupny signél)
Vystupny signal je ohraniteny ak [0 |h(7)|dT < oo  (absolutna integrovatelnost h(t))

V nestabilnom systéme v dochédza v désledku spitnej vizby pri urcitych frekvencidch k
"neohrani¢enému" (rezonanénému) narastu vystupného signalu. Ked7ze fourierovské spek-
trum J-funkcie je dokonale ploché, aplikovanie d-impulzu na vstupe systému je testom
stability na vSetkych frekvenciéch.

Porovnanim konvolu¢neho integrilu so stacionarnym rieSenim systému n-tého radu z pred-
chadzajicej kapitoly dostavame

y(t) = fo z(T)h(t —T)dT =Y 1_; ck fo e (= T):E(T)dT odkial h(t) = S0, cpewt

Uplné rieSenie systému n-tého radu v ¢asovej oblasti mozno teda vyjadrif pomocou jeho
impulznej charakteristiky

y(t) =>7 Apetrt 4 fg x(t — 7)h(T)dr

Pre diskrétny system x(n) = Y 7o . xz(k)o(n — k) a konvoluény integral prechadza na
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konvoluéna sumu y(n) =>72_  z(k)h(n — k)

Podmienka stability diskrétneho systému je Y 72 |h(n)| < oo

Pr.:

Systém 1. radu.

7 rieSenia pohybovej rovnice % +aopy = bor vyplyva h(t) = bpe %t = boe /T (pre
t >0, inak 0, T > 0). Nech by = 1 a vstupny signél x(¢t) =t pre 0 < ¢ < 1, inak 0.

y(t) = 25 x(T)h(t — 7)dr

—(t=7)/T <t(t—7>0) 1
e T = T =~
Wt —7) = { 0 >t S /()
<r<
={7 0
ina i -
t
fttf re N/ Tqr — | = t/T fttf re™/Tdr = e~ t/T {T(T - l)eT/T} :
1
t<0: y(t) =0
0<t<1(t1=0,ta=t): yit) =Tt —1+et/T) ) | LeZ
t>1(t1 =0, ty=1): y(t) = Te tT
(pre 7 > 1 je nulové x(t))

3.1.3 Prechodova charakteristika systému

V praxi je mozné na vstup systému priviest kratky (ns) impulz, a snimant odozvu systému
povazovat za aproximéciu jeho impulznej charakteristiky h(t). Energetickd nedostato¢nost
redlneho impulzu v8ak takyto pristup komplikuje. Vyhodnejsie (a v praxi vyrazne blizsie
k idealizacii) je pouzitie iného "testovacieho" signalu - jednotkového skoku w(t). Odozva
systému na jednotkovy skok sa nazyva prechodovou charakteristikou systému g(t).

x(t) = u(t) y(t) = Tu(t) = g(t) pre staciondrny systém g(t — 1) = Tu(t —7)
pre kauzdlny systém  g(t) =0 pre t <0
> v du ~ ~
Kedze 6(t) =% . hlt) =Tgu(t) = GTu(t) = Fo(1 g(t) = Jo h(r)dr
y(t) = 2(0)g(t) + 5 dI(T g(t —7)dr - alternativny zapis Duhamelovho integralu
Pr.:
Systém 1. radu: % +apy = box , h(t) = boe %! y( 7

x(t) = u(t)
y(t) = g ult = T)h(r)dr = b [§e=7dr = 1 — /7]

2—2 - zosilnenie T = % - ¢asové kongtanta 2T 4T ¢
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3.2 REPREZENTACIA SYSTEMU VO FREKVENCNEJ OB-
LASTI

3.2.1 Prenosova charakteristika systému

Staciondrna odozva systému na sinusoiddlny vstupny signal vo frekvencnej oblasti sa na-
zyva frekvenénou, resp. prenosovou charakteristikou systému.
Nech y(t) =Tx(t) = Ax(t) , kde X je realne alebo komplexné &slo

A - vlastnd hodnota operatora T
x(t) - vlastnd funkcia operatora T

00 . =
Nech z(t) = e™? y(t) = [ h(T)etdr = / h(T)e_“’”dTe\’fj = Az(t)

A= [*_h(r)e™7dr = H(iw) - prenosova charakteristika

Prenosova charakteristika H(iw) je teda FT impulznej charakteristiky h(t)

h(t) ! / - H (iw)e™'dw H(iw) = / - h(t)e “tdt

27 J -0 —o0

KedZe impulzna charakteristika systému je ¢asovou odozvou na "vSetky frekvencie" (rov-
nomerne obsiahnuté v spektre d-impulzu), je prirodzené, ze H (iw) a h(t) sa fourierovsky
previazané.

Pre sinusoidélne (a jedine sinusoidéalne) signaly v komplexnej ¢asovej reprezentacii - x(t), y(t)

komplezné - mozeme pisat y(t) = H(iw)z(t) H(iw) = |H (iw)|e**«)
|H(iw)| - amplitidova prenosova charakteristika systému
o(w) - fazova prenosova charakteristika systému

Vystupny signél sleduje v Case vstupny, s rovnakou frekvenciou, amplitidou zmenenou o
faktor |H (iw)|, a s ¢asovym, a teda fazovym posunom ¢ = arctan %. Znameni to,
ze R{ H (iw)} urcuje zlozku vystupného signalu vo fdze so vstupnym signalom, a S{H (iw)}

zlozku vystupného signalu posunuti vo fdze o 7/2 voci vystupnému signalu.

Pozn.:

Vyrazy typu y(t) = H(iw)x(t) st "potencidlne nebezpefné", pretoZze miesaju Casové a
frekven¢né reprezentacie veli¢in. S teda nepripusiné pre vseobecné asové priebehy veli¢in,
a mozno ich pouzit len pre sinusoiddlne priebehy.

Pre lubovolny (neharmonicky) vstupny signal predstavuje H(iw) komplezni odozvu line-
arneho systému na prislusni harmonicki zloZku v spektre vstupného signalu - komplexny
charakter H (iw) znamend sucasnu informéciu o prenose amplitudy a o fazovom posuve
prislusnej harmonickej zlozky.

Z vlastnosti FT a konvolacie vyplyva:  y(t) = h(t) * x(t Y(w) = H(iw) X (w)

(konvolucia v ¢asovej oblasti < sucin vo frekvencénej oblasti, a naopak)

FT: z(t) > X(w) y(t) < Y (w) h(t) <> H (iw)
)

Podobne Y*(w) = H*(iw) X*(w) Y (w)]? = |H (iw)]?| X (w)|?

h(t) je redlna = H(iw) = H*(—iw) - podmienka fyzikdlne redlneho systému

= |H (iw)| musi byt pdrna a ¢(w) musi byt nepdrna funkcia w
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Interakciu Tubovolného signalu s Tubovolnym linedrnym systémom moéZeme teda skumat

pomocou h(t) alebo H(iw) - prechod z ¢asovej do frekven¢nej oblasti znamend transfor-

maciu % — iw (v konvencii E).

Predpokladajme stacionarny linedarny systém n-tého radu s harmonickym vstupnym sig-
3 —twt

nalom z(t) = Acoswt = A%. Z pohybovej rovnice systému dostavame

Y by D™ by D™ by N o

r  D'+a, D" 1+ .. +ap D — g

k=1
Vystupny signal y(t) je dany konvoltciou z(t) * h(t), pricom h(t) = 37 crevt

Pre 1. ¢len cos a 1. ¢len h(t) plati

ad [t (=) i AaA st [P Geex c1 A et — eMt
1) = 1 T) [l P 1 / (iw 1)7'd _
y1(t) <> /) e e T= e ; e T= o

Pre vietky ¢leny, po dozneni prechodovych javov (tj. utlmeni ¢lenov e*+t), plati

A& A . A 4
Y(t) 1m0 = 3 <,€Zl — C_k )\k> Wt 4 kompl. zdruz. = 5 H(iw)e”’t + EH*(iw)e*“"t

Prenosova charakteristika systému je teda

D —dw

z": by (iw)™ A b (iw) ™+ L+ bo
= w — )\k- (i)™ 4+ ap—1(iw)" 1 + ... + ag

a vystupny signdl mozeme zapisat v tvare

A|H (i , ,
Y(t)|t—so00 = | Q(M)‘ [e!Wte) 4 o= W0 — A|H (iw)| cos(wt + @)
Pr.:
Systém 1. radu
dy(t) : , bo K
— t) =bozr(t) < Y = b X H — -
at +oou(®) = boz(?) (W)(iw + ap) = bo X (w) ) = ot~ Tdiwr

T= ai - Casova konStanta |H(ia)| 0°

) 1 I/t 0]
K= Z—g - zosilnenie 1 /\/5 s
H(i - __ K
@ = Jer o0
p(iw) = arctan(—wT) 1/t 17 p(ia)
prew=1/7: |H|=K/V2 , p=-45° prew —o00: |[H| =0, p=-90°
Pr.:
Systém 2. radu

2 = w} — =1 — 5 —w? H(iw) = 0
at? s+ 'Ydt iy = Wi a0 oar () = 0 =07 Fizvw
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w=0:|H|=1,¢=0
w—oo:|Hl =0, ¢p— —180° [ H (iw)| =
w:wO:\H\:;’—g,go:—QOO

2yw
2
wy—w

( = —arctan 5

maz{|H(iw)|} : AL — o |H(iw)| 0
2 ‘7< @,
Winaz = Wy = woy/1 — 2 (%) 1 \7> % 00°

|H (iw)|maz = — 22— -180°
2y 1—2(l) 5 ;
“o 0, 1 o p(iw)

ak v > wp - systém je pretlmenyg - nenastiva rezonancia

Na kvalitativnu analyzu frekvenénych charakteristik systémov moZno pouzit metdédu Bo-
deho grafov, opisant v Dodatku B.

3.2.2 Kauzalnost systému a Kramersove-Kronigove vztahy

Impulzni odozvu systému h(t) (ako aj kazda int funkciu) vieme vyjadrit ako sucet parnej
a neparnej funkcie
1 1
h(t) = hp(t) + hn(t) hp(t) = S[h(=1) + h(?)] hn(t) = S [=h(=t) + h(t)]
Podmienkou kauzélnosti systému je h(t) = 0 pre t < 0 (predpokladame d-impulz na vstupe
vt =0), z ¢oho plynie hy(t) = —hy(t) pre t < 0. Kedze h,(—t) = hy(t) a hp(—t) = —hy(t),
musi platit hy,(t) = hy(t) pre t > 0. Teda

1, t>0
hy(t) = sign(t)hn (t) PR
(1) = sign(t)hp(0) S I

Tieto vztahy nazyvame Kramersovymi-Kronigovymi vztahmi (KKV) v casovej ob-
lasti, a su bezprostrednym doésledkom poziadavky kauzality. Znamej$ia je ich verzia vo
frekvencnej oblasti, ktord ziskame nasledovne.

Aby sme zdoraznili vieobecny charakter tychto tivah, nahradime vo zvysku tejto kapitoly
pojem prenosova charakteristika linearneho systému (ekvivalentnym) pojmom zov§eobec-
nena susceptibilita (pouzivanym v §irSom fyzikilnom kontexte)

., odozva(w) o) i (e
i) = S — () + X ()

(v E-konvencii). Plati pre fiu FT

(iw) = H(iw) = / h(t)e~tdt — / (hp(t) + hn(£))(cos i — i sinwt)dt
kde s vyuzitim skutonosti, ze [ (neparna f(t))dt =0

R{H (iw)} = X' (w) = /_O:O hy(t) cos wtdt oCividne parna f(w)

S{H(iw)} = X" (w) = —/ b (t) sin wtdt otividne neparna f(w)
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Rozsirenim integralu pre x’(w) o nulovy prispevok (nepdrny podintegralny ¢len) dostéavame
X (w) = [7, hp(t) coswtdt = [ hy(t)e~™!dt, ¢o je FT vztah. Plati teda aj spitnd FT
hp(t) = 5= [22, X (w)e™!dw, Eo s uvazenim parnosti y/(w) prejde na

1

hy(t) = By /_Oo X' (w) cos wtdw

Obdobnym sposobom dostaneme FT ix”(w) <> hy(t) a z toho

-1

hn(t) = o= [ X" (w) sin wtdw

Frekvenc¢nu verziu KKV dostaneme pomocou FT ich ¢asovej verzie (sucin < 5- konvoluc1a)

hy(t) = sign(Oha(t) X’(w)=1(2*zx( >)

2m \tw
. o 1 /2
hn(t) =sign(t)h,(t) << ix'(w) = o L X (W)
kde FT funkcie sign(t) sme urcili pomocou jednotkového skoku u(t)
sien(t) = 2u(t) — 1 2(1+5()> 2mi(w) = =
ign(t) = 2u(t) — — +7mo(w) | — 2m0(w) = —
& w w
Napokon
2 / 7
—oo W — w T Jo w?—w?
1 [e'e) / / 2 o0 / /
X//(W) _ _77)/ X (w )/dw’ _ _ﬂp/ %dw/
T oW —w T Jo w-w

Symbol P [ predstavuje integral (Cauchy) v zmysle vlastnej hodnoty (podintegralny vyraz
je formalne neintegrovatelny, integral je vSak kone¢ny). Pri pravych ¢astiach rovnic sme
vyuzili fakt, Ze integral [°°_ z nepéarnej funkcie je 0 a z parnej je 2 [;°. Stuhrnne tieto vztahy
mozno prepisat do tvaru

1 x(iw'

W —w

Hodnota realnej, resp. imaginarnej ¢asti x(iw) pre dané w je teda urc¢end imaginarnou, resp.
readlnou ¢astou x(iw) v celom spekire (vyraz ij, v8ak zabezpectuje podstatny prispevok k
integralu len z okolia daného w).

Pozn.:

V konvencii F menia KKV znamienko. Dokaz KKV moZno tiez realizovat pomocou Cau-
chyho vety o reziduach, pri¢om sa predpokladd, Ze pre w — oo klesa x(iw) rychlejsie nez
% (redlny systém "nestiha' reagovat na rychle podnety), a ze x(iw) je analyticka vsade v
dolnej (v konvencii E), resp. hornej (v konvencii F) komplexnej polrovine w’.

Délezitou je otazka fyzikdlneho vyznamu redlnej a imaginirnej Casti zovSeobecnenej sus-
ceptibility (prenosovej charakteristiky). Analyzujeme ju na priklade systému 1. radu

bo/ag

2+ agy(t) = box(t) H{(iw) = 1+ iw/ag

Predpokladajme, ze stcin pri¢iny a odozvy (vstupného a vystupného signéalu) x(t)y(t) ma
rozmer energie. Prikladom moéze byt skiimanie nabijania kondenzatora zo zdroja napdtia,
x(t) = napétie u(t), y(t) = naboj ¢(t). Prechodom do frekven¢nej oblasti skimame pomery
harmonickych zloziek U(w), Q(w), pri¢om

C — iwRC?

q(t)lw = x(iw)u(t)]w Q(w) = x(iw)U (w) (@) = T Ro)?



Zovseobecnend susceptibilita y(w) méa v tomto pripade rozmer kapacity. x’(w) déva do po-
meru k pri¢ine zlozku odozvy vo fdze s pri¢inou - v naSom priklade harmonické nabijanie
q(t) k harmonickému napétiu u(t). Je mierou energie akumulovanej v systéme - kondenzé-
tore (prace dodanej zdrojom, ¢(t) - u(t)). Naopak, x”(w) je pomerom harmonickych zloziek
posunutych vo fize o w/2 - teda harmonického pradu i(t) = dzl—(tt) a napitia, a je teda
mierou strdt energie v systéme (vykonu na odpore, u(t) - i(t)).

Predpokladajme teraz, Ze sti¢in vstupného a vystupného signilu mé rozmer vikonu. Prikla-
dom moze byt skimanie rychlosti v(t) telesa (m) vo viskéznom (n) prostredi pod vplyvom
budiacej sily f(t)

du(t)
LT

Fm =) i) = S

Zovseobecnend susceptibilita mé& v tomto pripade rozmer 1/n, pricom x'(w) je mierou
viskoznych strdt (v(t) - f(t)), a X" (w) reprezentuje energiu akumulovani v pohybe.

Jeden zo sposobov, ako rychlo uréit, ktora zo zloziek x(w) reprezentuje akumulédciu, resp.
dissipaciu, je "vypnut" straty (R,n — 0) - stratova zlozka x(w) zanikne.

Osobitny fyzikalny vyznam priradujeme tzv. statickej susceptibilite x(0) = x/(w — 0).
7 KKV v limite w — 0 vyplyva

—2 X" (iw’
XI(O) — 77)/0 X (/ )d(/.)/ X//(O) — 0

w

V uvedenych prikladoch x(0) = C, resp. 1/n, a teda Q(0) = CU(0), resp. V(0) = F(0)/n,
¢o opat vypoveda o akumula¢nom, resp. dissipa¢nom charaktere x(iw).

Délezitou zovSeobecnenou susceptibilitou vo fyzike materidlov je napr. dielektricka funkcia
- Dodatok C.

3.2.3 Prenosova charakteristika v laplaceovskej reprezentacii

Ak namiesto fourierovskej reprezenticie signdlu a systému pouZzijeme laplaceovski, hovo-
rime o tzv. operatorovej metode.

Predpokladajme systém n-tého radu bez pociatocnej akumulovanej energie, teda

z(t)=0pret <0 y(0) = d%—(to) =..= d’;;g(lo) =0

Derivacie v dif. rovnici systému

Ty ()

d™x(t) d™1x(t)
e T g b

dgm T ggme

+ ... +apy(t) = by,

—+ ...+ bol‘(t)

Gn

nahradime operatorom s (komplexnou frekvenciou) d];f,gt) = s X (s), d];%t) = s*Y (s)

(ans™ + an_15"" 1+ ...+ a0)Y(5) = (8™ + by18™ 1 + ... + o) X (s)

Vyhodou operatorovej metddy je prechod od dif. rovnic k algebrickym a relativna jedno-
duchost uréenia ¢asovej odozvy systému.

Pr.:
Systém 1. radu
dy(t)

TT +y(t)=Kz(t) — TsY(s)+Y(s)=KX(s) ,
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Prechodové odozva
ot =ult) > X() =1 L V) = il =K (L= 14 ) w0 =K (1= ) utt

S

Odozva na pravouhly impulz dizky 7
x(t) =Apre0<t <7, inde 0
X(s) = A _ Ag-st superpozicia vzostupného a posunutého zostupného jedn. skoku

K K A A
= X = —SsT
1+sT () < >

:KA(l—e—t/T) 0<t<rT
:—KA(l—eT/T)e_t/T,t>T

Pr.
Systém 2. radu
dPy(t) dy(t) | 5 2 Y (s) wg
2y —= t) = t =

Prechodova odozva

1 2
X(S) = — Y(S) = WO korene Sg = 0 a 81,2 = —v + \/m

s s(s2 + 2vs + wd)
-ak v > wp : 51, 82 s 2 rézne redlne korene, pricom s182 = w3 - pretlmeny systém
_ 2 1 1 1 _ t t
Y(s) = Wo [81828 + s1(s1—s2)(s—s1) + 52(52—51)(3—52)} - y(t) - [1 + 318_232 et + 328_181 e’? } u(t)
-ak vy =wp : 51,2 = —wp je dvojity redlny koren - kritické tlmenie
2
Y($) = sty = 5~ wrm — Grdor Y0 = [L— e — wotem 0 u(f)

(X(s +a) — e x(t), S% =, i te_"JOt)

1
(st+wo

- ak v < wp : 2 komplezne zdruZené korene - podtlmeny systéem Y
Y(S):l_ﬂzl_ sty oy Wy
s St2yste? 5 (A)PHeZ | Wy (s7)PF?

y(t) = {1 —e {cos wat + Jf, sinwvt” u(t) Wy = y/wd — 72

Impulzna odozva
z(t) =90(t) — X(s)=1 W(?)

Y(S) _ wg _ wg _ UJ(Q) Wy

T s242ys+w? T (sH7)2Hw? T wy (s+7)%Hw?

2
y(t) = {:}—36_775 sinwvt} u(t)
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3.2.4 Prenosova funkcia v komplexnej rovine

. . . Y (s) _ (bms™Fbpm_18™ 4. +bo)
Prenosova funkcia systému  K(s) = X6) = Gestan 5T —Fao)
nosti systému (pre fyzikalne "rozumné" systémy n > m, korene polynémov sit bud redine
alebo komplezne zdruzené pdry - dosledok realnosti koeficientov dif. rovnice systému).

zévisi len od vlast-

Polynémy vo vyraze K(s) mozno vyjadrif v tvare K(s) = Ky ((Z_;ll))((i ;22)) ((Z_;:L)) kde
korene ¢itatela zx st nulovymi bodmi, a korene menovatela pgr si pélmi prenosovej
funkcie v komplexnej rovine. zp,pr st redlne alebo komplexne zdruZené pary, mézu byt

jednotlivé alebo viacnasobné.

Predpokladajme, ze poély nie st viacnasobné. Prenosova funkcia sa d4 rozlozit na parcialne

zlomky K(s) = SK;I + SK;Q +ot g K” ajej LT je k(t) = KieP''+ KqeP?' + ...+ KpePrt.

Ak poly lezia na redlnej osi, p = o - redlne ¢., prisluiny mod je Ke’t (t > 0), a je to
neohranicene rastica odozva pre o > 0, jednotkovd odozva pre o = 0, a tlmend odozva pre
o < 0.

Ak poly sa komplexné, existuju v zdruéeny’ch pdroch (symetricky okolo realnej osi), pri-
slusny mod je  KePt + K*eP't = |K|eeldt@)t | K |e~el0=i)t = 9| K| cos(wt + ).
Podl'a hodnoty o je to sinusoidalna odozva s amplitidou neohranicene rasticou, konstant-
nou alebo tlmenou.

0]
Poly o < 0 znamenaju stabilny systém. x  x x x

Poly o > 0 znamenaju nestabilny systém.

Poély o = 0 znamenaju hranicni stabilitu.
Casova konStanta klesa s rastticou vzdialenostou od imagi-
narnej osi o = 0.

Ked7ze |K(s)| = K“; ;1”; ;31 ||‘Z ;m‘ |s — zx| je vzdialenost dané¢ho bodu v komplexne;j

rovine (komplexnej frekvencie s) od nulového bodu (pre poly detto), amplituda prenosu
pre danu frekvenciu w zavisi od vzdialenosti s = iw od zg, p.

Fazovy posun je

¢ = arctan 2L 4 arctan 2=222 4 ... + arctan L—%m — arctan - Yo - arctan - Y Vpn
LTz T—Tzy T=Tzm Tpy n

pricom x =0, y = w pre s = iw.

Pr.
Systém 1. radu

_ 1 _ 1 . .
K(s)= 1057 = TerD) (treba aby koeficient pri s bol 1)
Pol s = —7 - velkost odozvy ~ (vzdialenost s = iw od polu) !
L == CU2 + T2

V I
¢ = —pp1 = —arctanwT’ ki)

S=iw !
K ()| = +1 = o y
TL ™ Vitw?T? A

Nérast w - narast L - pokles |K(s)| aj narast |p| -ur 0 g ur w
Pr.

Systém 2. radu

2
K(S):M}yi(;_’_wg Pélysz_’yi1/72_wg
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K ()] = 15 )
- Ak v > wp

S rastom w rastt L1, Lz aj ©p1, @p2.

|K (s)| klesd a || rastie (¢ < 0).

- Ak v <wp:
S rastom w La, ¢p1, pp2 monotonne rastt, Ly najprv
klesa, potom rastie.

|K(s)| md mazimum, || monotdnne rastie (prudko v
okoli wp).

Ak nejaky pol prenosovej funkcie systému mé zdporni realnu ast ovela vacsiu (viac nez
10-nasobne) nez ostatné poly, mozno ho "zanedbat" - v prechodovej odozve vypadne (rychle
tlmenie) ale v staciondrnej odozve sa uplatni redukovanim zosilnenia.

Napr.  K(s) = WIM s1=0, S3 = —2, s3 = —30 K(s) — sl(i/fg)

3.2.5 Niektoré zloZené systémy. Stabilita

Najjednoduchsgimi zlozenymi systémami st sériové (kaskada) a paralelné zapojenie jedno-
duchych systémov. Pre ich prenosové charakteristiky plati

K(s) = K1(s)K3(s) K(s) = Ki(s) + Ka(s)

Prenosy v decibeloch sa pri kaskade sc¢itavaju.

Délezitym zloZenym systémom je systém so spdtnou
vizbou (SV) - signél z vystupu systému je privedeny
na jeho vstup pomocou spdtnovizbovej vetvy s prenoso-
vou charakteristikou G(s). Na vstupe dostavame X(s)+
G(s)Y (s). Znamienko + odpoveda kladnej, resp. zdpor-
nej SV. Vysledny vystupny signédl je potom Y (s) =
K($)[X(s) + G(s)Y (5)]

Prenosova charakteristika ma tvar (Blackov vztah)

Y(s) _ K(s)
X(s) 1FK(s)G(s)

Je zrejmé, ze kladna SV (znamienko - v menovateli) je zdrojom nestability systému - pre
K (s)G(s) — 1 prenos neobmedzene rastie. Zaporna SV naopak stabilizuje systém. Kedze
viak je spiatnovizbovy prenos G(s) frekvencne zavisly (a teda aj fazovy prosuv zavisi od
frekvencie), moze sa napr. zapornd SV pre nizke frekvencie stat kladnou SV pre vysoké
frekvencie (fazovy posuv = 180°).

Pozn.: Pri odvodeni Blackovho vztahu sa predpokladé idedine prenosové systémy (K (s), G(s)
nezavisia od zataze - nekone¢ny vstupny a nulovy vystupny odpor). Pre realne systémy je
Blackov vztah len prvym priblizenim.

Na Blackovom vztahu je zalozené Nyquistovo kritérium stability systému so SV (Do-
datok F).
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4. LINEARNE ELEK-
TRONICKE PRVKY A OBVODY

4.1 LINEARNE PASIVNE PRVKY

4.1.1 Rezistor / odpor

Zavedenim pojmu driftovej rijchlosti nosi¢ov naboja (elektronov) vy ako spriemerovanes
(cez Cas aj subor nosicov) usmernenej rychlosti rozptylujucich sa nosi¢ov prechadza ich
pohybovéa rovnica na tvar
dv v, -
m— — m-—2 = —¢k&
dt T

kde 7 je charakteristicky relaxa¢ny ¢as elektronovej hybnosti (resp. stredna zrazkova peri-
6da). Odtial pre hustotu pridu elektronov s koncentraciou n plati

ne27'

j=—nevg= E=0cF

m

¢o je diferencidlny tvar Ohmovho zékona s mernou vodivostou

9=

Pre prud a napitie na tseku dizky [ valcového vodi¢a o priereze S a mernom odpore p =
plati

7= /j ds = jS v homogénnom vodici

= o l
L{:/E~dl:pjdlzl(ps> =ZIR
¢o je Ohmov zakon v integralnom tvare pre odpor R = pé .

Zdroj napétia kond na odpore pracu premiestiiovanim (kladného) naboja dW = Udg =
ULdt, a jeho vykon je

u2
= UT = — = RT?
P R

Této praca sa premieiia na teplo s objemovou hustotou (jeho premeny za ¢as)

N
SIP_EAIA o E ]

P=av =" av =
—~

7 uvedeného tiez vyplyva, Ze:
- pri sériovom spojeni dvoch (rovnakych) odporov R nimi preteka ten isty prid Z, a teda
na kazdom z nich je napitie U, vysledny vykon pridu je teda

P, =2-UL = 2I°R = I°R, vysledny odpor je R, = 2R
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- pri paralelnom spojeni dvoch (rovnakych) odporov R je na oboch to isté napditie a prud
7 sa deli medzi ne, vysledny vykon je

7 7\? R R
P, =2 -UE =2R <2> = 125 vysledny odpor je R, = Bl

Na zamyslenie: Interpretacia Poyntingovho vektora na povrchu rezistora pretekaného pru-
dom.

4.1.2 Kondenzator / kapacita

Elektrické pole medzi doskami kondenzatora o ploche S vzdialenymi od seba [ pri ndboji
q je |E| = % (e - permitivita prostredia medzi doskami), a napdtie medzi doskami je

€
oo - [ q
u / di = |E| q<es) C

Kapacita doskového kondenzatora je teda C = % .

Préca potrebna na jeho nabitie o dq, resp. ¢, je

L Lo
dW:/F-dl:dq/E-dl:—qdq
eS

q2

! 1
= — d = — = — 2
W ss/q 1=56 =M

a je rovna energii naakumulovanej v kondenzatore (v elektrostatickom poli medzi doskami)
s objemovou hustotou

W CU? e(E)?

TV o281 2

(predpokladéame izotropné dielektrikum s permitivitou ¢).

Z uvedeného tiez vyplyva, Ze:
- pri paralelnom zapojeni dvoch (rovnakych) kapacit je na oboch to isté napétie, a teda
celkova akumulované energia je

1

5 (20) U? vysledna kapacita je C, = 2C

ro=2 (L) -

- pri sériovom zapojeni dvoch (rovnakych) kapacit je na kazdej z nich napétie U, vysledné
napitie je U, = 2U, a celkova akumulovana energia je

1 1/C C
E,=2 (CUQ) = - () u? vysledna kapacita je C, = —
2 2\ 2 2
Vztah medzi pridom a napitim na kondenzatore je

_dq_

1
1= =C— =_|T
dt Cdt u C/ t

Na zamyslenie: Interpretidcia Poyntingovho vektora v kondenzétore pocas nabijania.
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4.1.3 Cievka / induké&nost

Dynamicka definicia (vlastnej) induké¢nosti prostrednictvom samoindukovaného napétia

dz dd
,=—L—=—— b=LT

u dt dt

Magnetické pole v dlhom solenoide je
.o . N
7{B -dl = Bl = uygNZ (N - pocet obopnutych zavitov) B = MOTI

Magneticky tok N zavitmi solenoidu na dlzke [ je

s - N2 N2

Vykon zdroja napijajiceho cievku je

dT  d /1
=UT=-UT=LT— =—(=-LT?
Pz 1%~ (1)

a energia akumulovana v cievke pri prude 7 je
1

E| = -LT*
L7 2

s objemovou hustotou (t.j. hustotou energie magnetického pola)

L Iz B
2V 281 2up

w =

Skladanie indukc¢nosti je identické ako pri odporoch.
(rovnaké argumenty: P = RI?, By = £1?)

4.1.4 Transformator / vzajomna induk&nost

Transformator je sustava 2 indukénosti (cievok), medzi ktorymi existuje magnetickd vizba
- magneticky tok generovany pridom v jednej indukénosti ¢iasto¢ne alebo tplne prenika
druhou indukénostou. Miera magnetickej vizby je vyjadrena vzajomnou indukénostou

M =kv/LiLs 0<k<1

M > 0 ak magnetické toky oboch cievok maju rovnaky smer (rovnako vinuté cievky)
M < 0 ak magnetické toky oboch cievok maju navzdjom opacny smer (opafne vinuté
cievky)

M>0 M <0
Ll%l l%Lz L;% %.Lz Ll%lT%lQ LI% %.Lz
M >0 M <0
Pre sériovo viazané cievky plati Ly,=L1+ Lo x2M
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Nech Ly = Ly = L, potom L, = 2L(1 + k)
Ak k =0 - cievky nie st vo vizbe - L, = 2L
Ak k =1 - dokonal4 vézba: pre T L, = 4L
pre Tl L, =0
(posledny pripad odpoveda tzv. bifildrnym cievkam)

Pre paralelne viazané cievky plati

L1Ly — M?

Ly= ——2 —
U L+ Ly +2M

(% pri nerovnakej/rovnakej orientacii vinutia Zy)

Nech Ly = Ly = L, potom M = ky/I1Ly = kL a L, = ... = 514
Ak k =0 - cievky nie s vo viizbe - L, = £
Ak k = 1 - dokonala vizba: pre M L, = hmk;l L,
1-1
preT\LLv:mjz()

(8ipky symbolizujt smer vinutia cievok na obr.)

Ak st cievky v idedlnej magnetickej viizbe (idedlny transformator - da sa skonstruovat napr.
spolo¢nym feromagnetickym jadrom), potom oboma cievkami preteké ten isty magneticky
tok ®. Pri vstupnom napéti U;(¢) na primarnej cievke s ny zévitmi pre magneticky tok

plati

dd
Z/{l (t) = —nNi %

a na svorkach sekundarnej cievky s ng zavitmi sa v désledku casovej zmeny tohto magne-
tického toku indukuje napétie

Us(t) = —ng—— = nTu (t) = plh(t)

Prady v primarnom i sekundarnom obvode st vo fize s magnetickym tukom vo vinutiach
transformatora, ktory je zasa fazovo posunuty o 7/2 vo¢i napétiam, napétia U (t), Us(t)
si teda navzajom vo faze alebo posunuté o 7, podla vzajomného smeru vinutia.

Pri zanedbani strat sa cely vykon z primarneho obvodu transformuje do sekundarneho
obvodu

Us ()T (t) = Ua(t)T2(2)

a teda prud sa transformuje v opa¢nom pomere napati Io(t) = %Il (t)

Pri harmonickom budeni (ideélneho) transformétora s nezataZengm sekundarnym obvo-
dom (napréazdno, Zy = 0) pre transforméaciu napéti plati

d; . dz, .
=L— =wlLT =M— =iwMT
U 7 wl1y Us 7 W 1

% Mﬁ\/Lngi @7@7 (k*l)
Lll_Ll_ L1 o Ll_nl_p -

V realnom zapojeni so zatazenym sekundarnym obvodom (podla 2. Kirchhoffovho zakona)
plati
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U = (R1 + ile)Il + iwMTy
0= inZl + (RQ + ing)IQ

Riegenim tejto ststavy rovnic dostavame vstupna zataz "z pohladu" zdroja signalu

Zyst = % =Ry + 7&2’_&0?52 =R+ Rz% =Ry + % (R < wLy)
Zataz sekundarneho obvodu transforméatora Ry sa teda transformuje do jeho wstupného
odporu v pomere 1/p%. T4to vlastnost sa vyuziva pri vikonovom prisposobovani systémov.

4.1.5 Redalne pasivne dvojpdly

Jednoparametrové pasivne dvojpoly sii idealizaciou. Redlne rezistory, kondenzétory a cievky
disponuji, vo vid¢sej ¢i mengej miere, vietkymi tromi parametrami R, C, L.

Realny rezistor, ako vodi¢, ma svoju (parazitni) kapacitu (schopnost elektricky sa nabit
vo¢i nulovému potencialu), a prad nim pretekajici je zdrojom magnetického pola (mala
sériova indukénost).

KaZzdy realny kondenzator ma (maly) zvodovy prud, a ktory modelujeme paralelnym od-
porom. Vodivostny prid privodnymi vodi¢mi aj posuvny priad v objeme (dielektriku) kon-
denzatora st rovnocennymi zdrojmi magnetického pola.

Realna cievka je vinuté z vodi¢a, ma teda nezanedbatelny odpor (v sérii s indukénostou),
a rovnako mé parazitni kapacitu.

Linearita vy$sie opisanych prvkov ma takisto svoje (vicsie ¢i mengie) obmedzenia. Realny
rezistor sa napr. prechodom pridu zahrieva jouleovskym teplom, ¢im sa meni jeho odpor,
teda R = R(Z). Induké¢nost cievky s magnetickym jadrom je zas linedrna len v oblasti
linearity magnetizac¢nej krivky jadra.

4.2 PRECHODOVE JAVY V R-C-L OBVODOCH
- PRECHODOVA CHARAKTERISTIKA

Funkciu pasivnych prvkov R,C,L v elektronickych obvodoch mozno dobre pochopit zo
gtudia prechodovijch javov v tych to obvodoch: Vo vSetkych nizsie uvedenych pripadoch
mozeme prislusny systém (obvod) vnimat ako dvojbranu (8tvorpol), kde vstupnou branou
je dvojica poélov, na ktoré privaidzame napitovy skok Up, a vystupni branu definuje vybrané
"vystupné" napétie (napr. Uc), ktoré sucasne predstavuje (po znormovani na Up) odozvu
systému na jednotkovy skok - prechodovi charakteristiku systému v ¢asovej oblasti g(t).

4.2.1 RC obvod

R Po rozopnuti spinaca sa kondenzator nabija pradom 7
Uty 7€ 1 T 1
= =TIR+— [ Zdt —4—TI=
Uy = Urp+Uc R+C / — 7 +RC 0
1 1 1
ansatz T = lpe™ : a—l—ﬁ =0 a=-p5="= I(t) = Tye V™
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U
Iy z po¢. podm. pret =0: Uc =0 Ur = Ih)R =T Z(t) = Eoe_t/T

Ur(t) = RI(t) = Upe /™ Uc(t) = Uy — Ur(t) = Up(1 — e7/7)

Zanikom nabijacieho pradu sa napétie na kondenzatore ustdli.

Ak by R — 0, Iy — oo, 7 — 0 - kondenzator by sa nabil "nekone¢ne velkym priidom
nekone¢ne rychlo” = R limituje prad (urcuje dobu nabijania).

Pri nabijani kondenzatora C' cez odpor R zdroj (napétia Uy) postupne odovzdéava do zataze

energiu

t dUp
dt’

t Uc (t)
E(t) = / UoZ(t")dt' = CUy dt' = CUO/ dUc = CUUc(t) = CUG (1 — e*t/f)
0 0 0
a thrnnd energia odobrana zdroju (pocas celého nabijania) je
E(o0) = Uo/ I(t)dt = ... = CU2
0
Cast tejto energie sa na odpore R premiena na teplo
¢ t 2
Eg(t) = / Ur(tZ(t)dt' = R/ 2(t)dt' = i (1 - e*Qt/T)
0 0 2
pricom whrnnd energia premenend na teplo je

_Cug
2

FEr(c0) = R/ T2(t)dt = ...
0
a zvySné Cast sa postupne akumuluje v kondenzatore
t Uc (t) CU? 2
Eo(t) = / Ue(Z(H)dt = C / Uodle = =50 (1 17)
0 0

pricom whrnnd akumulovand energia je

Lt

2

(v kazdom okamihu plati E(t) = Egr(t) + Ec(t))

Ec(oo)

Pri nabfjani kondenzatora sa teda polovica celkovej dodanej energie premeni na teplo na
odpore!

Po zopnuti spina¢a sa kondenzator vybija cez R

1 dl T
=RI+ — | Z(t)dt — 4+ — =
0=RI+ 8 / (1) i 0
T4 ista rovnica ako pri nabijani C' ale iné po¢. podmienky:
t=0: Uc =Uy ,Ur = —Uc
U
I(t) = —foe_t/T Ur(t) = —Use ™ = —Uc(t)

FEnergia premenena na odpore na teplo pocas celého vybijania kondenzatora je

2 00 2
=0 [ g = TV %CU& = Eco

E:ooRIQtdt_
R/O (it =7 | o

Cela akumulovana energia (elektrického pola) v kondenzétore sa teda premeni na teplo na
odpore.
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4.2.2 RL obvod

R Po rozopnuti spinaca tecie obvodom prad 7 .

. . o U
Uo_TE E §L Bez cievky prid okamzite nadobudne hodnotu 5 .

Narast pradu (a magnetického pola) v cievke vyvola napétie —U;, ktoré spomaluje narast

pruadu.
dz
L— + RT = U,
a " 0
Ansatz Z(t) = Ae® nevykompenzuje ¢asovo nezavisly ¢len Uy .

Ansatz Z(t) = A1 + A2e® vyhovuje len ak

Uo R
A =— LAsa = —RA =—— ==
1= 200 RA; = « 7 -
Ag je dané poé¢. podmienkou pre t =0:Z=0 = Ay =-—A4;
_ Uo —t/T7\ _ —t/T
I(t)f§<1—e )ffo(l—e )
_t/7— dI —t/’?’
Ur(t) = RI(t) = U (1—¢7) Up(t) = L = Up —Up = Upe

Napitie na cievke zanikne po ustaleni pradu.
Ak R — 0, 7 — oo - prud sa neustali ale neohranicene rastie - R limituje prad.

Energia postupne dodana zdrojom do zataze je

t U2 U2
_ Nt = = 20 —t/T _ Z0 (¢ —
E(t) = /0 DI(t)dt = .= [t+7(e )] o (t=)
Tato energia sa rozlozi medzi odpor a cievku
t U? e 1 53 —  U? 3
Bntt) = [ Rz = = Bl (s Lo SV 2 U8
¢ dz(t/) Ug 1 —2t/T —t/T 1 — 1 2

Ustélenim priadu (na hodnote Iy) ustane aj dodévka energie do cievky (ustalené magnetické
pole), a dalej dodavana energia zo zdroja sa celd spotrebovdva na odpore.

Po zopnuti spinaca priad kvéli indukénosti zanikd postupne

dT
L— +RI=0 t=0: Ur=Up
dt
Z(t) = Ipe /™ Ur(t) = Upe '™ = —Uy(¢)

Energia premenend na odpore na teplo pocas zanikania pridu je

o0 U2 oo TU? 1
Ep = T2 (1) dt = -2 “2tgt = -0 — "2 = F
R /0 RI°(t) R J, € oR 20T L

Cel4 energia magnetického pola v cievke sa premeni na teplo na odpore.

Pozor: Nesmie déjst ku skokovej zmene pradu ndhlym preruSenim obvodu - nekontrolova-
telne velké indulované napétie L% na cievke moze viest k zapaleniu obliukového vyboja -
ochranou je napr. trvalé premostenie RL-¢lena paralelnym odporom R, (> R).
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4.2.3 LC obvod

o rozopnuti spinaca sa prudom ondenzator nabija ndbojom
L P ¢ dom Z kond bij boj
U} 1c q(t) = [SZ(')dt’, pricom cievka brani zmene pradu
OLQ
ar(t) 1 [t_ d*Z(t)
Up=L——=+— [ Z(')dt —ZI(t)=0
0T +0/0 ) a2 et

ansatz Z(t) = A coswyt :

1 /1

A uréime z po¢. podmienky pre t =0: Z(0) = Acos0=A=0 nezmysel!

Principidlna chyba : Homogénna dif. rovnica 2. rddu na uplné rieSenie vyzaduje 2 pocia-
totné podmienky - ansatz teda musi obsahovat 2 wolné parametre (na vyhovenie 2 poc.
podmienkam).

ansatz Z(t) = A cos(wot + ¢o) :
1. po¢. podmienka pret =0:  Z(0) = Acospo =0 = o=7%

2. po¢. podmienka pret =0: Uc(0)=0 = UL(0)=L (%gt))t—o = —LAw =T

= A= —0%70[/ = —Io
Z(t) = —Ipcos(wot + m/2) = Ipsinwot
UL (t) = —woLAsin(wot + 7/2) = Up cos wot Uc(t) = Uy —UL(t) = Up(1 — coswyt)

Prud aj napétia na cievke a kondenzatore maji netlmeny oscila¢ny charakter s frekvenciou
wo-

Energia akumulovana v cievke a kondenzatore je

1 1 1 1
EL(t) = 5LI2(1t) = 5CUg sin? wot Ec(t) = 5cug(t) = 5CU@ cos® wot

Celkovi energia dodana zo zdroja je
Lo 1.0
B(t) = Er(t) + Ec(t) = ;CUS = S LI;
Po prvom nabiti kondenzatora uz tato energia nezavisi od Casu (nerastie) - néslednym

zopnutim spinaca moZzno zdroj odpojit a energia ostane akumulovani v obvode, kazdu
%—peric’)du dojde k cyklickej premene E¢ na Ej, alebo naopak.

4.2.4 RLC obvod

R L Obdobny proces ako v predchiddzajucom pripade, na odpore
U_L_I_D"mlc v8ak dochadza k dissipécii energie.
CdZt) 1t d*Z(t) RdI(t) 1 -
o= L= + 5/0 I(¢)dt' + RI(t) T T =0
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ansatz Z(t) = Ae™ :

R 1 R R\?2 1 1
2
Ta+-—=0 — (=) ==+
“rTet 1o 2= Top <2L) c ;%7
1\2 2L 1
= — — 2 = — = _
p= (T> “o TR W=V TIe
Vseobecnym rieSenfm je Z(t) = Ajet + Age®2t

poc. podmienky pre t = 0:
I(O) =0 = Ay =—Ay

Uc(0)

=0 . dZ(t) _ _
Ur(0) = 0 lebo Z(0) =0 } = U(0)=1L ( )t:O = Laadi + Lazdz = U

dt

U

_ U0 _yr Bt — =Pt
2BL

() = 2

= Ay —5L€ 5

“ak 1>, t) R>2\/5  potom 52 >0 Z(t) = Lee /" sinh it

T

~aki=wy,tj. R= 2\/% , potom =0 I(t)= g—gte_t/T - kritické tlmenie

V oboch pripadoch prid aperiodicky zanikne a napétie na kondenzatore sa ustili na Uy.

2
—ak%<w0,tj.R<2 é,potom62<0 =1 8—(%) = W,
UO eiwa,t _ e_i“”vt UO
T(t) = —2L et/ = e YT sinw.t
( ) Lw, 21 Lw, v

Prud zanikd tlmenymi periodickyme oscildciams.

Celkova energia (po ustéaleni prechodového javu) dodana zdrojom do obvodu sa deli na
energiu nabitého kondenzatora a teplo uvolnené na odpore

el 202 ou | ou?

2 2L(1 4 w2r?) 2 2

2 oo
E(00) = % +/0 RT*(t)dt = ...

Energia premenend na odpore na teplo je teda opit rovné energii akumulovanej v kon-
denzétore - tento vysledok (pocitany pre tlmeny periodicky priebeh) je rovnaky pre vsetky
priebehy Z(t).

Obdobné vysledky dostaneme aj pre vybijanie kondenzatora.

4.3 IMPULZNA A PRENOSOVA CHARAKTERISTIKA
V R-C-L OBVODOCH

KedZze é-impulz predstavuje deriviciu jednotkovej skokovej funkcie wu(t), rovnaky vztah
plati aj pre ich systémové odozvy. Pre vSetky vySSie uvedené priklady modzeme preto né-
slednym derivovanim (podl'a ¢asu) prechodovej charakteristiky g(¢) prislusného systému
(obvodu) ziskat jeho impulzni charakretistiku h(t).
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Je prirodzené zvolit pre jednotkovy skok, resp. d-impulz na vstupe systému ¢as t = 0, a
preto (v zmysle principu kauzality) impulzna odozva h(t) je definované pre ¢ > 0. Pri urco-
vani prenosovej charakteristiky systému H (iw) z impulznej pomocou FT v8ak potrebujeme
mat h(t) definované pre t € (—oo, 00), pri derivovani dot) _, h(t) treba preto postupovat

dt
dosledne, najma v bode t = 0.

4.3.1 RC obvod

Podl'a predchadzajacej kapitoly

g(t) = u[(’}it)

=(1—etT) pre t>0 a gt)=0 pre t<0

¢o pomocou skokovej funkcie u(t) mozno vyjadrit ako
g(t) = u(t)(1—e ") t € (—00,00)

Jej derivovanim podla ¢asu dostavame

1
h(t) =6(t)(1 — e V) +u(t)=e /7 t e (—00,0)
T
Jasna fyzikalna (tj. praktickd) interpretécia sa pritom tyka iba druhého ¢lena. Prvy ¢len
je vsak dolezity pre potreby korektnej FT h(t) — H(iw). (Ak v8ak funkcia g(t) vt =0
rastie z nuly spojite - ako v tomto pripade, opomenutie u(t), a teda aj 1. ¢lena h(t), nie je
chybou, ako hned uvidime.)

Prenosovu charakteristiku H (iw) ziskame z h(t) pomocou FT

o) . 1 oo .
H(iw) = / o(t) (1 - e_t/T) e "t + f/ e HTe Wt
oo 7 Jo
V prvom ¢&lene §-funkcia "vylupne" funként hodnotu podintegralneho vyrazu pre t = 0,
¢o je 0, a v druhom ¢lene u(t) "oreze" dolnt hranicu integrovania. Standardnou technikou

integrovania dostévame
1

1
Ltiw  14iwr

Hiiw) = %

Pre modul a fazu H (iw) plati

|H (iw)| 1t (wr)? | 0R—T7% =
(iw) = arctan(—wT) 1/\2 450
RC =7 - ¢asova konstanta -90°
1/t 0] p(ia)
prew=1/7: |[H =K/V2 , ¢=—45° prew —oo: |[H| =0, p=-90°

Fyzikdlna interpretacia tychto vysledkov je nasledovna: Pre pomalé deje (nizke frekvencie)
sa kondenzator javi ako rozpojeny obvod, a teda prenos napitia zo vstupu na vystup
cez rezistor je dokonaly (— 1). Odpor tiez nevnaga ziaden fazovy posuv (¢ — 0). Pre
vysoké frekvencie kondenzator predstavuje skrat vystupného napétia - prenos klesd k nule.
Vystupné napitie na kondenzétore vzdy zaostava za napajanim.

Zrejmy je aj stvis medzi frekven¢nou charakteristikou a vySsie skimanou prechodovou
charakteristikou: Pri prechodovom jave sa vystupné napétie ustaluje len postupne - této
zotrvacénost preferuje prenos pomalych dejov a potlaca prenos rychlych dejov.
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4.3.2 RL obvod

Podl'a predchadzajacej kapitoly

Ur (1)
Uo

g(t) = = u(t)e /T t € (—00,00)

h(t) = 6(t)e ™ —u(t) e te (—o0,00)

T

Funkcia g(t) ma v bode t = 0 nespojity charakter, opomenutie u(t) by tu znamenalo fatalnu
chybu. Pre H(iw) dostavame

00 . 1 oo .
H(iw) = / 5(t)e Te Mt — —/ e UTe g
—o0 T Jo

Prvy ¢len tentokrat da (e‘t/Te_w) =1, ateda
1 1
H(iw)=1- :
1+ wr 1 + E
|H (iw)| = ﬁ p(iw) = arctan(L) L — 7 - ¢asova konitanta

Frekvenény charakter prenosu je opac¢ny ako v predchadzajicom pripade: Prenos napétia
je uplny pre vysoké frekvencie a klesa k nule pre nizke frekvencie. Rovnako fazovy posuv
je vyrazny pri nizkych frekvenciach, je v8ak kladny (vystupné napétie predbieha vstup).
Fyzikalna interpretacia je aj v tomto pripade zrejma: Cievka sa chova ako skrat pri nizkych
frekvenciach - skratuje teda vystup. Pre vysoké frekvencie sa cievka javi ako rozpojeny ob-
vod, a teda prenos napétia zo vstupu na vystup cez rezistor je dokonaly a bez fazového
posuvu. Indukované (vystupné) napitie na cievke vzdy predbieha budenie.

Aj korelacia s prechodovou charakteristikou je zrejma: Pri prechodovom jave indukované
napétie na cievke vznika "okamzite" a zanikd postupne - preferovany je teda prenos rych-
lych dejov.

4.3.3 RLC obvod

PodTa predchadzajtcej kapitoly je

- U(t)Z/{C(t) = / wO t 7t’/7' Bt —Bt ,
90 = g0 = Goc Jy O =gy [ (e
_dg(t) _ B use i
(t) = 7 = 80 AM) +u(t) g5 (o - )
kde (integrovanim per partes)
A(t) = ig 1 e_t//T (eﬁt’ - e—ﬁt') Q= — Wf(Q) 1 — e~ t/7ebBt - 1 — e=t/m—Bt
28 Jo 23 " )

Prvy ¢len FT h(t) — H(iw) "vylupne" A(0) = 0 (plynuly nabeh Uc(t) v ¢ = 0 v precho-
dovej odozve), a

2 oo '
H(iw) = ;% ; e T (eﬁt — e*’Bt) e Wit =

_wy 1 1 B wp
_% l—ﬁ+iw+l+ﬁ—|—iw w2 — w2 4 2w
T T 0 "y
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kde vy =1/7 = R/2L a B = /7? — w} = iw,. Pre modul a fazu H (iw) plati

. wp 2ryw
|H (iw)| = ¢ = —arctan —

V(] —w?)? + (29w wo o

w=0:[H|=1,¢p=0

w—o00:|Hl—-0,p— —180°

w:wO:\H\:g—g,go:—%o

maz{|H (iw)|} : d%(iw)‘ =0:

wo

2
Winaz = Wy = wo{/1 —2 <’7) |H (iw) | maz =
wo

2
27\/1-2(%)
Prenos tohto systému md teda rezonancny charakter v okoli w,, ak v < wp, tj. ak tlmenie
je malé. Takyto obvod prednostne prepusta signaly v istom intervale frekvencii. Ak v > wy,

systém je pretlmensy - nenastédva rezonancia a systém sa chova podobne ako vyssie skimany
RC obvod.

Systémy, ktoré selektivne prepustaja istt cast spektra, kym zvysnu Cast spektra potlacuja,
nazyvame filtre. Viac o filtroch v Dodatku D.

4.4 IMPEDANCIA LINEARNYCH PASIVNYCH PRVKOV
A OBVODOV

4.4.1 Impedancia

Na linearne pasivne jednobrany (dvojpoly) R,C, L mozeme pouzit dvojbranovy opis - pri
stotozneni vstupnej a vystupnej brany - za predpokladu, Ze vstupnym signilom je prid a
vystupnym signilom napétie, alebo naopak. V ¢asovej oblasti maji vztahy medzi vstupnym
a vystupnym signalom tvar

U(t) = RI(t) U = - [z Ut) = Ldflit)
resp.
I@:GWQZ%W” I@=0fﬁ) ﬂﬂz%/umﬁ

Prechodom od ¢asovej k frekvenc¢nej analyze (FT) pre fourierovské obrazy vstupného a
vystupného signalu platia vztahy

U(w) = Z(w)I(w) resp. Iw)=Y(wU(w) = =
kde Z(w) - impedancia, resp. Y (w) - admitancia, si prislusné frekvencné (prenosove)

charakteristiky "systému", ktoré pre jednotlivé (idealne) pasivne prvky maju tvar (v kon-
vencii E)

Zp(w) = =R Zo(w) = = — Zr(w) = =iwlL



(Poznamka: Casové priebehy signalov odlifujeme od ich fourierovskych obrazov typom
pisma, napr. U(t) < U(w))

Treba zdoraznit, Ze vztahy typu U(w) = Z(w)I(w) neplatia pre celkové signaly U(t),Z(t),
ale len pre ich harmonické spektralne zlozky na prislusnej frekvencii w. Len pre disto
harmonické priebehy signalov (napr. pri harmonickom napajacom priade Z(t) = Ipe™!
moZzeme pre prud a napétie na R, C' a L pisat

L 1 dz(t) .
t)=Z(w)I(t t)y=— | Z(t)dt = —=I(t t)=L——= = wLI(t
U = 2T Uol) = [TOd=—5T()  Up(t) = L5 = iwlT(t)
Impedancia (na danej frekvencii) je teda definovana ako Z(w) = % = (%)

Ak je Z(w) redlne - rezistancia - prud a napétie si vo fdze - rezistancia reprezentuje
straty energie.

Ak Z(w) je riydzo imagindrne - reaktancia - prid a napétie st navzajom fazovo posunuté
o 5 - nedochédza teda ku stratam energie, reaktancia reprezentuje akumuldciu energie, a
teda zotrvacny charakter daného prvku.

Zo(w) = %e‘mﬂ napitie zaostdva za pridom o 3

Zp(w) = wLe'™/? napétie predbicha prud o §

Impedancie linearnych pasivnych prvkov skladame (ako odpory) do vgslednej impedancie,
napétim a pradom potom (v dal§om texte) rozumieme napétie a prad na/do vyslednej
impedancii - l'ubovolne zloZita impedancia predstavuje linedrny dvojpdl.

Vo vseobecnosti (pre [ubovolna impedanciu) Z = R{Z} + iS{Z}

R{Z} - reprezentuje straty (premena elektrickej energie na teplo)

S{Z} - reprezentuje fazovy posun medzi pradom a napétim v désledku akumuldcie energie

Pre harmonicky prad plati
Ut) = ZI(t) = [R{Z} +iS{Z}]Ipe™" = IoR{Z} coswt — [(S{Z} sinwt + [imag. Cast]

Prva zlozka (redlneho) napétia (~ cos) je vo faze s (realnym) pradom (Iycoswt).

Druhé zlozka (redlneho) napétia (~ sin) je posunutd voci (redlnemu) pridu o .
Celkové (realne) napitie je posunuté voci (redlnemu) pradu o uhol ¢ = arctan ;{{%

Na zamyslenie: Fyzikidlny vyznam komplexnych veli¢in, komplexné veli¢iny pri vypocte
energie.

OkamZity vykon je
P(t) =UM)I(t) = IZR{Z} cos® wt — IZ3{Z} cos wt sin wt

Prvy ¢len je vidy kladni a znamend vykon jednostranne odoberany zo zdroja do rezistivnej
zataze R{Z}. Druhy ¢len pocas periody meni znamienko a znamend vratnid vymenu energie
medzi zdrojom a reaktivnou zétazou I{Z}. Stredny vykon za periodu je

1 (T 1 (T 1 (T
(P) = —/ U()Z(t)dt = —/ IZR{Z} cos® wtdt — —/ I23{Z} cos wt sin wtdt
T Jo T Jo T Jo

TI3R{Z} 0

(P) ~ R{Z} - uzito¢ny (¢inny) vykon

Celkova energeticka bilancia za periédu na reaktancii 3{Z} je teda nulova - jalovy vykon.
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Pri pridovom budeni (kongtantnd amplituda pruadu) je teda redlna Cast impedancie sys-
tému priamo mierou nevratnej absorpcie energie v systéme, a jej imaginarna ¢ast je mierou
vratnej akumuldcie energie v systéme. (Toto tvrdenie straca zmysel ak Z(iw) — oo, ked je
podmienka konstantnej amplitady priudu nerealizovatelna.)

Pri napatovom budeni (konstantnd amplituda napétia) si mierou absorpcie, resp. akumu-

lacie energie vyrazy %‘ZQ}, resp. Sléﬁ} (Toto tvrdenie opét straca zmysel ak Z(iw) — 0,

ked je napétové napajanie nerealizovatelné.)

Treba pripomenat, ze funkéneé zavislosti R{Z(w)} a I{Z(w)} pre impedanciu l'ubovolného
systému nie st navzdjom nezdvislé, ale spliaji Kramersove-Kronigove vztahy.

V laplaceovskej reprezenticii hovorime o opera¢nej impedancii pasivnych prvkov

odpor R: u(t) = Ri(t) , U(s) = Z(s)I(s) L Zs) =58 =R
cievka L: u(t) = Ldil(tt) , U(s) = LsI(s) — Li(0) , Z(s)=sL

pre nulovt podiatoént akumulaciu energie
kondenzdtor C: i(t) = qungt) , U(s) = H1(s) + =Cu(0), Z(s) = =&

pre nulovt podiatoént akumulaciu energie

Pri nenulovych podiatoénych podmienkach (nenulovej energii naakumulovanej v reaktiv-
nych prvkoch) pribudne teda v sérii k impedancii Z(s) zdroj napétia (ekvivalentny aku-
mulovanej energii) Li(0), resp. u(0)/s.

4.4.2 RC obvod

R
— 1 _ %
(§ E%C Z=R+gs=R- =

Pozn.: Uvedeny vztah pre impedanciu mézeme vnimat aj ako F'T Casovej dif. rovnice

UW) = RI0 + 5 [T0d & Uw) = RIW+—oI6)  2) =5

Pre impedanciu Z = |Z|e*? plati

_ 1 _ 1
|Z|—,/R2+(Wo)2 tang = —=

Fazovy posuv uréuje, ze napéitie zaostava za pradom
0p< 3.

w—0: Z—= w—0:Z—R

Pri napatovom budeni (fixovana amplituda vstupného napétia Uy) bude amplitada pradu
Iy = |U70| a jej frekven¢na zéavislost bude dané |Z(w)].

w—0: Ip—0 w—)oo:[o—>%

Straty (za periodu T) na odpore budiu kopirovat frekvencnu zavislost prudu. Mazimdlna
naakumulované energia v kondenzatore bude mat opa¢nu tendenciu - s rastiicou amplitia-
dou prudu klesa napitie na kondenzétore (lebo rastie ibytok napétia na odpore).

CcU? U?
0 — Z0
2 — arT

w—0: EFr—0 Ec —
2
w—>oo:ER—>2U—1%T Ec—0

Znamend to teda, Ze kondenzator sa pre vysoké frekvencie harmonického napajania chova
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voli zdroju ako skrat: Po¢as §tvrtperiody nabijania/vybijania sa nestihne nabit/vybit - ne-
ustédle dontho, resp. 7 neho, a teda celym obvodom, tecie velky prad. Naopak, pri nizkych
frekvenciach napajania sa v ramci kazdej stvrtperiody v kratkom ¢ase (vodi tvrtperiode)
tplne nabije/vybije a nasledne prud obvodom netecie - kondenzator sa chova ako rozpojeny
obvod.

4.4.3 RL obvod

R

_ _ wL
|Z| = \/R? + (wL)? tan @ = “

Napiitie predbieha prad o ¢ < 7. :
w—0: Z—R Ww—00: 4 — 00 w

Pri napdtovom budeni bude amplitida pradu klesat s rastucou frekvenciou (rasticou in-
duktanciou).

w—0: Iy— % w—00:Ip—0

Straty (za periodu T') na odpore aj mazimdlne naakumulovand energia v cievke budu
kopirovat pokles prl’ldu s frekvenciou.

. LUg_U2
w—0: ER—> T EL—>2R2 amT
w—o0:Ep—0 Er, —0

Cievka sa teda pre nizke frekvencie chova ako skrat, a pre vysoké frekcencie ako rozpojeny
obvod.

4.4.4 RLC obvod

R L
C Z:R+i<wL—i):R+iwL(1—%§)

17| = \/R2 wL — 7)2 = \/R2 +(wL)? (1- %ﬁ)?

uz
w < wp : kapacitny charakter (napétie zaostava za prudom) Plo------ %/—%
w > wp : induktivny charakter (napitie predbieha prud) _/: @
w = wp : rezonancia (napitie vo faze s pradom) S %

Napiitie na kondenzétore, resp. cievke pritom vZdy zaostava, resp. predbieha prid o 5, Uc
a Uy, st pritom navzajom v protifize. V rezonancii plati Uc = —U;, (mimo rezonancie to
neplati).

Casoveé priebehy budiaceho napétia, pridu a napéti na jednotlivych prvkoch obvodu su:
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U(t) = Upe™! — Uy cos wt

Z(t)= @ = |UZ°|6£:; = %"el(“t*@) — |UZ°| cos(wt — )
Ur(t) = RI(t) = R‘U?O‘ei(m_@) — R% cos(wt — )
Uc(t) = & [T()dt = GGt @ o7 = o sin(wt — )
UL(t) = L%tt) = wllU pi(wt—p+m/2) — —wL|U70| sin(wt — )

Energia akumulovand, resp. rozptylend v danom prvku ¢ = C, L, R za dany ¢as t je
Ei(t) = [L (Uit dt’ , pri vypocte energie v8ak treba prejst k redlnym veli¢inam.

Je zrejmé, ze Ec 1 (T) = 0 aj EQL(%) = 0 - za kazda polperiodu % sa energia cyklicky
dod4 zo zdroja do C| L aj vréti zdroju.

Maximélna akumulovand energia v C, L je ( Jo T/ dt)
U2 LU?

Ecmax = w20|Z|2 ELmaac - |Z|2

Celkova energia jednostranne dodand za periédu zdrojom do obvodu a rozptylena na odpore

je (fOTdt) :

U2 RUZ RUZ
Eraz = :\Z\ COS = Z|Z|(2) Er = W‘ Z]2 = bmaz
. s . i P S{a} R{a} . _ ${a}
( pre komplexné ¢. a = |a|e’® plati tan p = Wia} 0 COSY = o sing = = )

7 uvedenych vysledkov vidno, Ze frekvenéna zavislost pridu
a napati na jednotlivych prvkoch, ako aj akumulovanej a
rozptylovanej energie maju jasne rezonanény charakter
(~ [Z(w) 7!, resp. ~ [Z(w)7?])
Pre pochopenie energetickej vymeny v obvode je vhodnejsie
pocitat okamZzité vykony na jednotlivych prvkoch (U;(¢)Z(t),
i =C, L, R) a vykon dodavany zdrojom (U (t)Z(t)). Pre tieto
vypocty je vhodné posunit fazu o ¢ :
I(t)= |UZ°| coswt , U(t) = Uy cos(wt + ¢)
U2

Ur(t)Z(t) = Rﬁcos2 wt

% % cos wt sin wt

UL (H)Z(t) = (—w ) |2 cos wt sin wt

g
=
N
=
|

[Uc(t)+UL]Z(t) = (wL — —) |g|2coswtsmwt

—_—— ~ =
UR)L(t) = ]Z\ﬁ cos? wt Cos @ — cos wt sin wt sin <p} =
U2 1 .
= |Z\2 {Rcos wt — <wL — @) coswt smwt}
Jalovd zlozka vykonu zdroja teda presne odpoveda vykonu na akumulaénych prvkoch, a
dinnd zlozka vykonu zdroja sa celd rozptyluje na odpore.

Stoji za zmienku, Ze hoci ma energia akumulovana v kapacite aj induk¢nosti ostré maximum
pri w — wp = 1/V/LC, jalovy vykon zdroja prave vtedy klesa k nule (impedancia je &isto
redlna) - energia akumulovani v obvode je maximélna ale nevymieha sa cyklicky medzi
obvodom a zdrojom, len medzi akumula¢nymi prvkami v obvode - vSetok vykon dodany
zdrojom v rezonancii sa rozptyli na odpore.
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4.5 URCENIE PRENOSOVYCH CHARAKTERISTIK PRO-
STREDNICTVOM IMPEDANCII A SPATNE URCE-
NIE IMPULZNYCH CHARAKTERISTIK

Casto je jednoduchsie vyjadrit frekven¢né charakteristiky R — C' — L obvodov priamo
pomocou impedancii jeho jednotlivych prvkov alebo ¢asti. VysSie skimané dvojbrany RC),
RL, RLC predstavujiu napatové deli¢e s napétovym prenosom (na danej frekvencii)

Uout (w) ZQI(LU) ZQ

Hiw) = Un(w)  (Zi+ Z)I(w)  (Z1+ Z2)

kde napr. pre RC' obvod Z1 = R a Zy = ﬁ, a pod.

Naslednou spatnou FT mozeme uréit impulzné charakteristiky. Pri tejto spatnej F'T je
vyhodné pouzit vety z komplexnej analyzy, uvedené v Dodatku E.

4.5.1 RC obvod

R 1 1 1

T R+ -1 14iwRC 1+ iwr
Uln CI out wC'

Spatnou FT dostdvame

1 00 wwt 1 00 wwt
h(t) / C dw / ¢

:% oo 1+ twT :27ri7' —co W — T

Prechodom ku komplexnej frekvencii w = wy + iwy dostavame e'@! = ei@ite=%2t 5 () pre
wy — 0o (|e™1f| = 1), a teda integral cez celti realnu os w moézeme "beztrestne” doplnit o
nulovy prispevok po kladne orientovanej (proti smeru hodinovych ruéiciek) polkruznici od
w1 =00 do w; = —00 cez wy = 0o. Tym jednoducho obopneme celt hornit komplexni pol-
rovinu w, a na vypocet takéhoto integralu pouzijeme vetu o reziduach. V hornej polrovine
sa nachédza jeden pol podintegréalnej funkcie w = i/7. Reziduum podintegralnej funkcie v

tomto bode je (ei“t)wﬁi/T =e 7 a
1 eiwt 1
h(t) = dw = —e VT
®) 27”_7_%&)_;&) Te
4.5.2 RL obvod
R H(iw) = twlL _ 1 _ 1
Uin L Uout R + ZWL 1 + % 1 + %

1 00 wt 1 00 )
h(t) / B / L@ e™“dw

Ked7e we™?! — 0 pre w — 0o, mozeme pouzit rovnaky postup, a
-1
ht) = .. = —Le-tim
() -
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4.5.3 RLC obvod

L 1
H(zw) — ‘iwC — = LC : —_
R L R+ iwL + & %—wg—i—z%w
Uin Uou
o CT _ W
wg — w? + i2yw
1 o] 2 jiwt 2 0o wwt
ht) =5 [ =0 | . _—y
27 J oo W — w? + 927w 21 Joo (W —wy — 17) (W 4+ wy — i)

Ak w, = \/wg — 7?2 je redlne, prenosova funkcia ma dva jednoduché poly +wy +i7y v hornej
komplexnej polrovine.

Ak wy je imaginarne, w, = —if (y > B = /7? — wd), poly Fif + iy opét lezia v hornej
polrovine.

Podla vety o reziduach

) ezwt 6zwt
W) = - = i <w_w_> + <w+w— =
v 7 W —w~y iy v v Wby F1y
2 2
wp _ wy .
L= et (eﬂt —e Bt> resp. et sin w,t
20 Wry

4.6 LINEARNE AKTIVNE DVOJPOLY

Pojmom aktivny dvojpdl oznatujeme zdroje napétia (NZ) alebo prudu (PZ), ktoré odo-
berdme (pripajame do zdtaze) dvojicou vystupnych svoriek. Za idedlne povazujeme zdroje,
ktorych vystupna veli¢ina (napétie/prud) nezavisia na velkosti zataze.

U Vuitornd konstrukcia redlnych zdrojov sposobuje, Ze pri
Ri lU |R ich zataZeni sa Cast vykonu zdroja spotrebuje v samot-
‘ nom zdroji. Zastupnym pojmom pre tento disipativny prvok

zdroja je jeho vntitorny odpor. Lubovolny realny NZ/PZ
0EI Uﬂj R mozeme modelovat nahradnou schémou idedlneho NZ/PZ s
1

vnutornym odporom R; zapojenym v sérii/paralelne.
Dosledkom je niz8ia hodnota napétia na vystupnych svorkach - svorkového napéitia U
- oproti vnitornému (elektromotorickému) napéatiu N7 U;, resp. nizgia hodnota pradu do
zataze I oproti vnidtornému prudu PZ I;.

-—

V pripade NZ plati Ui=(Ri+R)I=RI+U U=U; — R;I
(Pre idedlny NZ R, - 0a U =U;,.)

V pripade PZ plati I, = }%"‘I I1=1 - R%
(Pre idedlny PZ R; - oo a I = I;.)
Zavislost vystupného pridu do zataze od svorkového napitia (pri meniacej sa zatazi R) na-

zyvame zatazovacou charakteristikou zdroja. Ak je tato zavislost linedrna, povazujeme
zdroj (aktivny dvojpol) za linedrny (LAD).
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Zatazovacia charakteristika LAD:
Iy, - skratovy prud (R = 0)
Uy - napétie naprdzdno (R = o0)

Su to idealizované parametre - nedaju sa zmerat, extrapoluji
sa zo zatazovacej charakteristiky.

I U U
— = — I=0,-1I'=1I,(1—-—
I, Uy g k( Uo)
naprazdno I =0 U=Uy=ILR; nakratko I = I, = I;

Lubovolny LAD teda mozeme ekvivalentne modelovat realnym NZ alebo PZ s tijm istym
vnatornym odporom R; zapojenym v sérii/paralelne (podla uvedenej schémy) - Theve-
ninova, resp. Nortonova teoréma. Zdroje s vlastnostami blizkymi ideadlnym nazyvame
tordyms zdrojmi, opakom st mdkké zdroje.

Pri nedostato¢ne tvrdych zdrojoch vznika problém vykonového prisp6sobenia: Vykon
NZ odovzdany do zataze je

U? R \? 1 R
=Ul=—=(U———)  ==U?—"——
P R < R—I—Ri> R ! (R—FRZ')Q

.. ., , . . U?
Poziadavka mazimdlneho odovzdaného vykonu (%) vediena R=R; a Ppar = 17

(Rovnaky vykon ako na zatazi R sa v tomto pripade spotrebuje v zdroji - "na R;".) Tato
hodnota je vSak len 25% teoretickej hodnoty pre idealny NZ.
Rovnak4 tvaha plati pre PZ.

7 hladiska striedavyjch signalov mé zataz vo vieobecnosti rezistivny aj reaktivny charakter,
a to isté plati aj o vnitornom odpore

R—7Z=R+1X R, — 7, =R; +1iX;

V takomto pripade hovorime o impedanénom prisp6sobenti:

A U; * R;
=R{UT*}Y =R{U; ! =...=U? !
P vr} { 7+ Z; (Z+Z,->} "(R+R)?2+ (X + X;)?

Maximalizacia tohto vyrazu vedie na poziadavky
X+X;,—0 R — R;
€0 znamena

R{Z}=R{Z} , S{Zy=-S{z} . zZ=2z

1

Prispésobend zdtaz je teda komplezne zdruZend k vystupnej (tj. vnitornej) impedancii
zdroja.

Pr.1:
Vnuatornd impedancia zdroja mé okrem rezistivnej aj (malt) induktivnu zlozku. Hladame
prisposobenii zataz.

Zi=R; +iwL; Z:R—FZ‘X:Z;{ t3. R =R; 1X = —iwl;
Druhej poziadavke vyhovuje kapacitné zlozka zétaze v sérii s jej rezistivnou zlozkou

1 wLi 1
X = — ted C=——
e T a teda 2L,
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Je zrejmé, ze podmienka prisposobenia je splnené pre jedint

R frekvenciu w = ﬁ - hodnotu C' vyberame teda pre frek-
venciu zdroja (resp. majoritna frekvenciu v jeho spektre z
hladiska vykonu).

Je to rezonan¢na frekvencia vytvoreného RLC obvodu, pri ktorej je jeho impedancia Cisto
redlna. Reaktivnu zlozku vnutornej impedancie zdroja mozno teda eliminovat len tak, Ze
ju dostaneme do rezonancie s reaktivnou zlozkou zataze - z pohladu zdroja sa vtedy obe
zlozky "stratia".

Pr.2:
Prisposobenie danej komplexnej zataze Z = R + iX k zdroju s danou vnutornou impe-
danciou Z; = R; +iX;. RieSenim je vlozit medzi zdroj a zataz prisposobovaci obvod (PO),
ktorého vstupnd impedancia s pripojenou zdtaZou je Z1 = Z;, a ktorého vystupnd impedan-
cia s pripojenym zdrojom je Zo = Z*. Vstupnou impedanciou obvodu (§tvorpoélu) je pomer
napitia a pridu na jeho vstupnych svorkich, teda zataz, ktora "citi" zdroj signalu do
tohto obvodu. Vistupnou impedanciou obvodu je pomer napitia a prudu na jeho vystup-
nych svorkach, teda vnitorna impedancia tohto obvodu ako zdroja signalu do (pripojenej)
zataze. Treba vSak mat na paméti, ze v systémoch, ktoré svojou vnutornou stavbou zais-
tuju obojsmerny prenos vykonu medzi vstupom a vystupom, je vstupnd impedancia dana
nielen samotnym systémom ale aj zataZou na jeho vystupe, a to isté plati aj o jeho vy-
stupnej impedancii.)
7 pohTadu zdroja "v8etko ¢o lezi napravo" od jeho vy-
U lf’ stupnych svoriek je zataz. Z pohladu zataze "vsetko
Zl- <«z¥ Z¥e> |7 ¢o lezi nalavo" od jeho vstupnych svoriek je zdroj (tj.
‘T nédhradny zdroj v zmysle Theveninovej/Nortonovej te-

orémy).
Za podmienok obojstranného impedanéné}l;)o prisposobenia cely vykon odobrany zdroju P;
nevratne vnikne do PO, a cely vykon vystupujtaci z PO Py nevratne vnikne (a pohlti sa)
v zatazi. Aby v8ak P; = Po, musi byt PO bezstratovy a teda konstruovany wvylucne z
reaktivnych prvkov.

V systémoch so ststredenymi parametrami je Stan-

I dardnym rieSenim PO v tvare L v alternativnom pre-

Uil X X 7 vedeni podla obrazkov. V prvom zapojeni je pod-

Z; i ’ mienkou prisposobenia zdroja a "zataze" (vSetko na-
pravo od zdroja)

(]lli XX2 - ZX1+(ZX2 H Z):Zl
Z; : : a v druhom zapojeni

1X1 ” (iXQ + Z) = Zz*
V oboch pripadoch dostavame rieSenim sistavy dvoch rovnic (pre redlnu a imaginarnu
Cast) prislusné spravne hodnoty reaktancii X1, Xo.

Uvedenym postupom sa prisposobuje zdroj ku zvysku
U,l"'_;’:'_ obvodu, tj. k PO s pripojenou zafazou Z, &m je
Z, E]— Ing Z stiCasne prispdsobend samotna zataz k vystupu PO.

e | = Podmienka prispésobenia je splnend v kazdom reze
LU obvodu. (Presvedcte sal)
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5. NAHODNE PROCESY

5.1 MATEMATICKA REPREZENTACIA NAHODNEHO
SIGNALU

Matematickou reprezenticiou ndhodného signdlu je ndhodnd zdvisld premennd - veli¢ina
nadobudajica nadhodné (vopred nepredpovedatelné) hodnoty (v texte uvazujeme zvicsa
veli¢inu zavisli na cdase). Nahodny signal je produktom nahodného procesu (NP). Vy-
sledok kazdého NP je nahodny - hovorime o konkrétnej realizacii NP x(t) - pri kazdej
nasledujucej realizacii toho istého procesu bude (alebo moze byt) vysledok x(t) odlisny.

Pri opakujicom sa NP je vypovedné hodnota jeho jednotlivej realizacie (spravidla) zaned-
batelna (je vecou "ndhody"), ma vsak zmysel vyhodnocovat NP $tatistickgmi metdédami.
Moznou reprezentaciou NP je statisticky sibor jeho realizdacii (napr. x;(t) je i-td z N rea-
lizacii).

5.1.1 Pravdepodobnost a hustota pravdepodobnosti

Pre fizovani hodnotu nezéavislej premennej (napr. ¢asu) mé zmysel ur¢ovat pravdepodob-
nost realizovania konkrétnej hodnoty NP. Ak NP z(t) nadobuda pre ¢t = t( len diskrétne
hodnoty xi, k = 1,...K, a z celkového poc¢tu NN realizaci pripada ny realizacii na vysledok
X = xp, potom pravdepodobnost vysledku X = x; je

K
’P(%k(to)) = % 0 < P(l‘k) < 1 Z P(l“k) =1
k=1

Pre spogiti mnozinu hodnot NP mé zmysel zaviest hustotu pravdepodobnosti p(z) > 0
vysledku v danom infinitezimdlnom intervale

b 00
p(z,to)de =Pz < X < x+dx) Pla< X <b)= / p(z)dz / p(z)dr =1

a —00

Hustotu pravdepodobnosti mozeme zaviest aj pre diskrétne x

K
p(x,to) = > Plaw)d(x — xx)
k=1

Treba si uvedomit, Zze skutocnd pravdepodobnost vysledku X = xp je dand vztahom
.oon
Pax(to)) = lim —&

N—o0

a vyraz P(xy) = 5¥ pre redlny (tj. koneény) pocet realizacii je len siborovym odhadom
pravdepodobnosti.
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Na opis rozdelenia pravdepodobnosti, resp. hustoty pravdepodobnosti na mnozine hodnot
NP definujeme distribu¢nt funkciu F(x) - pravdepodobnost, 7e vysledok X < x

F(z)=P(X <x) F(—o00) =0, F(oco)=1 p(z) =

5.1.2 Stredné hodnoty a momenty ndhodnych signalov

V danom ¢asovom okamihu ¢y mozno ur¢it stredntt hodnotu NP z(t)|;—, urcent zo
siboru N realizacii

o0

K N
1 1
T = T P(xr) = — TpNp = — €T; resp. f:/ xp(x)dz
kE:1 kP(xk) Ng:l kT N;:l i P 3 p(z)

Podobne stredna kvadratickia hodnota, ktora je mierou vyjkonu signalu, je pre diskrétny,

resp. spojity signal dané vyrazom

o0

K N

_ 1 _

r? = inP(mk) == Zx? resp. e / 22p(x)dx
k=1 i=1

—0o0

Pri kone¢nom pocte realizacii N st P(zy) aj p(z) len stborovymi odhadmi, a to isté plati
aj pre T a 2.

NP je stacionarny (v uzSom zmysle slova), ak sa tieto a aj dalgie jeho Statistické
charakteristiky nemenia v case (st rovnaké pre vietky o).

Treba si uvedomit rozdiel medzi takouto strednou hodnotou a strednou hodnotou jednej
realizdcie NP cez cas

T
%Zx(tl) resp. ;/0 x(t)dt

=1

¢o je zase len odhadom skutocénej strednej hodnoty

1 & 1 T
lim ZZw(tl) resp. lim T/o x(t)dt

L—oo =1 T—o00

Rovnako moZno uréit stredni kvadratickt hodnotu jednej realizdcie cez cas
1 & 2 LT,
ZZI‘ (1) resp. f/o x*(t)dt
I=1

NP je ergodicky, ak stredné aj stredna kvadraticka hodnota cez subor realizacii sa rovnaji
strednej, resp. strednej kvadratickej hodnote jednej realizécie cez ¢as.

Da sa ukazat, ze ergodicky signdl je vZdy stactondrny, opacné tvrdenie vSak neplati.

V dalSom texte sa zaoberame vylu¢ne ergodickymi signalmi

Pre c¢asovi strednt hodnotu diskrétneho (ergodického) signalu z(t) so zadanymi hodnotami
x; len v diskrétnych ¢asovych okamihoch ¢; teda plati



a strednéd hodnota spojitého signalu z(t) je dana vyrazom

W= (Tlgrgo) ;/(]Tm(t)dt = /_O:O axp(x)dx

Pri NP konkrétny tvar x(¢) nevieme vyjadrit, a nevieme teda ratat jeho ¢asové integraly
- je preto vyhodou ergodickych NP, Ze ¢asové integraly vieme nahradif integralmi, resp.
sumami cez stibor realizécii.

Dalsim z praktického hladiska zaujimavym Statistickym parametrom, urcujicim vykon
striedavej zloZky signalu, je variancia dani vztahom

o ——5_ .. LT

= 1 1/T (t)%dt — 2pu li 1/T (t)dt + li 1/T 2dt =
=T fy Ot g et i g ) et =

T—o00

:ﬁ—2u2+u2=?—u2

Plati tiez

= lim T/ dt = /OO [z — p)*p(x)dz

T—o0

Pre staciondrny proces ani o2 nie je funkciou casu.

Kvoli forméalnemu zjednoduseniu sa ¢asto definuje tzv. operdtor oéakavania, reprezentu-
juci stredntt hodnotu (cez stubor realizacii) prislusnej funkcie signalu x(t)

K

ES@) = [ f@p@dr  ren. (@)= )P
. k
Pre f(z)=z je E{z}=p , podobne E{z?}=22 a E{[z—p]?}=0c>

Pozn.:

Hodnota oc¢akavania vébec nemusi byt najpravdepodobnejSou alebo typickou hodnotou
nahodnej premennej (dokonca nemusi byt ani realizovatelnou hodnotou), ide o Statisticky
ustrednent charakteristiku NP cez dostato¢ne dlhy ¢as a/alebo dostatone velky pocet
realizéci{ NP.

Ocakavania typu
[e.e]
E{zF} = / 2Fp(z)dx
— 00
sa nazyvaju k-tymi momentami ndhodnej premennej x.
Ocakavania typu

Ele =) = [ o= nPpla)ds

sa nazyvaju k-tymi centrovanymi (centralnymi) momentami ndhodnej premenne;j z.
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5.1.3 Viacrozmerné pravdepodobnosti a momenty

Pre pravdepodobnost sicasnej realiziacie hodnot X, Y dvoch Statisticky nezdvisljch na-
hodnych premennych z, y plati

P(X,Y)=PX)P(Y)

Pre dvojrozmerni hustotu pravdepodobnosti (sucasni realizéciu x z dz-intervalu okolo X
a y z dy-intervalu okolo Y') plati

p(x,y)dedy =Pz < X <z+dr,y <Y <y+dy)

Pre distribu¢nt funkciu dvoch ndhodnych premennych plati

Flo,y) = P(X <2,V <y) = // ¢)dndc

Dvojrozmerny operator ocakavania je dany vztahom

E{f(z,y)} = / / p(z,y)dzdy
pre spojitu funkciu, resp.

E{f(z )} =D > fzj,u0)Plaj, ur)
ik

pre diskrétnu funkciu.

Stredné hodnota (1. moment) jednej premennej x, resp. y pre dvojrozmerni hustotu prav-
depodobnosti p(z,y) je

ux—/ / p(z,y)dzdy [y =/_ /_ yp(z,y)dzdy

Variancia (2. centrovany moment) jednej premennej x, resp. y pre dvojrozmerni hustotu
pravdepodobnosti p(z,y) je

(Tg:/_ /_ (z — pz)?p(z, y)dady ?gz/_ /_ (y — py)?p(z, y)dzdy

ZmieSany 2. moment - korelacia je

kzy = E{zy} :/ / zyp(x, y)dedy

Dve ndhodné premenné st nekorelované ak sa NP statisticky nezavislé (p(x,y) = p(x)p(y)),
vtedy

E{‘Ty} = E{J:}E{y} kmy = HzHy
ZmieSany 2. centrovany moment - kovariancia je
o =Ela—m)—m)} = [ [ @ )y~ oo, y)dady =

= .. = Koy — flafly — Hafly + oy = Kzy — Hafly
Pre statisticky nezavislé procesy x(t), y(t) plati

o= [ @@ [ (- )y =0

Statisticky nezavislé NP su nekorelované (naopak to nemusi platit).
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5.1.4 Vykon a energia signalu

Pre periodické (deterministické) signaly pod pojmom wvgkon signalu rozumieme stredni
hodnotu okamZitého vykonu cez periddu signélu. Pre neperiodické signaly, a teda aj NP,
hodnota stredného vykonu zavisi od ¢asového intervalu stredovania.

Pre signaly konec¢nej dlzky trvania (a ohranicenej amplitidy) ma zmysel hovorit o energii
signalu (¢asovy integréal okamzitého vykonu konverguje)

Jop /O;[g;(m?dt ! /OO X (w)]2dw

zgioo

kde X (w) je FT signalu z(t), a [X(w)]? je spektralnou hustotou energie signalu (rovnica
je integralnou formou Parsevalovej teorémy).

Ak signaly spliaji podmienku konvergencie uvedeného integralu (koneéné energia), nazy-

vaju sa energetickymi signalmi, v opac¢nom pripade hovorime o vykonovych signa-
loch, pre ktoré definujeme stredny vykon

P=li 1/T 2(t)dt
_T1—r>202T _TSU

Do tejto skupiny patria aj ndhodné signaly.

Pre jednotlivé realizicie NP sa vSak hodnoty tohto integralu liSia, urcenie hodnoty repre-
zentativnej pre cely NP preto vyzaduje uréité dalgie stredovanie.

5.1.5 Korela¢né a kovariacéné funkcie

7 teorie deterministickych signdlov vieme, Ze energetické spektra (spektralne hustoty e-
nergie) su FT korela¢nych funkcii. Problém divergencie energetického integralu ndhodnych
signalov vedie k pouzivaniu koncepcie vijkonového signélu, a korela¢né funkcie sa v tomto
pripade definované nasledovne:

e Autokorela¢na funkcia K, (t1,t2) = E{x(t1)x(t2)} - korelacia hodnot jedného NP v
dvoch réznych okamihoch ¢y, to (tu vyuzivame ergodickost - operator ofakavania vyjadru-
jeme ako casovii stredni hodnotu).

Ak st splnené podmienky
Wy F g (t) 02 # oi(t) Kyp(ti,te) = Kyp(1) kde 7=t —t2

proces z(t) oznacujeme za stacionarny v SirSom zmysle slova (niz§ie uvazujeme len
takéto procesy).

1 T
K (1) = Tlgr;o oT /_T:z:(t —7)z(t)dt pre spojity NP
N
. 1 L
Koo(T) = A}gﬂoo IN Z x(tn — 7)x(tn) pre diskrétny NP
n=—N

- Pre 7 = 0 odpoveda K,,(0) strednej kvadratickej hodnote

- Ky (—7) = Ky2(7) - parna funkcia

60



- Ak NP obsahuje periodicka zlozku s frekvenciou w, jeho K., tiez obsahuje periodicka
zlozku s tou istou frekvenciou

- Ak K, nie je periodickd, m& maximum pri 7 — 0, pricom K,,(7) — 0 pre 7 — oo (¢o
je vlastnost deterministickych signalov) len ak ma NP nulovi strednt hodnotu (napr. umy)

e Vzajomna korela¢na funkcia K., (t1,t2) = E{x(t1)y(t2)} - korelacia hodnot dvoch
réznych NP v dvoch réznych okamihoch.

Ak x(t) ay(t) st staciondrne a Ky (t1,t2) = Kyzy(7), hovorime o stacionarne zviazanych

NP .
1
Kay(m) = Tlgféo or |r x(t — 7)y(t)dt pre spojité NP
N
. 1 o
Kay(T) = A}gnoo N Z x(tn, — 7)y(tn) pre diskrétne NP
n=—N

Ak procesy x(t), y(t) st Statisticky nezdvislé (ortogonéalne, p(x,y) = p(x)p(y)), potom
Ky = 0.

- Vo v8eobecnosti K, nemusi byt parna, a nemusi mat maximum pri 7 — 0
- Kay(—7) = Kya(7)

- Ak z(t) a y(t) maju periodickt zlozku rovnakej frekvencie, potom sa objavi aj v Ky (7)

Pre stucet dvoch NP plati z(t) = x(t) + y(t)
Keo(r) = Jim / A=)t = oo = Koua(r) + Koy (7) + Koy (7) + Ky(7)

tj. autokorelacné funkcia suc¢tu NP zavisi od vzdjomngch korelaénych funkcii.
Ak z,y nie sa korelované Koo (T) = Kuu (1) + Kyy (1)

Ak napr. z(t) je periodicky signal na frekvencii w "utopeny" v Sume y(t), v tom pripade
x(t) a y(t) st urcite nekorelované, pricom pre dostatocne dlhy ¢as (7 — 00) je Kyy(7) = 0
(toto pre Sumy plati lebo ich u =0), a K,,(7) = K, (7) - obsahuje periodicka zlozku s w
(detekcia velmi slabych signélov).

e Autokovaria¢na funkcia R, (t1,t2) = E{[z(t1) — pa][x(t2) — pa]}

1 T
Realr) = Jim o [ falt =) = pulfe(t) — sl pre spojity NP
T
Ryx(T) = A}im N Z [x(tn — T) — pz][x(tn) — o] pre diskrétny NP
—00

e Vzajomna kovaria¢na funkcia R, (t1,t2) = E{[z(t1) — pa]y(t2) — py]}
Pre nekorelované procesy Ry, (t1,t2) = 0.
Pre staciondrne zviazané NP Ry, (t1,t2) a Ry,(t1,t2) zavisia len od 7 = t; — to, a plati

Ray(7) = Rya(=T7).

Rey(T) = TII_I};O 5T / z(t —7) — pg[y(t) — pyldt pre spojité NP
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1
Ryy(7) = lim — Z [z(tn — ) — pa)[y(tn) — ] pre diskrétne NP

Pozn.:

V literatire sa mozeme stretnut s réznymi definiciami pojmov korelacia a kovariancia,
a samotné pojmy sa Casto zamienaju. Castou je napr. definicia autokorelatnej funkcie
(staciondrneho NP) v tvare

E{z(t) — piB{a(t —7) — p}

2
Oxa

a nadobuda hodnoty z intervalu (—1,1) - takato definicia je vyhodna, lebo poskytuje bez-
rozmerni a normovaentd mieru Statistickej zavislosti NP.

Metoda korelatnych funkcii sa v experimentalnej fyzike vyuZziva napr. na hladanie slabych
a zaSumenych periodickych signalov (napr. kozmické zdroje), meranie koherentnosti elek-
tromagnetickych vin, meranie trvania velmi kratkych impulzov (lasery), na porovnavanie
Ciarovych spektier (spektroskopia), a pod.

5.1.6 Spektralna analyza ndhodnych signalov

Prechod z ¢asovej do frekvencnej oblasti sa realizuje pomocou fourierovskych transformacii
(FT)
1 o) . o) .
x(t) = —/ X (w)e™dw X(w) :/ x(t)e ™dt
27T —00 —0o0
kde X (w) je spektralna hustota (amplitudy) signalu. Treba pripomentt, ze dana spektrélna
hustota sa viaze na konkrétnu realizaciu NP.

Predpokladajme stacionarny NP x(t), pre ktorého stredni hodnotu cez sibor realizdcii
e =0, a teda

1 (o
py = x(t) = 7r/_ X (w)e™tdw =0

2

¢o je splnené pre vsetky ¢ len ak

X(w)=0

Statistické otakavanie (strednd hodnota cez stubor realizacii) spektralnej hustoty NP je
teda 0 pre vSetky frekvencie.

Realnemu NP odpoveda redine x(t), a teda
* 1 o * —iwt
o) = 2*(t) = 7/ X (w)e ™t du
21 J—so

Autokorelatné funkcia takéhoto procesu (zéavisi len od 7) je potom

K(T) = :L’(t)x(t + 7-) = Cl?*(t)a:(t =+ 7_) — (27::_)2 /_O:o ‘/_O:o X*(w)X(w/)efiwteiw’(tJrT)dwdwl _

1 ©© o0 .
= 7(2 )2/ / X*(w)X(w’)eZ(“’ —t o’ €7 dw
77 —o0 J—00
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KedZze autokorelacné funkcia takéhoto procesu nesmie zéavisiet od t (len od 7), musi platit
X*(w)X (W) ~ 6w —w) (inak ¢len €™ =) nevypadne)

Vyraz mé vyznam autokorela¢nej funkcie spektralnej hustoty, a teda hodnoty spektralnej
hustoty pre dve rézne frekvencie nie su korelované (tzv. é-korelacia).

Kedze X*(w)X(w') mé rozmer spektralnej hustoty energie (a 6(w — w) méa rozmer 1/w),
mozeme polozit X*(w)X (w') = 278z, (w)d(w — w), kde Sy (w) je spektralna hustota
vykonu (pre vykonové nahodné procesy nahrddzame energetické spektrum vykonovym
spektrom).

Vztah medzi vykonovym spektrom S,,(w) ndhodného signalu x(t) a jeho autokorela¢nou
funkciou je teda dany vztahmi

oo . 1 oo .
Spu(w) = [ Kpo(r)e T dr (FT) Koulr) = 5= [  Sualw)edu

¢o je tzv. Wienerova-Chinc¢inova teoréma

Pre 7 =0 je

o

Keal0) = o [ Sl = [~ Suu(w)ay

—o0
kde v = w/27 je frekvencia v Hz, a teda K,,(0) predstavuje celkovy vykon (v celom
spektre).

Kedze stucasne plati

Kyo(0) = lim — /T 2()dt /OO 2(4)dt = /°° X (w)2d
=(0) = Jim 57 [ : =g | X )P
Porovnanim dostavame pre spektralnu hustotu vykonu NP
X (W)
Seolw) = Him o

K. (1) aj Spz(w) st pdrne (a redlne), takze

1 o0 oo
K. (1) = ;/0 Spz(w) coswrdw Spz(w) = 2/0 Ko (T) coswrdr

Obdobnym spésobom mozeme Wienerovu-Chinéinovu teorému formulovat pre vzajomné
energetické spektrum a vzdjomni korela¢ni funkciu

Sy () = /_ Ky (r)e— ™" dr Kuy(r) = —— / Sy ()T duo

21 J_oo

Pre 7 = 0 je priemerny vykon sicinu signélov

Ky (0) ! /OO Say(w)dw

- % —00
e X* (W)Y (w)
. w w
Say(w) = Jlim ——7——

K.y nie je parna = jej FT Sy je kompleznd - nesie v sebe informéciu o vzdjomnom
fazovom posune z(t) a y(t), plati pritom Sy (w) = Syz(—w) = Sy, (w)

Pre stacet dvoch NP z(t) = x(t) + y(t) plati

K..(7) = Kpo(T) + Kyy(7) + Kay (1) + Ky (7)
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a teda

S22 (W) = Spa(w) + Syy(w) + Say(w) + Sya(w)
Sz (w) = Spa(w) + Syy(w)

a ak z,y nie sa korelované

Pr.:

x(t) = Acos(wot + ¢)

¢ fluktuuje medzi 0 a 27 s hustotou pravdepodnosti p(¢) = i
,u(t) :?, K;m(tl,tg) :?, Rxx(tl,tg) =1, Sm(zw) =7

pe(t) = E{x(t)} = % /027r cos(wot + ¢)dyp =0

A2 2w
Kaalt1,12) = B{a(t)a(t2)} = 5 /0 cos(wot1 + ) cos(wots + P)dp = ...
A2 2m 2m
= / coswo(t1 + t2) + 2(,0]d<,0+/ coswo(t] — t2)|de p =
4 0 0
0
A2 2
=5 coslwy(t1 — t2)] = 5 COBWoT = Ky (7)

K, je periodicka s wp rovnako ako x(t)

Rxm(tl,tz) = K;m;(tl, tz) = K;m(T) lebo Mo = 0

T 2
Sy (iw) = %[&;(w — wo) + 0z (w + wo)]

Pr.

x(t) = A(t) cos(wot + @)

¢ fluktuuje medzi 0 a 27 s hustotou pravdepodnosti p(¢) = %

A(t) - moduléacia, Kaa(7) a Saa(iw) zadané, ¢(t) a A(t) st Statisticky nezavislé
w(t) =7, Kypo(1) =7, Ryg(7) =7, Sga(iw) =7

pa (t) = E{x(t)} E{cos[wot + o]} = pa(t) -0 =0

Ku2(T) = Ryz(7) = E{x(t+7)x(t) } E{cos[wo (t+T)+¢] cosjwot+¢]} = ... = KA‘;(T) CoSwWoT
Saa(ivw) = ;/O:o Ko (1) coswoTe “Tdr = % [Saa(w —wp) + Saa(w + wo)]

(FT radioimpulzu)

Pr.
xz(t) =3, And(t —nT — )" - vlak" impulzov s periédou T

A, = 1 alebo —1 nahodne s rovnakymi pravdepodobnostami P(1) = P(—1) = 1
6 - nahodny posuv v ¢ase 0 <0 <T , p(f) = %
w(t) =7, Kypp (1) =7, Rpp (1) =7, Spp(iw) =7
— — 1 1
ux(t):...:An/ 5(t—nT —0)d0 =0 lebo Ay =21+ (~1)=0
0
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T A2 =31 +5(-1) =1 , n=m
T A Ay =241 + %(—1)} =0 , n#m Statisticky nezavislé
1 t—nT
Kao(r) = 71 Zn:/t(mm 8(z +7)8(x)dw c=t-nT—6 , dr=—df
pricom n € (—00, 00), teda
1 —00 1 +oo 1
Kao(T) = = §(z + 7)0(x)dx = 7/ 5()3(r — y)dy = —0(7)
T +oo T /) -~
. 1
Sy (iw) = T

5.1.7 Diferencovanie ndhodnych signalov

Niektoré systémy na spracovanie signalov pésobia ako derivatory alebo integratory vstup-
nych signalov, treba sa preto zaoberat aj vlastnostami derivacii a integralov NP.

Nech pre NP z(t), y(t) plati y(t) = dflgft)‘
Podmienkou diferencovatelnosti NP je jeho spojitost limago [2(t + At) — z(t)]? = 0.

Nech NP je stacionarny, pig # pz(t) = py = dfjt‘” =0

z(t+At)—x(t)
At

Kedze y(t) = lima¢—o , plati

Ky(T):yOf)?J(Hﬂ:Aliglox(t+Aii_$(t).$(t+T+AAt7)5—€U(t+T) _

= Jim (A1t)2 [t + A0l + 7+ AD — (t + Al + 7)-

—o(Oa(t + 7+ AL + 2(Ba(t+7)|
Vgetky styri ¢leny st autokorelac¢né funkcie vstupného NP, a teda

. 1
Ky(T) - Al}:glo w [2K:c:c(7—) - sz(T - At) - ch(T + At)]
¢o nie je ni¢ iné, nez (zaporna) 2. derivacia (derivacia 1. derivécie) funkcie K,,(7) podla
T, teda
d?K 0 (T)
Kyy(7) = T a2

Podl'a Wienerovej-Chindinovej teorémy je
d? {1

Kyy(r) = T2 / Sm(“)@u”dw} = %/ w2Sm(uJ) e dw

21 J oo —00

a teda
Syy(w) = w25’m(w)

Je teda zrejmé, Ze v spektre derivdcie NP su vyraznejSie zastupené jeho vysokofrekvencné
zlozky.

Vzajomna korelacné funkcia NP a jeho derivacie je

dK o (T)

Koy(7) = z(t)y(t+71) = x(t)ia:(t +7)= im — e

dr dr

65



Ked7e K, (7) je pdrna funkcia, plati dKz;iﬁ(T)\T_m = 0 (maximum), NP a jeho derivacia v

tom istom Casovom okamihu nie si korelované.
Nech pre NP x(t), 2(t) plati 2(t) = [; 2(t')dt'. Ak z(t) je stacionarny NP, potom

- t___
e = z(t) = / J}(t/)dtl = Hat
0

teda p, = 0 len ak p, = 0.
Ak py # 0, potom z(t) je nestaciondrny NP.

t1 to t1 to -
K..(t1,t2) = /O /0 )z (t")dt' dt" = /0 /0 x(t)x(t") dt'dt” =

t1 to t1 to
= / Koo(t' ") dt'dt” (: / Km(t”—t’)dt’dt”>
0 0 S>—— 0 0

Tento vysledok (kde posledna ¢ast rovnice plati len pre staciondrny NP x(t)) je aj pre sta-
cionarny vstupny NP zavisly od vyberu konkrétnych hodnot ¢1,¢2, a nielen od ich rozdielu,
¢o znamend, ze vystupny NP z(t) je vZdy nestaciondrny (bez ohladu na nulovost py).

V praxi to znamené neohrani¢eny narast drovne fluktuacii na vystupe integratora s ¢asom
(ako "ak¢ny radius" opitého namornika).

5.2 ODOZVA LINEARNEHO SYSTEMU NA NAHODNY
SIGNAL

5.2.1 Reprezenticia systému pomocou korela¢nych funkcii

Analyza odozvy systému na NP v casovej oblasti je realizovatelna pomocou korelaénych
funkecii.

Predpokladajme systém s impulznou odozvou h(t), vstupnym NP z(t) a odpovedajicim
vystupnym signalom y(t). Plati y(t) = h(t) = x(t)

Pre strednt hodnotu vystupného signalu plati
1y (t) = E {/ h(F)a(t — T)dT} _ / h(r) B {a(t — 1)} dr = / h(r) pa(t — 7) dr
—00 —00 N———— —o0 ———

(Téato rovnost plati pre stabilng systém s deterministickou h(t) - vtedy ju mozno vynat
spod E.)

Ak xz(t) je staciondrny NP, g, # u.(t) ,a
My = Kz /_ h(T)dT = p, H(0) = ty 7 py(t)

kde H(0) je hodnota prenosovej charakteristiky systému pre w = 0.

Podmienka p1,, # py(t) je nutnou, nie vsak postacujicou podmienkou stacionérnosti y(t)
(pri stacionarnom x(t)).

Autokorelatna funkcia vystupného signalu je
Kyy(t1,t2) = E{y(t1)y(t2)} = B {/ h(m)z(t1 — Tl)dﬁ/ h(r2)x(t2 — 7’2)d7'2} =
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= / dTlh(Tl)/ dTQh(TQ)Kxx(tl — 7’1,t2 — 7'2)

¢o pri stacionarnom z(t) prejde na
o go.o)

Kyy(tl,tg) = / dTlh(’Tl)/ dTQh(Tg)KxI(T — 711+ 7'2) = Kyy(’r) T=11 — 19
— o —00

¢o znamend, ze aj y(t) je staciondrny NP (v SirSom zmysle).

Vzajomna korela¢né funkcia vstupného a vystupného signalu je
o

Kyl t2) = Bly(t)a(ta)} = E{ [

—00

(t2)h(0)(t1 — 9)d9} _

— /_OO h(6) E{x(t, — 0)z(t2)} df — /_°° 1(0) Koo (7 — 0) dO

kde 7 = t; — to pre staciondrne NP, a teda

Kya(T) = Koy (1) = h(7) * Kaa(7)

Obdobné vztahy platia aj pre diskrétny systém s impulznou odozvou h(n), vstupnym NP
x(n) a odpovedajicim vystupnym signalom y(n) - hodnota vystupného signélu v kazdom
okamihu n je konvoliuciou vstupného signalu a impulznej odozvy systému (vystup zavisi
od vstupu v danom aj predchadzajucich okamihoch)

y(n) = h(0)z(n) + h()z(n — 1) + ... + h(r)z(n —r) /- x(n—k)

y(n)x(n — k) = h(0)z(n)x(n — k) + h()xz(n — V)z(n — k) + ... + h(r)z(n — r)x(n — k)

Kedze E{y(n)z(n — k)} = Kuy(k) a E{z(n — r)z(n — k)} = Kz (k — r), uvedend rovnica
prejde na tvar

Kay(k) = h(0)Kyp (k) + h(1) Kpe(k — 1) + ... + A(r) Kya(k — 1)
Porovnanim s prvou rovnicou dostavame

Koy (k) = h(k) * Koo (k)

K.y (k) je teda konvoltciou systémovej impulznej odozvy a autokorelacnej funkcie vstup-
ného signalu.

Na urcenie systémovej impulznej odozvy h(7) je vhodnym vstupnym signalom tzv. biely
Sum s konstantnou spektralnou hustotou B, ktorého korela¢na funkcia ma tvar K, (1) =
B5(7), a teda h(r) = KD

5.2.2 Reprezenticia systému vo frekvenc¢nej oblasti

7 vlastnosti FT vyplyva
Koyy(1) = h(T) * Ky () o Sy (iw) = H(iw) Sz (iw)

Prenosova charakteristika systému je teda




Pre spektralnu hustotu vystupného signalu plati

K,,(0) = E{y*()} = /_ Z /_ o:o W) h(r2) (2 = 1)y =

1 o0 s 0 ~ =
= 2—/ H(iw)dw/ h(TQ)dTQ/ KII(TQ — 7’1) GWTI d7'1
T J—o00

— 00 —00

Ak polozime 7 = 79 — 71, potom

1 [e’e) e8] . o .
K,y (0) = o /_ H(iw)dw/_ h(m2)e*“dry /_ Ky (T)e ™ Tdr =

H*(iw) Sy (iw)
_ % L O:O S (i) | H (i) 2o

Sucasne plati Kyy(0) = 5= [°2 Sy (iw)dw a teda

Syy(iw) = |H (iw) * Sao (iw)

Vztah medzi vykonovou spektralnou hustotou na vstupe a vystupe systému moézeme ziskat
aj intuitivne z analégie s deterministickymi signalmi, kde |Y (iw)|? = |H (iw)|?| X (iw)|? :
Kedze | X (iw)|?, |Y (iw)|? odpovedaji vykonu, resp. energii (deterministickych) signalov,
mozeme pre stochastické spektralne hustoty vykonu stanovit obdobni rovnicu.

5.2.3 Fluktuac¢no-dissipa¢na teoréma

V statistickej fyzike pod pojmom fluktuécia rozumieme ndhodné odchylky systému z/okolo
rovnovazneho stavu (reprezentovaného termodynamickymi (TD) stavovymi veli¢inami).
Prirodzenou a neodstranitelnou pri¢inou tychto fluktuacii je pohyb na mikroskopickej irovni
systému. V makroskopickych systémoch pri nenulovej teplote ide predovietkym o tzv. te-
pelnyj pohyb, charakterizovany TD teplotou. (Na klasickej mikroskopickej tirovni ide stale
o pohyb determinovany zakonmi newtonovskej mechaniky.)

Predpokladajme mikroskopickt €asticu s nulovou pociatocnou kinetickou energiou, vlo-
zent do makroskopického systému Castic pri danej teplote. Nasledné narazy ¢astic systému
udelia postupne tejto castici strednid kineticki energiu odpovedajicu strednej kinetickej
energii Castic systému (F). Podla ekviparti¢nej teorémy vietkym stupiiom volnosti pri-
slacha rovnakd strednd energia %kBT . Okamzita rychlost Castice prirodzene bude kolisat
- fluktuovat - okolo svojej strednej hodnoty. Tieto tzv. rovnovazne fluktuacie su bez-
prostrednym dosledkom kontaktu danej Castice s tepelngm kipelom (tj. makroskopickym
systémom pri danej teplote).

Predpokladajme teraz makroskopicky pohyb v takomto systéme (pohyb makroskopického
telesa prostredim, elektricky prid, a pod.). Z TD hladiska ide o nerovnovdzny stav -
niektoré stupne volnosti (spojené napr. s pohybom taziska pohybujiceho sa objektu) dis-
ponuju viac¢sou energiou nez %kBT. Interakciou so systémom v8ak tuto prebytoéni ener-
giu systému odovzdavaji. Prikladom je mechanické trenie ¢i elektricky odpor - interakcia
makroskopického pohybu s obrovskym mnozstvom mikroskopickych stuptiov volnosti, re-
prezentujicich tepelny kapel. Systém sa ohrieva na tikor makroskopického pohybu - energia
makroskopického pohybu dissipuje, tj. nevratne "degraduje" na energiu tepelného pohybu.
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7 uvedeného vyplyva, ze dissipacia energie aj fluktudcie v systéme maja rovnaky pévod
- kontakt s tepelnym kapelom. V dalfom kvantifikujeme vztahy medzi touto trojicou
pojmov.

Analyzujme problém (z historickych dovodov aj kvoli nazornosti) na priklade rychlosti v
brownowvského pohybu ¢astic o hmotnosti m vo viskéznom prostredi s koeficientom trenia
7, opisaného tzv. Langevinovou rovnicou (LR)

- du(t)

2 () = £()

Prava strana rovnice reprezentuje nahodné zrazky skimanej reprezentativnej ¢astice s ¢as-
ticami tepelného kupela - méa teda ndhodng charakter. Takato dif. rovnica sa preto nazyva
stochastickou.

Pozn.:

V elektronickom kontexte tejto tilohe formdlne odpoved4 rovnica pre prid v stratovom
induktivnom prostredi (RL obvod), resp. pre naboj v RC obvode, so stochastickymi napé-
tovymi pulzami

di(t)
dt

+ Ri(t) = u(t) resp. RdL(t) + %q(t) = u(t)

L
dt

Avsak pozor! V prvom pripade méa stcin pri¢iny a nasledku u(¢)i(t) rozmer vgkonu, rovnako
ako f(t)v(t), v druhom pripade u(t)q(t) rozmer energie. Fyzikdlna interpretacia zloziek zo-
vieobecnenej susceptibility (kap. 3.2.2) pri frekven¢nej analyze bude teda pre tieto pripady
odligna, ako uvidime nizsie.

Bez budiacej sily by rieSenie LR bolo ¢asovo tlmeneé, v(t) = v(0)e "™, z pociatoinej
hodnoty v(0), s ¢asovou konstantou 7, = m/n. Makroskopicky pohyb by sa utlmil. Tu si
treba uvedomit, Ze cely proces nemé hladky priebeh v ¢ase (je postupnostou zrazok), a teda
Clen dq(]igt) v LR treba fyzikilne vnimat skor ako konecni zmenu rychlosti Av za koneénij

¢asovy interval At, pricom takéto rieSenie LR ma zmysel v limite At < 7.

Vplyvom fluktuacii reprezentovanych budiacou silou f(t) vSak pretrvava brownouvsky po-
hyb. Nahodny charakter tejto sily zarucuje (v rovnorodom tepelnom kupeli) jej priestorovi
nezavislost. Predpokladajme (f(¢)) = 0 (ndhodny smer) a tieZ nezavislost f(¢) od rychlosti
Castic. Taktiez predpokladame, Ze na ¢asovej 8kdle At je budiaca sila nekorelovand - jednot-
livé zrazky sa Statisticky nezavislé. V skutocénosti korelacia medzi jednotlivymi zrazkami
zanikd na Casovej §kale 7. odpovedajicej strednej dobe medzi zrazkami. Ak predpokladame,
7e pre Casovi Skalu LR plati At > 7., potom autokorela¢ni funkciu ndhodnej budiacej sily
mozeme vyjadrit v tvare

Kyp(r) = (f(0)f(t — 7)) = Bé(7)

kde B = [%_ Kys(7)dr je mierou (priemernej) velkosti tejto sily (a urcite zavisi od tep-
loty kupela). Znakom () oznacujeme (v celej kapitole) priemerovanie cez sibor realizdcii.
Hladame teda rieSenie LR s (nenulovou pravou stranou) v limite 7. < At < 7.

D4 sa ukéazat, ze rieSenim LR v tejto limite je (stac¢i ho dosadit do LR)
1t /
v(t) = v(0)e /™ + —/ e~ f (¢ dt!
m Jo

Kedze LR je stochastickd dif. rovnica, kazdej ndhodnej hodnote f(t) vyhovuje nejake
partikuldrne rieSenie. Takéto rie§enia vSak nie st zaujimavé (zaujimavé je len rieSenie
"nezévisiace od nahody"), treba teda uskuto¢nit prislusné spriemerovanie. Pre strednu
hodnotu rychlosti (cez stubor realizacii) plati (v(t)) = v(0)e="™ (lebo (f(t)) = 0) - ¢o
znadi, ze ide o nestaciondrny proces spejuci k 'TD rovnovahe za ¢as ~ 7. V rovnovaznom
stave existuje uz len brownovsky pohyb charakterizovany (v2(¢)) (pri (v(t)) = 0).
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Po ustaleni (tj. zaniku tlmenych ¢lenov, ¢ > 7,.) dostavame
2 1 t / t 1
<U (t)> - =5 <A ef(tft )/Trf(t/)dt//o ef(tft )/Trf(t//)dt//> _

m

1 t t ! 17

= W/ / e~ =T == /mr B (¢ — )dt dt" = ...
0 JO

B
© 2nm

B
(1 e /7'7«) — S
PodTa ekviparti¢nej teorémy pre tento stupen volnosti plati %m<v2> = %k:BT, a teda

1 o0
B = 2nkgT resp. n= 2kBT/ Kyy(m)dr
—00

Tento vysledok je jednou z foriem fluktuaéno-dissipaénej teorémy (FDT), a vyjadruje
hladany kvantitativny suvis medzi mierou dissipacie (1), mierou fluktuécii (B) a teplotou
kapela (7).

Presktimajme este autokorela¢nu funkciu rychlosti K, (7), kde (predpokladajic ergodic-
kost) nahrddzame priemerovanie jednej realizacie v ¢ase priemerovanim cez sibor realizacii

2 —(2t+1)/7 e BT)/m gt gt "+t /7 / " ! g0t
Kon(r) = (@(tpu(t+)) = v(0)%e /g S [0 [T (100 (1))

¢o v priblizeni Kr¢(1) = (f(¥')f(t")) = Bo(t' —t") a v limite dlhych ¢asov t > 7, vedie na

B i _ kBT
2nm m

Kuo(T) = e~ Il/mr

(parna funkcia). Autokoreldcia fluktuujucej rychlosti teda zaniké (tj. rychlost "straca pa-
mit") s casovou kongtantou 7,, rovnako ako makroskopicky pohyb (v(t)) - obe st rieSenim
rovnakej dif. rovnice. Makroskopickd relaxacia systému do rovnovazneho stavu sa teda
riadi rovnakymi zédkonitostami ako mikroskopické fluktuacie okolo rovnovazneho stavu (&o
je nosné myslienka za FDT).

V naSom elektronickom priklade RL obvodu jednoduchou zadmenou m < L, n < R,
v(t) <> i(t), f(t) <> u(t) ma FDT podobu

/ Kuu(r)d7 = B = 2kpTR

pre dissipativnu zlozku systému R, pricom akumula¢nd zlozka systému L vstupuje do
ekviparti¢nej teorémy

%L<i2(t)> _ %kBT

V naSom druhom elektronickom priklade RC obvodu je forméalna zhoda pohybovej rovnice
systému s LR zavadzajuca: Formélna transformacia m <> R, n < % je totiz "nefyzikalna"
- akumula¢ny a dissipaény element si vymienaji miesta v pohybovej rovnici! Vo formal-
nej analogii s LR sice plati (¢?(t)) = %, avSak ekviparti¢na teoréma sa (pochopitelne)

2
vztahuje na akumulaény prvok C, % = %kBT , Co vedie opét ku vztahu

/ Ky (1)dr = B = 2kgTR

Existencia fluktuécii je teda v oboch pripadoch viazané na dissipativny prvok R.

Transforméaciou pévodnej LR do frekventnej oblasti dostavame vztah medzi fourierovskymi
obrazmi budiacej sily a rychlosti

Viw) =11

:El—i—iwn
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Pre prislugné (vykonove) spektralne hustoty pritom plati

T 1 2 T 1 2
Sun(w) = Jim IV (@)?) Syslw) = Jim S (IF(@)P)
kde ® ma vyznam doby merania. Odtial dostavame
1 1
Sww) = 5—F+—55
(CL)) 772 1 + (WTT)Q ff(w)

Vykonové spektralne hustoty si siicasne FT autokorela¢nych funkcii prislusnych staciondr-
nych procesov, a teda Syp(w) = [*° Bd(1)e”“Tdr = B = 2nkgT (v priblizeni 7. — 0).
Odtial

K’U’U(T) = 4B /OO 1 eitm'dw
2m1? Jooo 1+ (wry)?

¢o (pomocou vety o reziduach) dé staciondrnu hodnotu K, (1) = 277% e~Iml/m = %e*“'/”.
i

Kedze K,,(7) je redlna a pdrna, je zrejmé, ze aj Sy,(w) je redlna. Fourierovsky obraz
Ky, (7) je potom

Spo(w) = /_ Kyp(T)e “Tdr = 2/0 Kyy(T) coswTdr = ...

B 00 . B 1 2kgT 1
= — %{/ eT/‘rreszdT} — 2%{ : } _ B .
2T, 0 n 1+ iwT, n 1+ (wr)

LR moéZzeme vnimat ako pohybovi rovnicu systému so vstupnym signidlom f(¢) a vystup-
nym signalom v(t), pri¢om pomer
V(w)

) = H(iw) = x(iw) =

l 1 —wwr,
nl+ (wr)?

je prenosové charakteristika (zovSeobecnend susceptibilita) zov§eobecneného systému. Po-

tom plati
Spw(w) = 2kpTR {x(iw)}

Pre RL obvod ma tento vysledok tvar (B = 2kgTR, n — R)
2kpTR 1
Sii(w) = :

() R?2  1+iwt,

Pre RC obvod (B = 2kpTR, n — &) plati

= 2kpTR{x(iw)} = 2kpTX' (W)

2%ksT

1
Sqq(w) = 2kpTRC® ———— = 2kpT7, X (w) =
(so znamienkom + v konvencii F). Hoci platnost vztahu x”(w) = —w7, X' (w) sa viaZe na

nas jednoduchy systém 1. radu (vo v8eobecnosti platia KK vztahy), uvedené vztahy me-
dzi (vykonovou) spektralnou hustotou fluktuécii a zlozkami zovieobecnenej susceptibility
systému maju v8eobecnejsiu platnost, a predstavuju jednu z foriem FDT - univerzélny (v
klasickej limite) vztah medzi fluktuaciami, teplotou a dissipativnou zlozkou susceptibility
systému (x’' v prvom a x” v druhom pripade).

Uvedené vypoéty su platné za predpokladu, ze autokorela¢nu funkciu fluktuacii moézeme
aproximovat d-funkciou, a teda spektralna hustota takychto fluktuacii (podl'a Wienerove;j-
Chincinovej teorémy) je konstanta. Takéto fluktuacie nazyvame bielym Sumom. V sku-
tocnosti korelacné ¢asy fluktuécii 7. nemusia byt zanedbatelné na relevantnej ¢asovej skale.
Potom autokorelacna funkcia je gaussovska (s nenulovou Sirkou ~ 7.), a ak 7, ~ 7,, narusi
sa lokalnost LR (v Case), a €len nu(t) musi byt nahradeny konvolaciou [*__ n(t —7)v(r)dr.
Retardovany charakter LR je potom vo frekven¢nej oblasti reprezentovany funkénou zavis-
lostou n(w) = [°2 n(t)e~™!dt. V elektronike to znamena R = R(w). Spektrdlna hustota
fluktuéacii je konstantna pre w < 1/7,.
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5.3 SUMY

Pod pojmom Sum rozumieme ndhodné fluktudcie "uzito¢ného" signalu, spésobené stochas-
tickymi fyzikdlnymi procesmi v elektronickych systémoch. Do pojmu Sum nezaritavame
poruchy "uzito¢ného" signalu spésobené rusenim inymi externgmi signalmi, ani skreslenie
signalu systémomn.

V zavislosti od fyzikdlneho mechanizmu vzniku a spektréalnej hustoty rozlisujeme niekol'’ko
druhov Sumu.

5.3.1 Tepelny Sum

Tepelny (Johnsonov, resp. Nyquistov) Sum vznika v dosledku tepelného pohybu nosicov
naboja - pri Tubovolnej nenulovej teplote vykonavaji volné nosi¢e naboja chaoticky brow-
novsky pohyb, pri ktorom dochédza k ndhodnej lokalnej varidcii nabojovej hustoty, a teda
elektrického potencidlu. Rozptylové procesy v elektricky vodivom prostred{, ktoré uréuja
jeho elektricky odpor, maji za néasledok, Ze kompenzacia ndhodnej nabojovej nerovno-
vahy nenastava v nemeratelne kratkom ¢ase, a teda ze na vyvodoch systému je meratelné
fluktuujice Sumové napétie, ktoré zavisi od elektrického odporu systému.

Realny odpornik (rezistor) mozeme nahradit ekvivalentnou schémou idealneho ("nesumiace-
ho") odporu v sérii so zdrojom Sumového napétia. Vyrazy pre Sumové napitie a spektralnu
hustotu tepelného sumu mozno odvodit nasledovnym spdsobom:

Predpokladajme prenos Sumového napitia z rezistoru R na identicky

rezistor pripojeny pomocou bezstratového nevyzarujiceho a impedanéne

prisposobeného prenosového vedenia dizky I (vietok vykon zdroja Sumu

sa prenesie na druhy rezistor). (Pripominame, Ze tloha je symetricka

vzhladom na zémenu rezistorov.)

Napétové viny v tvare u(z,t) = ugel(kr—wt)

pri splneni okrajovych podmienok u(0,t) = u(l,t), ¢o je splnené pre mody s vlno¢tom
dn __ dndk _ 1

ky = 222 kde n je celé ¢slo. Hustota médov je D(w) = 9 = dndk — L

sa §iria prenosovym vedenim rychlostou v =

Strednd energia elektromagnetického médu je dand energiou foténu vynasobenou strednym
poc¢tom foténov v danom stave (mode), teda

hw
exp{ﬁ} 1

Celkovy vykon absorbovany "prijimacim" rezistorom je teda dany integrovanim energie
mo6dov, pohltenej za ¢as "doletu modov do rezistora" L

3 cez celé spektrum
hwdw
absorb l

exp —}—1

(e(w)) =

kde integracia prebieha cez mody Siriace sa kladnym smerom k, ¢omu odpovedaja kladné
frekvencie.

Po dosadeni
1 [>® hwdw
Pabsorb = S - £ 3N
exp

b )
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V termodynamickej rovnovahe musi byt stredny (v ¢ase) vykon absorbovany rezistorom
rovny vykonu emitovanému, teda R(i?), kde i = 5% je prid generovany v obvode Sumovym
napéitim, teda

kde o
(u%) = lim 1/ u(t)u*(t)dt = lim —/

0 O—00 20

Emitovany Sumovy vykon sa da vyjadrit prostrednictvom svojej spektralnej hustoty, ktora
je (podla Wienerovej-Chincinovej teorémy) FT autokorelacenj funkcie Sumového napétia

/_OOS(w)dw:/_oo / (@1%02@/ t—T)dt) dr 3 dw =

"0 _ 27 . _ 9
= @lgr;o 2— / dT/ (t—7)o(r)dt = el_rgo 2 /| u(t)u (t)dt = 27 (uyy)

(ffo 1-e ™Tdw = 2%6(7))

o

Porovnanim vykonu dissipovaného (emitovaného) na rezistore a vykonu tepelne vyziare-
ného dostavame

<u?\/> _11/00 _11/00 _i/oo hwdw
iR AR ) SR T qRay f, e =on ) exp {5} — 1
B

a odtial

hw
exp{%} -1

kde Sy (w) je spektralna hustota definované pre redlne, teda kladné frekvencie, pri¢om plati

Si(w) =4R

/_ O:o S(w)dw = /0 TS (w)dw S (w) = 25(w)

(S4(w) je definovany v konvencii kde uvazujeme len kladné frekvencie, a teda celkovy vy-
kon v oboch konvencidch musi byt rovnaky.) Vo v8eobecnosti z rovnosti dvoch wurcitgch
integralov este nevyplyva rovnost ich podintegralnych vyrazov, v danom pripade by vsak
nerovnost podintegralnych vyrazov protire¢ila zdkonom termodynamiky: Ak by v Tubo-
volnom intervale frekvencii existovala nerovnovdha medzi vyZziarenym vykonom jedného
rezistora a nim absorbovanym vykonom od druhého rezistora na tej istej teplote, stacilo by
medzi rezistory umiestnit pasivny nedissipativny element selektivne prepustajuci energiu v
tomto frekven¢nom intervale (LC-filter odrazajuci energiu mimo rezonancie), a dosiahli by
sme perpetuum mobile 2. druhu. (Pomocou pasivneho prvku by sa prvy rezistor stéle viac
ohrieval odoberanim tepla z druhého, stale chladnejSieho rezistora.)

V "klasickej" limite hw < kgT (nie prili§ nizka teplota, nie prili§ vysoka frekvencia)
dostavame

S+ (w) = 4RkBT

Pozn.

V Kklasickej limite je stredna energia elektromagnetického modu (e(w)) = kT, ¢o podla
ekviparti¢nej teorémy odpovedd dvom "stupiiom volnosti" (dvom kvadratickym ¢lenom
hamiltonidnu - hustote elektrickej energie ~ E? a magnetickej energie ~ B2).

Pre izbovi teplotu (300K) je klasick4 limita dobrym priblizenim aZ do frekvencii 10* H z,
pre vysgie frekvencie spektrilna hustota vykonu prudko klesa. Kvoli kongtantnej spektralnej
hustote (v Sirokom frekvencnom intervale) sa tepelny Sum nazyva bielym Sumom.
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7 praktického hladiska nas zaujima Sumovy vykon v uréitom intervale frekvencii, ¢o stvisi
s kone¢nou girkou pasma priepustnosti redlnych systémov (elektronickych zariadeni). Cel-
kovy vykon tepelného Sumu v danom frekvenénom intervale Av (v = w/27 > 0), vyjadreny
prostrednictvom strednej kvadratickej hodnoty napdtia, je dany integraciou (napétovej)
spektralnej hustoty vykonu cez dany frekvenény interval

(u%) = 4RkpT Av

¢o je tzv. Nyquistov vztah.

Sumové napitie tepelného $umu zavist len od velkosti odporu (a teploty), nie od typu
rezistora.

Treba zdoraznit, ze signdl z(t) je v tomto pripade reprezentovany napdtim, a teda "vykon"
signalu (v zmysle vSeobecnych definicii pojmov v predchadzajucich castiach textu) je
22(t) = u?(t), a jeho spektralna hustota S(w), resp. S(v) je tzv. napitovou spektralnou
hustotou vykonu, S, (v). Casto je v8ak signdl reprezentovany pridom - v takom pripade
pod pojmom "vykon" signilu rozumieme z%(t) = i2(t), a jeho spektralna hustota je tzv.
pridovou spektralnou hustotou vykonu, S;(v). Veli¢iny S, (v) a S;(v) maju teda rézny fy-
zikdlny rozmer, V2/Hz alebo A%2/Hz, a "stredny vykon" ziskany ich prostou integraciou
cez frekvencie je v skuto¢nosti len strednou kvadratickou hodnotou prislugnej velic¢iny x(t)
(v jednotkich V2 alebo A2, nie viak W!).

V pripade tepelného Sumu plati

1 AkgT
= =g

Si(v)

Pre "skuto¢ny" vykon (v jednotkach W) plati
P =4kgTAv

a je teda nezdvisly na hodnote odporu R - tato univerzalita je danéd charakterom tepelného
ziarenia (vykon Ziarenia absolatne Cierneho telesa zavisi len od jeho teploty).

Mazimdlny sumovy vykon moéze rezistor dodat do prispésobenej zataze, tj. do odporu (resp.
redlnej Casti impedancie) rovnakej hodnoty - mazimdlny dostupng Sumovy vykon rezistora
R je teda
2
<u§>

m = kBTAV

Py, =Ri*=R

V praxi v8ak meranie Sumového napitia znamené pripojenie

redlneho odporu na meracie zariadenie pomocou privodov,

ktoré predstavuju parazitni kapacitu.

Pomocou Nortonovej teorémy (ndhrada napdtového zdroja v sérii s odporom pridovym
zdrojom paralelne s odporom) mézeme schému merania Sumového napétia prekreslit podla
obrazka - celkovd impedancia obvodu vo¢i zdroju je teraz dana paralelnou kombinéciou od-
poru a kapacity, teda Z = a medzi vykonovymi spektrami vystupného napéitia a
Sumového pradu plati

1
1/R+iwC

Si(l/)RQ o Su(V)

— G. 2 _ =
Suv(V) - SZ(’/)Z 1+ (27rl/RC)2 1+ (QWVRC)Z

Integraciou cez celé spektrum dostdvame

<u2> _ /oo 4]{,‘BTR dV _ k’BT </oo dix _ {arctan x]go _ 7T>
v 0o 1+ (2mvRC)? C o 1422 2

Tento vyraz koreSponduje s ekvipartitnou teorémou (kapacita ako energiu akumulujtci
prvok predstavuje d'aldi stupen volnosti s energiou %C(Uz) = %kBT).
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Treba zdéraznit, Ze samotné kapacita nie je zdrojom Sumu. Ak by sme v schéme s 2 rezis-
tormi jeden 7 nich nahradili kondenzatorom, v TD rovnovahe by Sumovy vykon generovany
rezistorom a dissipovany kondenzatorom musel byt rovny Sumovému vykonu generovanému
kondenzatorom a absorbovanym rezistorom. Kondenzator vSak nedissipuje energiu, nemébze
teda ani generovat.

Pr.:
Sumové napétie na kondenzatore RLC obvodu.
V RLC obvode je zdrojom tepelného Sumového napétia uy rezistor R. Dif. rovnica popi-
sujuca Casovu zavislost naboja na kondenzatore je

d%q dq q

124 + R— =u

az e to T
Ide opét o stochastickd dif. rovnicu. Zo Statistickej povahy problému je zrejmé, ze vypo-
vednt hodnotu mé vyraz (¢2) (a nie (g)) - rie§ime teda najprv dif. rovnicu pre ¢* (vyna-
sobime na$u rovnicu q)

d2q d q2
L— R— — =
el Tt o TN
S uvazenim rovnosti J J J L d
2 q q 2
_ = 20— = _
al Ty Yot = 2ar?
d? d2q dg\? d%q dq 1d ,
el =gt (dt> CpTe (dt) NEYTEL
dostavame
L(dq) +Ld2 +Rd2+2
—— —— — =qu
dt gaz? Tog? T o T I
Pri ustredneni zohladiujeme, Zze (uy) = 0, a Ze v termodynamickej rovnovahe podla

ekviparti¢nej teorémy

(1L'2> L L(dq) > 1k T
—1 — e
2 dt 2P
a teda

d? d 2
L + =

ap () RGO+ Gl

Toto je uz dif. rovnica s konstantnou (zovieobecnenou) silou - konstantna vonkajsia "sila"
sposobi len posunutie rovnovaznej polohy harmonického oscildtora (tj. hodnoty (¢?)). Po

= 2kpT

L. e, 2 2
zavedeni substittcii v = %—2) — %, w% = %, 7 = RC dostavame

L& + d +2u =0
—u T —u 20 =
wg dt? dt
Znamym rieSenim takejto rovnice su tlmené kmity. Pri dostato¢ne velkom tlmeni sa pohyb
stava aperiodickym (zatlmenie nastane za kratsi ¢as nez perioda kmitov). Pre napétie na
kondenzétore po ustaleni (tj. utlmeni kmitov) plati

_{¢*) kBT

2
us) =
¢o odpoveda ekviparti¢nej teoréme (%%) = 3kpT.

Analyzujme tento vysledok: Pre¢o dochadza (v strednej hodnote) k poc¢iato¢nému narastu
napitia na kondenzatore a naslednému ustileniu na jednej hodnote? Zov8eobecnenou silou
vyvolavajiucou ndhodny prid v obvode je Sumové napétie rezistora, rezistor je sicasne zod-
povedny za tlmiacu silu (odpor). Tymto pridom sa nabija kondenzator, pofas nabijania
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vak prad slabne vdaka narastajicej reakcii nabijajuceho sa kondenzatora (snad ilustra-
tivnejsi je mechanicky analog rasticej spétnej sily pri napinani pruziny). V pociato¢nej
faze nabijania moZeme spéitna silu kondenzéatora (pruziny) zanedbat - rovnica ma potom
tvar )
d d
L—(q*) + R—{¢*) = 2kpT

a rieSenim pri pociatoénych podmienkach ¢(t = 0) = 0,

@) =22 [t 5 (- 1)]

dq(t=0 -
q(atlt ) :0Je

(Pre overenie staci dosadit.)
Pre dlhé ¢asy v porovnani s ¢asovou kongtantou L/R dostavame (po utlmeni exponencial-
neho ¢lena)
oo 2kpT

() = 22
¢o je vysledok pripominajtci (a nie ndhodou) ndhodni chédzu (stredna kvadraticka vzdia-
lenost prejdend opitym namornikom linedrne rastie s ¢asom, tj. s po¢tom krokov). V limite
velmi kratkych ¢asov (vzhladom na L/R) po iniciovani priadu plati (Taylorov rozvoj)

t

kT
t) = ——1t
(1) = =2
¢o odpoveda konstantnému prudu (linedrny narast nédboja na kondenzatore s ¢asom - v
analogii s opitym namornikom je to doba v ramci jedného kroku).

Monotonny narast (strednej kvadratickej hodnoty) napéatia na kondenzatore v dosledku
tepelného §umu rezistora je teda proces analogicky ndhodnej chodzi. Nas proces vak speje
k saturacii v dosledku reakcie nabijajuceho sa kondenzatora (dodato¢ny ¢len %<q2> v dif.
rovnici - nabijaci prad postupne zanika), ¢o skor odpoveda anal6gii s opitym namornikom
priviazanym k pevnému bodu (kréme) pomocou dlhej (mikkej) pruziny.

Nyquistov vztah mozno ziskat aj z fyzikadlneho modelu, ktory sme analyzovali v 5.2.3: N&-
hodny pohyb kazdého elektréonu vo vodiéi dlzky [, prierezu A, s koncentraciou vodivostnych
elektronov n a elektrickym odporom R, déva prispevok k Sumovému napédtiu u; = %Ui,
kde v; je ndhodné rychlost elektrénu. Autokorelaéna funkcia rychlosti ndhodného pohybu

(podla 5.2.3) je

kT -7l
Ky (1) = f;L e

a teda (jednostrannda) napatova spektralna hustota Sumového vykonu je (podla Wienerovej-
Chincinovej teorémy)

00 2 roo
Si(w)=2- 2/ Ky (1) coswrdr =4 (fie) / Ky (7) coswTrdr
0 0

(prvy faktor 2 zohladiiuje rovnost S (w) = 25(w) a druhy faktor 2 parnost autokorelacne;j
funkcie), ¢o po dosadeni (pozri 5.2.3) vedie na

Re\? kgT T Re\? kgT
S =4 — >4 =) =7
+() < l ) m 1+ (wr)? ( l ) m

(pre wr, < 1, ¢o je obor platnosti Nyquistovho vztahu). K celkovej napétovej spektralne;j

hustote vykonu (u%) v danom intervale frekvencii Av prispieva nAL elektrénov vo vodidi,

a teda (u%;) = nAlS(v)Av. Po dosadeni, a s uvizenim, e R = & -2 (Drude), dostavame
N A ne?r,

Nyquistov vztah

(u%) = 4kpTAv
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5.3.2 Vystrelovy Sum

Poévod vystrelového Sumu tkvie v diskrétnom charaktere naboja - na mikroskopickej
drovni ma prenos naboja stochasticky charakter. Na makroskopickej irovni teda hodnota
prudu koliSe okolo svojej strednej hodnoty, a tato varidciu nazyvame Sumom. Predpokla-
dajme detekéné zariadenie registrujice tok nadboja v podobe diskrétnych impulzov

= qo(t —ty)
k

kde t; su Casy ndhodného "dopadu" néboja ¢ (z definicie prudu za dany ¢as zaregistruje
detekéné zariadenie v priemere i/q "dopadov").

Autokorelacna funkcia priadu

N S AP
K;(7) —Tlgr;oﬁ _T’L(t)z(t—i-T)dt

urcuje jednostranné Sumové spektrum
o0 .
w) = 2/ Ki(r)e “7dr
—0o0

vo vyzname strednej kvadratickej hodnoty (resp. variancie, kedze stredné hodnota je nu-
lova) $umového pradu na jednotkovy frekvenény interval, Sj(w) = i2/Aw. Uvazujeme len
fyzikalne rozumné kladné frekvencie (obojstrannd spektralna hustota je pdrna funkcia, a
teda jej jednostranné vyjadrenie pre w > 0 je jej dvojndsobkom - inymi slovami: kladné a
zaporné frekvencie prispievaji rovnako), odtial faktor 2.

Dosadenim pradu v tvare d-impulzov dostavame

K;(7) Th_I)IéOTZZ/ O(t —tr)o(t — tp + 7)dt = hm ZZétk—tk/JrT)

Predpokladajme po dobu integrovania (od —7" po T') N pripadov, ked ¢, = t;/, prispevok do
integralu od tychto pripadov je No(7). Pre t # tgs sa jednotlivé prispevky v dvojitej sume
rozlozené v Case ndhodne, a po patri¢nom ustredneni sa vynuluji (exaktny matematicky
dokaz tohto tvrdenia je zlozity).

Prudova autokorela¢na funkcia ma teda tvar
¢*N

—0(7) = qid(7)

kde 1 = qT Odpovedajica spektralna hustota je teda

Si(w) = 2qi

¢o je tzv. Schottkyho vztah. Spektralna hustota vystrelového Sumu je teda frekvencne
nezdvisld - vystrelovy $um je biely.

Spektralna hustota vystrelového sumu je teda linedrnou funkciou (strednej hodnoty) pradu,
pricom do koeficientu tmernosti vstupuje prena8any naboj, ktory méze byt rézny od e.
V pripade supravodivého pridu tunelujtceho josephsonovskym spojom ¢ = 2e, zaujimavé
vysledky dava aj kvantovy Hallov jav. Meranie spektralnej hustoty $umu teda poskytuje
priamu informéciu o charaktere nosi¢ov naboja.

Treba zdoraznit, Ze vystrelovy Sum nezdvisi od teploty, a teda nedé sa eliminovat znizovanim
teploty systému (ako v pripade tepelného Sumu).

Casto sa v literatare uvadza, ze vystrelovy Sum existuje len pri jednosmernom prade,
alebo ze absentuje v metalickych rezistoroch. Takéto tvrdenia treba chépat v tom zmysle,
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Ze nie st vytvorené dobré podmienky pre jeho pozorovanie (napr. kvoli nepruznému rozp-
tylu elektronov na fonénoch v makroskopickych kovovych saciastkach, ¢im dochadza k
vyhladeniu fluktuacii tohto druhu). Vystrelovy Sum je dobre pozorovatelny v tunelovych
Strukturach, Shottkyho diédach a pn-prechodoch, ale tiez v mezoskopickych struktirach a
nanostruktarach.

5.3.3 1/f Sum

Pod pojmom 1/f §um rozumieme vietky druhy Sumov, ktoré (na rozdiel od bieleho §umu)
maju vyrazni frekvenénu zavislost spektralnej hustoty v tvare 1/v* (v - frekvencia v Hz,
tiez oznatovana f), kde a = 1. Takyto Sum sa vyskytuje v roznych systémoch (fyzikalnych,
biologickych, sociologickych), a jeho pri¢iny a mechanizmy st rozmanité (¢asto nejasné).
Matematicky opis takychto procesov spravidla vychadza z predstavy poissonovského NP
charakterizovaného exponencidlnou relaxaciou udalosti v ndhodnych ¢asoch #

z(t) = zge M

FT takejto série ndhodnych udalosti je
S .
X(w) = / Z z(t —ty)e “dt
—00

a pre vykonové spektrum plati

1 _ 3n
- A2 _|_w2

kde n je stredné frekvencia, s akou nastavaja udalosti (Casy t), a © je doba merania.

Ak predpokladame procesy s istym rozptylom hodnot relaxacnej konstanty A rovnomerne
rozlozenych v intervale (A1, A2), pricom A\; — 0 a Ay — 0o, potom

A2 X2 2 2 2
S(w) = lim lim Sy(w)dA = lim lim 2&:071 Sd\ = T _ Tonh
A1—=0Ag—00 /g AM—0Xx—oo Sy, A2+ w 2w Ay

1/f $um teda dominuje v spektralnej hustote celkového Sumu pri nizkych frekvenciach, pri
vysSich frekvenciach je jeho prispevok "utopeny" v bielom Sume, hrani¢na frekvencia je
pre rozne druhy 1/f Sumu rozna.

Podla systému, v ktorom sa 1/f §um objavuje, sa preii pouZivaju rozne oznacenia:

Prakticky vo v8etkych elektronickych systémoch sa stretdavame s blikavym Sumom (flic-
ker noise). Jeho priciny si rozne (generacia a rekombinacia elektron-dierovych péarov v
polovodicoch, nedistoty a defekty Struktury, a pod.). Podobne ako vystrelovy sum, aj bli-
kavy Sum je viazany na jednosmerny prud.

Praskavy Sum (burst noise, popcorn noise) méa charakter skokovych prechodov medzi
dvoma alebo viacerymi napadtovymi (resp. pradovymi) hladinami (pre svoj charakter sa
tiez nazyva telegrafngm sumom). Jeho pri¢inou su efekty zachytu a ndhleho uvolnenia
nosi¢ov naboja, defekty struktir, a pod.

Fluktuujaca vodivost nedokonalych kontaktov v elektronickych systémoch je zdrojom kon-
taktného Sumu.
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5.3.4 Sumova Sirka pasma

Realne systémy prenédsajice signal (i um) st charakterizované svojou prenosovou charak-
teristikou H (iw), uréujiucou velkost preneseného signalu na danej frekvencii (tj. preneseny
vykon v jednotkovom frekvenénom intervale). Vysledna hladina Sumu (Sumového vykonu)
na vystupe systému je dana integraciou spektralnej hustoty cez vetky frekvencie, s ohla-
dom na H (iw) systému.

Ekvivalentna Sumova Sirka pasma redlneho systému je definovana pre biely sum ako
Sirka pasma priepustnosti takého idedlneho filtra (tj. filtra prepustajuceho s konstantnou
amplitudou v istom intervale frekvencii a s nulovou amplitidou mimo tohto intervalu), tak
aby plochy pod krivkami |H (iw)|? redlneho a idedlneho systému boli rovnaké (tj. rovnaky
celkovy preneseny vgkon bieleho Sumu)

1 e .
B[H:] = 27T|Hm‘2/0 | H (i) [2deo

(Ekvivalentnym idealnym filtrom je filter s prenosovou charakteristikou |H (iw)| = |Hpmaz|
v intervale B a |H (iw)| = 0 mimo neho).

Pr.
Sumova &irka pasma jednopolového (—20dB/dek) dolnofrekveneného filtra (RC)

1 1
- 1+7< ‘H(lw)‘ = Hpypoe =1
i Ly

w2
Wo

H (iw)

(pre RC filter je wy = w|_3q5 = 7=

1 [ dw wo [ { w Hoo Twy T
= — —— = — |arctan { — =s--- =%l
2rJo 144 27 wo ) Jo 227 2
“o

Podobnym sposobom sa d4 ukézat, 7e Sumova Sirka pasmového filtra je B = 5Av, kde Av
je urcené rozdielom hornej a dolnej w|_34p.

Pre filtre vyssieho radu (viacpolove) sa koeficient %, resp. V—E; s narastajucim po¢tom polov
zmensuje z hodnoty § = 1,57 k hodnote 1.

5.3.5 Sumova teplota, pomer signal/$um, §umovy faktor, Sumové ¢islo

V pripade tepelného Sumu sme ukézali, ze maximalny sumovy vykon dissipativneho prvku
(dodany do prisposobenej zataze) na jednotkovy interval frekvencii
Py,

b A B

zévisi len od teploty. To ndm dovoluje definovat Sumovi teplotu dissipativneho prvku/systému
ako jednoznacni mieru dostupného sumového vykonu. Takto definované veli¢ina potom
kvantifikuje zdroj Sumu, a to aj v pripade ked charakter sumu nie je tepelni.
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Kazdy realny zdroj signélu je sticasne aj zdrojom sumu. Délezitou charakteristikou realneho
signélu je preto pomer signal /Sum SN R (signal to noise ratio, tiez niekedy oznacovany
S/N)
SNR =22
PN
kde pg, pn st vykony signalu a §umu v danom (tom istom) frekvencnom intervale, vyjad-
rené v linearnej alebo logaritmickej gkéle (dB)

p(dB) =10logp SNR(dB) =10log SNR = 10(log ps — logpn) = ps(dB) — pn(dB)

Pre amplitudy signalu a sumu, Xg a Xy, plati

2
SNR = (XS) SNR(dB) = 20log Xs
XN XN

Kazdy realny systém, ktory sa podiela na spracovani signalu (filtre, zosiliiovace, atd.) je
taktiez zdrojom Sumu, ktory sa pridadva k Sumu spracovavaného signalu - SN R signalu
sa teda znizuje. Velkost (vykon) tohto dodato¢ného Sumu zéavisi od koeficientu prenosu
(zosilnenia, prenosovej charakteristiky) systému. Ak chceme kvantifikovat Sumové vlast-
nosti systému nezdvisle na jeho zosilneni (ktoré sa casto da uzivatelsky menit), pouzi-
vame ekvivalentny Sumovy model systému, v ktorom st vietky vnitorné zdroje Sumu
"presunuté" na vstup systému v podobe Sumovej teploty systému Ty, a podlichaji né-
slednému (principidlne nastavitelnému) zosilneniu systémom. Celkové Sumoveé vlastnosti
ststavy, dané Sumom jeho zdroja so Sumovou teplotou Ty aj Sumom prenosového sys-
tému so Sumovou teplotou Tiys s potom reprezentované ekvivalentnou sumovou teplotou

Teq = TO + Tsys

Sumovy faktor systému

_ TO +Tsys . & . PNeq

F
Th To PNy

Je pomerom celkového ekvivalentného Sumu na vstupe systému py,, ku Sumu z vonkajsieho
zdroja na vstupe systému py,. Pre idedlny (neSumiaci) systém je F' = 1. Pre SN R signalu
na vstupe a na vystupe systému so zosilnenim G plati

X2 s G- X2 G- ps
SNR;, = —2- = == SNRout = g —
in X]2\70 PN, out G- ng G- PNey
a teda
SNRZYL o pNeq _ F
SNRout PNy

Ak mé byt Sumovy faktor jednoznacnou charakteristikou prenosového systému, fixujeme
teplotu zdroja signalu Ty = 290K.

Sumové &islo (noise figure) je
NF =10log F

a vyjadruje pokles SN R po prechode signédlu systémom nezdvisle od zosilnenia systému,
pri Tp = 290K.

Pre kaskddu prenosovych podsystémov so zosilneniemi G1, G2, G3... a Sumovymi teplotami
11,15, T5... je sumovi teplota celého systému so zosilnenim G1G2Gs...
T T

Toys =11 + —
sYs 1+G1+G1G2+

Sumové &islo

Tss>
NF =101 14 22
Og<+290
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a Sumovy faktor
Fr,—-1 F5-—1
F=F+ + + ...
TG T GG,
Je zrejmé, ze (pri G; > 0) najvadsi vplyv na vyslednti Sumovi teplotu ma prvy stupen,
atd.

5.3.6 Sumovovy model zosiliiovaca

Existuje viacero Sumovych modelov zosiliovacov, zalozenych na "presunuti" wvnidtornijch
zdrojov Sumu na vstup idedlneho (neSumiaceho) zosilhovaca. Osvedéend je kombinéacia zdro-
jov Sumového napétia a pradu podla obrazku.
Vnatorny odpor zdroja signalu Rg generuje Sum so
spektralnou hustotou vykonu SUNS = 4kgT Rg. Ekvi-
valentné zdroje Sumového napétia a pridu zosiliiovaca
generuju Sum s hustotami vykonu SUNEq a S; Neg-
Celkova spektrélna hustota $umu na vstupe (idedlneho nesumiaceho) zosiliovaca je potom
(pri R; — o0)

Suy, = 4kBTRs + Suy,, + Siy., Rs

a na jeho vystupe (pri zosilneni G)

UNout - GSuNzn

Ak vstupny odpor zosiliiovaca R; < oo, vstupny signal je ug,, = US#ZRS, a vstupny Sum

Je
Ri \? RiRs \’
Sux,, = (4kBTRs + Suy,,) <R~ - Rs) + S <R~ - Rs)

Pomer signalu a Sumu na vystupe zosiliiovaca je
2,,2 2

SNRyy = ——2 = . =
"7 G2, 4kpTRs + Suy,, + Six,, B3

a nezavisi od R; (!)

Pomer signalu ku Sumu mozno optimalizovat vlozenim vhodnych impedancii/admitancii do
vstupného obvodu zosiliiovaca (napr. admitancia paralelne ku iy). Pri znamych Sumovych
parametroch zosiliiovaca (uvadzanych vyrobcom alebo odhadnutych zo znalosti architek-
tury zosiliiovaca) maximalizujeme SN R vzhladom na tieto vlozené prvky. (Vypocty si
pracné, viaceré riefenia si dostupné na internete.)

Jednym zo sposobov sumového prispisobovania je vlo-

7enie transforméatora na vstup zosiliiovaca. Pri trans-

u2

formaénom pomere n = 2 sa vnutorny odpor zdroja
ul
signalu transformuje ako n?Rg, a teda

Su,, = 4kpTn’Rs + Suy, + Siy, 0 RS

Potom

2.2
Ugn

SN Ryt =
' 4kpTn2Rs + Suy,, + Si

1p2
Neg ™ R

. . . Suy; . .
dosahuje maximum pri p*R% = <, ¢im je urCend optimalna hodnota n.
’LNeq
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5.3.7 Akumuléacia signalu

V pripadoch, ked je mozné opakovane registrovat rovnaky signal (napr, ak sa signal meni
pomaly v porovnani s dobou viacnésobného snimania), je vyhodné séitavat opakovane re-
gistrovany signél. Pri n-nésobnej akumuléacii amplitada signilu narastie n-néasobne (navyse
dochadza k "samooprave" pripadnych portich signélu), kym stredna amplitiada Sumu na-
rasta len y/n-krat (kvoli jeho nahodnému charakteru). Pomer signél-Sum teda n-nasobne
narasta. Treba si uvedomit, ze n-nasobné prediZenie merania je analogické n-nasobnému
zZzeniu §irky pasma snimania signalu (a Sumu).

5.3.8 Fazovo-citliva detekcia

Hlavnym problémom zosiliiovania slabych signalov z hTadiska Sumov je girokopasmovost
zosiliovacov. Pri girke pasma ~ 100kHz aj kvalitny zosiliiova¢ s (ekvivalentnym) $umo-
vym napétim na vstupe = 5nV/ VHz predstavuje celkovi wvstupnd hladinu umu (pred
zosilnenim) V105 - 5nV ~ 1.54V, a teda znemoziuje registrovat slabsie signéaly. Pridanim
(realizovatelného) pasmového filtra s kvalitou @ =~ 100 v okoli frekvencie v sa Sirka pasma
7071 na Av = 14/Q, ¢o napr. pri vy = 10kHz predstavuje celkové ekvivalentné vstupné
Sumové napétie ~ 50nV (tj. hodnota odpovedajica vystupnej hladine umu predelenej zo-
silnenim siistavy). Pre meranie signalov na arovni jednotiek nV je teda nevyhnutné dalsie
zlzenie pasma prenosiu.

Riesenim je fazovo-citlivd (synchréonna) detekcia nasobic "E "
(PSD), zalozena na nasobeni meraného signalu wu(t)
a referen¢ného signalu wu,(t), a néslednéd integracia,
podla schémy na obrazku. Sustava prakticky realizuje
korelacni funkciu meraného a referenc¢ného signalu

fazovy postivac

u.(t)

ot (£) = /0 (Yt — )t

Ako integrator méze v najjednoduchsom pripade sluzit oby¢ajny RC-obvod s impulznou
charakteristikou h(t) = %e*t/T a Casovou kongtantou 7 = RC' (kap. 4.3.1). Jeho vystupny
signal y(t) je konvoluciou h(t) so vstupnym signalom x(t)

y(t) = /0 "t — VRt 2(t) = u(t)un(t — 1)

Pre dostato¢ne velké 7 je e /7 2 1 po celt dobu integrovania, a y(t) = %fg x(t")dt'.

11
1+iwt = 1+iw/wp?
kde wp, = % je hrani¢nou frekvenciou zhora obmedzujicou prenos signalu (dolnofrek-
ven¢ny filter). Ak vstupnym aj referenénym signalom st harmonické signaly u(t) = Ug sin wt
a up(t) = Uy sin(w,t + 6), potom

Vo frekvencnej oblasti je prenosovou charakteristikou RC-obvodu H (iw) =

w(Bun(t) = .. = %USUT{COS([M ]t — 6) — cos([w + wr ]t + )}

a po integracii (prechode RC-filtrom) dostavame (s vyuZitim ortogonality funkcie sin)
jednosmerny vystupny signal

1
Uput = §U5Ur cosf len ak Wy =W

Pri fixovanej amplitide U, ziskavame jednosmerné napétie imerné amplitide meraného
(harmonického) signélu Ug. V skutoc¢nosti (integrujeme konecny ¢as) je vystup nenulovy
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pre |w, — w| < wp. Ak je vstupny signal zaSumeny, u(t) = ug + uy, integracia u,uy da
nenulovy prispevok len v intervale |w, — wy| < 1/7. Pri 7 &~ 1s dostavame (ekvivalentni)
vstupni hladinu Sumu = nV. Nastavenim dostatocne velkej ¢asovej kontanty integracie
teda vieme extrémne zuzit Sumovu Sirku pasma (¢o vSak mozno pouzit len pre velmi
pomaly sa meniace signdly).

Preladovanim referen¢nej frekvencie w, dokédzeme teda ziskat frekvenéné spektrum vstup-
ného signalu. PSD sa ¢asto pouziva v rezime, ked referenénym signalom (po pripadnom
zosilneni) priamo budime skiimany systém, a vystupny signal z neho je (po pripadnom
impedan¢nom prispdésobeni) vstupnym signalom do PSD. Pridanim druhého PSD s refe-
renénym signalom wu,o posunutym voéi u,; vo faze o /2 dostavame dvojicu jednosmernych
vystupnych napéti

U,
Uout1 ~ Ug cos 6 Ugyio ~ Ug sinf Ug ~ Uzutl + Ugm 0 = arctan —2“*2

o

outl
Pri spravnom sfazovani dostavame priamo redlnu aj imaginarnu zlozku systémovej preno-

sovej charakteristiky H (iw).

Pozn.: V niektorych variantoch PSD je referen¢ny signal obdlznikovy, ¢o znamend, Ze k
vyslednému jednosmernému napétiu prispievaju aj vyssie harmonické w, s vahou danou
fourierovskymi koeficientami obdlznikového signélu.
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6. METODY ANALYZY
LINEARNYCH SIETI

6.1 ANALYZA AUTONOMNYCH LINEARNYCH SIETI

6.1.1 Kirchhoffove zakony

Jednotlivé elektronické prvky (zdroje i spotrebice) navzéjom poprepajané tvoria elektricka
siet. Spojnica troch a viac prvkov sa nazyva uzol, tiseky medzi uzlami sa nazyvaja vetvy,
a pospajanim usekov v sieti vznikaju slu¢ky. Jednotlivym uzlom priradujeme elektricky
potencidl (napétie vodi tzv. referenénému uzlu) a jednotlivym vetvam, resp. sluckam
priradujeme prid. Siete nazyvame autonémnymi ak tvoria uzavrety celok (st napajané
zdrojmi vo vnitri siete). Pocet neznamych v sieti s n uzlami a m vetvami je teda m+n—1
(jeden z uzlov je referencny), ale len m — (n — 1) vetiev je nezdvislych, a presne tolko je
nezdvislych sluciek.

Pri analyze siete vychadzame zo zovSeobecneného Ohmovho zikona (pre impedancie) a
Kirchhoffovijch zdkonov

U=27I ZI:()vuzle ZU:OVSIuéke

Ak sa v slucke nachddza indukénost, doddavame k nej ekvivalentny zdroj indukovaného
napétia. Cielom je identifikovat priudy (smer a velkost) vo vsetkych usekoch, a tym poten-
cidlove spady na vsetkych prvkoch. Pritom je uZitocné (kvoli znizeniu rizika omylu) riadit
sa niekolkymi zasadami:

- V kazdej vetve urcime Sipkou smer pocitaného pradu (ak vyjde pri vypocte jeho hodnota
zdpornd, je smer skutocného prudu opacny).

- n — 1 rovnic (pre uzly) zostavime z 1. Kirchhoffovho zédkona, prady wvstupujice do uzla
poditame ako kladné.

- Zvysnych m — (n — 1) rovnic zostavime z 2. Kirchhoffovho zakona. Je pritom vhodné, ak
poditame napétové spady v jednotlivych slu¢kach v rovnakom zmysle otacania.

- Napétové spady na jednotlivych pasivnych prvkoch povazujeme za kladné ak navrhnuty
prud cez ne méa smer otacania.

- Vnitené napétia (zdroje) povazujeme za kladné ak st polarizované v smere otacania.
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e Priklad:

a: Ig—I3—1;1 =0 I: RiIi + Rolo + Rglg = Uy
b: I3s—I4,—1I5=0 II: Rsl3+ Rsls — R1I; =0
C: Il —‘1_[5_[2 =0 I1I: R4I4—R2]2—R5I5 =0

uzol d je referenény

I L, Is Iy Is Ig U
-1 0 -1 0 0 1 0
0 0 1 -1 -1 0 0
1 -1 0 O 1 0 0
Ry Ry, 0 O 0 Re| U
-Ry 0 Rs3 0 Rs O 0
0 —Ry 0 Ry —Rs O 0

Nezname I, = %, kde v Dy, sa stlpec I, nahradi stipcom U.

Pozn.: Tento obvod je Wheatstonov mostik na meranie neznameho odporu (jedného z Ry —

Ry). Mostik je vyvdZeny ak Is = 0, ¢omu odpoveda % = %.

6.1.2 Transfiguracia siete

Pri analyze siete je niekedy vyhodné ¢asti redlnej siete nahradit ekvivalentnygm fikifvnym
zapojenim - transfigurdcia. Najjednoduchsim pripadom transfigurécie je ndhrada sériového
a paralelného zapojenia odporov (impedancii) ekvivalentnym vyslednym odporom (impe-
danciou).

v sieti existuju 3 uz repojené rmi rojuholnika, moz rieSenie ulahéit
Ak v sieti exist 3 uzl epojené odpo do trojuholnika, moéze sa rieSenie ulahéit
premenou trojuholnfka na rovnocenni trojramennt hviezdu, a naopak. Potenciadly uzlov
pripojenych na okolitt siet, ani odpory medzi nimi, sa pritom nezmenia.

I 1 fi 1
U@ U 0

3 A 2 3
Uy Uy

Obe schémy st k okolitej sieti pripojené v uzloch 1 a 3, v ndhradnom hviezdicovom zapojeni
je uzol 2 nepripojeny k okolitej sieti - uzly 0 a 2 st na rovnakom potenciali (odporom Ry
netecie prud).

Z A %3 = R12_|U_RQ3 = Uaz = Ule_ﬁ{% z % : Usg = Ups = I R3
ZA:U=IR=I[Ri3 | (Ri2 + Ra3)] = U23:...:I%
Porovnanim A ax: R3= Imill‘%iz%

Analogicky R, = ngﬁléiiflm Ry = Rmilﬁiﬁlﬁs
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Spatné vztahy mozeme odvodit algebricky, alebo z nasledujtucej avahy:
Ak by sme v oboch zapojeniach skratovali uzly 2 a 3, tiekol by medzi nimi prid lss:

. - U
Z A Iy = R

. . _ _RoRg U _ RoR3 . — Uos _ R3
Z % :Ups = R2+R3 R1+7RR2+R§ B URle+R2R2+R1R3 = Is= Ry ™ UR1Rz+Rsz+RlR3

2 3
P _ R Ry

Porovnanim: Ris=Ri+ Ry + R
Analogicky Ros = Ro+ Rs + Lﬁ?S Ris =R+ Rs + Lﬁ?

Obecne mozno n-ramennd hviezdu nahradit n-uholnikom, naopak to plati len pre n = 3.

Pri linearnych aktivnych dvojpdloch (LAD) Casto pouZivame aj ndhradné schémy podla
Theveninovej, resp. Nortonovej teorémy.

6.1.3 Metdéda obvodovych priadov

Namiesto prudov v jednotlivych usekoch siete poc¢itame obvodové pridy (OP) v sluckich.

L L, L
- iy . L1 =1 Iy=1; -1
Lo oL o\l 1=1; a=1Ir—1Iir
144 2 L5 i Iy = I Is = I — Ipg1
II"'l I I3 = Ippg Is = —Ip1

Pridy vo vetvach st linedrnou kombinaciou obvodovych pradov.

7 2. Kirchhoffovho zakona:

R1I]+R3(I]—IU)=U1 (R1+R3)I[—R3]U:U1
Rolrr+ R3(Irr — I1) = Us —R3I; + (Ra+ R3)I1; = Uy

Vo v8eobecnosti dostavame stustavu nehomogénnych algebrickych rovnic

rindy +riodr + ..orsls = —Ung

rsidr +rsolip + ..rsels = —Uss

kde

rii = >, R; (> 01) v i-tej slucke

r;j = rj; - odpory spolo¢né i-tej a j-tej slucke
ri; > 0 ak i-ty a j-ty obvodovy prud maja rovnaky smer cez danyj odpor
rij < 0 ak i-ty a j-ty obvodovy prad maja opacny smer cez dany odpor

Uii - algebricky sucet (tj. s ohTadom na polaritu) napiti v i-tej slucke
znamienko + ak smer napétia a i-tého obvodového pridu st rovnaoké
znamienko - ak smer napétia a i-tého obvodového prudu si rézne
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e Priklad

Iy Iy Iy U
Ri+ R+ Rg —Rq —Ry Uy
_Rl Rl + RS + R5 —R5 0
—R —Rs R + Ry + Ry 0
vyvéazenie mostika Is =17 — I = D2DD3 -0

6.1.4 Metbdda uzlovych potencialov

Prudy v jednotlivych tsekoch st dané rozdielmi potencidlov uzlov (UP) vymedzujucich
tsek. Potencial zvoleného referen¢ného uzla = 0.

——a—
Us

Yo — P =pa =U1 — 11
Ya = Pc = pa = —Raly

va — ¥b = Rels

Yo — b = —Us + Rs 15

Vb — e = pp = —Us — R3l3

P, |
Uy IR sattam neraanll

b
’ TU3 le

¢c:O b — e = pp = Uz — Raly

I = (U1 — ¢a)G1 Odpory (impedancie) nahradzame vodivostami
Iy = —p,Gy (admitanciami).
Is = — ¢p)Gs
6= (¢ =) 7 1. Kirchhoffovho zakona:

= (¢a — b + Us)G5
I (Us + 0)Gs Pre uzol a: L+1,—1Is—1Ig=0
BT s Pre wzol b: Do+ Iy + Ig— Is = 0

= (U2 — 1) G2

Po dosadeni:
(Gl + G4+ G5+ Gﬁ)goa — (G5 + Gg)gob = G1U1 — G5U;
—(G5 + Gg)pa + (G2 + G3 + G5 + Gg)p = GoUs — G3Us + G5Us

Vo vSeobecnosti dostavame stustavu nehomogénnych algebrickych rovnic
G111 — G122 — ... — g1sps = 21 GU, I

—Gs1P1 — 95292 — - + Gssps = >, GU, I

kde

gii =y Gi (> 01) prosty sucet vetkych vodivosti zbiehajucich sa do uzla i

gij = gji - prostyj stcet vodivosti medzi i-tym a j-tym uzlom

> GU, I - algebricky sucet sucinov vodivosti a napéti zdrojov, resp. pradov zdrojov,
zbiehajucich sa do uzla ¢

znamienko + ak prad zo zdroja smeruje do uzla
znamienko - ak prad zo zdroja smeruje od uzla
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e Priklad

uzol d je referencény

Pa #b Pe Z GU
G1+ Gs3+ Gg —G3 -G GeUgy
—G3 Gs+ G4+ Gj -G 0
-G -G G1+Go+ G5 0
vyvéazenie mostika b — P = % =0

Ak sa v tseku slucky nachédza idealny zdroj napétia, zapojenie sa nezmeni pri presunuti
tohto zdroja na l'ubovolné miesto slucky tak, aby sa sicet potencidlovych spadov v Ziadnej
(pomyselnej) slucke nezmenil (2. Kirchhoffov zakon).

Transforméaciou na obrazku sa uzly b a ¢ stotoznia - poéet neznédmych potencidlov sa teda
redukuge.

6.1.5 Princip superpozicie

Ak je linedrny systém vystaveny posobeniu viacerych nezdvislijch signélov, odozva systému
je superpoziciou odoziev na jednotlivé signédly. Pridy v jednotlivych tsekoch siete obsa-
hujicej viac zdrojov su algebrickymi stuctami pridov od jednotlivych zdrojov. éiastkovy
prad od daného zdroja poc¢itame pri vyradenych ostatnych zdrojoch (tj. nahradenych ich
vhutornymi odpormi).

e Priklad I3 =7

Uy U, Uy 1 U,

’ »
I I I3
/. _ Uy 7/ ! Ui R2
13 : L = Ri+Ra|Rs IlRQHR3 - I3R3 I3 T RiR>+R1R3+R2R3
. _ Uz 7 " __ Us Ry
I3: L= Ro+R1|[Rs LRy Ry = I3 Rs Iy = RiR2+R1Rs+R2Rs

Iy =14+ 1Y

Metody OP a UP st vyhodné v pripadoch sieti budenych zdrojmi rovnakého ¢asového prie-
behu (jednosmernymi alebo harmonickymi s rovnakou frekvenciou), si vSak nepouzitelné
pre zdroje roznych Casovych priebehov - jedinou pouZitelnou metodou je vtedy princip
superpozicie.
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6.1.6 Siete so striedavym napijanim

Pri sietach obsahujucich zdroje striedavého napétia (pradu) a reaktivne prvky (cievky,
kondenzétory) je vhodné pouzivat komplexné veli¢iny - znamené to prechod od odporov
k impedancidm (zahriujicim aj impedancie reaktivnych prvkov). Pri metodach OP a UP
nahradzame matice odporov, resp. vodivosti impedancénymi, resp. admitancngmi maticams.
Vzhladom na to, Ze impedancie sa skladaja ako odpory (sériové a paralelné zapojenia),
vyhodnejgie je pracovat s impedanciami namiesto admitancii, ¢o uprednostiiuje metodu OP.

Impedan¢éna matica v metéde OP m4 teda Struktiru:
zi; - stcet vSetkych impedancii ¢-tej slucky
+ ww2M pre kazdu dvojicu magneticky viazanych cievok v i-tej slucke
(£ pri rovnakej/nerovnakej orientacii vo¢i prislusnému obvodovému pridu)

2 = zj; - sucet vsetkych impedancii v spolocnom tseku i-tej a j-tej slucky
(so znamienkom =+ pri rovnakej/nerovnakej orientécii obvodovych prudov v useku)
+ 1w2M pre kazdu dvojicu magneticky viazanych cievok v spolo¢nom tseku
(+ podla vzdjomnej orientécie cievok)
+ iwM;; pre jednu zo vzdjomne viazanych cievok v i-tej a druhu v j-tej slucke
(£ pri rovnakej/nerovnakej orientacii cievky voéi prislusnému obvodovému pridu)

e Priklad

z11 = Ro + ﬁ + 1wl
iwng + iw(Ll + Lo + 2M12)

222=R1+R2+ﬁ+
233 = Ro + Rg + Ry + z'wlc’z +iwls
244 = Ry + Rs + ez +iw(Ls + La)

L iw(Ly + Myo)

212

1wCq
213 = —iwMi3 214 = w3
1 .
293 = —Ro — wCs + Zw(Mlg + Mgg)
204 = —iw(Miz + Moag) 234 = —R4 —iwl3

z11 = iw(Ly + Ly £ 2M)
299 = twlo

219 = 291 = —iw(Ly £ M)
(£ podla vizby cievok)

z11d1 + 212111 =0
zo1dr + 200l =U

e Nahradna schéma transformétora
I 1 Rl R2 12

’ Uy
U2

U,
Ui

(schéma sa nezmeni prepojenim spodnych
poélov oboch cievok).

U, = (Rl -+ ile)Il + twwM Iy
Uy =wMI; + (RQ + ing)IQ
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Z1p=Rio+iwli
L+1I,—1I3=0



Z\-Zy, Z,-Z), Zy = +iwM  (sthlasne/nesihlasne vinuté cievky)

U 1 1 Uy=2111 +Zylya =211+ Zy(I3 — 1) =
1 Zy I Uy =(Z1—Zm)h + Zu 13
Uy = Zpylh + ZoloZy(Is — o) + Zols =
(ndhradné schéma) = (22— Zm) 2 + Zm 13

LR/ L LRI
¢omu odpovedé konecnd ndhradna schéma

Ul Lv UZ
Ly=LiTM Ly=LyTM L,=+M

6.2 ANALYZA NEAUTONOMNYCH LINEARNYCH SIETI

6.2.1 Matice Stvorpdlov

vvvvv

st napajané externymi zdrojmi signdlov na vstupngch svorkéch, a signal z nich je odoberany
na vistupnijch svorkach. Moézu byt aktivne alebo pasivne, podla toho ¢i obsahuju alebo
neobsahuju aktivne prvky (zdroje energie). Nezaujimame sa pritom o prady v jednotlivych
usekoch neautondémnych sieti, ale o suwbor prenosovijch charakteristik medzi vstupom a
vystupom.

Lubovolna dvojicu z premennych Uy, I1, Us, Is modZzeme defino-

11 “ [2 s P )3 2 ~_ . .- )3
. W vat ako mezdvislé premenné, a zvysnd dvojicu ako zdwislé pre-
Ui 2 menné, a na zdklade tohto vyberu zostavime prislusna ststavu
rovnic.
e Impedancéné rovnice
Ui = fi(l1,I2) = Z111h + Z121o Systém je opisany impedancnou maticou.

Uy = fo(lh, I2) = Zor Iy + Zaa 1o

Z11 = (%1)[2:0 vstupnd impedancia pri vystupe naprdzdno
Zig = (%>11:0 spdtnd impedancia pri vstupe naprdzdno

Zo| = (%)IFO prevodovd impedanciao pri vystupe naprdzdno
Loy = (%2)11:0 vystupnd impedancia pri vstupe naprazdno

o Admitanéné rovnice
I = f1(U1,Uz) = Y11U; + Y12Us Systém je opisany admitanénou maticou.
I = fo(U1,Usz) = Yo1Ur + YaoUs

Y1 = ((%)Ug:o vstupnd admitancia pri vystupe nakrdtko
Yio = ((%)Ulzo spdtnd admitancia pri vstupe nakrdtko
Yo = ({721)%:0 prevodovd admitancia pri vystupe nakrdtko
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Yoo = (%)UI:O vystupnd admitancia pri vstupe nakrdtko

o Kaskadne rovnice

Pri kaskddnych rovniciach je smer Iy opacény nez v ostatnych systémoch a na schéme.

Ui = f1(Us, I3) = A11Us + Aj21, Systém je opisany kaskddnou maticou.
Iy = fo(Us, I2) = A21Us + Aol

<

SIS
— —
5 —
I
AN TN N N
=
— —— ~—
i
o

obrdteny prenos napdtia pri vystupe naprdzdno

S
~
(V)

I
o

spatnd impedancia pri vystupe nakrdtko

N
O
=
I
5ol

spdtnd admitancia pri vystupe naprdzdno

i
)
)
I
~
(V)
g

N—
5

I

o)

obrdteny prenos pridu pri vystupe nakrdtko

ge

e Hybridné rovnice
Uiy = fi(11,Uz) = hi111 + h12Us Systém je opisany hybridnou maticou.
Iy = fa(I1,Uz) = ho1I1 + hoaUs

vstupnd impedancia pri vystupe nakrdtko

=

spatnyj prenos napdtia pri vstupe naprdzdno

>
i
-
Il
—
SIS =S
~— —
N
g

>
o
I©)
|
=
Il
=)

prenos pridu pri vystupe nakrdtko

a

>

no

=

I |

N N N

N—
>

Il
o

viystupnd admitancia pri vstupe naprdzdno

>
I®)
N
Il
S
~—
oyl
Il
=)

Medzi prvkami jednotlivych matic (tj. koeficientami systémov rovnic) existuju prevodné
tabulky (Dodatok C).

6.2.2 Skladanie $tvorpdlov

e Pri spajani §tvorpolov podla schémy na obrazku je vhodné pouzit kaskddne rovnice.

L I I, U\ _ [ "Aun Ar Ui
I—»——o 1‘ i . 20——<—i Il 1A21 1A22 I{

s
S
S

= U\ [ 2An %Axp Us
IT )\ 2Ax 2Ay I

U\ _ [ A 'Ap A 2Ap Us

L)\ 1Ay 1Ay 2451 %Ay I

Kaskiddna matica vgsledného Stvorpolu je teda ( A ) = ( | ) ( 2A )
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e Pri spajani §tvorpolov podla schémy na obrazku je vhodné pouzit impedancné rovnice.

L=T,

L=,

U

2.
\u,

Uk 7

1, W,

U, 1

U,

Impedanéna matica vysledného

L="5L="L U = Ui+ Uy
L="1L=" Uy = U+ 2Us
1 2 1 2
U+ “U U U
= 111 1:171114-27]11:12114-2211
e T R S
= =t —=1Z 2z
I 7, 2L, 12+ “Zi12
atd.

stvorpdlu je teda

(z)=('z)+(*2)

e Pri spajani Stvorpolov podla schémy na obrazku je vhodné pouzit admitancéné rovnice.

IU1
I, L/
Uy 3

!

2(]1

Admitan¢na matica vyjsledného Stvorpélu je teda

hL="'h+%n U = Uy = Uy
L= 'L+ ?D Uy = Uy = Uy
1 2 1 2
L+ <L I I 1 9
_ T h . L Iy, (2,
U, AR 11+ Y11
atd.

(v)=(v)+ ()

e Pri spajani §tvorpolov podla schémy na obrazku je vhodné pouzit hybridné rovnice.

) 1 o

U,

Ud 1

Ul 2

——1 o

1U2
o 1
v I L,
o] v 2 W,
|

Hybridna matica wvijsledného stvorpoélu je teda

L="L="2 Uy = U+,
L= 'L+ 7D Uy = Uy = U,
'+ 200 'y Uy
= =+ — = '} 2p
1 7, + 27, 11+ “hn
atd.

(n)=(n)+ (%)
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6.2.3 Nahradné schémy Stvorpoélov

Impedantné stustava rovnic sa da (pridanim nuly) prepisat do tvaru

Ui = (Z11—Z12) 1+ Z12(11 +12) Uy = (Zo1—Z12) 1 +(Zoa— Z12) Io+ Z12(11 +12)
¢omu odpovedd nahradna schéma. Lubovolng Zi1-Zyy ZoyZis
gtvorpol mozno nahradit T-¢lankom podla tejto

schémy. U1l

Ak je Stvorpdl pasivny, Zi2 = Zs1, a zdroj na-
patia vymizne. (Zzl'Z 12)1 1

Admitanéné ststava rovnic sa da (pridanim nuly) prepisat do tvaru
I = (Y11 +Y12)U1 —Y12(U1 —U3) Iy = (Yo1—Y12)Ur+ (Yoo +Y12)Us = Y12(Uz—Uy)

(znamienko - pri Y12 v poslednych ¢lenoch koresponduje kladnému prudu v smere poten-
cidlového spadu)

¢omu odpoved4d nahradna schéma. Lubovolnj Y (Yzl':,le) Ul
§tvorpol mozno nahradit m-¢lankom podla tejto 12
schémy.

Ak je stvorpol pasivny, Yis = Yor, azdroj pradu
vymizne.

6.2.4 Prenosové funkcie stvorpdlov

I i

Prenos napitia Ky = g—f Il I 2
Uy é')_[j; Y[ 10U,
7 admitanénych rovnic a schémy: -
11,
B=Yali+¥alh=-U = Ku=-piy
o . ) v

Prenos napétia naprdzdno (Y — 0) : Ky, = —va
Vstupna admitancia Y, = (Ij—ll
7 admitanénych rovnic a schémy:
Yin = = = Y1 + Yo 2 = Y1 + Yo Ky = Y1 — Yiay22ly
Pri vystupe naprdazdno (Y — 0) : Yine = Y11 — %
Pri vystupe nakrdtko (Y — o0) : Yin. = Y11
Vystupna admitancia bez budenia (I, = 0, zdroj reprezentovany Y;) Your = [1]—22

7 admitanénych rovnic a schémy:

_ _ - _ __Yio
I = Y1 Uy + Y12U2 = -ULY; = U= -y 1502
Y] Y12Y5
Iy = —Yy Y11142Yi Us + Yoo Uy = Yout = Yoo — Y1112+2Y1¢
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Pri vstupe naprdzdno (Y; — 0) : Yout, = Yoo — %

Pri vstupe nakrdtko (Y; — o0) : Yout., = Yoo
Prenos pradu K; = —%

7 admitanc¢nych rovnic a schémy:

_ Yo Ui+YooUs _ _ Yo1+YoKy _ _ Yo1Y _ : : :
Kr= -0 520 = —vovare = — vy (Dy - determinant admit. matice)
Pri vystupe nakritko (Y — o0) : K = —%

6.2.5 Urcovanie maticovych prvkov meranim

Predpokladajme pasivnu siet reprezentovani kaskadnymi rovnicami
Uy = AnUs + Al
I = Ay Us + Aga o

Prvky kaskadnej matice stu:

Ay = (%>IQ:O vystup naprazdno)

(
Ap = (%1>U2:0 (vystup nakratko)
Ao = ([1]—12)]2:0 (vystup naprézdno)
Agg = (%)UFO (vystup nakratko)
Odpor vstupu pri vystupe naprazdno je  Rjg = (%)12:0 =..= ﬁ—;
Odpor vstupu pri vystupe nakratko je Ry = (%1>U2:0 =..= ﬁ—;;

Vystupny odpor vieme vyjadrit pomocou obrdteného kaskadneho systému (zamenou vstupu
a vystupu) s uvazenim, ze pre determinant kaskadnej matice linedrneho pasivneho stvorpolu
plati D = 1.

D

Us = 61 = .. =AU — Axl — Us = AUy + ALy
Dy

I, = o == —An Ui+ Al — Iy = Ao Uy + A

Obrétenim systému sa meni smer prudov (zmena znamienka pri priadoch).

3 . . . _ (U — Ay
Odpor vystupu pri vstupe naprazdno je  Rpg = (12 )11:0 =.=32
Odpor vystupu pri vstupe nakratko je Ry = <%>U1:O =..= ﬁ—ﬁ
Kombinéciou tychto vztahov dostavame
R R R
Ay = 10 Ay = 164120
vV Ra0(Ri0 — Rux) vV Ra0(Ri0 — Ruk)
1 R
Ay Ago Z

~ VRao(Rio — Rir) ~ VRao(Rio — Rir)
Hodnoty vstupného a vystupného odporu §tvorpolu mozme urcit meranim.

Analogickym postupom, alebo pomocou prevodovej tabulky, moZzno uréit maticové prvky
v ktoromkol'vek systéme.
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6.2.6 Ucinnost prispésobenia zatazeného stvorpélu

Ucinnost prisposobenia zatazeného stvorpolu je dans pomerom
L vykonu na zatazi ku prikonu na vstupe
Ré !
U, P
Py

Ut | )

n 'P1 = Ulfl PQ = UQIQ U2 = RIQ

Prisp6sobenie teda mozno menit nastavenim hodnoty zafaze R, v opise prostrednictvom
kaskadnych rovnic

_ UsIs o R
= (A11Uz + A1915)(Ao1Us + Agaly) 7 A1 A1 R2 + AjgAgs + (A11Ass + A9 Aol R

. C oL . dn _ —  [A12A490 _
Maximalizécia 7 : =0 R = /3332 = vV Ry Rop

6.2.7 Metdéda uzlovych potencidlov v neautonémnych prenosovych sie-
tach

Predpokladajme linedrnu prenosovi (neautonémnu) siet opisani metédou UP
g11$1 — 91202 — . — giepr = 21 GU, I = 1}

—Gk1P1 — Gk292 — -+ Gk = > GU T = 1,
Potencial j-teho uzla sa vypoéita ako

Dj _ Dy

_ D
YiTD ™D

I+ ...+ ?Iuk (rozvoj podla j-teho stipca)
kde Dy; st doplnky k determinantu ststavy (vyskrtnuty j-ty stlpec a k-ty riadok), pri¢om
signDy; = (—1)F+7.

Spomedzi v8etkych uzlov 1 par tvori wstup systému a 1 par tvori vijstup systému. Casto
maji oba pary jeden uzol spolocny (zvykne byt zemneny) - je vhodné povazovat ho za
referencny.

Zy I, I, .
655_,_& ]j._A’ﬁ - a - vstupny uzol wa = U1
U@ Uy Z{ W, b - vystupny uzol op = Us

Potencialy uzlov a, b podla metody UP sa

D D D D
say — =y, Uy = =22y — 2y, pricom Us = Z1,

Ui=-"7p D D D

(I smeruje od uzla - formalne je to sustava impedan¢nych rovnic s opa¢nym smerom Is |
predpokladame, Ze vnutri siete niet nezéavislych pradovych zdrojov.)

Prenosové funkcie potom mozno vypocitat nasledovnym spdsobom:

. _ Q _ J— Dab
Prenos pridu Ki=#=..= Dy+ 2D
o . _ Lz) — Day
pri vystupe nakratko Ky ( 0)y_o™ Dw
Dap Dpp
s _ U _ ph=p" . DypZ
Prenos napatia Ku =0 = By, Dy, = = DuamtDuZ



(DaaDip — DapDoa = D + Dga,pb) )
(Dga,pp - subdeterminant 2. radu, vyskrtnuty riadok aj stlpec a aj b)

i 7 3 — @ — Dab
pri vystupe naprazdno Ky = (U1 )Z:OO = pe
4 1 1 — h _ D _ Db _ _ Daa,bb+DaaZ
Vstupnd impedancia Lin = =7 BeKp=..= —BoaD7
1 7St 4 d Z 7 — Dgq
pri vystupe naprazdno in) Z—oo i
- ) D
pri vystupe nakratko (Zin)z=0 = Bifb

(Pre idealnu prenosovu siet je Z;, = 0, potom Uy = Uy.)

Vystupna impedancia

&
! = 5] 5 Up =0, vstupny okruh uzatvoreny Zj
Zol] Ul U, L = _%
Daa,bb+DipZ Daq
Zow =13 = = ity (Zout) zo=0 = " (Zout) z=o0 =

Z ot Prenosovej siete odpoveda ndhradnej impedancii Zn v Theveninovej ndhradnej schéme,

, D, D
pre ktoru UN = (UQ)Z:OO = 517_[1 = ... = UOWO‘E)ZO (Ul = UO — Z(]Il)
4 1 1 — & — — DabZ
Prenosova impedancia Zp = == Dotz
Prenosova admitancia Y,=2 = = Dau_
p U1 Daa,bb+DaaZ
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A Slovnik Laplaceovej transforméacie

a
s a
T " n — prirodzené &.
1 —at _ 2
sia e a — komplexné ¢.
1 —bt _ _—at
(s+a)(s+b) » @ 7& b a—b (6 € )
—at
(s+a)2 te
= 1 —at

(S+a)" (n— 1)'
W sin wt

w —at o;
Gta)?+w? e *sinwt
2—w? sinh wt
m coswt
—_— —at
(s+a) +w? € coswt
P coshwt
N — 1 —at
s2(s+a) > a7 0 [T( a —|—at—1)

1 1 —at
s(s+a)27a7é0 7(1—€a—ate“)

1 T .
(R 553 (sinwt — wt cos wt)

1 1 1

W N a;éb, a,byé()

ab T+ ab(a—b) (be—at fae—bt)

m P(l — coswt)
m m (et + sinwt — cos wt)
1 1 — T —ct
EnEnCHRG Fb#c <b—1a><c—a> T @B+ ar=a’
—a —b
Wv“#b W{ett—[lﬂb—a)t]e t}
S1n w
w2 W

EIGET)
1

Size%(sin wt — wt coswt)
w

[(s+a)?+w?]? 2
Prar » 4 #0 2=t gte T+ e
1 1 (sinw1t - sinwgt)

(52+w%)(52+w§) wg—w% w1 wa

1 1 at
s(s+a)® a 7& 0 a3 (Qa + + )

T T i
P 2w
ﬁ ﬂ%(sinh wt — sinwt)
1 t2 coswt—1
s3(s2+w?) 202 oA
EGEm w%(l — coswt) — %tsinwt
1 1 —at 2b —bt
GraGmr 0 470, b A0 G - agp ~ e + #laor | ©
m 235 blnwt+2 -t cos wt + 425
T -

Graem » 70 aplae” " —be™™)
(S_fa)2 (1-— at)e_“t
m @(cos w1t — coswat)
m it sin wt
g e % [cosh wt — cos wt]

2
T > [sinh wt + sin wt]
% 3 [coshwt + cos wt]

gt R +“’ sin(wt + @) ¢ = arctan ¥

2 1w? — a
(sfb)% \/1 (a— b) ~b sin(wt + @) ¢ = arctan -

+ —b
e L b0 T
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B Bodeho grafy

Frekvenéné charakteristika systému n-tého rddu sa da vyjadrit v tvare

kde () st vyrazy (korefiové ¢initele polynému) typu (1+iwT), (iw) alebo (w3 —w? +i2yw).
[H(iw)| = K{GH0l= 20log |H (iw)| = 20log K + gt 2010g] ()] = Lmen 2010g |()]

Pomer amplitud vystupného a referen¢ného (vstupného) signalu sa spravidla udava v lo-
2
garitmickej skale v decibeloch (dB): 10 log (A%) = 201log A%'

Celkovy fazovy posun ¢ je sii¢tom fazovych posunov vSetkych ¢lenov v ¢itateli minus stcet
fazovych posunov vSetkych ¢lenov v menovateli.

Clen 20 log K je zosilnenie nezavisiace na frekvencii, fazovy posun je 0.

Clen (iw) v citateli reprezentuje diferencugici clen v dif. rovnici systému - vgstupny signdl
je dangj asovou zmenou vstupného signdlu, jeho velkost ~ 20logw. V ramci jednej dekady

(w =+ 10w) sa zmeni o 20log 10w — 20logw = ... = 20, tj. 20dB/dek (decibely na dekadu),
fazovy posun je ¢ = arctan § = arctan oo = +90°.
o
Miesto dekad sa niekedy pouzivaju oktavy dB 20 dB/dek 90°
(zdvojnasobenie frekvencie)

0 0 T
201og 2w — 20logw = 20log 2 = 6 ‘ logaw ogw
tj. 6dB/okt
Clen (iw) v menovateli reprezentuje in-

t ict ¢l dif. ici té -

egrujiici Elen v dif: rovnici systému dB 20 dBldek 0

vstupny signdl je dany casovou zme- 0 i
nou vystupného signdlu. Jeho velkost ~ 0 0g®
—20log w, tj. —20dB/dek, fazovy posun je ‘ logaw -90°

¢ = arctan 4 = — arctan oo = —90°.

Clen (1 + iwT) v Citateli 9

201og | (1 + iwT)| = 20log VI + w212 dB 20B/dek 90
WT < 1:20log 1 = 0dB - asymptota 0dB OBk 45°
wl'>1 .2010g(wT)=2010gw—.k20103gT 0 T logw ° T Tog@
- asymptota 20dB/dek (201log T je konst.)
- priese¢nik s priamkou 0dB pre w = %
wT =1:20logv2 = 3dB

— 0, w—0 Clen (1 + iwT) v menovateli
¢ =arctan 9L = ¢ =445°, w=1/T detto " dolu hlavou".

— 4+90°, w— o0

Kvadraticky ¢len (wg — w? + i2yw) v menovateli

Ak mu priradime do ¢itatel'a kongtantny ¢len w? (da sa to urobit vizdy zahrnutim do K),
dostavame znamy vysledok systému 2. radu :
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dB

20 log wg — 20 log[wd — w? + i2yw] — 0dB pre w — 0, ] @, logw
asymptota 20 log w3 —20log w? = kongt—40 log w pre w — oo 0dB/dek N

so sklonom —40dB/dek (12dB/okt),
symptoty s -40dB/dek

priese¢nik asymptoty s 0dB pri 20logwi — 20logw? = 0,

teda pri w = wo, dB A\ logw
w2 . _ : 2y a
skuto¢na hodnota pri w = wy je —201log o % 3

Kvadraticky ¢len v Citateli - detto " dolu hlavou". ~HdBidek

Okrem uvedenych ¢lenov méze frekvenéna charakteristika obsahovat aj ¢leny (1 — iwT)
- v menovateli takéto ¢leny znamenaju nestabilitu systému (amplitada neohranicene ras-
tie).

Vysledna charakteristika systému je zlozenim charakteristik jednotlivych ¢lenov (fazové
posuvy aj logaritmy amplitad sa scitavaji).

Pr.

Systém s frekvenénou charakteristikou H (iw) = 20(1+i0,5)

= iw(1140,1w)

a) konstantny ¢len 20 : 20 log 20 = 26dB, ¢ = 0 vSade
b) integrujuci ¢len : 0dB pre w = lrad/s, ¢ = —90° vsade

c) ¢len s fazovym predstihom: 7 = g = 2rad/s, ¢ = 0 — +90°

d) ¢len s fazovym oneskorenim: % = 011 = 10rad/s, p = 0 — —90°

46,
s -20dB/dek = -6dB/okt
a5 Mt
26 g I A ¢
LR s
200 e Pyl 90°
oo LA, atbtétd
S L RN
0 e 2 0
LS . b . ~o 0 i b e, a
g e - T\ IUOPUPRPPPLIL ok SR B TP sasfis
0,1 1 2 10 20 100 0,1 L 2 10 20 100
Zzzz: asymptoty  seeees |H(iw)| - asymptoty e o(w)

C Dielektricka funkcia ako prenosova funkcia

Kramersove-Kronigove vztahy (KKV) davajia do savisu redlnu a imaginarnu ¢ast prenoso-
vijch funkcii fyzikalnych systémov, tj. komplexnych funkeii vyjadrujacich linedrnu odozvu
systému na vonkajsi podnet (signal) vo frekvencnej oblasti. Obe Casti komplexnej systé-
movej prenosovej funkcie maja pritom jasny fyzikdlny zmysel - akumuldciu a absorpciu
energie signalu systémom. Priradenie tychto vlastnost{ jednotlivym c¢astiam zavisi od kon-
krétnej situdcie, tj. definovania priciny a odozvy (vstupného a vystupného signalu). Napr.
v materidlovom vztahu (pre izotropné stratové materidlové prostredie)

D(w) = e(iw)E(w)
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je ako vstupny signal definovana spektralna hustota intenzity elektrického pola E(w), ako
vystupny signal spektralna hustota elektrickej indukcie D(w). Uvedeny vztah je fourierov-
skou transforméaciou konwvolicie

D(t) = /_; e(tYE(t —t")at’

¢o je vyjadrenim (vo v8eobecnosti) nelokdlnosti v ¢ase, ¢ize oneskorenim odozvy za pric¢inou.
Prenosovou funkciou systému je dielektricka funkcia (v konvencii E)

(i) = /() + 86" (w) = e(w) + 17

W

Realna Cast prenosovej funkcie tu opisuje schopnost systému akumulovat elektricka ener-
giu do polarizacného pola, kym imaginarna ¢ast je mierou vodivostnych strat elektrickej
energie.

Naproti tomu, v . Ohmovom zakone (pre identické prostredie)
j(w) = o(iw)E(w)

je ako vstupny signal definovana spektralna hustota intenzity elektrického pola F(w), ako
vystupny signal spektralna hustota priudovej hustoty j(w), a prenosovou funkciou je kom-
plexna vodivost

o(iw) = o' (w) + 0" (w) = o(w) + iwe(w) = iwe(iw)

kde jednotlivym ¢lenom je priradeny rovnaky fyzikalny vyznam, avSak v opa¢nom poradi.
Stoji za pov&imnutie, Ze sicin E-D je mierou hustoty energie akumulovanej v materiali (v
elektrickom poli), preto funkcia urcujuca suvis medzi E a D prednostne (tj. redlnou ¢astou)
vyjadruje akumuldciu energie. Naproti tomu, vztah E‘furéuje hustotu vodivostnych strat,
preto funkcia Gmernosti medzi nimi prednostne urcuje straty.

7 fyzikalneho pohladu moze vyvstat otazka, ¢i E nie je skor odozvou nez pri¢inou pre D.
Plati totiz

—

[j = EOE+ﬁ = 50(1+X>E V-D = Pext SOV'E_; = Pcelk Vﬁ = —Pind

kde peq: je hustota ndboja externého vodi prostrediu, teda naboja vyvolavajiceho vonkajsie
pole. Nahradza tak obvyklé p,.r, ktoré je méatice v pripade kovov, v ktorych volné ndboje
vstupujt do indukovanej odozvy na vonkajsie pole. V tomto zmysle je D vonka j&im polom,
vnutornou odozvou materidlu je ]3, a celkovou odozvou - vyslednym polom v materiali je
E. Vztahom odozva(w) = H(iw) - pricina(w) je potom

1

1 1 —
— D)= —=2__D
o ) T e )

¢o je Blackov vztah pre systém so zapornou spatnou
vizbou (kap. 3.2.5),

K(s) = — G(s) = eox(iw)

(Polarizacné pole posobi proti polarizujucemu, vysledné pole v materidli je mensie nez
budiace vonkajgie pole.) Takyto pohlad podporuje aj vSeobecna téza, Ze aj pri nulovej
pricine moze existovat nenulova odozva systému (napr. plazmoveé kmity), a to na frekvencii,
na ktorej ma zovSeobecnené susceptibilita (prenosova charakteristika) pdl (nulovy bod
menovatela). Pri plazmovej frekvencii je e(w =wp) = 0, ¢o odpoveda polu funkcie %
Nespochybnitelnou susceptibilitou (vo vztahu P — E) je x = a% —1, pre ktoru platia KKV.
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Z hladiska experimentu vSak mame pod kontrolou elektrické pole v materiéli, teda E , preto
sa za nezavisli premennt - "pri¢inu" povazuje spravidla E.

D Frekvenc¢né filtre

Frekvencéné filtre si systémy, ktoré prepastaja len cast spektra vstupného signalu, zvy8ni
¢ast spektra pohlcuji alebo odrazaju.

PodTa typu prenasaného signalu delime filtre na analégové (spracovavajuce spojityj signal)
a digitalne (spracovavajace diskrétny signal).

PodTa charakteru spektra preptstaného (tj. vystupného signalu) rozoznavame:
nizkofrekven¢ny priepust (NP) - prepusta len nizke frekvencie
vysokofrekvenény priepust (VP) - prepusta len vysoké frekvencie
pasmovy priepust (PP) - prepasta len frekvencie z istého intervalu
pasmovéa zadrz (PZ) - prepusta len frekvencie mimo istého intervalu

Pasmove filtre delime podla Sirky pésma na tzkopasmové a Sirokopasmové.

PodTa typu pouzitych suciastok delime filtre na pasivne (zlozené s pasivnych prvkov
R, L,C) a aktivne (obsahujtce aktivne prvky - zosilriovace).

Idealny a realny filter

Za idedlny povazujeme taky filter, ktorého frekvencéna charakteristika je plochd (nezavisla
na frekvencii) v oblasti prepustania, s ostrou hranou na hraniciach tejto oblasti.

Hio| o, |Hio)
K K

Hiol Hio|
K K I

HP

w, 1] @, [0 @ o @ @y o6 o0

Nech DP m4 idealnu prenosovu charakteristiku (a) |H(iw)| =1 pre —wp, < w < wp,

=0 inde
Odpovedajica impulzna charakteristika (F'T) je (b)  h(t) = %%
Kauzdlnost redlneho systému vsak predpoklada h(t) = 0 pre t < 0 (pri nulovom vstupnom
signéle pre t < 0) - toto mozno dosiahnit oneskorenim v ¢ase o 7 (c),  |H(iw)| — e,
pre konecné T vsak h(t) # 0 pre t < 0 - nedd sa zostrojit idedlny filter.
Prenosové charatkeristiky redlnych filtrov nie st nikdy dokonale ploché a hrany maju vzdy
konec¢nii strmost, strmost mozno zvySovat len za cenu "prekmitov" prenosovej funkcie (d).

|H(i1a))| DP h(t) h(t-7) Hiia) DP
T
—Tt/q)h 7{_/0),,
-, W, © /\\/ o \//\ t E\/ \van t 1)
a b c d
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Pre praktické ucely sa za oblast priepustnost: filtra povazuje interval frekvencii s Gtlmom
< 3dB, a za oblast zddrZe interval s utlmom > 40dB - interval frekvencii medzi tymito
oblastami je prechodovou oblastou.

Pr.
DP 1. a 2. rddu (podla stupna ¢asovej dif. rovnice)
DP 1. radu: H(iw) = m atlm -3dB pri wp, -20dB/dek pre w > wy, (a)

(prechodova oblast zahfha 2 dekady - oblast zadrze nie je dobre definovand)

d B| mal__gvé__n V4 ve{’ké 1

DP 2. radu: H(iw) = i - .Y 0gw

wp & wo v zavislosti od hodnoty ~
Utlm pri wy, moéze byt nemonotdnny v zavislosti od v
—40dB/dek pre w > wy,

220dB/dek
-40dB/dek Sy 11

Cim vySSi je rad filtra, tym ostrejsia je prechodova oblast, tym vyraznejsie si piky v oblasti
priepustnosti.

E Dolezité vety z komplexnej analyzy

V tomto dodatku st uvedené niektoré matematické vety uzitocné pri vypocte komplexnych
charakteristik systémov. Tvrdenia maji instruktivny charakter, bez naroku na matema-
ticka exaktnost a vSeobecnost (predpokladame, ze nutné podmienky platnosti uvedenych
tvrdeni st v rozsahu tu rieSenych tloh splnené).

Veta 1 - Cauchyho integralna veta:
Nech C' je jednoducha po castiach hladka uzavretd krivka obopinajica jednoducho su-
visli oblast v komplexnej rovine, a f(z) je funkcia komplexnej premennej z analyticka
(holomorfna) v celej tejto oblasti. Potom

][C f(z)dz=0

Toto tvrdenie je akceptovatelné intuitivne na zaklade znalosti vypoctu urcitého integralu
funkcie redlnej premennej ako rozdielu hodnét primitivnej funkcie v hranié¢nych bodoch
integrovania.

Veta 2:
Nech C je jednoducha po ¢astiach hladka uzavreta kladne orientovand (proti smeru hodi-
novych ruéiciek) krivka obopinajiuca jednoducho savisla oblast v komplexnej rovine, obsa-

hujtacu bod p. Potom
1
% dz = 2mi
czZ—p

Cauchyho integralna veta tu neplati, lebo funkcia ﬁ nie je definovana (a teda ani ana-

lytickd) v bode p - bod p nazyvame pélom tejto funkcie (funkéna hodnota v jeho okoli
rastie nad vSetky medze).

Vzorec je zalozeny na tvrdeni, ze (Tubovolne zvolent) krivku C' v integrali mozeme nahradit
kruznicou C’ o polomere € — 0 so stredom v bode p podl'a nasledujtcej tivahy:
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Uzavret4 integracnd krivka C' —C’ na obrazku neobopina

/|\‘ \l’ bod p, preto podla Vety 1
1

pxc' %C—C’Z_p
® c

dz=0

Ked7e zvislé aseky krivky C' — C” st navzdjom infini-

tezimalne vzdialené, ich prispevky sa vynulujd, a teda

prispevok po kladne orientovanej krivke C' musi byt apl-
ne kompenzovany prispevkom po zdporne orientovanej (v smere hodinovych ruciciek) kruz-
nici C’. Integral po kladne orientovanej C' je teda rovny integralu po kladne orientovanej
.

Na kladne orientovanej kruznici C’ je z = p + €', o € (0, 27).

1 2T i(,od
7{ dz:/ 166'4,0:“.:27”.
Jorz—1p 0 cer¥

Veta 3 - Cauchyho integralny vzorec:
Nech C' je jednoduché po ¢astiach hladké kladne orientovana uzavreta krivka obopinajtaca
jednoducho suvisla oblast v komplexnej rovine, a f(z) je funkcia komplexnej premennej z
analytickd v celej tejto oblasti. Potom

1 (2)

LN dy =
2mi Jo 2 —p 2= 7w)

Dokaz opit spociva v ndhrade C' — C” infinitezimalne (¢ — 0) obopinajacej bod p. Potom

IR L IS, | L
o o 2ode = 1) = |, T | [T () - fonas] <
© < max{1f() ~ SO} 5 [ do 0

0pree —0

Veta 4 - Cauchyho veta o reziduach:

Nech C je po Castiach hladka uzavreta kladne orientovand krivka obopinajuca jednoducho
savisla oblast v komplexnej rovine, a f(z) je funkcia komplexnej premennej z analytickd v
celej tejto oblasti okrem konecného poctu izolovanych singularnych bodov - pélov) p1, ...pnN.
Potom

N
740 f(z)dz = 27riZM(pk)Res{f(z),pk}
k

kde M (pg) je pocet obopnuti polu py krivkou C' (+1 pre kazdé kladne orientované a -1 pre
kazdé zaporne orientované obopnutie). Pre jednoduchy, resp n-nasobny pol plati

Res{f(z).pi} = lim (= = pi) f(2)

n—1

(n—1)! i dzn—1

Res{f(2), px} =

((z =px)" f(2))

Vyuzitie viet pri vypocte FT:
Pri vypocte charakteristik systémov sa stretdvame s integralmi typu

1 fe ;
h(t) = %/_ H (iw)e™dw

(spatnd FT v konvencii E). Takéto integraly sa lahko riesia pomocou uvedenych viet,
pricom integral z komplexnej funkcie H (iw) podla realnej premennej w v intervale (—o0,00)
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sa doplni o nulovy prispevok na integral podla kompleznej frekvencie w = wy + iwe po
uzavretej krivke v komplexney rovine.

Pre t > 0 (Co je fyzikdlne rozumné poziadavka, kedze predpokladame h(t) ako odozvu na
S-impulz v case t = 0) je et = eiite=w2t 5 () pre wy — +oo (|e™1t| = 1), doplnenie do
uzavretej integralnej Clary je teda polkruZnica v hornej komplexnej polrovine (ws > 0) s
polomerom w — co. Vysledkom takéhoto integralu po uzavretej krivke bude stcet reziduf
funkcie H (iw) pre v8etky jej poly leziace v hornej polrovine.

Pomocou viet z komplexnej analyzy dokdzeme splnenie Kramersovych-Kronigovych vzta-

hov (KKV) pre systém 1. rddu s prenosovou charakteristikou H(iw) = g J;W = x(iw).

Zlozky zovSeobecnenej susceptibility sd

1 —iwT

X = e =

Treba teda dokazat platnost vztahov (po dosadeni do KKV a uprave)

1 [o© w'dw’

, B L o0 dw’
O I o sroegerm

V oboch integraloch ide o podintegralnu funkciu s pélmi :l:% a w v komplexnej rovine w’.
Kedze ide o dostatocéne rychlo (t.j. rychlejsie nez 5) klesajicu funkciu pre w’ — oo, mo-
zeme tieto integraly cez redlnu os doplnit o nulovy prispevok po polkruZnici o polomere
w’ — oo obopinajucej hornt polrovinu. Aby sme v8ak mohli aplikovat vetu o reziduach,
takto vzniknutd uzavretd kladne orientovand integra¢nd draha nesmie prechadzat Zziad-
nym singularnym bodom. Bod w’ = w na redlnej osi musi teda integracna draha obist
po infinitezimalnej polkruznici. Pri obideni zhora (t.j. vynhati bodu z uzavretej oblasti) je
tento dodatocény integralny prispevok polovicou integralu po zdporne orientovanej kruznici
infinitezimdlne obopinajicej pol, teda —imRes{f(w’),w}. Tento prispevok je treba odcitat
od integralu po uzavretej krivke obopinajtcej horna polrovinu s jedingm pélom % Oba
integraly v KKV potom prejda na tvar

2miRes{ f(w'),i/7} + imRes{ f(w'),w}

Dosadenim prislugnej f(w’) lahko overime platnost KKV.

F Nyquistovo kritétium stability systémov so spitnou vaz-
bou

Ak mé byt systém so zdpornou spiatnou vézbou stabilny, redlne ¢asti pélov jeho prenosove]
funkcie K, (s) = %%, ¢ize korefiov charakteristickej rovnice F'(s) = 1+5(s)K(s) =0
musia byt zdporné. Namiesto (Casto pracného) pocitania pdlov prenosovej funkcie systému
mozno pouzit techniku mapovania v komplexnej rovine - transformovania krivky z s-roviny
so stradnicami bodov [, iw], kde s = 0 4 iw, do F'(s)-roviny so stradnicami bodov [u, iv],
kde F(s) = u + iv. Uzavretd krivka I'y sa pritom vzdy transformuje do uzavretej krivky
T'p.
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Pr.. Mapovanie jednotkového $tvorca v s-rovine

do F(s)-roviny pre F(s) = ;5 p‘?l 1@ “El_"dvy Iy

[ [alBlolplE[Fle[a] el 9,

ol 1 1 1 0 [-1]-1]-1] 0  F 5 B - F - AB .
w 1 0 -1 -1 -1 0]1 1 R kEk)
wi|041033]04]02|0(-1|0]02

v 1021 0 |-02]-04]-1]0]|1]04 I, If

Zdrojom nestability systému sa korene funkcie F'(s) leZiace v pravej polovici komplexnej
roviny s. Na vySetrenie existencie takychto korefiov mozno pouzit Cauchyho teorému
z komplexnej analyzy: Ak uzavretd zdporne orientovana krivka I's v s-rovine obopina Z
nulovgch bodov a P pdlov funkcie F(s), priCom neprechddza ani jednym z nich, potom
pocet zdporne orientovanych obopnuti pociatku F(s)-roviny (bodu [0,i0]) odpovedajicou
uzavretou krivkou I'p v F'(s)-rovine je N = Z— P (ak N = Z — P < 0, potom ide o kladne
orientované obopnutia).

nulové :
10 gy v FF io T

Zmysel tejto teorémy mozno vidiet v nasledujicej uvahe: Komplexnu funkciu F'(s) mozno
faktorizovat do tvaru

s li (s —su) _ o TIi|s — sl B _
F(S) Hl (S—Sl) _KH?|S— <Z§0k Z@l) - ‘QDF

s

7 obrazku je zrejmé, Ze celkovd zmena uhla ¢; prislusného k nulovému bodu & pélu s;

pozdlz T je 0, ak s; lezi mimo plochy obopnutej krivkou I'y, alebo 27, ak s; lezi vniitri

plochy obopnutej krivkou I's. Prispevky nulovych bodov, resp. pélov k celkovej zmene pp

st teda nenulové a rovné +2x len pre s; vnutri I's (odpovedaju poctu zaporne a kladne

orientovanych oti¢ok pp pozdlz I'r). Cielom je teda:

1) Obopnut celi pravi polovicu s-roviny uzavretou krivkou I'y nasledovne:

Priamkou vedenou po imaginarnej osi z bodu [0, —icc] do

bodu [0,i00] a spojenim jej "koncovych bodov" polkruzni-

cou s polomerom r — oo.

2) Preniest tuto uzavretu krivku z s-roviny do F(s)-roviny.

3) Spoditat pocet zdporne orientovanych obopnuti bodu

[0,40] v F(s)-rovine N.

Pocet nulovych bodov v pravej ¢asti s-roviny je potom
Z=N+P (obvykle P =0 , potom Z = N)

Alternativne mozno definovat komplexnu funkciu L(s) = F(s) — 1 = B(s)K(s) (tato je
spravidla znama a fakrorizovand, na rozdiel od F(s)) - mapovanie potom prebieha v L(s)-
rovine a polita sa pocet zdporne orientovanych obopnuti bodu [—1,40] krivkou 'y, v L(s)-
rovine.

Na zaklade uvedeného mozno formulovat Nyquistovo kritérium:

Systém so spétnou vizbou je stabilny vtedy a len vtedy ak uzavreta krivka I'p (podla vyssie
uvedeného popisu) neobopina bod [—1,i0] v L(s)-rovine pri nulovom pocte polov funkcie
L(s) na pravej strane s-roviny, alebo ak pocet kladne orientovanych obopnuti bodu [—1, 0]
krivkou I'z, je rovny poctu pélov funkcie L(s) na pravej strane s-roviny (Z =0, N = —P).
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ePr: L(s)=pB(s)K(s) = —8—~  (a,b> 0 realne)

(s+a)(s+d)
- 2 zdporné redlne poly AY . 0,0=0
Pln4 ¢ast I'p, reprezentuje ¢ast 'y na kladnej imaginarnej osi, ‘ FL
a bodkovana cast I'y ¢ast 'y na zdpornej imaginirnej osi. i o=—o ”
Polkruh r» — oo na I's je vpisany do bodu [0,0] Ls-roviny. -1 ()C """"" w=oo "‘;‘;0
Krivka I';, neobopina bod [-1,0] Lg-roviny - systém je sta- == G_QO):O
bilng. T
e Pr: L(s)= ﬁ (a > 0 reélne) iok-.. FS

- 1 zdporny redlny pdl a 1 redlny pél v pociatku

Krivka T’y nesmie prechadzat nulovym bodom ani pélom,
musi preto infinitezimdlne miriat poc¢iatok sprava (polkruh o
polomere r — 0).

Spodna, resp. horna plna cast I'p reprezentuje I's na klad-
nej, resp. zapornej imaginarnej osi, polkruh r — co na I's je
vpisany do bodu [0,0] Ls-roviny, a bodkovana ¢ast I'y, je ob-
razom Casti I's obchadzajucej v infinitezimalnej vzdialenosti
pociatok s-roviny.

Krivka ', neobopina bod [-1,0] Lg-roviny - systém je sta-
bilngj.

G Impedancia v kontexte Kramersovych-Kronigovych vzta-
hov

Impedancia systému je definovana vztahom
U(w) = Z(iw)I(w)

Vstupnou, resp. vystupnou, veli¢inou st tu prud, resp. napétie. Suc¢in Ul je mierou jou-
leovskych strat, redlna Cast Z(iw) bude teda charakterizovat straty elektrickej energie v
systéme, kym imaginarna ¢ast akumula¢ni schopnost systému.

V pripade obvodov so sistredengmi parametrami je takato fyzikilna interpretacia zrejma.
Napr. pre sériovy RL dvojpél je impedancia R 4+ iwL. R je mierou strat, tj. nevratného
transféru energie zo zdroja do systému (zataze), kym wL je mierou vratného cyklického
transféru energie zo zdroja do akumula¢ného prvku (L) a naspit do zdroja.

Problém s interpretaciou pojmu impedancia moéze vzniknut pri charakterizovani systémov
s rozloZenymi parametrami (ked’ rozmery systému nie st zanedbatelné voci vinovym diz-
kam signéalov). Napr. pre dlhé vedenie (dvojlinku), modelované kombinéciou parametrov
R', L', C',G" na jedn. dlzky je charakretistick4 (vInova) impedancia vedenia (rieSenim
"telegrafnych" rovnic) dané vztahom

\ \
_é_,v]%._ 7 _ R +iwl/
G‘[E}C‘ VG 4wl

V limite zanedbatelnych strat R/, G’ — 0, ako aj v limite dominantnych strat R’ > wlL/,
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G' > wC' je Z, redlne! Impedancia na vstupnych svorkach dlhého vedenia dizky [ viak
nezavisi len od 7, ale aj od impedancie ukon&enia dlhého vedenia Zj,, a to podla vztahu

2L+ Zytanhyl
"V Z, + Zr tanh~l

Z(1) 7= (R +iwl))(G' +iwC")

Jedine v pripade dlhého vedenia ukonéeného prispdsobenou zétazou, ked na konci vedenia
nedochddza k odrazu energie a teda energia sa vedenim siri len v smere od zdroja k zdtazi,
je vstupnou impedanciou celého systému Z = Z,.

Charakteristickd (vlnovéa) impedancia dlhého vedenia (resp. prostredia, niekedy pouzivame
pojem povrchovd impedancia) teda vo v8eobecnosti nie je impedanciou v zmysle KKV!
Je fiou len v pripade "nekonecne" dlhého vedenia, resp. vedenia ukonceného prispésobe-
nou zatazou. Analyzujme impedanciu Z na vstupnych svorkach takéhoto (bezodrazového)
vedenia:

e Vlimite R’ > wL'/, G' > w(C' je Z = Z, redlne. Vietka energia dodana zdrojom sa ne-
vratne absorbuje v systéme (premeni na tepelna energiu), v stlade s uvedenou fyzikélnou
interpretaciou.

e V limite R',G' — 0 je Z opéaf redlne, aviak ku Zziadnej dissipacii energie nedochéadza
(zanedbavame ju). Cela energia sa teda bez pohltenia nevratne $iri od zdroja.

e V pripade % = é—l, je Z opat redlne, energia sa $iri od zdroja, pricom sa postupne ias-
tocne pohlcuje.

Redlnost vstupnej impedancie dlhého vedenia teda znamend nevratng transfér energie zo
zdroja do systému, bez ohladu na to, & energia vo vedeni dissipuje alebo sa jednosmerne
giri dalej. "Z pohladu" zdroja systém celd energiu "pohlti".

e Mimo tychto limitnych pripadov je Z = Z,, komplexné. Na prispésobenom ukonéeni sice
nedochédza k odrazu, ale komplexna vstupna impedancia celého systému ("z pohladu"
zdroja energie) znamend, Ze nie cela energia dodavand zdrojom vnikne do systému. Ak
vystupna (vniatornd) impedancia zdroja Z; je ¢isto redlna, systém (tj. dlhé vedenie s kom-
plexnou Z, a so zakonenim bezordazovo prispésobenym k samotnému vedeniu) nie je
impedancne prisposobeny ku zdroju. Cast energie sa teda od systému "odraz{" uz na jeho
"vstupe" (presnejsie vratne sa akumuluje vo vedeni) - tito vratnu cast energetického tran-
sféru reprezentuje imaginarna cast Z.

o V pripade komplezného Z = Z, impedancne prispésobeného ku komplexnej vystupnej
impedancii zdroja, Z = Z;, nedochadza k odrazu energie ani na vstupe do systému, a celd
energia sa nevratne sirt a pohlcuje smerom od zdroja.

StotoZnenie redlnej a imaginarnej ¢asti vstupnej impedancie systému s nevratnou, resp.
vratnou Castou energetického transféru v systéme v zmysle KKV sa vztahuje teda na
pripad zdroja energie s redlnou vystupnou impedanciou.
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H Prevodova tabulka medzi maticami prenosovych systémov

C T & T 0 [ [ @
Z11 Ys2/Dy Dp/hao | A11/A2
Z12 —Y12/Dy | hia/has | Da/Axn
Z1 —Y51/Dy | —ha1/hao 1/A2
Z2 Y11/Dy 1/hoy | Azg/Ag
Dy 1/Dy | hii/haa | Aja/Ay
Y1 Z23/Dy 1/hi1 | Ax/Arn
Yio || —Z12/Dz —hia/h11 | —Da/A12
Yo Zz1/Dz ha1/h11 —1/A2
Yoo Z11/Dyz Dp/h1y | A11/Are
Dy 1/Dy hoa/h11 | Azi/A1n
hi1 Dy /Zy 1/Y1 Az /A
hia Z12/Z9 | —Yi2/Y11 D /A
hot || —Zo1/Z2 Yo1/ Y11 —1/A9
ha2 1/Z3 | Dy/Yn Ag1/Az
Dy, Z11/Z9 | Yao/Y11 A11/A2
A Zy1/Za | —Yaa/Yo1 | —Dp/hoy
A1 Dy/Zxn —1/Yo1 | —hi1/ha
Az 1/Z21 | =Dy /Y21 | —haa/hoy
Ao Z2/Zo | —Y11/Yo1 —1/hoy
Dy Z13/Z91 | Yia/Yo1 | —hia/hay
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I Ulohy

Ukazkova tloha

Ry, LC I
Vysetrite vlastnosti obvodu na obrazku U Us 1 U, l l
(Uo(t) pri danom Uj;(t), impulzné, prechodova, L I
frekvencna charakteristika) R

e Na tvod je vhodné (ak je to mozné) pomocou fyzikalnych argumentov odhadnat spravanie
systému (pocas vypoctov potom mézeme kontrolovat, & sa "uberdme spravnym smerom").

Pre rijchle deje predstavuje indukénost nekoneénu impedanciu a kapacita naopak skrat -
vystupné napétie teda klesa k nule.

Pre pomalé deje je kondenzator v ustdlenom nabitom stave (prad netecie - nekonecna
impedancia) a indukénost sa neprejavuje (skrat) - systém sa chova ako napdtovy deli¢ s
koeficientom prenosu R/(R + Rp) < 1.

Pre nie prili§ velké tlmenie mé obvod rezonanény charakter pri frekvenciach niekde okolo
~1/VLC.

Systém teda preptusta nizkofrekven¢né signaly s prenosom ~ R/(R + Ry) < 1, v okoli
rezonancie pri malom tlmeni ma prenos > 1, vysoké frekvencie neprepusta - prudké zmeny
vstupného napétia buda na vystupe "vyhladené".

o Vseobecnd analijza v casovej oblasti
a) Zostavenie ¢asovej dif. rovnice
U; — U,
Ry

U, du,
il I;=C
R 3 dt

1
L =1+ 13 I IZZZ/(UO_U:E)dt:

7 Iy = I} — I3 vyjadrime U, a spétne dosadime do integralneho vyrazu pre Iy v rovnici
zachovania pridu, a po naslednom zderivovani dostavame

(S U Y & 8 A WS
dt? RoC L) dt Ry) LC™° RoC dt Ry LC ™"

(RoC a L/R maju rozmer ¢asu, 1/LC je ¢as~2, R/ Ry bezrozmerné - rozmerové, analyza je
v poriadku.)

Zavedenim formélneho operatora derivovania D dostavame

U, =D + mae D+ b
o 1 R R 1 D2 2
Ui D2+<W+Z)D+<l+ﬁo)ﬁ D=+ 2vD + w;
kde
1 R , R\ 1 R 1
ay— (& (1) b= b=
v <ROC’+L> “o (+R0> LC 0= RoLC L= RC

b) Vseobecné prechodové riesenia

Ide o riesenia homogénnej rovnice (bez pravej strany) - hTadaji sa korene menovatela
D? + 29D +wi =0
Prechodové rieSenia si v tvare

Uo(t) = Ay pe?! Ao =—7 £/ -}
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Koeficienty Aj o st dané pociato¢nymi podmienkami (hodnoty U; a U,, resp. ich derivécii
v case 0)

Monoténne tlmenym priebehom odpoveda v > wy.

Fyzikalna interpretacia: L/R a RoC su ¢asové konstanty RL a RyC' ¢lenov (charakterizuji
dobu ustéalenia - prechodového javu), a 1/wg odpovedé peridde vlastnych kmitov oscilatora
- podmienka v > wp teda znamend, ze tlmenie je monoténne vtedy, ak kratsi z ¢asov L/R
a RoC' je mensi nez polovica periédy kmitov (doba tlmenia je kratia nez doba kmitu).

Nerovnost v < wp naopak znamend tlmené oscildcie.
Pripadom kritického tlmenia (v = wg - dvojnésobny redlny korefi) sa nebudeme zaoberat.

¢) Vieobecné staciondrne riefenie

t
Us(t) = c12 / M2t (1) dr
0

)

Vypocet ¢ o:

b1D + by . D + %;J . C1 + C2
D>+2yD+w2  (D—-X)D-X) D-X\  D-X
Po vynasobeni (D — A1)(D — \2) : by (D + Z—?) =c1(D — A1)+ ca(D — Ag)
pre D = \; : b1 )\1+%(1) =c1(AM1 — A2) )‘172"'%}
clg=b —F—-—2
pre D = Xy : by (Mo + Z—(l’ =ca(Xa — A1) b2 A2 — 21

d) Uplné vieobecné riesenie - superpozicia b) a c¢)

o Impulznd charakteristika v casovej oblasti
Odozva na impulz U;(t) = U - §(t) je

U, = Uh(t) = ciUeM! + cuUe?!

(pre x(t) = 6(t) je c12 fg 21§ () dr = c12eM:2t).

Pre redlne A2 st aj c1 2 redlne - odozva m4 monoténny charakter.

Pre komplexné A1 2 su vSak aj c12 komplexné - oscilaény charakter odozvy je sprevadzany
dodatoénym ¢asovym posunom (matematické vyjadrenie redlneho vystupného napétia si
vyzaduje dalsie matematické upravy komplexného vyrazu - nevyhoda tohto postupu).

e Prechodovd charakteristika v casovej oblasts
Odozva na napatovy skok:  U;(t) =U -u(t) =U pret >0  (inak 0).
S pouzitim konvolu¢ného (Duhamelovho) integralu

U= [t =y =0 {8 [ 4 2 ]!

:U{;ll{e/\lt_l}_,'_;??[e/\gt_l]}

Pre realne (zaporné) ;o monoténny nabeh na U {'f\ilﬂ + |f\—22|} Pre komplexne zdruzené

A1,2 oscilacny nabeh + fazovy posun.

o Vseobecnd analijza vo frekvencnej oblasti
a) Prenosovd charakteristika
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Prechodom do frekvenc¢nej oblasti rieS§ime odozvu systému na vstupny signal pre lubovolni
dani zlozku w 7 frekventného spektra signalu - ide teda o rieSenie odozvy systému na
harmonické budenie.
Pre harmonické signaly je operator derivovania v ¢asovej dif. rovnici D nahradeny vyrazom
w.
V tomto priklade sa v8ak nika vyuZit priamodciarejsi postup nez zostavovanie dif. rovnice
- skladanie harmonickijch impedancii
, 1 .

Z1 = Ry Zy = (R+iwl) || oC (v konvencii E)

pricom systém je napdfovym delicom s prenosom napitia

Uo(w) . Zo . iw - by + by
Ul(w) - Z1 + Zy N —w2+iw-2’y+w3

= H(iw)

Je to pomer medzi w-zlozkami vo fourierovskom obraze vystupného a vstupného signalu
pre kaZdé w - da sa teda pouzit pre lubovolny (aj neharmonicky) signal interagujici s
linedrnym systémom.

(Skladanie komplexnych impedancii je zjavne rychlejsi a jednoduchsi sposob urcenia pre-
nosovej charakteristiky nez zostavovanie ¢asovej dif. rovnice.)

b) Bodeho grafy

Na frekvenc¢nu analyzu prenosu pomocou Bodeho grafov je vhodné vyjadrit prenosovii
charakteristiku v tvare
1+ T bo 14 wT

) =l T A (1 ) (14 )

kde T = Z—é = % (rozklad kvadratickej formy v menovateli na korenové Cinitele je mozny
pre realne Aj 2).
Kongtantny ¢len /\i’g\Q sposobuje frekvencne nezavisly prenos, ktory je T]?FR (prejavi sa pri

w — 0).

Vyraz (1 + iwT') v Citateli sposobuje monoténny narast amplitidovej prenosovej charak-
teristiky z 0dB pre w — 0 s asymptotou +20dB/dek s priesetnikom osi w pri w = 1/T,
a monoténny narast fazovej prenosovej charakteristiky z 0 pre w — 0 na 90° pre w — oo
(p =45° priw = 1/T).

Vyrazy (1 + iwa) v menovateli s redlnymi korefimi, a = 1/|A1 2|, spésobuji monoténny
pokles amplitidovej charakteristiky z 0dB pre w — 0 s asymptotou —20dB/dek s priesed-
nikom osi w pri w = 1/«, a monoténny pokles fazovej charakteristiky z 0 pre w — 0 na
-90° pre w — 0o (p = —45° pri w = 1/a).

Kvadraticky ¢len v menovateli s komplexnymi korenmi spdsobuje v pripade malého tlme-
nia nemonoténnost amplitidovej charakteristiky - rezonancény narast pri wg a pokles s
asymptotou —40dB/dek pri vysokych w, a monoténny pokles fazovej charakteristiky z 0
na -180°.

Vysledny priebeh je prenosovej charakteristiky je superpoziciou tychto ¢iastkovych preno-
Sov.

o Impulznd charakteristika vo frekvencnej oblasti

Prenosova charakteristika H (iw) je priamo fourierovskym obrazom impulznej charakteris-
tiky, odozva na vstupny signal U;(t) = Ud(t) méa teda fourierovsky obraz (Ud(t) — U)

Us(w) = UH (iw)
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Spatnou FT dostavame impulznd odozvu v ¢asovej oblasti - k tomu je vhodné vyjadrit si
H (iw) pomocou parcidlnych zlomkov

H(iw) = —2 =

iw—/\1+iw—/\2

kde A1 a c12 sa pocitaji rovnako ako v ¢asovej oblasti.

Casovi zavislost impulznej odozvy pre redlne zdporné A1 2 dostavame spatnou FT vyrazov
ﬁ, kvoli formalnej obtiaZi s komplezngmi A 2 je vSak vyhodnejsie namiesto F'T pouzit
metdédu LT, pri ktorej netreba pri transformaénych vztahoch rozliSovat medzi redlnymi a

komplexnymi Aq 2.
V laplaceovskom formalizme (iw — s) je prenosova funkcia nasho systému

sb1 + by C1 C2

K(s) = =

+
s2+2ys+wi  s—s1 s— 8o

(namiesto A1 2 pouzivame oznalenie s; 2, aby sme zdoraznili principidlnu komplexnost ko-
refiov, vypocet je viak rovnaky).
Spétnou LT potom dostavame

Us(t) = crUe + coUe™?

Vyraz je vSak transparentny len pre redlne zdporné si2 - opat nardZame na problém s
komplexnymi koeficientami c; » pre komplexné sy 2, preto je pre komplexné s 2 vyhodnejsie
transformovat (po istych upravach) vyraz s kvadratickou formou v menovateli: Rozsirenie
Citatela i menovatela o 0 vedie na

sby + by (+b1y — b17) — s+ bo — b1y Wy
Z+2ys+wg (212 T T )Ete? | wy, (s +7)2+wl
—_————— —_———

kde w3 = wi — 72 (¢o je frekvencia tImengich kmitov harmonického oscildtora), a kde
spozname vyrazy zname z tabulky LT

bo — b1y

Up(t) = Ubre " coswyt + U
Wy

—’Yt .
e Sin wyt

Na vystupe systému dostdvame postupne zanikajice oscilacie

e Prechodovd charakteristika vo frekvencnej oblasti
Pri LT U;(t) = U - u(t) — Ui(s) = Y, a teda

50
sb1 + bg

Uo(s) = K(s)Ui(s) = Us(32 + 275 + w?)

Pre realne (zaporné) si o je vhodné vyraz upravit do tvaru

sb1 + by Co C1 C2
U =U =U|—
o(s) s(s—s1)(s — s2) s s—8 + s — 89

kde po vynasobeni s(s — s1)(s — s2) a postupnom dosadeni s, s1, s2 za s dostédvame

bo s1b1 4+ bo s9b1 + bo

€l =—7—"7— co =
s2(s2 — s1)

C fry
0 5182 81(81 - 32)

a teda
Up(t)=U [co + creftt + czeSQt}

Pre komplexné sy 2 je vyhodnejsie pocitat vyraz

C1 C2 C

8—81+S—82 (s —s1)(s— s2)
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odkial po upravach a s vyuZitim vztahov sis0 = w% , $1 + s2 = —27 (je treba sa zbavit
vyrazov si, s, lebo st komplexné) dostavame

27b b 27b b
c:bl—Lf——%s:c’—c”S c':bl—’)/—Q0 c”:—o2
«0 “0 “o “o
—_— ~~
Plati teda
/ /! / /!
Co c —c's Co s+ c +c'y w
UO(S):U+22:|::U = 5 5 ’; 5
s 82+ 254w s (s+7)2+w2 wy (s+7)tws
a teda
/ C//,y
Up(t) = coU — Ue™ " [c” cos wyt — sin w.t
Wy

Po odozneni prechodového javu (tlmené kmity) sa vystupné napétie ustali na hodnote

cU=..= Uﬁ, ¢o je ofakavany vysledok.

Ulohy na domace cvicenie

e Vykonajte obdobni analyzu uvedenych systémov

e Urcite predmety k Laplaceovym obrazom vyrazov

T [§— 207"+ §o]

PR = F T (2420484 5t%)e ]
m [ el + (2t — 1)e? ]

m [ $(cos2t + 2sin2t —e™?) ]
e [1—(2t+1)e 2]

T R
Ay 0 O [ bengmegintt
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e Pomocou LT n4jdite riegenia dif. rovnic
y' +4y +13y =0 po¢. podm.: y'(0) =3, y(0) =0

[y(t) = e tsin 3t |

y@ —y =0 pot. podm.: y(0) = y/(0) = y”(0) =0, y®(0) =1

[y(t) = %{sinht —sint} ]

y(3) +y=0 po¢. podm.: y(0) =1 ,4(0) =y"(0) =0

[y(t) = %{e‘t + 2¢t/2 cos @t} ]

y" +a’y =sinwt ,a #0 po¢. podm.: y(0) =1 ,4/(0) =0

[y(t) = ﬁ (Ysinat — sinwt) + cosat , a® # w?

y(t) (sinwt — wtcoswt) + coswt , a? = w? |

1
2w?

y'(t) + 5y(t) +6 [ y(r)dr =0 po¢. podm.: y(0) =1

[y(t) =3e% —2e7" ]

y'(t) +6y(t) +9 fiy(T)dr =0 po¢. podm.: y(0) =1

[y(t) = e 3t — 3te3" |
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