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Uvod

Cyklus publikacii Fyzika 1.-111. predstavuje suthrn poznatkov na tirovni bakaldrskeho stidia fyziky,
a je urceny ako sprievodny ucebny materidl Studentom fyziky a pribuznych prirodnych
a technickych vied. Posluzi vsak aj ako strucny prehlad pre absolventov a praktizujiicich
odbornikov.  Nejde o standardnii ucebnicu so suvislym textom, ale o siuhrn vyrokov
(matematickych aj verbalnych) podstatnych pre danu tému, podla potreby rozsirenych o strucny
komentdar ¢i matematické odvodenie. V tomto zmysle zhruba odpovedd ,zapisu” predndsok na
jednotlivé témy. Vyber a poradie tém su zvolené tak, aby navodili syntetizujiici pohlad na fyziku,
ktory mnohym (najmid starsim) Standardnym ucebniciam chyba.

Fyzika I. sa v prvej casti zaobera zakladnymi formami newtonovského pohybu — translacnym a
rotacnym. Tieto poznatky aplikuje v druhej casti na systémy s velkym poctom Castic, a formuluje
zaklady molekulovej fyziky, statistickej fyziky a termodynamiky. V tretej Casti poniika zakladny
opis fundamentdlnych klasickych poli — gravitacného a elektromagnetického.

Fyzika II. sa venuje kmitom a vlnam, pricom prelinanim sa mechanickych a elektromagnetickych
kmitov/vin v texte sa zdOraznuji univerzilne fyzikailne zdkonitosti tohto druhu pohybu. Posledna
cast tohto dielu sa venuje relativistickym aspektom pohybu.

Fyzika II1. v proej casti formuluje zdklady kvantovej mechaniky, atomovej a jadrovej fyziky. Druha
cast ponttka prehlad zdkladnych fyzikilnych mechanizmov urcujicich mechanické, elektricke,
magnetické a optické vlastnosti latok.



Text dodrzuje isty ,farebny kod”: Nové pojmy su zovyraznené modrym textom. DoleZitost
tordeni je vyjadrend (vo vzostupnom poradi) fialovym/Cervenym zvyraznenim textu alebo
modrym/cervenym podciarknutim/oramovanim. Doplnujiice komentdre a odvodenia si
ohranicené hnedymi ovdlnymi rdamcekmi, a matematické vsuvky zelenymi hranatymi
ramcekmi.

Pri najlepsej snahe autora nie je mozné vylicit nepresnosti ¢i nejasné tvrdenia, za ktoré sa
autor ospravedinuje.
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Diferencidlne rovnice vo fyzike

vlastnosti fyzikalnych objektov popisujeme pomocou fyzikalnych velicin (napr. poloha,
rychlost, teplota a pod.)

fyzika sa zaobera popisom a vysvetlenim vlastnosti fyzikalnych objektov a ich zmien, a vzdajomného
posobenia medzi objektami

fyzikalnymi objektmi su mikroskopické castice, makroskopické telesd, systémy castic Ci telies, fyzi-
kalne polia, pricom na ich popis casto pouzivame matematické konstrukcie (hmotny bod, vlna, atd’.)

najcastejsou ulohou vo fyzike je ndjdenie stavu (tj. vlastnosti) fyzikalneho objektu (vyjadre-
ného prislusnymi fyzikalnymi velicinami) v danej situdcii (napr. v danom Case, na danom mie-
ste, pri danej teplote, a pod.), ak je znamy jeho stav v inej situdcii (v inom Case, atd’.)

napr. kde sa prave nachddza druzica vypustend pred rokom?
ako sa zmeni tlak plynu v nadobe ak zmenime jeho teplotu? a pod.

hl'adame teda zmenu hodnoty prislusnej veliciny (velicin) v zavislosti od zmeny hodnoty
inej veliciny (velicin)

funkcia jednej alebo viacerych premennych
zavislost jednej veliciny od inej (alebo viacerych) matematicky vyjadruju funkcie jednej alebo viace-
rych premennyjch f(a) f(a,b,...)
premenné a, b, ... su veli¢iny, ktorych hodnoty sa moZu menit v urcitom obore, resp. intervale
funkcie f(a), f(a.b, ...) su veliciny, ktorych hodnoty zdvisia od konkrétnych hodnot ich premennych




(napr. tlak urcitého mnoZstva (poctu molekiil) plynu v danom objeme je funkciou teploty plynu
(premenna a reprezentuje teplotu a tlak je jej funkciou f(a))

nadmorska vijska nejakého miesta na zemeguli je funkciou zemepisnej dizky a Sirky tohto miesta
(premenné a. b reprezentujii zemepisné suradnice a nadmorska vyska je ich funkciou f(a.b)) D

-

diferencidl a derivdcia funkcie

rozdiel hodnot funkcie f(a)pre dve rozne hodnoty premennej, ay a as,
urcuje celkovii zmenu funkcie Af(a) = f(az) — f(ar) naintervale
premenne] Aa = as — aq

a

podiel 21\%) yréuje priemernii strmost (tj. prudkost zmeny) funkcie
na danom intervale (strmost funkcie sa od bodu k bodu moze menit) Aa

zmensovanim intervalu zmeny premennej Aa na infinitezimalnu (,nekonecne” malii) hodnotu
Aa — da (— 0) - tzo. diferencidal premennej - dostdvame infinitezimalnu zmenu hodnoty funkcie

Af(a) — df(a) - diferencidl funkcie (@)

(&
podiel diferencidlov L) yréuje strmost funkcie v danom bode” (t]. df (a)
v nekonecne malom okoli daného bodu) - deriviciu funkcie v danom bode ‘
strmost dotycnice k funkcii v danom bode odpovedd derivdcii funkcie ! da ‘
diferencidl funkcie f(a) mobzeme teda vyjadrif pomocou jej derivicie ako df (a) = 1% dq

(0 kol'ko sa zmeni funkcia f(a)na intervale da pri strmosti %)




funkcia, ktora je na danom intervale premennych spojita (tj. nie je ,preusend”, ma jednoznacnii
hodnotu pre kazdi hodnotu premennej v danom intervale), ma deriviciu v kazdom bode intervalu
- derividcia funkcie danej premennej (premennych) je tiez funkciou tejto premennej (premennych)!

derivdcie vyssieho radu

ak je derivdcia danej funkcie spojitou funkciou v danom intervale d*f _ d df
’ ’ . v . da? da da
premennych, md derivdciu v kazdom bode tohto intervalu —
, o s e A . B . o s e o s e 9 g7 —1
druha derivdcia povodnej funkcie (tj. derivdcia derivdcie), atd’. ¢ J,. . dd §
da™ da dan—1
monotonnost’ funkcie
df df
L >0 Z <0

da da -
1 e

’

a

da

d a da “ da “ da “
rastiica klesajtica maximum minimum inflexny bod
funkcia funkcie (lokdlne)
daf _ ¢ 2 f d? f d&f _ ¢
% da . ;(12 <0 da? >0 da? 0

NN
N~ e

druha derivdcia funkcie vyjadruje jej krivost

a0 gi{ < 0 - konvexna (vypukla)
r 12 7 /7
f(a) i _ ;{,(_15 > 0 - konkavna (dutad)
E < de

- S =0 -inflexny bod - bod zmeny krivosti




rozvoj funkcie do Taylorovho radu

ak pozndme hodnotu funkcie f(a) aj jej derivdcii vyssich radov v bode ao , vieme urcit jej hodnotu
v bode ap + Aa (Aa — 0)

) ) chyba, ktorej
v proom priblizeni staci wvazovat strmost’ zmeny funkcie v okoli bodu ay: fla) sa dopistame
na intervale Aa sa funkcia f(a) zmeni o
i ) ag+Aa a df (a ,,,"'*{ ,/',:
flao + Aa) = fag) = Lewtba=tlel ng — H@|,_ Aa M A
— dflao) A" dotycnica 1L .
flag + Aa) 2 f(ap) + LA, e bod ap ag + Aa
LY LT S 7 v boae o '

v druhom priblizeni pridame korekciu na zmenu strmosti v bode dotycnica
ap + Aa oproti bodu aq: fla)  vbode ag + Aa
‘ df (ag+4Aa) df(aqg) RS
df (ao+Aa) df (c - da — —da 2 d? flao) At Vo

( (“?Iu = - (I(IO )A(l l Aa 1 (AU) da :0 (A(!)
' ~ £(, 1f ( i . LA a
flap + Aa) = f(ag) + (fdzo Aa + - ({(5(10) (Aa)? dotycnica a0 ao + Aa

__________________ ,______________- v bode a;
atd..

funkciu f(a), ktorda mad derivdcie vsetkych radov, mozeme v infinitezimalnom okoli bodu a, vyjadrit
pomocou Taylorovho radu - nekonecného radu derivdcii

flao+Aa) = f(ao) + LD Aa+ LG (M) +... = 172, & L45 (Aa)t

da da

kl=1-2-3...(k—1)k (k-faktoridl)
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presnost urcenia hodnoty f(ao + Aa)narastd s rastucim radom pouzitych derivdcii
¢im je Aa mensie, tym mensi je vyznam korekcii vyssich radov
rozvoj niektorych délefity’ch funkcii v malom okoli bodu x¢ =0

- ;
sing = S50 ) AT a2ktl —

) :j3 (_1 _.2
’A—l-l)' =5 — % + w. GRED —= ¥ e BT a2k =1 = ot
= Zl\xzn %“'k =1+a+ 17- + .

5 ) a(a—1 ‘ v al
L+2) =32 (Nab =1+oaw+ 2824 |z |< 1 (v) = measmy
napr.:

141»1? =(l+z) t=1-24+2%—

'\/1+£L‘:(1+1¢)1/2:1+%*%+...
A =1+2) P =1-5+3% ..

11




urcity integral
funkcia f(a) sa na intervale Aa = az — ay zmeni
o Af = fla2) — f(a1)

celkovu zmenu Aa mozZeme rozdelit na mnozstoo
malych zmien Aa; , ktorym odpovedd zmena funkcie

fla) o Af(a;) Aa.= Y . Aag; ap a2 a

prechodom k infinitezimalnej zmene Aa; — da dostavame Aa

ako siicet ,, nekonecného poctu nekonecne malych” zmien da od ay po az, o matematicky

znatime ako [°'% da a nazyvame urcitym integrilom
ay -,

. 1o . o .
Aa = fal da = as — ay

\ . .
* hranice integrovania

infinitezimalnej zmene da odpovedd infinitezimalna zmena df , a celkova zmena funkcie f(a)
na intervale Aa je dand urcitym integrdlom
((’Lg)

Af = [12) df = f(as) — f(an)

pri infinitezimalnej zmene premennej a v okoli hodnoty a; mozeme f(a) A
predpokladat, Ze hodnota funkcie f(a) sa takmer nemeni v intervale
Aa; — da amozno ju aproximovat hodnotou f(a;) flag)|-

sucin f(a;)Aa; prakticky odpoveda ploche pod krivkou f(a) v infi-
nitezimdlnom intervale Aa; T

integrdl [ ; f(a)da teda odpovedd celkovej ploche pod krivkou f(a)
v celom ntervale Aa = as — ay (sucet ,nekonecného poctu nekonecne malych ploch”)

12




neurcity integral

sucet nekonecného poctu infinitezimdlnych zmien (tj. diferencidlov) funkcie f(a) pre vsetky
hodnoty premennej a (bez urcenia hranic integrovania) — tzv. neurcity integral — odpoveda
funkcii samotnej

[df = f(a)|(+c) - spresnostou na (tzv. integracnii) konstantu

kedZe podiel diferencidlov funkcie a jej premennej odpovedd derivdcii funkcie podla premennej,
mozeme pre diferencidl funkcie pisat

df = ZLda|ateda |f(a)= [df = [ Lda (+c)

derivovanie a integrovanie funkcie podla jej premennej su inverzné operdcie - integrovanim

derivdcie (alebo derivovanim neurcitého integralu) danej funkcie podla jej premennej dostavame
povodnii funkciu

derivdcia funkcie danej premennej je tiez funkciou tejto premennej !
neurcity integral funkcie danej premennej je tiez funkciou tejto premennej !

urcity integral funkcie danej premennej je Cislo ! (tj. jedind hodnota, ktoru dostaneme
dosadenim hodnot neurcitého integralu v hranicnych bodoch integrovania a ich odcitanim)

283 df = [ dflazar = [ dflazar = F(@)lazas = F(@)|aza, = f(a2) = f(ar)

13




operatory

fyzikalny zmysel diferencialu danej funkcie (fyzikalnej veliciny) je jej infinitezimalna zmena
(okolo nejakej hodnoty), da, df

fyzikalny zmysel derivdcie danej funkcie podla jej premennej je strmost zmeny tejto funkcie pri
infinitezimalnej zmene jej premennej (okolo nejakej hodnoty), teda podiel diferencidlov funkcie a
jej premennej, 9L

fyzikalny zmysel integrdlu danej funkcie podla jej premennej [ f(a)da je siicet , nekonecného
poctu (symbol [ ) nekonecne mahjch” prispevkov f(a)da (lebo da je ,nekonecne malé*)

z matematického hladiska mozeme vytvorenie diferencidlu, derivicie ¢i integralu danej funkcie
vnimat ako aplikovanie prislusného operatora O na titto funkciu, ktory z nej vytvori jej diferen-
cidal, derivdciu ¢i integral (zdiferencuje, zderivuje, zintegruje ju)

aplikovanie operdatora na funkciu matematicky znamend istii postupnost operdcii, pri dodrzani
poradia predpisaného pre prislusny operdtor (neplati komutationost, Of(a) # f(a)O)

operdtor diferencovania funkcie f(a): O=d Of =df
operdtor derivovania funkcie f(a): O = ﬁ Of = 4= d[%
operdtor integrovania funkcie f(a): O= [ da Of = [ fda

operitory diferencovania d a s¢itavania nekonecného poctu diferencidlov fyzikilnej veliciny [
7 /e o 7 / - / I
st navzdjom inverzné operdtory ( d [ = [d = 1), podobne ako operdtory . a [ da

14




vypocet derivdcii niektorych funkcii

flo) =wa™ & S—C{ = na" ! fla)=sina : (f{ = cosa

f(a) = cu(a) : g—{l = c% f(a) = cosa ! i = —sina
d a a a

flay=c: L =0 fla) = e : 4 = ca(= f(a))

vypocet derivdcie suctu a sucinu funkcii

fla) =wu(a) +v(a) : &L =du 4 dv fla) =u(a)v(a) : L =duy 4 ydv

vypocet derivdcie zloZenej funkcie

nech f(b)a b(a): napr. f(a) =cosa™ : b(a) =a” , f(b) = cosb

4 — 4 db 4 = —sinb=—sina”, ¥ =na""! = 4 — —na"lsina”
vypocet neurcitého integralu niektorych funkcii

[a"da = }rla’“rl [ cosada = sina

[nf(a)da=n [ f(a)da (+c) [ sinada = — cosa (+c)

[nda=n [da=na [ e®*da = e*

[0da = ¢ [{u(a) +v(a)}da = [u(a)da+ [v(a)da

15




diferencidly, derivacie a integrdly funkcie viacerych premennych

strmost zmeny funkcie viacerych premennych f(a,b. ...) pri infinitezimdlnej zmene jednej z pre-

’ vooe ., . ;o e . ) . . é)f (L)f
mennych urcuje parcialnu derivdaciu funkcie podla tejto premennej, L 5L .

Of predstavuje ciastkovu (parcidlnu) infinitezimalnu zmenu funkcie pri infinitezimadlnej zmene
jednej z jej premennych

.« 177 . . ’ .y . ST, | . . ’ ’ . ’
pravidla aplikovania operatora parcialnej derivicie 5. na funkciu viacerych premennych (tj. vy-

poctu parcidlnej derivdcie) sil identické s pravidlami aplikovania operdtora - (zdvislost funkcie
od ostatnych premennych si pri tom , nevsimame”)

uplny (totalny) diferencidl funkcie f(a.b. ...), vyjadrujici celkovii zmenu funkcie pri infinitezi-
malnej zmene vsetkych jej premennych, je dany vyrazom

df = %da + %(lb + ...

U +
(fyzikalny zmysel vyrazov da a da je identicky — oba parcidalne diferencialy funkcie
predstavuju infinitezimdlnu zmenu danej premennej)

(podobne ako diferencidl funkcie f(a) je df = “Lda)

funkciu viacerych premennych f(a.b, ...) mozno integrovat podla jednej z premennych (podla
rovnakych pravidiel ako funkciu jednej premennej), [ f(a.b....)da, alebo podla niekol'kijch
premennych, [ [ f(a.b,...)dadb (tzv. dvojny integral), atd.

(pri aplikovani operdtora [ [ dadb pouzivame pravidld integrovania podla jednej premennej
postupne pre obe premenné v [ubovolnom poradi)

16




derivdcia jednej fyzikalnej veliciny podla inej vyjadruje strmost ich vzajomnej zavislosti
- prudkost zmeny jednej veliciny pri nepatrnej zmene druhej

polarita (znamienko, + alebo -) derividcie jednej fyzikalnej veliciny podla inej vyjadruje
monotonnost ich vzajomnej zavislosti (t. ¢i dand fyzikalna velicina rastie alebo klesa pri
nepatrnej zmene druhej veliciny)

celkovil konecnui zmenu fyzikalnej veliciny vyjadruje jej urcity integral

dolezité rovnice fyziky maju toar diferencialnych rovnic — popisujii zmenu fyzikalnych
velicin v zdavislosti od inych velicin (tj. obsahuju derivdcie tychto velicin)

rieSenim diferencidlnych rovnic, tj. integrovanim derivdcii prislusnych fyzikalnych velicin
ziskavame hodnoty tychto velicin, popisujiice stav daného fyzikalneho objektu, pri roznych
(meniacich sa) vonkajsich podmienkach

17



Vektory

skalar — fyzikalna velicina, ktora je (za danych podmienok) viplne charakterizovanda jej
velkostou (Cislom)

vektor — fyzikdlna velic¢ina, ktord je (za danych podmienok) viplne charakterizovand jej
velkostou a smerom

-
napr. teplota vzduchu (na danom mieste) je skalar — je tiplne urcena vel’kostou

rychlost vetra (na danom mieste) je vektor — je tiplne urcena velkostou a smerom
-

vektory

zapis vektorovych velicin v 3-rozmernom priestore zdavisi od vyberu siradnicove] stistavy
najcastejsou (a najprirodzenejsou) suradnicovou sustavou je kartézska siistava s 3 navzdjom
kolmymi referencnymi smermi (osami) x,y,z

napr. polohovy vektor x., vy, 2], urcujiici polohu bodu v 3D priestore vzhl'adom
na pociatok suradnicovej sustavy (dany spojnicou pociatku siradnicovej sustavy
s danym bodom) je popisany 3 zlozkami — velkostami priemetov vektora na osi

x,Y,z, velkost polohového vektora je

r=/x2+y% + 22

lubovolny vektor dla., a,.a.] v kartézskej siistave suradnic md zlozky ., a,.a. rovné vel-
kostiam jeho priemetov na osi x,y,z a velkost

_ 2 2 2 o=l o
a = \/a..r + a2 + a2 nana,, na,,na.|

18



sucet a rozdiel vektorov

711 A,
bbs, by, b.]
(@+b)+C=a+ b+

skalarny sucin vektorov
a-b=ayb, +a,b, +a.b.

a-d=a2+a+a2

vektorovy suicin vektorov
x b

l

o o
I

oy

|

Ql L o
S

oL @

— =

i} S

gx&’:—&’xg
adxd=0

G- (bxd) =(@xb) ¢
a-(@xb)=0

F=da+0b
clag + by, ay + b,,a, + b,]

d=d—b=d+ (—b)=a+ (-1)b
T[a..z bty — by 6 —bis |
@-b=abcost) < uhol zvierany vektormi
a-d=a’cos0=a? - (b+
By = Gyl — @by

€y = Ggby — Gzb;

Gy = lgby; = Uiy

(n@) x b = n(@x b)

ix(b+d)=axb+axé
ax(bxd)=ba & —aa b

NS

—G-b+a

oY)

ol
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jednotkové vektory bazy

-

vektorova baza kartézskej sustavy je trojica navzdjom kolmyjch i[1,0,0]
vektorov jednotkovej velkosti v smeroch stiradnicovych osi x,y,z 70,1, 0]
i-i=1-1-cos0=1 i-j=1-1-cosZ =0 k[0,0,1]  x

lubovolny vektor dla.,. a,.a.] mozno vyjadrit pomocou jednotkovych vektorov bazy

a=azi+ayj+ak a-i=acos=a, -priemetvektora do osix, atd.

vektorové operdtory

predpokladajme funkciu 2 stradnic f(z,vy)
(napr. vyska zemského povrchu ako funkcia zemepisnej dizky a $irky)

v | (@o.yo)r Gyl (rowe) - Strmost zmeny funkcie v danom

bode (z0,yo) v smere x, resp. y
(strmost povrchu (v danom mieste) pozdl% rovnobezky, poludnika)

oOf~> OFf = L . ’
oLy, % j - vektory v smeroch x, y o velkostiach rovnijch
strmosti zmeny funkcie v prislusnom smere) mapa povrchu

(vrstevnice)

Of7 4 017 _ imdlnej '
(Gt o ot vektor v smere maximdlnej strmosti

Ox . . v ,
ndarastu funkcze f(x.,y)vbode (o, Yo) smery najstrmsieho ndarastu
vysky (kolmo na vrstevnice)
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predpokladajme skaldrnu funkciu 3 suradnic f(x.y.z) (napr. teplota vzduchu v miestnosti)

i+ o1y S+ 91k - vektorovd funkcia polohy, popisujiica velkost a smer najstrmsieho
narastu funkcie flx.y, 2) v kazdom bode priestoru

df ~ — nabla
k= (m’+ oJ o~ )f vV = c?:c1 T dtJ T3 k operdtor

27+ 37

vektorovy nabla operator aplikovany na l'ubovol'nui skalarnu funkciu polohy urcuje vel'kost a

smer najstrmsieho ndrastu tejto funkcie v kazdom jej bode — tzv. gradient funkcie
Vf=gradf =§ - vektorovy operitor V[, Cj)q
vytvori vektorovu funkczu a3t

21 aplikovany na skalarnu funkciu f
of of oOf ]
dx’ dy* Oz

predpokladajme vektorovii funkciu polohy G(x. vy, z) (napr. rijchlost priidenia vzduchu v miestnosti)

aplikovanim vektorového operdtora [ -dr uskutocriujeme integrovanie funkcie g podla polo-
hy v priestore po urcitej drdahe, tvorenej infinitezimalnymi drahovymi tisekmi didx, dy, d=]
(so smerom dotycnic k integracnej drdhe v danom bode) - tzv. drahovy (krivkovy) integral

[ G-d7 = [(g.dx+gydy+g-dz) = [ godx+ [ g,dy+ [ g-d= (;;\j

(skalarny sucin vektorov)

vektorovy operator drahového integralu aplikovany na vektorovii funkciu vytvori skaldarnu
funkciu

= o _ 9 _of 9
ﬂkg:Vfégl-—(i{,Jl,—%,g;—%

Jg-dr = [(%Ladx —|—dfdz/—{—')f(1 )= [df = f (+¢)
(totalny dzferenczal funkcie)

gradient a drahovy integrdl sil
navzdajom inverzneé operdacie
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suradnicové stistavy
poloha bodu v (2D) rovine, v kartézskych stiradniciach urcend dvojicou hodndt xy (priemetmi
polohového vektora daného bodu na osi x,y), je v polarnych suradniciach uréend dvojicou:

r - velkost polohového vektora daného bodu
¢ - uhol natocenia polohového vektora bodu voci referencnému smeru (0s x)

Mol =g T=reosp  r=A/iZ 4y
- y=rT sin @ @ = arccos \/% = arcsin \/%
xz2+y x24y2

poldrne suradnice su vyhodné pri popise tiloh majiicich stredovii (bodovii) symetriu

poloha bodu v (3D) priestore v cylindrickych suradniciach je urcena trojicou hodnot:

p - velkost priemetu polohového vektora bodu do roviny xy
¢ - uhol natocenia priemetu polohového vektora bodu do roviny xy voci osi x
z - priemet polohového vektora bodu do osi z

] T = PCosp P = 21.’-2 o E}Q y =

y=psing p=arctan
cylindrické suradnice su vyhodné pri popise iloh majiicich osovii symetriu

Flii U 2] =7|p, g, 2

poloha bodu v (3D) priestore v sferickych siiradniciach je urcend trojicou hodnot:

r - velkost priemetu polohového vektora bodu do roviny xy
¢ - uhol natocenia priemetu polohového vektora bodu do roviny xy voci 0si x

v - uhol natocenia polohového vektora bodu voci o0si z

T = rsinvcos @ T = -\/:1:3 + y2 + 22 rsin ¥ -
rlz,y, 2] = 7r, ¢, V] Yy = rsinvsin @ (p = arctan 1—; Y
¥ = reos ) = arccos = v.
T rcos

sferické stiradnice st vyhodné pri popise iloh majiicich stredovii symetriu
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Zakladné pojmy kinematiky
poloha telesa v priestore je urcend polohovym vektorom kazdeho bodu telesa

pohyb telesa - zmena jeho polohy s casom, zdakladne druhy jeho pohybu sii:

- translacny (posuvny) pohyb — kazdy bod telesa sa postiva o rovnakii
vzdialenost rovnakym smerom — o vektor posunutia T: 7, — 7 + 1 .-

- rotacny pohyb — poloha kazdého bodu telesa sa otoci o rovnaky uhol v
okolo spolocného bodu — stredu otacania — ktory moze lezat vo vniitri
telesa alebo mimo neho

zloZeny pohyb je superpoziciou translacnych a rotacnych pohybov

[ napr. valivy pohyb lopty je superpoziciou translacného pohybu a rotacného pohybu okolo stredu lopty ]

hmotny bod - objekt (,nulovych rozmerov”), ktorého cela hmotnost je sustredenad do bodu

pojem hmotny bod je vhodnym zjednodusenim, ak skimame len pohyb telesa ako celku bez ohl'adu na

pohyb jednotlivych jeho Casti (napr. ako ryjchlo a kam leti lopta), alebo ak skiimame pohyb infinitezimalnej
casti telesa

rychlost (pohybu) v =22 > o [ms™']

pohybujuci sa hmotny’ bod prejde za casovy usek At drahu As , po dobu At sa vsak jeho rychlost
moze menit, 22 je preto priemernou rychlostou pohybu
infinitezimalizdciou At dostdvame okamzitii rychlost o ( rychlost' = strmost zmeny drdhy v Case)
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, tq
drdha s=) ;As; =) v(t:)At 75" ftl v(t)dt tiz1 =t; + At

celkova draha prejdend pohybujiicim sa hmotnym bodom je dana suictom drdh As; prejdenych za
jednotlivé casové uiseky At (v kazdom éasovom tiseku urcenom casom t; sa hmotny bod pohybuje
rychlostou v(t;)), ich infinitezimalizdciou prechddza siicet na integrdl v hraniciach od casu zaciat-
ku pohybu t, po jeho koniec t2, kde v(t) je okamzita rychlost hmotného bodu ako funkcia casu

dv _ d(dsy d?s -2
dt — dt\dt’/ — dt2 [ms

ﬁw’chlenie je rychlost’ (tj. strmost’ v case) zmeny rychlosti pohybu (tj. zmeny prejdenej dnim
dr

zrychlenie — a =

= a(t)dt , v(t) = [a(t)dt: + zU integracna konstanta, urcend pociatocnou podmienkou

........... vo = v(ty) . cas zaciatku
v(ts) = vo +- f a(t)dt  s(t)= [v(t)dt = [([ a(t)dt + vo)dt > zrychlovania

rovnomerne zrychleny pohyb

ak a = const.a t; =0 , vy = 0 (pociatocna podmienka),
potom v = at , s = %(‘1.1‘2

pri konstantnom zrychleni rychlost hmotného bodu linedrne narasta
e v =at  Scasom, zrychlenie a urcuje strmost priamky v = at

draha prejdend za dany Cas je integrdlom rychlosti cez cas (tj. nekonec-

nym suctom infinitezimalnych prispevkov v(t)dt ), jeho velkost @

na plochou trojuholnika pod priamkou v(t): Lyt = 1442
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P dv d? 7
rychlost’ aj zrychlenie s vektory v(t) = d’(,(f) a(t) = 1(.,(;) - If,tgt)

da y :
v, = S, toiste y, z v:\/v§+v§+fv§

(dl,ika celkovej prejdenej drahy s nemusi odpovedat (pri krivociarom
pohybe) rozdielu polohovych vektorov hmotného bodu na zaciatku a
konci pohybu, 7(t1) a 7(t2), tj. vyslednej zmene polohy

infinitezimalizdciou pohybu vsak pre diferencialy plati dr = ds

-
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Newtonove zakony dynamiky

ziakon zotrvacnosti (1)

teleso bez posobenia vonkajsej sily nement svoj pohybovy stav (zotrvdva v pokoji alebo
v priamociarom rovnomernom pohybe)

zakon sily (2) hmotnost je mierou zotrvacnosti telesa — jeho\
hmotnost m [kg] schopnosti klast odpor voci zmene jeho pohybo-
veho stavu

hybnost je mierou zotrvacnosti telesa a jeho po-

) — — -1
hybnost p=mu [Ns=kgms 1| pybového stavu
sila je zdrojom zmeny pohybového stavu telesa,
sila F = %' [N = kgms™] u'e mierou strmosti casovej zmeny jeho hybnosy

Newtonova pohybova rovnica (NPR) - zdkladnd rovnica mechaniky !!!

ak pozname stav telesa (poloha, rychlost) v danom okamihu a vyslednii silu, pdsobiacu na teleso,
vieme pomocou NPR urcit jeho stav v l'ubovolnom inom case |

m = const. = F = m%L = ma FTTC‘L’,@:%N

b
dt m

¢im vicsia je hmotnost telesa, tym mensiu zmenu jeho pohybového stavu (tj. tym mensie zrych-
lenie) sposobi dand sila, resp. tym vicsia sila je potrebnd na urcitii zmenu jeho pohybového stavu

F=0=id=49=0= 0=const. -priamociary rqvnomerny’ pohyb
alebo pokoj (const =0)
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F, = d(}f = Ma, = m(étg zlozka sily-v smere x (y,z analog.) F = \/Ff T Fj + F?
F, =F-i= Fcos(uw, F) < uhol medzi smerom sily a osou x

ziakon akcie a reakcie (3)

kazdd akcia vyvold rovnako velkii, ak teleso A pOsobi na teleso B silou F, teleso B posobi na
opacne orientovanii reakciu teleso A silou - F (rovnako velkou, opacne orientovanou)

invariantnost NPR voci transformdciam suradnicovych ststav
a.) posunutie (transldcia) sustavy

vl =x - 2 Y =y, 2 =z transformicie
suradice daného . posunutie v smere 0si x suradnic
- bodu A v posunutej

_stiradnicovej siistave 2. (e—s) _ o d%  tvar NRP
q2 — M— gz = Mz

sa nemeni

- . : b
y y o g = x__cosz?nt_y sin v
| ' o m dt2 Fua v
; | . / d?z’ / /
- 9 X Yy = ycost) — xsint br =g « Fp 55
= A
7 =2 :
¥... tvar NRP sa nemeni
/ a2’ d2 , . .
F, = m%5 = mIz cosv + mdt L sind = [, cosv + F, sint - suradnice aj

F! = F, cosi) — F,sin¥ F,=F, sily sa transformuji

z <
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tvar NPR je invariantny voci transldcii aj rotdcii suradnicovej sustavy - takéto suradnico-
ve sustavy su ekvivalentné — treba vybrat til najoyhodnejsiu

¢.) navzajom sa pohybujiice stiradnicové sustavy

§ = PG g e o ol i & dz’ dx ds da A2z’ d?x
l const S vt 1 r— S T . e T — 5 = &4
ds 7 . 7 7
v=uv(t) napr. v= =at , a=const. - zrychlenie siir. siistavy
o S P d*s __ d’z’ _ d*z
T =F—8 3_2at T = L =% —aq
12 29! iy toar NRP
m<s = F, m% ={F' -ma" '
« LA sa meni !
-~ AR
_ redlna sila v sistave | | pseudosila F, - fiktivna sila, ktoril treba pridat
. pohybujiicej sa so zrychlenim: : do NPR v sistave pohybujiicej sa so zrijchlenim
[Pr.: Rozbiehajiici sa vagon so zryjchlenim @ — v stistave spojenej R > )
a
s vagonom posobi na predmety pseudosila vyvoldvajiica pohyb —@ —
/7 / _>
dozadu so zrychlenim —a. O O
pseudosila je prejavom zotrvacnosti telesa - teleso sa snazi zachovat’ svoj povodny pohybovy stav
.

e inercidalne suradnicové sustavy — v pokoji alebo priamociarom rovnomernom pohybe
- NPR v nich plati rovnako

* neinercidalne suradnicove sistavy — pohybujiice sa so zrychlenim Py _ oo R
- dodatocna pseudosila (urcend zrychlenim sustavy) v NPR Mgz = &z ¥ Fpo
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Energia a prdca, zdkon zachovania energie

kineticka (pohybovd) energia Wi = 3mv? [J = Nm = kgm®s™]

Wi, = sm(0-0) = sm(v2 +v3+02)  (skaldr)

D=

prica (mechanickd) A= [F.ds [J = Nim = kgm®s™"]

mech. prdca sa kond len v smere posunutia ~ F - ds = dsF €O U priemet sily
do smeru posunutia

F,Az + F,Ay + F.Az (skalr)

konzervativne sily — praca nimi vykonana nezavisi od drahy, len

od pociatocneho a konecného bodu drahy &
5 o - - 1 2
[[F-dg= [, F-(=d5) = — [, F-d3

potencidlna energia Wo(X)=—] ;( F . ds

pot. enerqia telesa v bode X = prica vynaloZend na prenesenie telesa do bodu X
(do pokojového stavu) z referencného bodu P

referencny bod P je l'ubovol'ne zvolitelny bod — jeho zamenou za lubovolny iny
bod Q sa W, kazdého bodu zmeni len o aditivnu konstantu W,(Q) — W, (P)

referencny bod sa spravidla voli v nekonecne, kde sa potencidlna energia definuje ako nulovd
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W,(1) = — [p F - d5 W,(2) = — [AF - d§ P

[PF-d5= [ F-ds+ [{ F-ds=W,(1) — W,(2) 14 \:2‘2
praca vynalozenad (konzervativnou silou) na premiestnenie telesa z pokojoveho stavu
v bode 1 do pokojového stavu v bode 2 = rozdiel potencidlnych energii telesav 1 a 2

nositelom kinetickej energie je teleso v danom pohybovom stave (uréenom svojou hybnostou),
potencidlna energia telesa je dand jeho polohou v danom prostredi — nositelom potencidlnej energie
je teda system teleso-prostredie,

nositelom mechanickej prdce je sila (resp. zdroj sily), ktord teleso premiestiiuje,

kinetickd a potencidlna energia urcuju pohybovy s polohovy stav telesa, prdaca urcuje jeho zmenu

inverznou operdciou k W, = [ F - d5 je operdcia FF = —gradW,,, ak sa teda v okoli daného bodu
(v danom prostredi) meni potencidlna energia telesa, posobi na teleso (konzervativna) sila v smere
najstrmsieho poklesu jeho potencidlnej energie — zdrojom tejto sily je prostredie, v ktorom sa teleso
nachddza

prica, konand akoukol'vek silou F pri premiestiiovani telesa na tiseku d3 je dA = F - d3, celkovd

prica, vykonand touto silou pri premiestneni telesa z bodu 1 do bodu 2, je A= [P dA = [[ F -d3

ak je touto silou prave sila F = —gradW,, , potom tdito sila kond pri premiestnent telesa pracu na
tikor jeho potencidlnej energie
A= [{dA= [[F-d5=Wy(1) —Wp(2) = — [FdW, = dA=—dW,

prdca konand prostredim pri premiestiiovani telesa (na iikor potencidlnej energie telesa v prostredi)
je kladna ( dA > 0 - systém kond pracu) a vedie k znizeniu potencidlnej energie telesa v prostre-
di (dW, <0)
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premiestnenim telesa sa moze zvysit jeho potencidlna energia (dW,, > 0) v danom prostre-
di na tikor prace vykonanej vonkajsou silou (dA < 0 - systém prijima pracu zvonka)

prdaca konand realnou silou je z ,pohladu” zdroja tejto sily vzdy kladna (dA > 0) — kond ju zdroj
sily na uikor svojej energie

z ,pohladu” skiimanéeho systému (napr. teleso v danom prostredi), disponujiiceho ,vlastnou” silou
F=— gradW,, , vsak moze byt praca konand touto silou kladnd, dA > 0, (skutocne ju kond tdto
,vlastna” sila) alebo zaporna, dA < 0 (v skutocnosti je dodana systému ,,vonkajsou” silou)

me@

A
na premiestnenie telesa hmotnosti m z vysky hado hy < ha kond précu sila prostredia F = F,
(na iikor potencialnej energie telesa)

—

ds=—dh ,F11ds, F.-ds= Fds = —mgdh , A = f;j F.ds= mg(ho — hy) >0 I-/?Q-T

na kazdé teleso hmotnosti m pdsobi zemska tiaz F, g = mg, kde g je tiaZové zrychlenie
(smeruje do stredu Zeme)

Ll

na premiestnenie telesa hmotnosti m z vysky hy do vysky ho > hykond tito sila prdcu -h, @
ds = dh _I“:_I_l_r_]? F-ds= —Fds = —mgdh , A = f:f F -ds=mg(hy —hy) <0
v skutocnosti kona pracu vonkajsia sila F = —Fy (proti tiaZi) v prospech potencidlnej energie telesa

potencidlna energia telesa v dosledku jeho tiaze v danej vyske h je teda W,(h) = mgh
+ [ubovol'na integracnad konstanta urcujiica referencnit vysku, na ktorej W, = 0

tiazova sila je Fy = —gradW, = ‘n?.(J(nj_;??ff?ﬂ.ﬁ) o st oty
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na teleso na deformovanej pruzine pdsobi pruzina silou Fy = —k5 proti smeru o
jej deformdcie s (linedrny vztah plati len pre malé deformicie), kde k je koeficient ‘“u’{
tuhosti pruziny fa‘é—!’\lbi
na deformovanie pruziny o x je potrebnd vonkajsia sila F = —Fg, ktord kond précu >
(v prospech potencidlnej energie telesa v danom prostredi — na pruZine)

S

z ,pohladu systému teleso-pruzina, disponujﬁceho ,olastnou” silou F = —k3 (F = k), , kond”
tato sila pri deformovam pruziny zaporni pracu (v prospech potencialnej energze telesa)

ds=ds ,F1|ds, F-ds=—Fds = —kuxdx , ‘—l“f F.ds= Lf‘ xdr = —1kx2 < 0

2

pri spdtnom pohybe telesa kond pracu deformovand pruzina (na tikor ]eho potencidlnej energie)
ds = —dx , F11ds, F-ds=Fds = —kwde , A= [, F-ds=—k [, wde=3ki3 >0

potencidlna energia telesa na pruzine v dosledku jej deformdcie o x je Wp(.x) = Lka?
(integracnd konstanta sa voli tak, aby W, = 0 na nedeformovanej pruZine)
spatna sila deformovanej pruziny je F = —gradW, = %(—gre'—ul.r'z) = —ks&

potencidlna energia telesa siivisi s jeho polohou v danom prostredi — na roznych miestach moze (ale
nemusi) mat teleso roznu potencidlnu energiu
napr.: e v dvoch roznych vyskach nad zemou ma teleso roznu potencidlnu energiu
e v dvoch roznych miestach v rovnakej vyske ma teleso rovnakil potencialnu energiu
e teleso na pruzine md roznu potencidlnu energiu pri dvoch roznych deformdcidch (vo-
dorovnej) pruziny — tj. v dvoch roznych (napr. vodorovnych) polohdch

charakter potencidlnej energie telesa v prostredi a jej zmeny v priestore je urceny
silovym posobenim tohto prostredia na teleso
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prdaca je energia spotrebovand silou pri premiestnent telesa, a to v prospech (alebo na ikor)
jeho kinetickej alebo potencidlnej energie (alebo oboch)

napr.: e prica konand vonkajsou silou na vodorovné zrychlenie telesa sa spotrebuje v prospech

(tj. na ndrast) jeho kinetickej energie

e teleso pohybujiice sa proti brzdiacej sile (napr. treniu) kond prdcu na tikor (tj. znize-
nim) svojej kinetickej energie — posobi silou, ktord je reakciou na vonkajsiu brzdiacu
silu (tato prdca sa spotrebuje v prospech brzdiaceho telesa alebo sa ,strati” — premeni
na teplo)

e pri premiestnenti telesa na miesto s vyssou potencidlnou energiou pdsobenim vonkajsej
sily sa prdca tejto sily spotrebuje v prospech (tj. na zvysenie) jeho potencialnej energie

e pohybujiice sa teleso pri ndaraze do pruziny kona pracu pri jej deformdcii - posobi na
pruzinu silou, ktord je reakciou na (opacnu) silu pruziny, ktord jeho pohyb brzdi —
tato prdca sa spotrebuje na iikor (tj. znizenim) jeho kinetickej energie a v prospech (.
na ndrast) jeho potencialnej energie na deformovanej pruzine

napr.: na teleso hmotnosti m posobi ,,vonkajsia” sila F = —2mg (dvojndsobok tiaZe telesa) a dvi-
ha ho do vysky h, praca konana touto silou je 4 — [IF . ds=2mg [ dh =mgh+mgh

e e o T ’ o - _ AW, AW (?
cast tejto sily, F1 = —mg, kompenzuje tiaZ telesa Fyq = mg P b ()

tato cast sily by stacila na premiestnenie telesa , v beztiaZovom” stave (nulova vyslednd sila poso-
biaca na teleso) do vysky h priamociarym rovnomernym nekonecne pomalym pohybom (W, = 0)
alebo konstantnou pociatocnou rychlostou ( AW, =0)

praca konana takouto silou predstavuje prirastok potencialnej energie telesa AW,
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prdca tiou konand predstavuje prirastok kinetickej energie telesa AW

AW = %m&vg = im(v? S - 0) 0 =i(af)* =gt AW
................ V

pociatocna rychlost’ telesa

; . ;. , , e 1 142 1. 42 o 2h
\dmha prejdend pri dvihani telesa je s = h = jat .

= 3mv? = m(2gh) = mgh

/zvysna Cast , vonkajsej” sily, Fo = F — Fy = —mg, doddva telesu zryjchlenie @ = —§ (a = g)\

vykon P - prdca vynaloZend silou za jednotkovy casovy tisek

(W =Js ' =kgm’s™]

P=244 _,dA_d ([ ds—dfF f“-—ﬁ-‘f P=F.7

@ : ,vonkaj$ia” sila F = —2m§ dvtha teleso hmotnosti m do vysky h

jej cast Fy = —mg kompenzuje tiaz telesa a za cas t = Qh’ potrebny na zdvihnutie telesa
kond prdcu v prospech narastu potencialnej energie telesa o AU mgh

rychlost konania price - vykon tejto sily je P = awy

vykon sil pri premiestnent telesa konstantnou rychlostou

. ~ .
F, = m((% = Po=F-v=m f& LU= -;rn.('z,l dlx

duv dv.
+% a2t T C}t )

rychlost zmeny jeho kinetickej energie

g ; 7 2 a7 dWy dv dv u n', o
SRR dt Wi = Qm‘(L v) = dt m(a T dt + ly TV ) =y
\ vykon sil zrychlujucich teleso = ry : ' netickej /

rychlost zmeny jeho potencidlnej

energie

\

oh
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celkovy’ vy,kon Slly ]-e P = 'Pl £ 7:)2 — d?tp + f”(};k D \

|
vykon sa vzdy vztahu]e na zdroj sily, ktord kona pmcu ak sila kona pmcu
na telese, z pohladu jej zdroja dA >0 ateda P = <= > 0 - -

z pohladu telesa na 1iom ,,vonkajsia” sila konad pricu ( dA < 0)ateda L >0 -

pOsobenim vonkajsej sily na teleso moze nastat' zmena jeho pohybového stavu a polohy - praca ko-
nand touto silou sa spotrebiiva na zmenu kinetickej a/alebo potencialnej energie telesa

%je teleso izolované, tj. nepdsobi narn Ziadna ,vonkajsia” sila, F =0, P =0 = dl,‘t}’ + A y

zikon zachovania (mechanickej)

%(WkwLWp):OiWknLWp:const. o ) )
energie izolovaného systemu

ﬁelkové mechanicka energia (tj. sucet kinetickej a potencidlnej energie) izolovaného systému sa zax

chovava — pri jeho pohybe moze dojst k premene jednej formy energie na druhii = aw, _ dW,
dt_ — T dt

napr.: ak za izolovany systém povazujeme systém teleso-prostredie, v ktorom na teleso hmotnosti m
posobi iba jeho tiaz F, = mg (nepovazujeme ju za ,vonkajsiu” silu — je ,sticastou” systému), po-
tom teleso disponuje kinetickou energiou (danou jeho okamzitym pohybovym stavom) a potencial-
nou energiou (danou vztahom F, = —gradW,,), ktorych siicet sa zachovdva v kazZdom okamihu, a
%6%1 sa iba ,, premienat” jedna do druhej /
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pri volnom pdde takéhoto telesa z vysky h kond tiaZ pracu na tikor potencidlnej energie telesa
v danom prostredi (AW, < 0) a v prospech jeho kinetickej energie (AW} > 0)

f,”l-: -ds = —myg ,(]l dh = mgh — 0= —-AW, (> 0)

1
AWy = %m(-z"2 —0) = %mggi‘2 = %mgz% = mgh = —AW,

praca konana ,onutornou” silou systému je len ,prostrednikom” v premene jednej formy energie

systemu na druhii - celkova energia izolovaného systemu sa zachovdva

podobné priklady:

e teleso zvysi svoju kineticku energiu (zrychli) na vikor svojej potencidlnej energie pri vymrsteni
stlacenou pruzinou

* teleso letiace zvislo nahor spotrebuje svoju kinetickii energiu na ndrast svojej potencidlnej energie

® letiace teleso spotrebuje svoju kinetickil energiu na ndrast potencialnej energie pri ndraze do pru-
Ziny

ak na skiumany systém posobi ,vonkajsia” sila, napr. sila 2mg zvislo nahor na teleso hmotnosti m,

systém nie je izolovany (pdsobi nan , vonkajsia“sila) — jeho energia sa nezachovdva — prdca konand

,vonkajsou“silou sa premiena na kineticku a/alebo potencidlnu energiu telesa — celkova energia te-

lesa sa meni (narasta)

prdca konand konzervativnou silou (tj. takou, pri ktorej praca konand touto silou nezavisi od tvaru
drihy, pozdlZ ktorej pdsobi na teleso, len od jej koncovijch bodov) na telese ment jeho potencidlnu
energiu na kineticku a naopak, pricom celkova mechanicka energia telesa sa zachovava - konzervuje,
(napr. prdca tiaZovej sily konana na lopte pohybujiicej sa na U-rampe)

prikladom nekonzervativnej sily je sila trenia, pri ktorej sa cast mechanickej energie pohybu-
juceho sa telesa striaca (meni na teplo v trecich plochdch)
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Zakon zachovania hybnosti

dpy __  dp2

zakon akcie a reakcie —
dt dt

(Fy = —F)

——g — =0 = p1 + p2 = const

zakon zachovania hybnosti

[ pri zrazke dvoch telies sa celkovai hybnost siistavy (. sucet vektorov hybnosti telies) zachovdva ]

dokonale pruzné zrazky - zachovava sa celkovd hybnost aj celkova kinetickd energia telies

(v laboratdrnej sustave (nezdvislej na telesich)

v -0 -0 v 2v v=0 v=0 20
wm @ o @ w @ - @ @
k%-nu"z + %m(—-v)g = %Jrn(—v)2 + %m-vz %‘171(21*)2 +0=0+ %m(2v)2 D

v siistave spojenej pred zrizkou s @ )

nepruzne zrazky - zachovdva sa celkova hybnost telies, celkova kineticka energia sa neza-
chovdva — jej cast’ sa meni na iné formy energie (deformdcia, ohrev)

fv laboratdrnej sustave (nezdvislej na telesich)
v -0 v=0
m @ — O
—> <«

amv® + sm(—v)? #0

\

v stistave spojenej pred zrizkou s @) A
20 v=0 4

w @ —— @
—> —>

%m(‘ZU)z + 0 # %(2172‘)1'2

J

nedokonale pruzné zrazky = nepruzné zrdazky, telesd sa odrazia s mensimi rychlostami
(Cast kinetickej energie sa premeni na iné formy energie)
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ﬁ)ha: analyzujte zachovanie hybnosti a kinetickej energie a urcity typ zrazky \

v laboratornej stistave v stistave spojenej pred zrazkou s @
v, (0+0,)/2 v1-0, ©v=0 (v1-0,)/2

(4]
wm @ —— @ m @ —— @
—> —> — —> —>

—o/2 v=0 3v/2 v=0 v/2

_ @ ®—o na® -o@

4 )

reaktivny (raketovy) motor:
raketa o hmotnosti my a rychlosti vy je pohdnand vytokom plynu o hmotnosti 12 rychlostou vo

my > mo , v << Vs MU, = —Mols

\_ J
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Rotacny pohyb hmotného bodu

/rotacvny/ pohyb hmotného bodu je pohyb po kruznici (stred kruznice je stredom

otacania hmotného bodu) obvodovou rychlostou U, ktorej smer ma v kazdom

bode drahy smer dotycnice ku kruznici otdcania

polohovy vektor (sprievodic) hmotného bodu ™ nemeni svoju vel'kost (rovni s

polomeru kruznice otdcania), jeho smer v kazdom okamihu definujeme uhlom e
\1} voci (Iubovolne zvolenému) referencnému smeru referencny smer

uhlova rychlost w = % [rad s'] radidn — jednotka uhlovej miery

(360°= 27rad. lrad = 222" = 57,3°)

61 infinitezimalny cas dt prejde hmotny bod na kruznici otacania isek vdt,
odpovedajiici zmene smeru jeho polohového vektora o dv)

vdt —isindd 2 dy ,dY — 0= & =w =21 rdy = vdt "
S 1 . o T \\. '/_/
- Jo "rdy = fo vdt T
integral cez celii kruznicu  cez celil dobu obehu 1T
ak sa v pocas obehu nement r UQ’T dV = v fuT dt 2nr =vT, w=2%= %;
(rovnomerny pohyb po kruznici) obvod T
K kruznice perioda obehu /
uhlova rychlost’ je vektor, urcujiici rychlost i smer otacania JT)T’

U= X7  (vSetky 3 vektory sii navzdjom kolmé) r
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pocas pohybu po kruznici sa vektor v meni — meni svoj smer (moze, ale -
nemusi menit’ svoju vel'kost - rovnomerny pohyb po kruznici) pod vplyvom
: o i

dostredivej sily, ktora hmotnému bodu udel'uje dostredive zrychlenie
2 a2

B dU 1 = Y = ¢
Fg=m% = mdy g = =~ =TW

Gdrojom dostredivej sily je vizba pohybujiiceho sa hmotného bodu so stredom otacania (napr. ra- )

meno kolotoca)

v neinercidlnej stradnicovej sustave spojenej s rotujiicim hmotnym bodom (pohybujiicej sa s do-

stredivym zrychlenim voci inercidlnej sustave spojenej so stredom otdcania) pribudne do NPR

odstredivd pseudosila FE =—-F, , udel'ujiica hmotnému bodu odstredivé zrychlenie @, = —dqy
(analyza pohybu po kruznici v neinercidlnej sustave je zloZitejsia) /

—

L=7vxp [Nms] A ﬁ L (vdetky 3 vektory
) = st navzdjom kolmé)

moment hybnosti

L = mur = mwr? (FLF, sin s =1)
7
: (vsetky 3 vektory
moment sil = S iy ,
4 r=¥ XA%F [Nm] ‘ " su navzdjom kolmé)
moment sily vyvoldva len sila (resp. zlozka sily) kolmd na sprievodic hmotného bodu
% dp _ d (= = _ dL - _ dL 3 _ dp
—(Txp)—ﬁ T = g (F—E)

T:T’XF:’I“XE—O%
zakon zachovania

7T =0 = L = consi. momentu hybnosti

F = 0 alebo F||F =
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/moment hybnosti a moment sily pri rotacnom pohybe su velicinami analogickymi hybnosti a sile\
pri translacnom pohybe:
moment hybnosti charakterizuje zotrvacné vlastnosti a pohybovy stav rotujiiceho hmotného bodu,
zmena pohybového stavu rotujiiceho hmotného bodu (tj. zmena momentu hybnosti) nastiva len

A 1 / 4 111 5 4 ; _ dw __ 1dv
posobenim momentu sily, ktory mu udeluje uhlové zrychlenie e = <% = <%

bez pdsobenia momentu sily hmotny bod

s ) =25 La—.ComEl. =3 U= congl , 5
\ zotrvdva v rovnomernom rotacnom pohybe /

moment zotrvacnosti F = mr® [Nms®] moment zotrvacnosti je analogom
hmotnosti — vyjadruje zotrvacnée
vlastnosti hmotného bodu (pri ro-

translacnyj 1 — € rotacny tacnom pohybe)
wh | P — hyb - -
pony pony L = mriw L =Jw
J (p=muv)
kineticka energia rotacného pohybu Wi = 2Jw?
Wi = %mz*Q = %m(ru))2 = %(-nzsrz)wQ = %.]wQ

praca konanda momentom sily A= [7dV

dA = Fds = Fvdt = Frwdt = 7%2dt = 7dV

vykon dodany momentom sily P=7-3 (P=F.-¢,Fv=Fro=r
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Rotacny pohyb tuhého telesa

dokonale tuhé teleso — teleso (konecnych rozmerov), ktorého tvar (tj. vzdjomna vzdialenost
jednotlivych bodov telesa) sa nemeni (nedeformuje sa)
tazisko — hmotny stred telesa, drdhu pohybujiiceho sa telesa mozno nahradit drahou taZis-
ka ako hmotného bodu, stustred ujiiceho celu hmotnost telesa

lubovol'ny (hmotny) bod i telesa ma polohu a hmotnost ; , m;

celkovd hmotnost telesa M =) . m; polohovy vektor taziska R — D, it

M

sily posobiace medzi casticami (hmotnymi bodmi) vo vniitri telesa sa vykompenzujil
(zakon akcie a reakcie) - vysledna sila je dana len silami p@sobiacimi zvonka

— o (12(”1 : Fz) — L — d2 (Z m; T d?é

I = — F=),F= dt? dt2 (A[R) M g
(vonkajsia) sila posobiaca  celkova sila posobiaca na celé teleso (na vsetky jeho body)
na dany bod telesa = vysledna sila pdsobiaca na taZisko

ak F' =0, tazisko je v pokoji alebo PRP, teleso sa viak moze otdcat okolo taZiska

dL; d.L ;
Ty =y S = S.Li=L L; = myvr; = miriw
vysledny moment sily vysledny moment
posobiaci na teleso hybnosti telesa

teleso nementi svoj pohybovy stav (tj. zotrvava v pokoji,
PRP alebo rovnomernom rotacnom pohybe) ak | >, F; =0, > .7, =0
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moment zotrvacnosti celeho telesa rotujiiceho
okolo danej osi je suictom prispevkov vsetkijch 4 spojite teleso rotujtice okolo osi z )
rotujiicich hmotnych bodov tvoriacich teleso

Z
J:Z@'mirig =2 Ji AL»
y

celkovy moment zotrvacnosti telesa je siictom
momentov zotrvacnosti jednotlivych jeho casti J = mi(x? +y2) — [(2® 4+ y?)dm
vzhladom na danu os otacania \ J

moment zotrvacnosti telesa vzhladom na os
rotdcie neprechadzajiicu taziskom je moment zotroatnosti

(Steinerova veta) ako keby celd hmotnost

J = Jr +4‘ ““““““““““ bola stistredend v Ry
v

moment zotrvacnosti vzhladom na ~ poloha taZiska vzhl'adom
paralelnui os prechadzajiicu taziskom — na skutocnil os otdcania

rotacné vlastnosti telies, ktoré nemajii dokonalii
symetriu (homogénna gula), zdvisia od smeru
osi otacania prechddzajicej taziskom - roznym
smerom odpovedd rozne rozloZenie hmotnosti v
priestore vzhladom na os otdcania
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kazdé tuhé teleso ma 3 navzdjom kolmé — hlavné — osi prechddzajiice taziskom, jednej z
nich pripada najvacsi a jednej najmensi moment zotrvacnosti (spomedzi vsetkych osi
prechddzajuicich taziskom)

pre rotdciu okolo hlavnyjch osi plati L = J& ateda L MNa

—

L

J vtedy nie je skaldr ale tenzor ]
- zlozZitd funkcia smeru g _ 3

~

vektory L a & nemusia
byt vzdy paralelné !

nech pre rotdciu telesa okolo osi x (prechadzajiicej taziskom)
plati L. = Jrzws a pre rotdciu okolo osiy Ly = Jyywy , pri-
com wy = wy ale Jex # Jyy , potom Lo 7 Ly

ak teleso rotuje okolo osi leziacej v rovine xy pod uhlom 45° voci x,
potom mozno vektor & rozlozit na zlozky w:, w,

tym odpovedajii zlozky L., L, vytvdrajiice vyslednyj vektor L

z nerovnosti Jrx # Jyy ale vypljva LAG

zaratanim z-ovej zlozky dostdvame Lpi=lolds: ; day= dupfiity 5 Loz Salssbits
co mozno zapisat aj v tvare: alebo v maticovom zapise:

Ly =Jzz-we+0-wy+0-w, Liw Jere D 0 Wa
Ly=0-wy+Jyy -wy+0-w, Ly = 0 Jyy 0 Wy
L,=0-wy +0-wy+ Jss - w, L. 0 0 .J. Ws

(pokracovanie)

takato matica 3%3 je matematickym vyjadrenim vektoru 2. radu - tenzoru /
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takato matica s nenulovymi len diagonalnymi clenmi sa navyva diagonalizovand matica, a 06@
veda pripadu, ked osi x,y,z sa zhodujii s hlavnymi osami telesa

pri ,nesikovne” zvolenej suradnicovej siistave (0si x,y,z nie su hlavnymi osami telesa) si nediago-
nalne cleny tenzoru .J nenulové

L.r = 'T.l‘.l' * Wy + J.ry C Wy T J.r.: C Wz Ly il e}r:in:g,r P W

Ly = Jyo - we + Jyy - wy + Jyp - w, Ly | =1 Jye Jyy Jy2 Wy

L, = Jywwe + '].:'y F Wy T Joz * Wy L, y . -]zy J.- Wz
tenzor zotrvacnosti je symetricky, J;; = Jj;
ak teleso vykondva zotrvacny rotacny pohyb ( 7 = 3, 7 = 0) okolo osi otdéania, L = const.

ak L%J} (0s otacania nie je hlavnou osou telesa), smer vektoru & sa v case meni, (,,0bieha”
okolo smeru vektoru L)

kineticka energia rotujiiceho telesa je suctom kinetickych energii vsetkych jeho casti

Wi =23, miv? =33, mi(riw)? = 1 Jw?

(v; v tomto vzorci su obvodové rychlosti rotacného pohybu jednotlivych Casti telesa)

ak x,y,z sti hlavné osi telesa, L = J,pw,i + Jyywyj + Joow.k inak
Wi = 2(Jpow? + Jyyw? + J.ow?) =10 & Wi =3, Jijwiw
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/ krasokorculiarska pirueta

wo _ J1

pocas piruety 7 =0= L, = Ly - moment hybnosti sa zachoviva
wh
Jiwy = Jws =7 <£

Wi
172 17 2 o : )
21wy < gJaws lebo wy < wy - kinetickd energia sa nezachoviva !

zmena kinetickej energie = praca vykonand stiaghnutim ruk

\ (proti odstredivej sile)
4 teleso v tiazovom poli
tinZovd sila  tiaZové zrychlenie
T = Zglzgaiz = g'zi M4 T; 7 = 0 aby sa teleso nestocilo (a nespadlo)

celkovi hmotnost  poloha tazZiska

...... N tazisko

Yo.omix; =MX =0= X =0 <« teleso musi byt podopreté v tazisku
\2 )
4 skokan na trampoline )

skokan vo vzduchu L = const. b‘ )'&

rotacny pohyb jednym smerom moze byt vyvolany Ml t 5
9 len rotacnym pohybom opacnym smerom — _—T )
- 7 )

pohyb planét =
F|7=7=0= L = const. = vr = const. Keplerove zidkony

\_ J
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smer momentu sily urcuje
smer zmeny momentu hyb-
nosti, #1171 AL

ak teleso predtym nerotovalo (L = 0), moment sily vyvoldva roticiu telesa — smer ziskaného
momentu hybnosti je smerom jeho zmeny (ndrastu), L 11 AL 11 7

moment hybnosti urcuje rotaciu hybnosti
(smer palca pravej ruky) (smer prstov pravej ruky)

ak teleso predtym rovnomerne rotovalo ( L), moment sily vyvoldva dodatocnii rotdciu, ktorej
rovina vo vseobecnosti nemusi byt zhodnd s rovinou povodnej rotacie - vtedy Lo WAL 7

vijslednij moment hybnosti je L1 = Lo + AL ] ] - jeho smer je zloZenim dvoch (vo vSeobec-
nosti) roznych smerov

zotrvacnik
zotrvacnik je rotacné zariadenie, ktorého hmotnost je rozloZend co najdalej od osi otacania, o
zodpoveda co najvdacsiemu momentu zotrvacnosti (napr. koleso bicykla s odlahéenyym vniitrom) pri
dostatocnej rychlosti otdcania w je jeho moment hybnosti L = J& natolko velkyj, Ze zabezpe-
Cuje stabilny smer osi otdcania (1] L) — na jeho zmenu je potrebnyj velky moment sily

L1004

akd sila je potrebna na otocenie osi otacania o Ap?
zmena momentu hybnosti za cas At : (

Ly =Ly+ AL AL =TILpsinAp = LyAyp

V
T = if LQA“P = LOQ < yhlovd rychlost otdcania osi otdcania

AL 11 7
........ — +&> :F—'
Lo /*

na vytvorenie takéhoto momentu sil treba dvojicu sil F,-F

I
ool ]
X i
hi
o

7—_'
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povodne sa netociace koleso AL t1#

,,dodatocna
0s otacania

A
YA

0s otdcania povodna os otdcania

vlcok
ak sa nerotujiici viéok vychyli z rovnovaznej polohy (v ktorej je
podoprety pod taziskom), tiaZovd sila F vyvold tocivj moment
(moment sily 7) a vléok spadne

ak sa rotujiici vléok vychyli z rovnovazne] polohy, tiazova sila
vytvara moment sily 7 — 0 x I

ktorj otdca rotacnii os vicka ( L . ) okolo osz Q 0s precesie

(uhlovd) rychlost precesie

%

precesia — zloZeny rotacny pohyb,
pri ktorom vektor roviny otdcania
telesa (11 &) opisuje kruznicu okolo
inej 0si — 0s1 precesie
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POHYB VO VELKOM
SUBORE CASTIC



Statistika makroskopickijch systémov

vo fyzikdlnych systémoch s obrovskym poctom castic (%10%°) — makroskopickych systémoch
- sa pohyb kazdej castice riadi Newtonovymi zdkonmi (v klasickej fyzike), skiumat’ pohybovy
stav (polohu, rychlost, energiu, ...) kaZdej Castice je vsak nemozné

statistickymi metodami mozno skiimat najpravdepodobnejsie spravanie velkych suborov
castic

mikrostav - nahodné rozdelenie N rovnakych prokov suboru (podla ich vlastnosti)
makrostav — stav systému s istymi makroskopickymi vlastnostami (tj. popisany meratel-
nymi velicinami) bez ohl'adu na konkrétnu konfigqurdciu prokov v riom

/ hod dvoma hracimi kockami \
mikrostavom je v tomto pripade konkrétna kombindcia bodov na kockdch

makrostavom je makroskopickd vlastnost - vysledok hodu oboma kockami (sucet bodov na oboch
kockdch), bez ohl'adu na konkrétne hodnoty bodov na jednotlivych kockdch Kocka 2

kazda kombindcia bodov na kockach (hod) je mikrostav -7 ;92 é g g

6 x 6 = 62 =36 mikrostavov . 02|3 457678

sucet bodov pri hode je makrostav - 3045 61789
F@)516)7:8:9 10

najmenej pravdepodobné makrostavy sit 2 a 12 (sui tvorené jedinym 0 516:7:8:9:1011
mikrostavom) 1617:8:910i1112

najpravdepodobnejsi makrostav je 7 (vznikd najvicsim poctom mikrostavov) /

50



zaklady teorie pravdepodobnosti

skumame makroskopicky systém, ktory sa moze nachddzat s rovnakou pravdepodobnostou v obrov-
skom mmnozZstve mikrostavov (napr.hody kockami) hotvoriacich isty (velky) pocet makrostavov (napr.
sucty bodov kociek)

zaujima nds: - v akom (makro)stave najpravdepodobnejsie najdeme nds systém?
- s akou pravdepodobnostou ndjdeme nas systém v urcitom vybranom (makro)stave?

statisticky vysledok, tj. pravdepodobnost, mozno ziskat so statistického siiboru pozorovanych stavov
systému (pocetnosti, s akymi boli jednotlivé (makro)stavy pozorované)

pocet pozoIovany’ch stavov pmviiepodobnost’ i-teho stavu
Ny + \*2 +..+No=> N, = } P =5 Pi+Po+...+Po=> 5 Pi=1
pocetnost daného stavu pocet vsetkych pozorovani

(N-nasobne opakované pozorovanie stavu dancho systému je ekvivalentné siicasnému pozorovaniu
stavov v subore N identickych systémov)

systém s 2 suibeznymi, statisticky nezavislymi (nekorelovanymi) dejmi (napr. charakterizovanie Iudi
podla vel'kosti topdnok a podla farby topdnok), s moznymi stavmi i = 1,2, ..., v (napr. velkosti topdnok) a
j=1,2,..., 3 (farby topanok)

P; = N?\"" (pravdepodobnost, resp. pocetnost topanok danej vel'kosti i) P; = l\"— (danej farby j)
Nij = NiP; = N;P; = 4 (poCemost . ok danej velkosti  a sicasne darej farby )

R N;N; opdnok danej velkosti i a siicasne danej farby |
Pij =~ = —~= = PiP; (pravdepodobnost

Pi,P; <1 = Pij <Pi,P;
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binomické rozdelenie

systém N prvkov, z ktorych kazdy moze byt v jednom z 2 moznych stavov (oznac. + a -) (napr. hod

N mincami), inak su nerozlisitelné

++++  4/4 - 1 ++--
++ 4 - + -+ -
N=4 ++-+ 3/4 - 4 -+ 4+ -
+ -+ + +--+
-+++ -+ -+
-4+

>

makrostav +_ -
k N je + o+
(n prokov z N je +) + U4 - 4
2/4 _f6 -
pocet kombindcii C',,(N) - 0M4-1
(mikrostavov)

P, P_ - pravdepodobnost obsadenia danej polohy prvkom +, - (nezavisi od polohy proku)

pravdepodobnost’ danej kombindcie:

Py-PiaPy PP P = PIPN

(sucin pravdepodobnosti pre jednotlivé polohy)

n N —n

(polohy obsadené +) (polohy obsadeneé -)

pravdepodobnost’ daného makrostavu (nz N je +):

Pn = Cn(N)PPY "

(pocet kombindcii davajiicich dany makrostav x pravdepodobnost kombindcie)

pri pocte N rozlisitelnych prokov (napr. ak by kazdd minca
bola ind) by bolo N'! mozZnych permuticii (roznych kombi-

ndcii vytvorenych vzdjomnou zdamenou miest)

n!=1-2-3-...-(n—1)-n (n-faktorigl, 0! = 1)

abcd
bacd
cabd
dabc

abdc
badc
cadb
dacb

acbd
bcad
cbad
dbac

acdb
bcda
cbda
dbca

adbc
bdac
cdab
dcab

adcb
bdca
cdba
dcba

ak sui ale proky nerozlisitelné, vzdjomnd zamena miest 2 prokov v rovnakych stavoch (napr. ++) ne-
vytvori novy mikrostav, tj. pri kombindcii ,n z N je +” je n!bezvyznamnych permutdcii prokov +
(tj. takych, ktoré nevytvdrajui novy mikrostav) a (N — n)! bezvyznamnych permutdcii prokov -
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pre nerozlisitelné proky je teda pocet roznych mikrostavov tvoriacich dany makrostav (odlisny od

poctu permutdcii)  C,(N) = Syx =y

Pn = 710 o AN P4 P- N=n " _binomické rozdelenie
v mnohych pripadoch Py =P_ = 5 (napr. ak +,— SLZ strany mince)
a Pn = x ,\\ln), sr je symetrické vzhladom na 5

01 2 3 4 n

napr. makrostav ,3 zo 4 je +” je tvoreny 4 z celkovych 16 moznych kombinacii

n =3 ’ N=4 (”(‘V) 3.4‘111 - % = ’ ,Pit — ’Pi\r_n - % ) Pn =4- ( )4 i
/ rozdelenie 10 rovnakych lopticiek do 3 roznych oddeleni \
.. .' : .. .' .. ak sii lopticky ~ tvoria ten istyf .. .. :
® ® P ® rozlisitelné makrostav PY P
mikrostav iny mikrostav

vzdjomnd zamena 2 rozlisitelnych lopticiek predstavuje 2 rozne mikrostavy (ten isty makrostav)

e %ol o S8 csilopiity “ologe
® ® ® o nerozlisitelné o|®
mikrostav ten isty mikrostav iny makrostav
womnd zamena 2 nerozlisitelnych prokov suboru predstavuje ten isty mikrostav /
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vznik urciteho mikrostavu je nahodny (ako napr. vrh kockou) - statisticka pravdepodobnost
vsetkych mikrostavov je rovnaka (v ustalenom stave izolovaného systému)

pri nahodnom (jednordzovom) pokuse sa s najvicsou pravdepodobnostou zrealizuje taky
makrostav, ktory mozno vytvorit najvicsim poctom mikrostavov

statisticka pravdepodobnost urcitého makrostavu (v izolovanom systéme) je dand poctom

mikrosz.favov, ktoré mozu P pocet mikrostavov tvoriacich makrostav
vytvorit dany makrostav 7 pocet vsetkych dostupnyjch mikrostavov

hod mincou

z celkového poctu N hodov padne n,—krat rub a n,—kradt lic
vysledok 1 hodu: n,=1,n,=0 alebo n,=0, n,=1 (rub alebo lic) } pri malom pocte hodov
2

vysledok 2 hodov: ny=1, ny=1 alebo ny=2,n,=0 alebo n;=0, n,= je vysledok nahodny
atd.
vysledok vel'kého poctu hodov: ny,nz = \ )= An < odchylka od najpravdepodobnejsej hodnoty

P A
na]'pravdepodobne]sza hodnota (fluktudcia)

pri malom pocte hodov je An = % (fluktudcie su podstatné - prejavuje sa nahodnost)
pri velkom pocte hodov An < 5 (fluktudcie sii zanedbatelné — prejavujii sa , pravidld ndhodnosti”)

N rozlisitelnych castic v pomyselne rozpolenom objeme
nyone problém identicky hodu mincou (kazdd castica moze byt ,vlavo™ alebo ,,vpravo”)
‘ polet vietkyjch mikrostavov je 2% (ak sii Castice rozlisitelné)

najpravdepodobnej$i makrostav nq,ne = 4
najnepravdepodobnejsie makrostavy ny = N no = 0 a naopak (jediny mikrostav), P = 5x
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jednotlivé proky makroskopického fyzikalneho systému (napr. castice v plyne) sa mozu na-
vzdjom odlisovat nejakymi vlastnostami, vyjadrenymi pomocou fyzikalnych velicin (napr.
rychlost) — makroskopicky fyzikalny systém je teda statistickym siiborom prvkov s roznymi
hodnotami danej veliciny

kazda kombindcia (rozdelenie) hodnot danej veliciny medzi proky systému predstavuje mi-
krostav

makrostav systému je charakterizovany makroskopickou velicinou, ktord predstavuje cel-
kovui hodnotu danej veliciny (t]. siicet hodndt vsetkych prokov systému) alebo jej strednii
hodnotu (t]. statisticky priemer hodndt vsetkych prokov systému) - jednotlivé (makro)stavy
toho istého systému sa navzdjom odlisuju hodnotami tejto makroskopickej veliciny

statistickd strednd hodnota veliciny

nech velic¢ina a nadobiida « diskrétnych hodnot a,; (i=1,2..a) a N; je pocet prokov systému (z cel-
kového poctu N) s hodnotou a;, strednad hodnota velzczny a v celom systéme je

2 .(‘\f \1 i 7
(@) = Masa+Naagt..+Naag — 2 g1 Nias _ =3, p a; ~ pravdepodobnost, Ze hodnota a pre dany

N _ N prook systémuje a; (> ;. Pi=1)

nech f(a) je velicina (funkcia) zdvisiaca od veli¢iny a, strednd hodnota funkcie f(a)v systéme je
(fla)) =3 ;_1 Pif(a;)

(cf(a)) = c(f(a)) (f(a)g(b)) = (f(a))(g(b))
(f(a) + g(a)) = (f(a)) + (g9(a)) ak veli¢iny a,b st Statisticky nezdvislé
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Aa =a— {(a) - fluktudcia - odchylka hodnoty a daného prvku siiboru od strednej hodnoty
(Aa) = (a— (a)) = (a) — (a) =0 - strednd odchylka
(Aa)?) =520 Pila; — {(a))? - strednd kvadratickd odchylka (disperzia)

ak sa v infinitezimdlnom intervale (a, a + da) nachddza vel'ké mnoZstvo roznych dostupnych hod-
not a;, mozeme velicinu a povazovat za spojite sa meniacu, P; — P(a)da je pravdepodobnost, Ze
dany prook systému md hodnoty a z intervalu (a,a + da)

Z?:l Pi=1— fp(a.)da. =1 < > Z:l 1 P fa; f73 a) f(a)da

rovnovazny stav izolovaného makroskopického systému je taky (makro)stav, pre ktory je
pravdepodobnost ndjdenia systému v lubovolnom dostupnom mikrostave rovnakd, neza-
visld na case, rovnovdzny stav je najpravdepodobnejsim makrostavom

stredné hodnoty makroskopickych parametrov, popisujiicich systém v rovnovaznom stave,
nezavisia na case, okamzite hodnoty makroskopickych parametrov fluktuuji v case okolo

strednych hodnot (vyznam fluktudcii klesd s rastiicou velkostou systému, pre systémy s obrovskiym
poctom prokov je vplyv fluktudcii v rovnovdaznom stave zanedbatelny )

rovnovdzny stav ,,nemad pamdit” (méze byt vytvoreny najviacsim mnoZstvom mikrostavov — kazdy
z nich md inu , historiu™)
ak sa systém nachddza (v danom okamihu) mimo rovnovdzneho stavu, spontanne sa vyvija

(v Case) nevratne smerom k rovnovdaznemu stavu (systém sa spontinne vyvija od menej pravde-
podobnych stavov k najpravdepodobnejsiemu)
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nevratné (ireverzibilne) deje su také, pri ktorych systém prechddza z menej pravdepodobné-
ho (makro)stavu do pravdepodobnejsieho, opacny dej (prechod od pravdepodobnejsieho k menej

pravdepodobnému stavu) je mozny ale malo pravdepodobny (jeho pravdepodobnost je zanedbatel'ne
mala pre systémy s obrovskym poctom prokov)

K nevratny dej \

stena vyvoj systému v case po odstraneni steny >
A
XX ® 00 O ® ® o ®_©O 0 o°
o ® o

0 e® ® 0 Py Py o PPN 0 ° o 0. 00
o0 © o0 © o0 000 ® o

povodny po zmene vonkajsich podmienok (odstranenie steny) po ustaleni novy

krovnovdiny stav prechddza systém sériou nerovnovaznych stavov rovnovdzny stay

danym vonkajsim podmienkam odpoveda po ustaleni systému dany rovnovdzny stav

ak dojde zmenou vonkajsich podmienok k poruseniu rovnovazneho stavu systému, systém
prechadza nerovnovaznymi stavmi az do ustdalenia nového rovnovazneho stavu, odpoveda-
juceho novym vonkajsim podmienkam — proces je vzdy nevratny

vratné (reverzibilné) deje su také, pri ktorych sa systém neustdle nachadza v rovnovaznom
stave (resp. ,,nekonecne malo” vychyleny z rovnovazneho stavu) — pri ,nekonecne pomalej”
zmene vonkajsich podmienok systém meni svoj stav (prispdsobuje ho meniacim sa podmienkam)
tak, ze sa nikdy nevychyli z rovnovahy — prechddza meniacimi sa rovnovdznymi stavmi,
opacny dej (ked’ systém prechddza tou istou sériou stavov v opacnom poradi) je kedykolvek mozny
(vratné deje su idealizdciou, ku ktorej sa mozeme len priblizit)
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/ vratny dej \

steiga vyvoj systému v case pri infinitezimdlnom posune steny >
A
(XX 00 00 ® o P A o0 o°
..‘. .... ® “. ® ° o 0.0 00
o0 © 000 ® 0 ® o O ® o
povodny pocas infinitezimalnych zmien vonkajsich podmienok (posunov steny) systém
\rovnovdiny stav prechddza sériou rovnovdznych stavov /

na mikroskopickej virovni je kazdy dej vratny - mechanicky pohyb kazdej Castice moze pre-
biehat aj naopak (ako film pusteny naspit) bez toho, aby bol v rozpore so zdkonmi mechaniky
nevratnost ma len statisticky charakter (prechod od menej pravdepodobného k pravdepodob-
nejsiemu) — opacny dej je mozny ale malo pravdepodobny (mobze sa dym vypusteny z nidoby

do nej samovolne vratit’?)

relaxacna doba — charakteristicka doba ustalenia rovnovazneho stavu (po zmene vonkajsich
podmienok)

kvazistaticky dej - ak je rychlost zmeny vonkajsich parametrov ovela mensia nez rychlost
relaxdcie - systém je prakticky stale v termodynamickej rovnovahe (jeho stav je stdle jedno-
znacne urceny vonkajsimi parametrami)

pri spitnej (kvazistatickej) zmene vonkajsich parametrov sa systém vracia do povodnéeho

stavu po tej istej postupnosti stavov (v opacnom poradi), — kvazistaticky dej povazujeme za
vratny
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Teplota systému, systémy v tepelnom kontakte

jednou z najcastejsich velicin charakterizujucich stav fyzikalneho objektu je energia
vnitornd energia systému je sucet kinetickych a potencialnych energii vsetkych prokov
(Castic) systému, okrem kinetickej a potencidlnej energie systému ako celku (zaujima nds len

pohyb vniitri systému, nie pohyb systému ako celku) — takdto celkovd energia systému charakte-
rizuje jeho (makro)stav - je stavovou velicinou

energia kazdeho proku systému (napr. kazdej molekuly plynu v danom objeme) nadobuida jednu
z moznych (dostupnych) hodnot (subor diskretnych hodndt alebo spojité spektrum) — kazdy
prook systému sa nachadza v jednom z dostupnych stavov

vysledna vnutornd energia systému teda nadobuda jednu z dostupnych hodnot U,; — systém
sa nachddza v jednom z « dostupnych (makro)stavov

strednd hodnota vniitornej energie U = > | P, U,

2 systémy (alebo casti jedného systému — podsystémy) sa nachadzajui v tepelnom kontakte,
ak medzi nimi dochadza k mechanickej interakcii na mikroskopickej urovni - odovzddvaniu
energie medzi Casticami oboch (pod)systémov, tym sa v jednotlivych (pod)systémoch menia
pravdepodobnosti vyskytu castic s danymi hodnotami energie, a teda aj pravdepodobnosti
existencie danych makrostavov P;

teplo @ je ta cast vniuitornej energie, ktord sa vymiena medzi (pod)systémami v tepelnom
kontakte (tj. ,siicet” vSetkych vymen energie na mikroskopickej tirovni)
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dodavanim tepla do (pod)systému ( () > 0 ) sa zvysuje jeho vniitornd energia

odoberanim tepla zo (pod)systému ( (Q < 0) sa znizZuje jeho vniitornd energia
ﬁ

teplo nie je stavova velicina — necharakterizuje stav systému, iba jeho zmenu (nemd zmysel
sa pytat, kolko tepla systém obsahuje pred a po deji, iba kolko tepla prijal/odovzdal pocas deja)

predpokladajme izolovany systém O pozostavajiici z 2 podsystémov
O , @’ v tepelnom kontakte (tj. mozZu si navzdjom odovzddvat teplo),
celkovad energia (izolovaného) systéemu U™ = U + U’ je konstantna
N(U) je pocet stavov podsystému @ s energiami v intervale (U.U + dU)
N'(U") je pocet stavov podsystému @’ s energiami v intervale (U, U’ + dU")

(DX-

pravdepodobnost, Ze energia podsystému @ v rovnovihe je v intervale (U, U + dU), je
«— pocet dostupnych stavov s energiami podsystému @ v intervale (U, U + dU)

pUy=2E) — oN*(U),C= &

A pocet vsetkych dostupnych stavov celého systému (konstanta)

ak energia podsystému @ je U, podsystém sa nachidza v l'ubovolnom z N(U) stavov, siicasne sa
podsystém @ musi nachadzat v lubovolnom z N (U") stavov s energiou U’ = U* — U, moznd
je teda I'ubovolnd kombindcia N(U) a N'(U") dostupnych stavov)

N*(U) = N(U)N'(U* —U) = P(U) = CN(U)N'(U* - U)
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dd sa ukazat, Ze pocet dostupnych stavov kazdého systému (podsystému) rastie s jeho cel-
kovou energiou,
ak rastie U a teda aj N (U ), musi siicasne klesat” U’ a teda aj N (U (pri nezmenenom U™), sticin
N(U)N(U") aj P(U) maju teda maximum pri istej hodnote U, pri ktorej ‘”{;E” =0
podmienka maximadlnej pravdepodobnosti urcuje najpravdepodobnejsiu hodnotu energie U pod-
systému @ v tepelnej rovnovaihe s podsystémom @’

na vypocet najpravdepodobnejsej hodnoty U mozno vyuzit vlastnosti funkcie In a :

In(ab) =Ina+Inbd Olna _ 1 Olnjf(e) _ Olnfla)df(a) _ _1 0f(a)

da = a ? da 9 f(a) da  f(a) Oa
olnP(U) 1 OP(U) OPU)  olnP(U). T ] _
U - P U) oU = U = U P( U ) } olnP(U) = iy
. . - /‘r i 8[;
podmienka maxima P(U ): ’)Zgl ) _ 0

P(U) = CN(U)N'(U’) = InP(U) =InC + In N(U) + In N'(U")

................. .

po zderivovani: ahgzr( Y) — d gg)CJr 81115’;;([;') 4o B 5’}";5”’) %[E’ =0
(derivdcia konstanty) S~ =-1
dIN(U) _ dlnN'(U') podmienka rovnovahy podsystémov @, D’ - urcuje najprav-
oL oL depodobnejsiu dvojicu hodndt U, U’ (pri zadanom U*)
; v . 9lnNU : OIn N' (U’ 1.38 - 1028 JK—
zaved'me oznalenie 2N 1 P NALRy 1 kg =1.38-10"23JK1

ou kpT 7 Lr! kT’ /

(t. zaved'me nové veliciny T, T') Boltzmannova konstanta
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T=_1(2NU)y-1 pr— 1 UlnN’(I.--"')‘)_

kB U kB au"
@lzcmy T T, vynasobene konstantou kg, vyjadruji prevrdtené hodnoty funkcii 22X E) resp. \
9N | @ majii rozmer energii
s rastiicimi energiami U, U’ rasti pocty dostupnyjch stavov podsystémov N, N, Ina
s rastiicim argumentom viak klesd strmost logaritmov - 2 a? £2D . 111()\[ ) ‘ /
su teda klesajiicimi funkciami energit, a ich prevratené hodnoty T,T” su rastiicimi
funkciami energii im prislusnych (pod)systémov g

In N, In N’ sui rastiicimi funkciami U, U’, ich strmosti (derivdcie) su kladné, teda aj T,T" >0

T, 1" su energetickymi velicinami ( kgl je energia) a nazyvaju sa absolutnymi teplotami
(pod)systémov O, D’ [K]
rovnovdzny (makro)stav systému je jednoznacne urceny absolutnou teplotou — teplota je
stavovou velicinou

( absoliitna teplota je mierou celkovej energie systému, nadobiida len kladné hodnoty (rastiice s ener-)
giou systému), je vylucnou vlastnostou systému (rozdelenia dostupnych stavov podla energie)

urcenie teploty telies v beznej praxi (Celziova, Fahrenheitova stupnica) je vecou dohody (zvyklosti),
Qakdto teplota moze nadobudat kladné i zaporné hodnoty )

podmienku tepelnej rovnovihy 2 (pod)systémov v tepelnom kontakte mozno vyjadrit po-

mocou ich absolutnych teplot: i = w2 alebo T — T’

ak sa 2 systemy v tepelnom kontakte nachddzaju v rovnovdhe, maji rovnaké teploty
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ﬁ boli podsystémy @,D’ na pociatku od seba tepelne izolované (nemohli si navzdjom odovz%
v

at' teplo), v ustilenom stave bol kazdy z nich v rovnovdznom stave pri teplote T, T" (1T # 17),
urcenej najpravdepodobnejsou hodnotou energie stavu, rovnajiicej sa strednej (vniitornej) energii

po vytvoreni tepelného kontaktu (tj. zmenou vonkajsich podmienok) vznikne novy nerovnovazny
stav (celého systému) vyvoldvajici prenos tepla (smerujiic k novému najpravdepodobnejsiemu
stavu) — jeden podsystém teplo odovzdava (na tikor svojej vniuitornej energie) druhému

vnutorna energia a tym aj teplota systému odovzdavajiiceho teplo klesajii, a vniitornd energia a
teplota systému prijimajiiceho teplo rasti, az do vyrovnania teplot, kedy sa prenos tepla zastavi —
systém sa ocitne v novom rovnovdznom stave (najpravdepodobnejsom pri danych (novych) pod-
mienkach)

podsystém, ktory pred vyrovnanim teplot teplo odovzdaval, mal teda vyssiu teplotu (bol , teplejsi”)
w podsystém, ktory teplo prijimal (,,chladnejsi”) j

ak sa 2 systémy v tepelnom kontakte nenachddzajii v rovnovihe (maju rozne teploty), deje
sa medzi nimi prenos tepla z teplejsieho telesa k chladnejsiemu, az do vyrovnania teplot

prenos tepla vedenim je prenos tepelnej energie bez prenosu latky (napr. postupné odovzddvanie

kinetickej energie pri nahodnych zrazkach molekul v plyne) Koeficient tepelne] vodivosti

T ko};m,z teplo prenesené za casovy interval % = '—h¥ S -
Q/}d \""----=:I'.'f. ........................................................................................... > ([Q
teplo tecie v smere poklesu teploty ( 15 > 11) dt
7, 1S (plocha) |
hustota tepelného toku j = %% = —h% =0 7 = — kN1 |(gradient)

[Js_lm_2 = Wm_z]
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pohybovy stav kazdeho proku (mikroskopickej castice) makroskopickeho systemu (v ktorom
prebieha tepelny pohyb) je urceny jeho suradnicami a hybnostami (vo vsetkych smeroch pohybu),
vysledny pohyb daného proku pritom moze byt zlozeny z nezavislych pohybov

kazdy nezavisly pohyb nazyvame stupriom volnosti

translacny (posuvny) pohyb castice vo vseobecnom smere je superpoziciou 3 nezavislych
ohybov v smeroch suradnicovych osi (v smere x je popisany suradnicou x a hybnostou p,, v sme-
roch y,z analogicky) )

kinetickd energia Castice W, = £ = 5 (p2 + p? + p?) teda zdvisi od 3 nezdvishjch hybnosti

zlozZitejsie (viacatomové) molekuly mozu (okrem translacného pohybu) vykondvat aj rotacny pohyb
okolo 1 alebo viacerych osi
dvojatomovd molekula - rotacia okolo osi

tazisko molekuly kolmej na os symetrie molekuly

My --mm moment zotrvacnosti molekuly .J = myrf +mor3
0s symetrie

tazisko molekuly: mqri = more  1T1+1r2 =R

molekuly
- i mama (N2 2
= m(?l Jr?g) = nr-H
]II, ........ o
kineticka energia rotujiicej molekuly W;. = %.];,02 — %LI

pri linedrnych (napr. dvojatomovych) molekulich mozno rotdciu molekuly 0s symetrie molekuly
okolo svojej osi symetrie zanedbat (hmotnost molekuly je sustredend v ja- N
o .. . R it @@
drdch atomov - leZia na osi, moment zotrvacnosti pre tiito rotaciu je maly,
- uvazujeme teda len 2 nezavislé rotacné pohyby (okolo osi navzajom kolmych a kolmych na os
symetrie linedrnej molekuly
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u nelinedrnych molekul treba uvazovat o rotdcidach okolo 3 navzdjom kolmych osi x,y,z
S 2 2 oy _ 1L | Ly | L2
Wi = g(Jowp + Jywy + Lwi) = 5(75 + 77 + 57)

ak L, # L, # L. - asymetricky vicok ak L. = L, - symetricky vicok

viacatomové molekuly mozu navyse vykondvat vibracny (kmitavy) pohyb
/A\ — periodicku zmenu medziatomove] vzdialenosti v molekule

Cf R b okrem. kinetifkej energie je vibracny pohyb charakterizovany aj potencialnou
energiou W, ~ R*  (pozri Kmity)

rotacné a vibracné pohyby molekuly nazyvame vniitornymi pohybmi, ,,navonok™ sa molekula pre-
javuje translacnym pohybom celej molekuly (taziska)

energia kazdeho z tychto nezavislych pohybov je kvadratickou funkciou nejakej nezavislej premen-
nej (hybnost resp. moment hybnosti, suiradnica)

na urcenie polohy kazdeho atomu v molekule sui potrebné 3 stuiradnice — 3 stupne volnosti,
i-atomovd molekula ma teda 31 stupriov vol'nosti

pri popise molekuly ako celku jej z celkového poctu 3i stupriov vol'nosti priradujeme:

3 translacne stupne (3 suradnice na urcenie polohy taziska molekuly ako celku)

*31-3 vniitornych stupriov volnosti (2 alebo 3 uhlové siiradnice na urcenie rotdcii okolo 2 alebo 3

navzdjom kolmych osi prechadzajiicich taziskom molekuly, zvysny pocet vibracnych stupriov
vol'nosti odpovedajiicich roznym modom kmitania
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f napr. linearna dvojatomova molekula: i =2, 3i = 6 stupnov volnosti \
* 3 translacné stupne volnosti - pohyb taZiska

* 2 rotacné stupne volnosti — rotdciu okolo osi symetrie linearnej molekuly zanedbdvame
e 1 vibraény stuperi vol'nosti — kmity pozdlZ osi symetrie molekuly

napr. nelinedrna molekula H2O

¢ 4
. ' ! g , g a o \a
i =3, 3i =9 stupriov volnosti CyAb CAb 3 O

\ 3 translacné, 3 rotacné, 3 vibracné

/

ekviparticny teorem — kazdému nezavislému kvadratickemu Clenu (4. clenu timernému druhej
mocnine nezdvislej premennej) vo vyraze pre celkovil (kinetickii aj potencidlnu) energiu pohybu
Castic (molekiil, atémov) systému v rovnovdhe pri teplote T odpovedd strednd energia skpT

energia stiboru castic (v rovnovihe pri teplote T) sa rozdeluje rovnomerne medzi vsetky stupne

volnosti - vsetky druhy pohybu si rovnocenné, kazdému stupriu volnosti prislicha stredna
kinetickd energia kgl

7\ _ Big i — pocet atomov
(W) = 3 kpT v molekule

ak je s danym stupriom volnosti spojend aj potenciilna energia (kvadraticky clen), pripada nar
dodatocnd strednd energia skpT

i-atémovd molekula (W) = BkpT SkpT - translacny pohyb taziska molekuly
(3i stupriov volnosti) ’ 5(i — 1)kpT - vniitorné pohyby (rotaéné a vibracné)

(W) = (W) + EAAB Tpoéet kvadratickych clenov v potencidlnej energii
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@movd molekula 3 translacné stupne volnosti (W)Y = (Wy) = 3k BN
(i=1)

pre plyn pozostavajiici z N rovnakych jednoatémovych molekiil bez vzdjomného silového posobenia
(okrem zrdzok) — tzv. idedlny jednoatomovy plyn — plati

U=N{W)=N{(W) = SNkgT

(pri sucte energii vsetkych molekul sme rozlicné hodnoty energii jednotlivych molekil nahradili
ich strednou hodnotou cez cely subor — ako keby vsetky molekuly mali takiito energiu)

L 3 stupne vol'nosti na pohyb taziska, SkpT W = 3k nT
2-atomovd molekula {2 na rotdciu, %ArBT (W) B

(i=2) 1 na vibrdciu, SkpT (kin.)+ LkgT (pot.) (W) = 3kpT

\ pozn.: platnost ekviparticného teorému je ohranicend klasickou fyzikou, v kvantovej fyzike neplati /

teplota je mierou strednej energie mikroskopického pohybu castic
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Tlak systému, systémy v mechanickom kontakte

tepelny pohyb je mechanicky pohyb vel'keho poctu castic, na makroskopickej tirovni sa javi

ako chaoticky, na vrovni jednotlivych Castic je jednoznacne urceny zakonmi mechaniky

(prejavmi tepelného pohybu sit Brownov pohyb, tlak plynu v nddobe (aj atmosfericky), difiizia, a i.)
\

/Brownov pohyb — trhavy chaoticky pohyb malych (tuhych) zrniecok v tekutindch, vznika v dosledku
nahodnych ndrazov atémov a molekul prostredia (konajicich tepelny pohyb) na zrniecka, so zmensu-
jucim sa rozmerom zrnieCok klesd pocet zrazok a zvyraziuje sa ich nahodny (fluktuacny) charakter,

\pri vel'kych zrnkdch sa icinky vel'kého poctu ndrazov navzdjom rusia

J

<« sila S N PXOAS
tlak P = S <« plocha [Pa = kgm Ls 2] S I‘._. Pe”

tlak plynu na stenu je dany nahodnymi narazmi molekul plynu, konajuicich tepelny pohyb

ﬂ ndraze molekuly menia svoju hybnost (predpokladajme pruzny odraz) o Ap = 2mu,, . \

o Sof Eact —muv,. pred narazom
hustota Sastic n — I + pocet castic If.:::::::' = P

V <« objem >+, po naraze
za cas t mozZe na plochu S (v smere x) narazit nv,tS castic 4 T
sila, ktorou nardZajiice Castice pdsobia na plochu F=12% :ﬂ’lr qur: 2n.Smu?
tlak Castic plynu na plochu P = 2nmuv?, y len polovica sa pohybuje , sprava dol'ava”
Castice nemajii rovnaké v, (ani smer) = vI — % (02 (druhd polovica opacne)

© Y strednd rychlost molekiil v smere x

¢ ¢ ¢ / _.2
{sfetky smery sii ekvivalentné ~ (v2) = (v2) = (v2) = (v2) = (2 + 02 4+ 02) = &) /
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P = 2p(m?) PV = 2N(m2y _ 2 N(T¥,)
= 3 p) T 3*Y\o ¥ — 3¢ k

(tlak plynu v nadobe je mierou strednej kinetickej energie castic (molekul) plynu)

plyn pozostavajiici z viacerych druhov molekiil celkovy pocet molekul N = . Ni
P=g332NiWe)i =3, P, ]ejr%w
celkovy tlak je suctom parcialnych tlakov jednotlivych zloZiek plynu — Daltonov zakon

ﬁedlny plyn — plyn pozostavajiici z identickych castic (molekil) zanedbatel'ného objemu, bez %

jomného siloveho posobenia medzi casticami, pruzné zrazky so stenami nddoby

jednoatomovy idealny plyn mad 3 translacné stupne vol'nosti (3 nezdvislé smery pohybu Castice)

SkeT = (Wk) PV = 2N(W,) = NkgT' | stavovd rovnica idedlneho plynu

pri danom tlaku, objeme a teplote je pocet Castic idedlneho plynu dany (nezdvisi od druhu plynu)

stavovd rovnica dava do suvisu stavové veliciny (BV,T,N), urcujiice rovnovazny stav systému
(nezavisle od sposobu akym sa systém do daného stavu dostal )

latkové mnozstvo M [mol] pocet molekiill N = MN 4
PV = MNakgT = MRT N4 = 6,022 - 10%mol—1

R=FkgNs=28.31TJK tmol™! Avogadrova konstanta
univerzilna plynovd konstanta ( pocet molekul v 1 mdle)
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praca je energia vymienand medzi systémami pri zmene ich objemov

ﬂoréca konana vonkajsou silou pri posunuti hmotného bodu ¢i tuheho telesa odpovedd zmene jeho
mechanickej (kinetickej aj potencialnej) energie
priaca konand vonkajsou silou na (makroskopickom) systéme mnohych castic (ako hmotnych bodov Ci
drobnych tuhych telies) odpovedd 1ihrnnej zmene mechanickej energie vsetkych castic posunutych
touto silou
posunutie makroskopického systému ako celku neznamena zmenu jeho (makro)stavu (z hl'adiska jeho
vnitorného usporiadania) — nema vplyv na jeho vniitornii energiu
zmena stavu systému (tj. zmena jeho vniitornej energie) nastane len pri vzajomnom posunuti jedno-
tlivych prokov systému, tj. zmene jeho objemu - zaujima nds teda len praca konand vonkajsou silou

pri zmene objemu systému (z hl'adiska makrostavu sa prdca nekond ak dV = 0)

tlak na ploche kolmii na smer sily (posunutia)
Ry X

dA =F . dF = PSdr = PqV A= Py

temu energiu, vytlacanim piestu nahor (dV > 0) kond pracu systéem (dA > 0) na
uikor svojej vniitornej energie

‘ $ \ stlacanim piestu nadol (dV <0) vonkajsia sila kond pracu (dA <0) a doddva sys-

praca (podobne ako teplo) nie je stavova velicina — necharakterizuje stav systému, iba jeho

zmenu (nemd zmysel sa pytat, kol'ko prdce systém obsahuje pred a po deji, iba kol'ko prdce vykonal
alebo bolo na 11om vykonanej pocas deja)
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konanie mechanickej prdce systému/na systéme je mechanickou interakciou systému s okolim
na makroskopickej urovni — dochadza k odovzdavaniu energie medzi systémom ako celkom
(makrostavom) a okolim, pri zmene vonkajsich podmienok (objemu systému)

2 systémy (alebo podsystémy jedného systému) sa nachddzajii v mechanickom kontakte, ak
medzi nimi dochddza k mechanickej interakcii na makroskopickej tirovni — konaniu praice
jednym (pod)systémom na druhom, tym sa v jednotlivych (pod)systémoch menia dostupne
hodnoty vnutornej energie ich makrostavov

systém (nddoba s plynom) pozostavajiici z 2 casti (podsystémov) oddelenych pohyblivym
piestom (tj. v mechanickom kontakte)

ni,mqy, V1 N2, Mo, Vo

piest je v pokoji ak su sily, ktorymi nan pdsobi plyn z oboch strdan

vyrovnane, tj. Py = Py|=sm <'rn‘1) u';> — i <nl-‘;v2>

(piest pri pruznych zrazkach v rovnovdhe prijme a odovzdd rovnaké
celkové mnozstvo energie)

ak sa 2 systemy v mechanickom kontakte nachadzaju v rovnovahe, maju rovnaké tlaky
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hydrostaticky tlak a Archimedov zikon

hydrostaticky tlak je sila okolitej kvapaliny (tiaZ kvapaliny a sily pOsobiace na povrch kvapaliny
zvonka) pdsobiaca na kolmo jednotkovii plochu pomyselného telesa kdekol'vek v objeme kvapaliny

P = Py + pgh <« hibka pod
A 0 ( po
== ,h / hladinou
R tlak na hladine hustota tiaZové

(napr. atmosfericky) kvapaliny  zrychlenie

ak md byt I'ubovol'na Cast objemu kvapaliny v pokoji, musi vyslednica 3 .
vsetkych sil posobiacich na tuto cast objemu od okolia — vztlak - byt L =
velkostou rovnd jej tiazi a posobit proti nej T I

sucet sil od okolia = vlastna tiaz
P ak tuto cast objemu kvapaliny nahradime predmetom rovnakého objemu aj
T tvaru, okolie pdsobi na tento predmet nezmenenou vztlakovou silou (ale tiaz
predmetu nemusi byt rovnakd ako tiaZ odpovedajiiceho objemu kvapaliny)

teleso ponorené do kvapaliny je nadlahcované vztlakovou silou, ktord sa rovnd tiazi kvapaliny rov-
nakeho objemu ako ponoreny objem telesa =

ak je teleso mensej hustoty nez dand kvapalina 1iplne ponorené, pdsobi O
narn vicsia vztlakovad sila nez je jeho tiaz, je preto vytlacené na hladinu
a velkost ponorenej casti objemu prisposobi rovnovahe sil vztlaku a tiaze 1

teleso rovnakej hustoty ako kvapalina sa v nej vznasa, teleso vicsej hustoty klesd na dno
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Kanonické a Maxwellovo rozdelenie

zavedenim strednych hodnot (rychlosti, energie) vypocty nadobudaju statisticky charakter

(tepelny’ pohyb Castic v systéme je charakterizovany strednou hodnotou kvadratickej rychlosti (v?), )
resp. kinetickej energie ( W), ~ v?) —ako keby vsetky castice systému mali tiito hodnotu
v skutocnosti nadobudaju hodnoty rychlosti a energie castic rozne hodnoty na zdklade istého statis-
tickeho rozdelenia, a ich stredna hodnota je len najpravdepodobnejsou hodnotou I'ubovolnej (nihod-
e vybranej) Castice suiboru )

v statistickej fyzike je najcastejsim rozdelenim rozdelenie castic podla ich energie — celkovy
pocet N Castic sa rozdeli do buniek, kazdi bunku tvori subor N; castic s urcitou energiou W,
(v pripade spojitého rozdelenia energii je bunka charakterizovand infinitezimalnym interva-
lom energii dW okolo W;)

opit predpokladajme izolovany systém O pozostdvajiici z 2 podsystémov
O , @’ v tepelnom kontakte v rovnovaihe, pricom @ << @’ o @
celkova energia systemu U™ = U + U’ (konStantna pre izolovany systém) g
je predovsetkym urcend energiou U’ (>> U) ovela vicsieho podsystému O’

N(U), N'(U") sii poéty stavov s energiami U, resp. U’ v oboch podsystémoch
zaujima nds pravdepodobnost jedného konkrétneho stavu i podsystému @ s energiou U,
(tejto energii odpovedd N; stavov)

pocet dostupmjch stavov celého systému v tomto pripade je N*(U;) =1: N'(U* — 1)
¥ jediny stav v podsystéme @
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pravdepodobnost tohto vybraného stavu ije P; = CN'(U* —U;)

Oln N'(U")

U, < U* = InN'(U* — U;) = nN'(U*) = 2o N0 o
(rOZUO]. do Taylor()’(]ho radu) l .............. _ ; v ro,vnovahe
keT/ 5 kpT o 1" =1
r=xlnhe=Ine | _[
r+Iny =1Ine” +Iny = In(ye”) po odlogaritmovani N (U* — U;) = N'(U*)e*B7T,
‘ ............
1, A v, Boltzmannov faktor
p‘i — (-7’6"\'-]3 p C": +[, ( Zépi:('vz.iﬁk‘g—r :1)
I - ;:‘B%
kanonickeé rozdelenie ¢im je energia rovnovazneho stavu systemu pri da-
(pravdepodobnosti stavov) nej teplote vyssia, tym je stav menej pravdepodobny

kazdy makroskopicky systém sa snazi zaujat stav s co najnizsou energiou

stav systému pri teplote T = 0 nazyvame zakladnym stavom

s narastajuicou teplotou systému (). s rastiicim tepelnym pohybom) sa zvysuje pravdepo-
dobnost’ ndjdenia systému v niektorom z vyssich — tzv. vzbudenych energetickych stavov

lubovol'ny parameter (velicina) y charakterizujiici systém v tepelnej rovnovahe pri teplote T
ma strednii hodnotu

_l;? —Ir.

L L Z e kBT E)’i‘, = - Z e k‘BT [).r_,

() = >, Piys = =*—— napr. (U) =3 P;U; = &2 2
s P kpT > kpT

(vSetky dostupné hodnoty y)
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no. P

2

/atmosféricky’ tlak - zemska tiaz + tepelny pohyb formujii atmosféru
(bez tepelného pohybu by atmosféra spadla na zem, bez tiaze by sa rozplynula) lllllllllllllll
} tlak P = Py exp{=

anh rnJh
--------- potencidlna energia

koncentrdcia Castic vo vyske h n = no exp{ 7=,
no. Py - koncentrdcia castic a tlak vo vyske h = 0

kG

Qme v tomto pripade zanedbali)

integrdl cez vsetky hodnoty W, je zahrnuty v konstante Iy (vplyv zmeny teploty s rastiicou vyskou

\

7,

h

celkova energia Castice je urcend jej kinetickou a potencialnou energiou

¥
hybnost P s Pz Vs poloha €T,y

= castica je urcena bodom v 6-rozmernom fazovom priestore
stav celého suboru castic je urceny rozlozenim bodov vo fazovom priestore

valu p.p+dp, ( x,x + dzx,
objeme fiazového priestoru d*rd3p, kde dzdyd> = d®r, dp,dp,dp. = d°p

plyn navzdjom nemtemgu]uczch castic — W =0)
S e

P(F, p)d>rd®p ~ exp{— T 5’“ (131‘(1‘5})

2
muv

resp. 73( Nd3rd3v ~ o\p{k_} BB
pre rychlost v intervale @, v + dv

, pocet vsetkych Castic systému
P(F, 0)d*rd*v = Cexp{ T2 }d3

stredny pocet castic v jednotke objemu

f(@)d*v

13

'th

ﬂlddme pravdepodobnost, Ze dand castica sa nachddza v intervale 7,7 + di” a mad hybnost z in
Y. 2. Pxs Py- P- obdobne), t]. Ze sa nachddza v urcitom elementdarnom

predpoklada]me pritom, Ze celkovd energia castic je urcend len jej kznetzckou energiou (napr. idedlny

¥ element objemu

(intervale rychlosti v, v + dv je

/
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G

Jexp{ QIET;QT }dst - (‘fffe‘(p{ QIZ?T }er{ Qk T }e‘{p{gmt pdv, dvydv, = A

, 2 . koncentrdcia
o) ) —mug . ree - —muv oo o —mvi g 2nkpgT ¥ .
J_ . exp{ ko JAVz = [ expi kgt JAVy = = [ exp{ opp7 JAV2 = [ T2 Castic

(N[

= C = n( zw;'l T) (vsetky smery su ekvivalentné) f:ooc e— 0T Jp — \/g a>0

F(0)d30 = n( - ;n T) exp{ 52 nu d3v  Maxwellovo rozdelenie molekiil i.deélneho plynu
podla rychlosti

(energie Castic je urcend vylucne kinetickou energiou ich translacného pohybu, nezavisi od , vniitor-

ného pohybu” 5astz’c (rotdcie a vibrdcie molekzil))

stredny pocet castic (v ]ednotkovom objeme) s rychlostou (v smere x) z intervalu v, v, + dv, je

m —I— v

f(vg)duy = fff )dv, dv., —( ff(‘\p{W}dz (hq (‘\l){ ST T}(hl

(pre vsetky rychlostz v smeroch Y,z)

4 T

. . [ ]
normovacia podmienka: [~ f'(ve)dve =n = C' =n, /530

rozdelenie je symetricke okolo v, = 0 (strednd rychlost v smere x je nulovd, t].
vysledny pohyb systému ako celku je nulovy) - chaoticky tepelny pohyb sa deje
s rovnakou pravdepodobnostou v oboch smeroch osi x

pre |v,| > \/EEL (muF > kpT) ]e f'(v,) — 0 -rychlosti odpovedajiice
kinetickym energiam vyrazne prevysujicim strednii energiu tepelného pohybu
kgT st malo pravdepodobné
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stredny pocet castic (v jednotkovom objeme) s velkostou rychlosti (bez ohladu na smer) v
intervale v, v + dv je ' (v)dv = ff‘+t1't* Fv)d3o -

v 3D , rychlostnom priestore” tento interval odpovedad (infinitezimdlnemu)
,objemu” medzi gulovymi plochami o polomeroch va v + d’L v ktorom je Yy
hodnota f(v) pmktzcky konstantna a ktorého vel'kost je 4mv dv

f"(v) = f(a )fH“dl d3 — 47 f (v)v?dv = A7 C" exp 2[’”T}v2(lv c” [T (v)dv =n

najpravdepodobnejsia rychlost, dand podmienkou df (,l(l) lo—v, =0, ]E vy = kB L B~ VT
f”(l’)

Ty <15 < T: L .
11 i napr. pre plyn No (m =~ 4,6 - 1072%kg) pri 1" =~ 300K je

i '-._/’TQ - v, = 420ms—1!
y’ _-:::'-\ = i Lo ) SNy ; SkpT
i --.____\-_‘H strednd rijchlost je ve = (v) = [, vf"(v)dv = /=B
= e

strednd kvadratickd rychlost (odpovedajiica strednej energii) (3muv?) = 2kpT pre jednoatémovy

plyn je ‘ o
Usk — - <l’2> — % Vgl = U > .»Up

z funkcie f(¥') mozno ndjst rozdelenie podl'a hybnosti, f(p), alebo podla (kinetickej) energie, f(W5)
f(d3v = fF(P)d3p = fF(W)dW,,

W e = P — ‘l-nz_vz . p 73, 2 A~ /OTA, .
Zrn 2 (ZS'I" = 47('1!2(1[! — (rlng — 4::11:)3 (1]) — LQQU—;‘({II]\
AWy = Ldp = mvdv m2
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(

3 —‘)2 5 7 7 n X7
f(P)d*p = n.(m)? exXp{ 5 teT Y f(WR)dWy, = \2/;"”1"k‘(k;T

-

funkcie f nazyvame rozdelovacimi funkciami hustoty pravdepodobnosti vyskytu castic vo fazovom
priestore podla rychlosti, hybnosti, kinetickej energie

J
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Premeny a zachovanie energie systému, systémy v materidlovom kontakte
strednd hodnota vniitornej energie U=>".PU;

jej (infinitezimdlna) zmena  dU :[Zle U, ([P;’]"‘[Z?:l P; d(.x",-]
~—

zmena vnutornej energie vplyvom zmena vnutornej energie vplyvom
zmeny pravdepodobnosti jednotlivych zmeny vonkajsich parametrov

(makro)stavov - tzv. vymena tepla — konanim prace

( medz&z systeri?om a okolim) dA = _\Z;‘l P,dU,;
dQ => ., U;dP; kladnii pracu kond systém na iikor svojej vniitornej energie
dU = dQ — dA nemozno zostrojit zariadenie, ktoré by konalo pracu
bez toho, aby sa menila jeho energia alebo energia okolia
1. zakon termodynamiky (perpetuum mobile 1. druhu)

(zakon zachovania energie)

systém s konstantnym poctom castic moze konat prdcu na vikor prijatého tepla alebo svojej
vnutornej energie

systém moze zvysit/znizit svoju vniitornu energiu prijatim/odovzdanim tepla alebo prija-
tim/konanim prdce

d predstavuje tzv. neviplny diferencial, lebo [ f af # f(B) — f(A)
- hodnota integrdlu nie je dand len koncovymi bodmi ale zdavisi od vyberu celej integracnej drahy
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prica potrebnd na zmenu objemu z Vyna Vg ~ AA = [ f PdV  <+— pffac }llfvp Ziggjem

po drdhe I. P ﬁ‘ B a naspit P y B vyslednd prica P Iﬁ B
(a Ado B) " (zBdoA) | 4 pri cyklickom AL
po drahe I1. deji (A-B-A) L
Va Vg V Vs Vg ¥ Va Vs V
(dV >0, prdca kladnd) (dV <0, praca zaporna) (rozdiel ploch)

dQ a dA su neuplneé diferencialy, hoci ich sucet (resp. rozdiel) je tiplnym diferencidalom dU
ff dU = U(B) — U(A) U Z’e stavovd Avelicvina,, jednoz;lméne uréufjﬁca stav systému, bez
‘ ohl'adu na sposob (drahu), akym sa systém do tohto stavu dostal

A (diferencial stavovej veliciny musi byt tiplnym diferencidlom)

AQ :éU(B) — ((4)+ AA U jestavovd velicina = AU je rovnaké pre drahu 1. aj II.

= AQr. — AQrr. = AA; — AAyqg AAr # AAr = AQy. # AQyy,

pri cyklickom deji (systém sa prechodom sériou novyjch stavov vriti do povodného stavu) § AU = 0

integral po uzavretej driahe popisuje cyklicky dej, ktorého pociatocny (= konecny) stav je jednoznacne
urceny danou hodnotou stavovej veliciny, takyto integrdl stavovej veliciny preto musi byt nulovy
(rozdiel konecnej a pociatocnej hodnoty)

vysledna (vykonand a prijatd) praca a vysledné (prijaté a odovzdané) teplo vsak nemusia byt nulové
$dAF#0 $aQ # 0 (niesi to stavoveé veliciny)
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ak sa v systéme meni pocet castic N, zmena vniuitornej energie zmenou vonkajsich parame-
trov, > . P:dU; , uz nezahriiuje len mechanickii prdcu (tj. zmenu objemu systému) ale aj
zmenu vnutornej energie systému zmenou poctu castic (objem i pocet Castic sii vonkajsimi pa-
rametrami systému)

dU; = 3% lvdV + Oy
pri konstantnom N  pri konstantnom Vv
()[-",-
_p g P=-3"1Pi%5v
. AU; )[ . r aU;
> _ieq PidU; 4'21—1 Pi )V‘ ‘” ‘1‘21—1 Pi " ‘[\ p=> i1 Pigylv

tt - chemicky potencial — miera zmeny energie systému pri zmene poctu castic, tj. stredna
energia, ktorii so sebou prinesie (odnesie) jedna castica do (zo) suboru [J]
1, N — stavove veliciny

vymena tepla mechanicka prdca zmena poctu castic

dU = 3% UidPi+3.5, P:dU; :_Zi:, JidP; +Z“ 7’, (’}; [V +Z“ 7’ gLy

» V P

dU = dQ — PdV + pdN

ak systém pozostdava z i druhov Castic a ich pocty N; sa menia
dU = dQ) — PdV + . p;dN;  ju; - chemicky potencidl i-teho druhu Castic
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2 systemy (alebo podsystémy jedného systému) sa nachddzaji v materialovom kontakte, ak
medzi nimi moze prebiehat’ vymena castic, tym sa v jednotlivych (pod)systémoch menia do-
stupné hodnoty vniuitornej energie ich makrostavov

, systém (nddoba s plynom) pozostavajiici z 2 casti s koncentraciami (rovnakych)

i "2 Castic ny1.n2 vo vzdjomnom materidlovom kontakte
5 b jednotlivé Castice sa ,chaoticky” pohybuju (tepelny pohyb) vsetkymi smermi
v oboch smeroch  stredna rychlost

za as At prejde jednotkovou plochou pomyselného rozhrania “ny 20 At molekil

vysledny tok mplekyl (jednotvkovou j= PAU ALVt _ () oYy
plochou rozhrania za jednotku casu)

strednd doba medzi dvoma zrazkami molekuly T

stredna vol'na draha molekuly (tj. strednd driha medzi dvoma zrdzkami) | = Tv,
/ R S 2 rovnaké molekuly o polomeroch a (vzdjomne sa pohybujiice opacvny'mi\
O ! . : \t : ! :
e S - smermi) sa nezrazia, ak vzdialenost ich stredov (kolmd na smer ich vza-

"""" ¥ objem pripadajiici na 1 molekul
napr. No pri atmosférickom tlaku a beZnych teplotich (a ~ 10~ "%m, n ~ 2,5 10%%m=3):
o~1,2-107Ym? 1~=3-10""m (> a) (vzdjomnd vzdialenost molekiil mnohona-
\ sobne prevysuje ich rozmery — idedlny plyn)

plocha o = w(2a)? - zrdzkovy prierez molekuly (molekuly, ktorych stredy leZia
1 v zrazkovom priereze danej molekuly, sa s niou zrazia)

| ~
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. . B g A
vo vzdialenosti =~ | od rozhrania mn1 — nao =~ — <=1 (v smere x)

dx
vysledny tok Castic (vsmerex) j,. = Cdngy o ldng, i g
y 4 Twdx” 7%y 3dx S - p

dn

o >0 pre rasticu koncentrdaciu molekul (v kladnom smere x) = vysledny tok cCastic

- s 1, rebieha v smere klesajiicej koncentrdcie
koeficient difiizie D = Llv, P juce |

islednd hustota toku Castic  j, = —D9 — | = —DV (analogia s
vysledna hustota toku castic  j. iz 3D J Vn tepelmjm tokom)

vyslednicou ,,chaotického” tepelného pohybu jednotlivych castic je ich usmerneny vysledny
tok — difiizia - v smere ich klesajiicej koncentracie, az do vyrovnania koncentrdcii

ak sa 2 systemy v materialovom kontakte nachadzaju v rovnovahe, maji rovnake koncen-
tracie castic

/a]' po nastoleni rovnovahy medzi dvoma (pod)systémami v materidlovom kontakte prebieha ,,chaoticx
ky“ (mikroskopicky) pohyb Castic napriec rozhranim (z jedného (pod)systému do druhého), avsak cel-
kovy (makroskopicky) tok Castic je nulovy - pohyb Castic v oboch smeroch sa navzajom kompenzuje
chemicky potencial predstavuje akysi podiel vniitornej energie systému pripadajiicu na jednu casticu,
pri rovnakej koncentrdcii castic v rdznych castiach systému maju teda tieto casti systému rovnaky

\chemzcky potencidl )

ak sa v oboch (pod)systémoch v materialovom kontakte vyrovnajii koncentrdcie rovnakych
castic, maju oba (pod)systémy rovnaky chemicky potencial

pozn.: materidlovy kontakt (pod)systémov sa niekedy nazyva aj difiiznym alebo chemickym kontaktom
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termodynamickad rovnovaha — stav systemu (pri danych vonkajsich parametroch), pri kto-
rom neprebiehajii makroskopické toky (tepelny tok, difiizia, elektricky prud, a pod.),

stav systému je jednoznacne urceny vonkajsimi parametrami

pri rychlych zmendach vonkajsich parametrov sa systém dostava mimo rovnovdzneho stavu,
vznikaju makroskopické toky (dej je nevratny)

relaxacna doba (t]. charakteristickd doba ustalenia nového rovnovdzneho stavu) je dobou
trvania makroskopickych tokov, po jej uplynuti toky zaniknii (nastane novd rovnoviha)

@rmodynamiekd rovnovaha dvoch systémov \

systémy v tepelnom kontakte (dochadza ku vzdajomnej vymene tepla) - vyrovnavaji sa ich teploty
systémy v mechanickom kontakte (dochddza ku vzdjomnej zmene objemu) - vyrovnavaji sa ich tlaky
systémy v materialovom kontakte (dochddza ku vzdjomnej difiizii Castic) - vyrovndvaji sa ich che-
mické potencialy

veliciny T, P, u maju statisticky charakter - charakterizujit makroskopicky systém (v rovnovdhe),

Qemd zmysel priradovat ich jednotlivym prokom systému (,teplota castice” a pod.) /
tepelnd kapacita telesa ~ C' = 22 [JK™'] - mnoZstvo tepla potrebné na jednotkovii

zmenu jeho teploty (o 1 stupern) — extenzivna velicina (zavisi od velkosti telesa), vyjadruje
schopnost telesa (latky) akumulovat tepelnii energiu

mélové teplo litky ~ C,, = < [JK 'mol™] - mdlovi tepelnd kapacita - teplo potreb-
né na jednotkovu zmenu teploty jednotkového mnozstoa latky (1 mélu) latky - intenzivna
velicina (nezavisi od velkosti telesa)
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-

merné teplo latky c=< [JK'kg™'] - teplo potrebné na jednotkovii zmenu
teploty jednotkovej hmotnosti latky - tepelna kapacita jednotkovej hmotnosti latky — inten-
zivna velicina

tepelnd kapacita pri konstantnom objeme Cyv = (92)y = (%), (dV =0 = dA =0)

tepelna kapacita idedlneho plynu )
podl'a ekviparticného teorému na kazdy stuperi vol'nosti pripadd tepelnd energia SkpT,
strednad kineticka energia molekiil plynu s i stupriami volnosti je (Wy,) = kg1,
vnutornd energia systému N molekiil je U = N{(Wy.) = §NEkg1T',

tepelnd kapacita takéhoto plynu pri konstantnom objeme je teda C\ = L Nkp

/

tepelna kapacita pri konstantnom tlaku Cp = (%) p# (%) P (dA #0)

Cp = Cv + Nkp  Mayerova rovnica (pre id. plyn) Cp=Cyv + R (prelmdl)

|

ak sa ma zachovat stdly tlak, musi sa pri dodavani tepla nechat plyn rozpinat (konat mech. prdcu)
- istd cast’ energie (tepla) sa teda meni na prdcu — treba viac energie ako pri konstantnom objeme
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Entropia systému

entropia systému S = kglnN(U) [JK ']

entropia je mierou poctu dostupnych stavov makroskopického systému pri danej energii systému,
tj. mierou pravdepodobnosti, Ze systém bude mat’ danui hodnotu celkovej (vniitornej) energie
rovnovazny stav je najpravdepodobnejsim stavom (odpovedajiicim najvicsiemu poctu dostupnych
stavov) — stavom s maximalnou hodnotou S

v rovnovdznom stave je entropia systému maximalna

ak entropie podsystémov © , D’ (izolovaného systému O*) v stavoch s energiami U, U’su
S = kgInN(U) S’ = kgln N'(U")
celkovd entropia celého systému @*je S* = kpIn N* = kgln N + kgln N’ = S + 9

entropia je aditivnou velicinou — vysledna entropia systému tvoreného podsystémami je

suctom entropii podsystémov o konstanta

S* = kpln F (({) = kpInP(U) _l‘Bhl (‘

(dokonaly’ poriadok — kazdy prvok siiboru ma svoje (jediné) miesto — jediny mikrostav tvori dany
makrostav — vel'mi mdlo pravdepodobny stav
neporiadok — mnoho mikrostavov odpovedd danému makrostavu — ovel'a pravdepodobnejsi stav

\pmvdepodobnost’ makrostavu P ~ N, (pocet mikrostavov tvoriacich makrostav) S ~ InP

%
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entropia je mierou neusporiadanosti systému, vyvoj systemu od nerovnovdazneho stavu

k rovnovdznemu je procesom ndrastu entropie - neusporiadanosti (rovnovizny stav je naj-
neusporiadanejsim stavom)

Gk( od)systém vrijme (kvdzistaticky) malé mnozstvo tepla AQ, zmeni sa jeho vniitornd energia I
poa;sy pry Y p ] 8
aj odpovedajiici pocet dostupnych stavov N(U) — N(U + AQ)

InN(U+AQ) —In N(U) = f”“d?“ )ACH LEBNIAQ)? + ... (Taylorov rad)
- T i e
ATY . AQ g — . MY A e AQ o)

dS = 22| - (iplny) diferencidl entropie (rovnost plati len pre kvdzistatické deje)

o L v N A ag jednoznacne urcuje rovnovazny
entropia je stavova velicina S(A) = [ F stav systému (s presnostou na
pre vratny proces z referencného stavu 0 do stavu A adittonu konstantu S(0))

S(B)—-SA) =] f ‘7;,9 rozdiel entropii dvoch stavov (A,B) je jednoznacny

pre vratny proces zo stavu A do stavu B

stav systému v rovnovahe je jednoznacne urceny jeho entropiou (bez ohl'adu na sposob, akym sa

do tohto stavu dostal — vratne alebo nevratne), vypocitat tito entropzu mozno integrovanim 7%

pozdl% trajektorie vratného procesu (diferencidl stavovej veliciny musi byt iiplnym diferencidlom)
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pre kazdy (vratny aj nevratny) cyklicky dej ¢ dS =0 (S je stavovd veli¢ina)

pre vratné procesy — dS = % ----------------------------------- v pre vratné procesy ¢ T =0

pocas nevratného deja systém prechdadza nerovnovaznymi stavmi medzi pociatocnym a kone(ﬁ%

rovnovaznym stavom, prechodom z nerovnovdzneho (tj. usporiadanejsieho) ,,medzistavu” do ko-
necného rovnovdazneho (tj. najmenej usporiadaného) stavu entropia systému vzdy narasta (aj ked’
nedochadza k vymene tepla)

IR ® ® o9 | vizolovanom systéme (d() = 0 ) je

000 — loa® , . |
00.:i %" o procesom ndrastu entropie (dS > 0)

napr. spontinny proces
(vyrovnavanie koncentricie)

(stav po odstrdaneni prehradenia je nerovnovdznym stavom)

vyrovndvanie teploty v jednotlivych Castiach systému (napr. pri prudkom dodani tepla do jednej
casti systému a naslednom zastaveni dodavky tepla) je nerovnovaznym dejom (v uz izolovanom
systéme), pri ktorom entropia neustdle rastie az do vyrovnania teploty

\ pri nerovnoviznych (nevratnyjch) dejoch teda neplati rovnost dS = 42 /

pre nevratné procesy

ds > %2

(S(B)—S(A) =) [y dS > [} 49

(0=)§dS > §9Q

$§I2 <0
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/P DB ak L. aj II. st vratné deje fB%szBH—Q fB(;—QZ—fgﬂ\
A I1. ;

A a4 T A T

I 1I.
~ dc B a A
fas=§F =, P+ [z F =0
Y4 I 1I.
ak L i ' dei B ag B aQ _ « ~f aQ _ B aQ A aQ -
Jenevratny dej [P GR < [P GR = S(B) - S(4)  §F = [ F+[5F <0
aIl. je vratny dej o L H’ I 1L.

\ (f:lB L+ f; T2 pre nevratny dej) de:_/

pre [ubovolny proces s > 29 S(B) — S(A) > ff % $dS =0
(vratny aj nevratny) §22 <0

2. zakon termodynamiky

nemozno zostrojit trvale pracujiici tepelny stroj, ktory by nic iné nesposoboval, len odoberal
teplo a konal mechanickii pracu (perpetuum mobile 2. druhu)

ﬁve telesd (alebo casti jedného telesa) o teplotich 1ra 1> ( 1y < 1% ) sui v tepelnom kontakte, \
teplo () prechadza kvazistaticky (tj. vratne) z teplejsieho telesa na chladnejsie

entropia chladnejsieho telesa sa zmenio AS; = T% (>0, prijima teplo)

entropia teplejsieho telesa sa zmeni o AS> = —T%- (<0, odovzdava teplo)
celkovd zmena entropie je AS = AS| + ASy = T% — T% >0 (lebo 11 <12 ) —celkovd entro-

pia systému narastd, odovzddvanim tepla sa vyrovndvaju teploty telies, po vyrovnani teplot sa rast
@tmpie zastavi — entropia je v tepelnej rovnovdhe maximdlna /
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entropia moze spontanne klesat len v casti systému, a to na vikor jej vicsieho narastu v inej
Casti systému, celkovad entropia (izolovaného systému) nikdy neklesa

ak md systém pracovat ako tepelny stroj, musi premenit teplo (alebo jeho cast), odobrané teplejsie-

mu telesu, na mechanickii pracu
"""""""""""""""""""""" teplo odobrané z teplejsieho telesa (1)

mechanickd prdca konand tepelnym strojom A = Q> — Qg teplo prijaté chladnejiim telesom ( T1)

AS — A8y - A5y = %1 %2 - %: _Til_ Q2 >U vpripadeT1:T2

~— g

li¢innost akéhokol'vek tepelného stroja je vZdy mensia ako 1, lebo 0 < 1+ < 1

ucinnost je nulovad ak 1 = I - tepelny stroj musi pozostiavat' z 2 casti na roznych teplotdch -

rezervodra tepla a chladica, pricom cast tepla odobraného rezervodru musi vzdy odovzdat chladicu
(inak , nepracuje”)

tepelny stroj moze pracovat aj v ,spitnom chode” — konanim prace A ( <0 ) na systéme mozno odo-
berat teplo Q1 (<0 ) z chladnejsieho telesa (1) a dodavat teplo Qo (>0 ) teplejsiemu telesu (T,)
- chladnicka
teplo odobrané z chladencho telesa Q1 < . ),
pre It — 0 by bola potrebnd nekonecne vel'ka prdca na odobratie nenulového mnoZstva tepla
— ziadne teleso nemozno schladit na T = 0!

S — 0 pre T'— 0| 3. zakon termodynamiky nemozno ochladit teleso na T'=0

90



ﬁtmpia ako miera neusporiadanosti systému klesa s klesajiicou teplotou (zmensuje sa tepelnyj pohyb,
ktory ,narusuje” usporiadanost, pri T = 0 tepelny pohyb ,, zamrzne”)

S=kglnN pre I’ =0je S=0=InN=0= N = 1! (absolitne usporiadanie)
teplote 1" = 0 odpoveda jediny mikrostav — stav s najnizsou energiou — zdkladny stav systému
s narastom energie (a teda aj teploty) voci zakladnému stavu prudko narastd pocet dostupnych stavov

re danu enerQiu systemuy Sl NU) 1 > ~o  (strmost ndrastu poctu dostupmych stavov a
= - o’ p pny
oo ‘B T ) . . . ;
o = =0 teda aj entropie s rastom energie je obrovska)

dS = T2 ~ L (vratné deje) - pri nizsej teplote spdsobi to isté dQ ovela vicsie dS ! /

4 T
(,,porucha” usporiadania je ovela , viditel'nejSia” v usporiadanom systéme nez v neusporiadanom)

symetria zdkonov termodynamiky
podla 1. zakona termodynamiky mozZno pri konstantnej teplote premenit’ [ubovolné mnozstvo price

na teplo a naopak dA = dQ T. U =konst,

podla 2. zdakona termodynamiky plati ,,a naopak” v 1. zdkone termodynamiky s obmedzenim!
(napr. energiu elektrického priidu mozZno iiplne premenit na teplo, naopak to viplne neplati)

2. zdkon termodynamiky nie je univerzalnym fyzikalnym zakonom — plati len v izolovanych makro-
skopickych systémoch - v nich je rovnovazny stav systému urceny takymi (makroskopickymi) para-
metrami, aby entropia bola maximalna, a ndasledkom ich zmeny neklesala

(tj. v prirode prebiehajui len také deje, pri ktorych entropia neklesai)

makroskopické zakony termodynamiky nezdavisia na struktiire systému, ich suvis s mikroskopickou

@wvou) strukturou fyzikalnych systemov je urceny vztahom S = kpln N (U), pricom funkcia
“

"(U) je urcéend zdkonmi kvantovej mechaniky
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kombindciou 1. a 2. zakona termodynamiky
pre vratne procesy

po zaratan.z ngvmtnyvch procesoy TdsS & dU + PdV — S 1:dN;
a moznosti vymeny castic s okolim L

/ intenzivne \
v ’ ;

v v
stavove veliciny su zdruzené do konjugovanych parov P-V, T-S, u—N s rozmerom energie
A A A

“extenzivne
extenzivne veliciny - zavisia od stavu a vel'kosti systému, s aditivne (hodnota pre cely systém je
suctom hodndt pre jeho casti - podsystémy)

intenzivne veliciny — zdvisia len od stavu systému (nie od jeho velkosti), v kazdej casti systému
K maju v rovnovdhe rovnaki hodnotu

/
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Termodynamické deje

redalne termodynamickeé procesy - popisujeme (modelujeme) ich pomocou idealnych procesov,
pri ktorych jeden z parametrov (teplota, tlak, objem, a pod.) ostdva konstantny:

izotermicky dej — dej pri ktorom sa nemeni teplota systému

6 stavovej rovnice id. plynu: PV = NkgT = konst. p=XNkaT P \\
teplota systému (id. plynu) je urcend jeho vniitornou energiou 1zotermy —]
R

SkgT = (Wi) U= N{(W)
(pri zanedbani vnutornych stupnov volnosti molekil plynu)

z 1. zdkona TD: dU =0 = dQ = dA

typicky izotermicky dej nastdva v systéme, ktory je v tepelnom kontakte s rezervodarom (= systémom,

ktorého teplota sa nemeni pri vymene konecného mnozstva tepla)

zmeny BV systému su dostatocne pomalé na to aby sa jeho teplota prostrednictvom vymeny tepla
&rezervodrom neustadle vyrovnavala teplote rezervodru (tj. aby sa nemenila)

v

1zobaricky dej — dej, pri ktorom sa nemeni tlak systému P - izobatra

izochoricky dej — dej, pri ktorom sa nementi objem systému *-mmmommm oo izochora
(nekona sa praca)

adiabaticky dej — dej, pri ktorom nedochadza k vymene tepla s okolim
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@stav. rovnice: U = N(W},) = PV = %\*(IU) = %(
(idedlny plyn) g7 — 34(PV') = 3(VdP + PdV') } S ap

e 0
z 1. zdakona TD: dQ =0 = dU = —dA = —PdV 3V P

typicky adiabaticky dej nastdva v systéme, ktory je tepelne izolovany

od okolia (vymena tepla nemoze nastat)

adiabatickym nazyvame aj taky dej, ktory prebieha tak richlo (vzhl'adom
na relaxacné doby makroskopickych tepelnych tokov), Ze vymena tepla

s okolim , nestihne” prebehnut

v > 1 - adiabaty s strmsie nez izotermy

We rozne plyny moze byt ~ +# % , podl'a poctu stupriov volnosti molekiil)

riesenie: \

PV"?Y = konst.
adiabaty

1
1

1
]

(izotermy) V/
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(plochy)

Carnotov cyklus IRAaacion
(A= [PdV)  A=Q:— Q) (Q=[Tds)

A D A p A
- .- izotermy __.--=7 1zotermy
¥ - 3, A ~B
il "7 adiabaty 7 adiabaty
¥ ’
T D C
T, T, 1 C T
%4 S

vsetky fazy cyklu su vratné procesy, systém je v termodynamickej rovnovihe

A (pociatocny stav): idedlny plyn v nadobe, zohriaty na teplotu T,, md vyssi tlak nez okolie

AB: izotermicka expanzia — plyn kond prdcu zvicsovanim objemu (vytlaca piest) na vikor tepla Qo
prijatého z rezervodru T, (vniitornad energia a teda aj teplota sa nemenia), tlak pomaly klesd

BC: adiabaticka expanzia — po odstrdnenti rezervodru je systém izolovany (neprebieha vymena tepla
s okolim), piest sa zotrvacnostou postiva dalej, objem sa zvicsuje, plyn kona pracu na vikor vniitor-
nej energie, plyn sa ochladzuje (nie je prisun tepla), tlak prudko klesa

CD: izotermicka kompresia — plyn v tepelnom kontakte s chladicom T,, vonkajsie prostredie (stroj)
tlaci na piest — kona na plyne pracu, ktord je odvadzana do chladica ako teplo ), (vniuitornad energia
a teplota sa nemenia)

DA: adiabaticka kompresia — po odstraneni rezervodru je systém izolovanyj, vonkajsie prostredie
kond na plyne pracu, ktord sa meni na narast vniitornej energie, (teplota rastie)

pre uzavrety cyklus plati §dU = 0 = A = Qo — Q1 = vymenou tepla mozno ziskat prdcu
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Termodynamické potencidly

vnitorna energia - energia ,neviditelného” mikroskopického pohybu molekul v systéme
(mimo pohybu systému ako celku)
- energia potrebna na vznik daného stavu systemu v danom objeme

U=TS—- PV +uN

entalpia - energia potrebna na vznik daného stavu systému a , vytvorenie” objemu prertho

H=U+PV| =TS+ uN

4 napr. v chemickych reakcidach, pri ktorych vznika plynny produkt, je potrebna dodatocna praca PV )
na vytvorenie priestoru — expanziu - tohto plynného produktu

pri exo- alebo endotermickych reakcidch (pri konstantnom tlaku) sa entalpia systému zmeni o vniitor-
nu energiu systému (odovzdanim alebo prijatim tepelnej energie) a pracu potrebnii na expanziu do
\okolia alebo ziskani kompresiou od okolia )

dU = (TQ PdV <TdS — PdV (+ >, tidN;)

dH = d[? d(PY ) < T(IS — PdV —|— P(ﬂ +V dP TdS+VdP  (+)_, ndN;)

....................... 3

pri izobarickom procese (AP =0)  dH = (7(3 < Tds.- maxzn?alna. Z;ZS katgl nd tepelnd
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ) energia (pri izobarickom procese)

pri izobarickom izoentropickom (dS = 0) deji dH =0 podmienka rovnovizneho
stavu!
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v mechanickom systéme mozno ziskat' pricu len na vikor vniitornej energie, A = —AU

v termodynamickom systéme mozno ziskat prdcu na vikor vniitornej energie a prijatého
tepla, A = —AU + AQ

Helmholtzova vol'na energia F=U-TS|=-PV +uN

dF = (IIT — ([(TS) < T(fS — P(ﬂ — S(JT TdS ==8dT — PdV (+>_, t:dN;)

...................... v

pri izotermickom procese (d1' = 0) dF < —PdV —dF > dA (= PdV)

ubytok Helmholtzovej vol'nej energie predstavuje maximalnu ziskatelnii pracu
(pri izotermickom procese) (pri nevratnom deji je ziskatelnd prdca vidy mensia)

pri izotermickom izochorickom (dV = 0) deji  dF = wmzenka 707)7,700112”6170
""" stavu!

Gibbsova vol'na energia (volna entalpia) G=U-TS4+PV=F+PV|=uN

pri izotermickom izobarickom deji (d1' =0 , dP =0)  dG =0 —

podmienka
roonovazneho
stavu!
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termodynamické  pre ich prirodzené _nezavisle zavislé parametre

potencialy parametre | |
dU <TdS — PdV - J(S, V) -mmmmmmmmmmmmmemomeeeees » T(S,V), P(S,V)
dH <1dS +VdP - { Y » T(S,P), V(S,P)
dib" < —-Sd1I — PdV - T V) > S(T,V), P(T,V)
dG < —=Sd1I'+VdP - (L, £°) " > S(I.P), V(T.P)

ﬁyzikdlnych a chemickych dejoch (reakcidch) mozZeme nezdvisle ovplyvriovat (requlovat) v%

len niektoré stavové veli¢iny (podla typu procesu, napr. teplotu T a tlak P) — tzv. nezdvislé para-
metre, hodnoty ku nim konjugovanych stavovych velicin (napr. S a V) sit potom vysledkom daného
procesu (spejlicemu k nastoleniu TD rovnovihy) — tzv. zavislé parametre

veliciny U, H. F. G sui stavove veliciny rozmeru energie, kazda z nich je termodynamickym poten-
cialom pre odpovedajiicu dvojicu nezdvislych premennych (napr. G pre T,P)

prislusny TD potencidl pre dany dej predstavuje mnozstvo energie, ktoré systém pocas daného deja
uvolni (vo forme prdce alebo tepla), resp. ktoré musime systému dodat’ aby dany dej prebehol

pre spontanne prebiehajiici dej, spejiici k nastoleniu TD rovnovdhy (tj. nerovnovazny — nevratny
dej) pri danych (nemeniacich sa, resp. ,,nekonecne pomaly” sa meniacich) hodnotdch nezdavislych
parametrov (teda napr. dT" = 0 , dP = 0), je TD potencial klesajiicou funkciou (napr. dG < 0)
- systém hlada stav s najnizsou energiou — TD potencidlom

po ustaleni TD rovnovihy pri danych (napr. d1'= 0 , dP = 0) hodnotdch nezdvislych parame-
trov nadobuida prislusny TD potencidl (napr. ') minimalnu hodnotu ( dG = 0)
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Minimum funkcie diferencidl funkcie (jednej alebo viacerych premennijch)
predstavuje zmenu funkcnej hodnoty (hodnoty funkcie)
f(x) pri infinitezimalnej (nekonecne malej) zmene premennej
dfia) =10 (premennijch)
ak funkcia v danom bode (pre danui hodnotu premennej)
nadobuida extrém — minimum alebo maximum — jej hod-
nota sa v infinitezimdlnom okoli tohto bodu nemeni, tj.

df (x) =0

df (x) <[

(Zl'
rozlisit, ¢i podmienka df (r) = 0 predstavuje minimum alebo maximum funkcie, mozno z krivosti
funkcie (tj. zo znamienka 2. derivdcie) v danom bode, resp. posuidenim znamienka df v jeho okoli

(z fyzikdlneho kontextu je zrejmé, Ze podmienka d(TD potencidal) =0 urcuje jeho minimum)
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FYZIKALNE POLIA



Gravitacné pole

fyzikalne pole v sirsom zmysle slova je [ubovolna velicina f(x,y,z,t) definovand v pries-
tore a case

zobrazovanie fyzikalnych poli \
fyzikalne polia su:

* vektorové - definujii rozloZenie (v priestore a case) vektorovej veliciny (rychlost, sila ...)
® skaldarne - definuju rozloZenie skaldrnej veliciny (teplota, hustota, ...)

zobrazovanie vektorovych poli:
® sipkami - urcuju smer vektora pola v danom bode, dlzka sipky urcuje

vel'kost vektora
e tokociarami (silociarami) - velkost vektora pola je dana hustotou tokociar
v danom mieste, smer vektora je dotycnicou k tokociare v danom bode
zobrazovanie skalarnych poli:

* ckviskalarne plochy (3D), resp. krivky (2D) - mnoziny bodov s rovnakou
\hodnotou skalarnej veliciny /

fyzikalne pole v uzsom zmysle slova je suiborom velicin popisujucich zakladne fyzikalne
interakcie (gravitacné, elektromagnetické, jadrové), existencia takéhoto pola je vyjadre-
nim vzdjomného siloveho posobenia fyzikalnych objektov na dialku

vzdjomné silové pdsobenie dvoch fyzikalnych objektov (napr. hmotnych telies) na dialku mozno
chdapat ako pohyb jedného telesa v silovom poli druhého telesa (tj. poli, ktoré druhé teleso vytvdira
okolo seba)
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gravitacne pole — silové pole, vytvarané kazdym hmotnym objektom, ma silove 1icinky
na kazdy iny hmotny objekt nachadzajiici sa v riom

gravitacna sila vzajomného posobenia objektov o hmotnostiach M a m

_ —11,7,37.,—1 1
2 Newtonova gravitacnd konstanta r?
Newtonov gravitacny zakon r® =L jednotkovy polohovy vektor
/polohovy’ vektor urcuje polohu urcitého hmotného objektu vzhladom na hmotny .m\
objekt, ktory je ,zdrojom™ popisovanej gravitacnej sily ??A/ﬁ
(poloha m vzhladom na M a teda sila, ktorou M pdsobi na m) M
znamienko = vyjadruje 71| F - gravitacnd sila je pritaZlivd
m
plati zikon akcie a reakcie (situdcia ,z pohladu” m je analogickd) /
\_- pritahovanie je vzdjomné M F -

vysledna gravitacna sila posobiaca na objekt nachadzajici sa v gravitacnych poliach
viacerych objektov F =) . F; —superpozicia sil

—

70 F:mﬁ

=

intenzita gravitacneho pola objektu o hmotnosti M E=—x

-~
3

4 )

intenzita pol'a, vytvaraného hmotnym objektom (M), je mierou ,sily tohto pola” v danom mieste,
tj. mierou gravitacnej sily, ktora by v tomto mieste posobila na iny hmotny objekt (m)

intenzita pola v danom mieste zdavisi len od hmotnosti objektu, ktory toto pole vytvdra !
\( vektor intenzity smeruje k objektu, ktory pole vytvdra) )
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vyslednad intenzita gravitacného pola, vytvdaraného viacerymi hmotnymi objektmi m;
je E(7) = —r)_,"4r{ -princip superpozicie poli - intenzity jednotlivyjch poli sa
(vektorovo) scitavaju

teleso s celkovou hmotnostou m, rozloZenou s e \
hustotou p v objeme V, vytvdra gravitacné pole ~ 7 P
0 intenzite (v mieste danom polohovym vektorom )  E() = —r [ Lmdm = —k [ ZpdV

intenzita gravitacného pol'a klesi so vzdialenostou od zdroja tohto pola,

teleso nenulovych rozmerov, vloZené do gravitacného pola (iného telesa), - L g
»pocituje” v roznych castiach svojho objemu roznu gravitacnu silu °

(na ,privrdtenej” strane voci zdroju pola je sila vicsia nez na odvrdtenej)
slapové sily - rozdiel gravitacnych sil medzi roznymi miestami telesa .

v gravitacnom poli, spdsobujui roztahovanie telesa v smere intenzity

—
WUZtacneho pola (priliv — odliv mori v gravitatnom poli Mesiaca) j

potencialna energia objektu o hmotnosti m v gravitacnom poli objektu o hmotnosti M
= prdca potrebnd na premiestnenie tohto objektu z o do 1

(TR a7 _ oM TR o T dr _ . Mm
Wy=— [ _F-di=rMm|[_ X -di=rxMm[_ % =—-r="

1§

gravitacné pole je konzervativne a Wy,(c0) = 0 (1 — 0 pre 1 — o0) — potencidlna energia
objektu zdavisi len od jeho konecnej polohy r, nie od drahy, po ktorej sa objekt do tejto polohy
dostal (mozeme teda zvolit drdhu, na ktorej 7 - dr’ = rdr)
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potencial gravitacnéeho pola telesa o hmotnosti M

W
=i =

KA

danom poli

(1 potencidlna energia hmotného objektu v gravitacnom poli iného hmotného objektu zavisi od )
hmotnosti oboch objektov a ich vzdjomnej vzdialenosti — je ,, vlastnostou™ daného objektu v

potencial gravitacného pola, vytvdaraného hmotnym objektom (M), je mierou potencialnej
energie, ktorti by v tomto mieste mal iny hmotny objekt (m), potencial pola v danom mieste
\zdvisz’ len od hmotnosti objektu, ktory toto pole vytvara — je , vlastnostou™ pola

/

potencidl vysledného pol'a vytvoreného siistavou hmotnych objektov ¢ = —k ), ==

ZTZ

[

teleso s celkovou hmotnostou m, rozlozenou s hustotou p
v objeme V, vytvdra gravitacné pole s potencidlom

— = [V |

hmotny objekt v
gravitacnom poli

posobenie gravitacného Wpi=mfp . gravitacné
pola na hmotny objekt "? o7 ole
N A B me | i
4 e
Wo(F) =— J__ F(F) - dF (F) = —f; E(7)

_ﬁa:—gmmmﬁ

—

:

—gradW, = —grad(—«

F=
E = —grady = —grad(—x

E(r) = —grad ¢(7)
Mm) = xMm gradl = —k 220
M) = kM grad: = —k25r°
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@itaéné pole je uiplne charakterizované vektorom intenzity alebo potencidlom ... . \

.....

intenzitu zobrazujeme silociarami (urcujii smer sily) smerujiicimi do zdroja
pola — tzv. Zriedla (v pripade sféricky symetrického Zriedla maju silociary
tvar zbiehajiicich sa priamok), smerom ku Zriedlu sa silociary zhustuji — e
pole ,silnic” AR
potencidl zobrazujeme uzavretymi ekvipotencialnymi plochami (3D), resp. krivkami (2D), obklo-
pujucimi Zriedlo pola (v pripade sféricky symetrického Zriedla maju ekvipotencidlne plochy/krivky
tvar koncentrickych gulovych ploch/kruznic so stredom v Zriedle)

silociary pol'a su v kazdom bode kolmé na ekvipotencidlne plochy/krivky - silociary ukazuji smer

(jstrmsvieho poklesu potencialu, sila pdsobi na hmotny objekt v smere najstrmsieho poklesu jehy

potencidlnej energie v poli

F_" = T E_” - . M. M, - hmotnost Zeme
ﬁ WLJ( mg)ZGTTL B= CL(: g)Zem, — (Rzem+h)? SZem —pf)vll(zmerdZmne
oy v 7 - 0YsSKd na
gravitacné zrychlenie zem]s/ky’m povrchom
/ volny pad telesa

potencidlna energia je vZdy urcend az na konstantu ( W, (o)), ktorth mozno zvolit' ['ubovolne,
napr. tak, aby na povrchu Zeme h = 0bola W, = 0, potom W,(h) = mgh - odpovedd prici

(konanej proti gravitacnej sile £ = 1mg) potrebnej na vynesenie hmotnosti m do vysky h

dW dW
Wi = —E—fva ==t = mfu‘é; =y = -'—mgv‘gg =

pri volnom pade kond pricu gravitacné pole na tikor potenczalne] energie padajiiceho objektu, a
\ premiena ju na jeho kinetickii energiu - mechanicka energia objektu sa zachovava j
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Elektrostatické pole vo vdkuu

C B elektricky naboj je mierou schopnosti latky
elektricky naboj Q , q [€=4s] [Zﬁéastﬁovat’ sa elektromagnetickych interakcii
J
e=1,602-10"°C . —
; . elektron (q. = —e ) povazujeme za bodovy naboj,
elementarny elektricky naboj proton ( q, = e ) ma priestorové rozloZenie ndaboja
/
elektrostaticka sila vzajomného posobenia nabojov Q. q F = 47350 %75
_ ~12 ~1
co =8,854- 10 ""/'m Coulombov zikon

dielektr.ic.kd. kon?tunta — { pritazlivd, ak Q >0 , ¢ < 0 alebo naopak ( Qq < 0)
(permitivita vikua) U odpudivd, ak Q.q > 0 alebo Q.q <0 ( Qg > 0)

elektron a proton sa elektrostaticky aj gravitacne =l 105 /]
® .9 7/ . Vv 7/ . . Vv 7/ ¢ Vv . /7 -q p =
pritahuji (gravitacnd sila je vzdy pritazlivd) (me ~ 10~3kg, m, ~ 10-2kg)

vysledna elektrostaticka sila posobiaca na naboj od sistavy nabojov F = > E;

elektrostaticke pole — v case nemenné silove pole, vytvarané elektrickymi nabojmi, ma
silové ncinky na kazdy iny elektricky naboj nachddzajiici sa v 1iom

intenzita elektrostatického pola niboja Q@ | E = g = = Lro | [Vm™ =kgmd™'s”]

F =q¢E (podobne ako ' = mE pre gravitatné pole)
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pre sustavu bodovych nabojov (princip superpozicie poli) E = 47350 ) Q—Qrf

47‘(‘60

[ pre spojité rozlozenie niboja v objeme s hustotou p E=p [ Ldg = ﬁ [ LpdV J

eyl

+q -

potencialna energia naboja q v elektrostatickom poli naboja ()
= prdca potrebnd na premiestnenie tohto telesa z o do 1’

sz_f;ﬁ'dFI—QI;E-dF: Qq (" F gp_ Q1 (7 dr _ Qg

" Ameg Joo 1 " Armeg Joo 12 T dmegr
potencidl e?gkiérosgatického pola 0 = VZP — 47350 ;Q [V =JC" =kgm?s>A"]
naboja ()
— (podobne ako W, = my leV =1,602-10"°J  (Casto pouzivand
p = 4% pre gravitacné pole) elektronvolt jednotka energie)
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N\ A’,
: A . “,"/// v ":
H ..-
/f “%“Lf:f ....... = K/l?
20 2 FVws VEYYey
S A ,
Sl
N
A A
*tq,-q

re suistavu bodovych nabojov
pre spojité rozlozenie niboja v objeme s hustotou p

pre spojité rozloZenie naboja na ploche s hustotou o ¥ =

\pre spojité rozlozenie naboja na ciare s hustotou T

0 = 12@\

4deq 17y

- 471'50 f Pdv

[ 2ds

47?5:0

= s iy,

posobenie elektrostatického
pola na naboj

elektrostatické
pole

naboj v

elektrostatickom poli

»(F) = — [_ F(7)

p(7) = — [T E(F) - dir

F(7) = —grad W,(7) E(7)

elektricke napitie

grad ()

U:g01—902:f12E_:

elektricke napatie je
rozdiel potencidlov

pro=—[E-dF

o0
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tok vektora plochou

tok vekora_d infinitezimalnou ploskou dS je a - dS = a-dS - cosv
(vektor dS je kolmy na plosku d.S - urcuje velkost aj orientdciu plosky)

tok vektora plochou zohl'adrnuje orientdciu vektora voci ploche
plosny integral [, dS = S je suctom nekonecného poctu infinitezimal-
nych plosok dS, z ktorych sa sklada celkovd plocha S

AN plosny integral [ a - s je suctom nekonecného poctu tokov vektora d

infinitezimalnymi ploskami d.S a uddava tok vektora @ celou plochou S

vytok vektora

tok vektora uzavretou plochou (napr. povrch gule) nazyvame tiez vytokom vektora z objemu uza-
vretého plochou S (operdtor integrovania cez uzavretii plochu oznacujeme $)

ak cez uzavretii plochu S vytecie prave to, co cez 11u vtecie, potom
$,a-dS =0 ﬁf
- a

ak vytok §. @ - dS # 0, vniitri objemu uzavretého plochou S sa nachddza

L Zriedlo vektora @ :_%%
$od@-dS > 0 viyjtok je kladny, Zriedlo produkuje vektor @

365. - dS < 0 vijtok je zaporny (,vtok”), Zriedlo (zdporné) pohlcuje vektor d

nekonecnym zmrstovanim uzavretej plochy S zmrstime 1ou uzavrety objem V' ,,do bodu” (t;.
do infinitezimdlneho objemu dV), ¢ @ - dS pre S — 0 je potom vytokom vektora d ,z bodu”
(z elementu dV) - divergenciou vektora
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pokial sa v objemovom elemente dV = dxdydz nachadza
zriedlo vektora a potom sa vektor a (jeho zlozky a., a,,a.)
v tomto elemente musi menit

zlozka a.,. sa na useku dx zmeni o da.,. , atd.

tj. niektoré z derivdcii ‘),‘“, ij‘;’, %‘; musia byt nenulové

5} 5 - - = .
div @ = d“r — 4 d“ (01 i+ + = k) - (azi + a,j+a.k)=V -a

dy dz () 1]

divergencia vektora je skaldarny siicin nabla opemtom s danym vektorom — vysledkom je skalar
(naproti tomu grad a = Va = @z + 81 ay | ‘)ak je vektor)

celkovy objem V uzavrety plochou S je dany nekonecnym suctom infinitezimalnych objemovych
elementov dV, teda V = [, dV = [ [ [ dxdyd=z - objemovy integrdl (resp. trojny integral)

celkovy vytok vektora d z objemu V je suctom (integralom) vytokov z infinitezimalnych obje-
mov dV (infinitezimalne vytoky mozu byt kladné i zdporné — mozu sa navzdjom kompenzovat)
tok vektora uzavretou plochou S = vytok vektora z objemu V uzavretého plochou S

> $.d-dS = [, div @-dV| Gaussova veta

(4

Laplaceov operdtor

B o2
A=V2=V-V = aaz + 51,2 + 5.2 (laplacidn)

vektor
T 2
div grad a = 8‘“ + a a"" + %;gz =V -Va=V?=Aa -skalir
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vektor intenzity elektrostatického pola vytekd
z plochy uzatvdrajiicej v sebe naboj

E

&5

priestorovy uhol

dS cos )

dS cos

dQ = 955
fdQ J‘dSco‘:ﬁ AT

napr. plocha gule:
[dS = [r2dQ =r? [dQ = 47r?

FE-dS=3;2 [5.dS=
Q (LS Coqq)
7750 ft !

_ Q
o

= a_ @ | Gaussov zikon
$L-dS= co | (integrdlny tvar)

elektrostatické pole je zriedlove, jeho Zriedlami su elektrické naboje
pre ndaboj () spojite rozlozeny
Q= y pdV

§Sﬁ.d§:fvdivﬁ-dvz—

divﬁzaﬁ
0 }:divgradp—/l.p——%

v objeme V's hustotou p:

Jiv o 2 Go.mssoz{/zakon
co_ | (diferencidlny tvar)

ak p=0=|V2p =0

Laplaceova rovnica

E = —grad ¢
Poissonova rovnica

intenzita a potencidl pol'a su veli¢iny rovnocenne popisujiice elektrostatické pole, Poissonova

[ rovnica a Gaussov zdakon su teda ekvivalentné

|
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cirkuldcia vektora
z /. 4 B — — 9 v . . /7 . — Ve / — — i
drdhovy integrdl [, @ - d5 zohladituje orientdciu vektora @ voci drihe, @ - ds = ads cos
drahovy integrdl vektora @ po uzavretej drdhe (oznacenie $; ) nazyvame cirkuldciou vektora

napr. homogéenne pole a

a . A ¢ WD plec oo
“(1“ ABA fL ds = (le +fB -+ fC‘ +fD )([.S = L(— —J:[)
v |01 lhds [P a-ds= [T ads = al (@11ds)  [Sd@-ds=0 } .
[ 1= |- ‘ ‘ ; a-L ds
D|l]A f(D a-ds = — f(D ads = —al (al]| ds) f; a-ds=20
xr . s e 7 l
$,d-ds=al+0—al+0=0_-cirkulicia vektora homogénneho pola
je nulovd n
napr. virové pole ‘(*”—B
B B c D A T
- S = deg={ = i-ds= |, d-ds= a - ds Y 11"y s ds
fA a - as fA adas fB a- as f(. a- as fD a - das /i}:’_*_.f([l'
¢, @-ds=4al - cirkuldcia virového pola je nenulovd AN
T

ak ¢, @ - ds # 0, vnitri plochy obopnutej uzavretou integracnou drihou L sa nachddza vir

a-ds >0 -virsa,toci” v smere integrovania vektora d
L
. a

nekonecnym zmrstovanim uzavretej krivky L zmrstujeme riou uzavretii plochu S ,,do bodu”,
(tj. do infinitezimdlnej plosky dS), §, @ - ds pre L — 0 je potom cirkuliciou vektora da ,v bode”
- rotaciou vektora

-ds' < 0 -virsa ,toci” proti smeru integrovania
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pokial’ sa v plosnom elemente dS nachddza vir vektora d, potom sa jeho zlozky musia v tomto
elemente menit

/7 . ’ / oy v 14 . 14 '-)('l
vir v rovine xy: na viseku dx sa musi menit zlozka a,, o parcidlny diferencidl —*dx
c_B ay(AB) = a,(CD)+ Gxde ;
Yy 4: A -
vatldy na useku dy sa musi menit zlozka a.. o parcidlny dzferenczal ‘Z;f dy
D dr A 1. (BC) = a,(DA)+ %= dy o
xr

da,

da. _
v 2= teda musia byt nenulove
Jda dy

a,(BC) i

Cey B (@d?)pa+(@-ds)pe = a,(DA)de+a,(BC)(—dr) = (a,(DA)—a,(BC))dz =
dy PR ds : dr ds : —dr = —tgfgl' (i;l‘(i,ij
D *A ; """""""
az(DA)  (G-d3) ap+(d-ds)cp = a,(AB)dy+a,(CD)(—dy) = (a,(AB)—a,(CD))dy =
, N A ,
G D o ds = dy ds = —dy — ({-;lf’ dxdy
ay(C'D) - »l Tq -------- a,(AB) Oz
D A4 (d-dS)apcp = (da“ s ‘i;; Ydxdy - rotdacia vektora d na in-
'''''''''''''''''''''''''''''' finitezimalnej ploske dS
vir v rovine yz: (d-dsapop = ((’“~ - ‘)"” dyd =
vir v rovine zx: (@-d3apcp = (85;‘" — daz =)dzdx

rotdciu vektora na vseobecne orientovanej ploske dS mozno rozloZit na 3 zlozky - jej priemety
do rovin xy, yz a zx, co odpovedd 3 navzdjom kolmym zlozkam vektora rotdcie vektora
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(vektor (infinitezimalnej) plosky dxdy (kolmy na plosku) ma smer osi z, je teda z-ovou zlozkou
vektora plosky dS, atd’)

rotd = (%f;z _ (Sg;y )E’_I_ (dé;x o c}az) il (dau _ %ﬂ; );Z

:(d_r1+()_yj+ ()lll)X((I I+(II}J+(I A)—VXU

rotdcia vektora je vektorovy siicin nabla operatora a danym vektorom — vysledkom je vektor

celkovd plocha S obopnuta uzavretou krivkou L je nekonecnym suctom infinitezimalnych plosok
dS (vieobecnej orientdcie)

celkovd cirkulicia vektora @ po krivke L je nekonecnym siictom rotdcii vektora ana ploskach dS
tj. plosnym integralom vektora rotdcie vektora d cez vsetky plosky d.S

$, @-ds= [ rotd-dS | Stokesova veta

prispevky ku cirkulacii od prilahlych AfTA ] )
stran susediacich plosok sa kompenzuju, 1 3 — L1 _ 1
ak je na nich vektor pola rovnakiy dSy M =1 Y 4
[ T g
AV 9 / 7 . 9 v (7‘ —
pole moze byt virovym, aj ked v 1nnom = +

viry nie su bezprostredne viditelné
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prdaca v elektrostatickom poli - premiestniujeme ndaboj q z miesta A do miesta B v poli E:
A= [l F-ds=q [ E ds=W,(A) — W,(B)
praca je kladna ak ju kond pole - premiestiiuje ndboj do miesta s nizsou potencidlnou energiou

prdaca je zapornd, ak ju kondame proti sile pol'a - zvysujeme potencidlnu energiu ndaboja v poli

elektrostatické pole je konzervativne — prdaca nezavisi od tvaru drahy, len od koncovych
bodov, premiestnenie naboja q z miesta a do miesta b po drahe 1 a naspit po drdhe 2:

(W, (A) — W,(B)} + {W,(B )" W,(A)} =0

[,

ﬁﬁ-df?':fsrotﬁ-dg fﬁ-d?z(’)ijﬁsrotE_’*-dg:():> rot £ =0

(Stokesova veta)

elektrostatické pole nie je virové, je Zriedlové ( div E+0)
- jeho silociary zacinaji a koncia v nabojoch (alebo v o), nikdy sa nepretinajii

podmienkou konzervativnosti pola je rot F = 0 pre silové ticinky tohto pol'a — len pre takéto pole
md zmysel definovat potencidlnu energiu W, () = — [ F(7) - di

elektrostatické pole tiito podmienku spliia, rotF = qrotE = 0
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zakladné rovnice diferenciglny div £ = £ integrilny $L-dS = %
elektrostatiky vo vakuu tvar rot F =0 toar §E.-ds=0
elektrostatickad sila F= qE
/ kvalitationy odhad tvaru elektrostatického pola v niektorych pripadoch \

*dlha nabita tyc

vzdajomnym pribliZzovanim bodovych nabojov

na priamke postupne zanika zlozka intenzity
pozdl% priamky - silo¢iary sa ,,odtlicajii”, a
zvicsuje sa radialna zlozka intenzity (kolma

na priamku) — radialne silociary sa ,zahustuju”

vysledkom je cylindricky symetrické pole, ekvi-
potencidlne plochy su valcové plochy s osou na

qbitej priamke

AYAN
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e vel'ka nabita rovinnd plocha

vzdjomnym priblizovanim dlhych nabitych tyci postupne zanika tangencidlna
zlozka (tj. zlozka pozdlZ roviny) intenzity a zvicsuje sa normdlovd (kolmd na
rovinu) zlozka intenzity - vysledkom je homogénne normdlové pole v blizkosti
plochy (v celom priestore pre nekonecnu plochu), ekvipotencidlne plochy s ro-
viny paralelné s nabitou plochou

* dlhd nabitd valcovd plocha

,zrolovanim” nabitej rovinnej platne do tvaru valca sa silociary vo vniitri
valca navzdjom zrusia (zvysi sa ,, vytok pol'a” na vonkajsej strane valcovej
plochy) — vysledkom je cylindricky symetricke pole, ekvipotencidlne plochy
st valcove plochy s osou na osi valca

e nabitd gul'ova plocha

,zakrivenim” nabitej rovinnej platne do tvaru gule sa siloCiary vo vniitri
valca navzdjom zrusia (zvysi sa ,, vytok pol'a” na vonkajsej strane gulovej
plochy) — vysledkom je sféricky symetrickée pole, ekvipotencidlne plochy
su koncentrickeé gulové plochy
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vypocet intenzity elektrostatického pola

*bodovy nadboj 0° —— e E(r) = F—_1 Q23
T Admeg 12
e sustava bodovych nabojov
0 i
1@ o _1 Q1.0 1 Q2,7 1 Qi 2 r
o = b= dreqg ?"f_rl o dreq ?grz 23 rdmweg ?f_r'i + .= —171-c Z@ r“ @'

0, o superpozicia poli jednotlivych nabojov (scitanie)
Qi 0"
*spojité rozlozenie naiboja
y -
Q/" \ .............. e Q — fpdV E o 471'f f r_zf)dv
‘\\_ﬁ:} """"" dv superpozicia poli elementdrnych nabojov (integrovanie)

s pouzitim Gaussovho zdikona

Gaussovu vetu mozZeme pouzit vtedy, ak nam symetria tilohy (tj. rozlozenia nabojov) umoziiuje
zostrojit’ taki vhodnii plochu na ktorej ]e velkost intenzity pola konstantna

j{_;E- .dS = E (r) §,dS =E(r)S =% :>E()—Q

SSQ

pouzitie tejto metody teda predpoklada, Ze tuto symetriu pola pozndame
(na zdklade fyzikdlnej vivahy)

(ak takito plochu zostrojit nevieme, musime pole pocitat podla predchddzajiicich pripadov)
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elektrostaticke pole gule o polomere R rovnomerne nabitej nabojom Q

objem gule 7 R® objemovd hustota ndboja p = -

O' .............. r>R: §E-dS=4mr?E=2 = E(r)=25:~%

471‘50‘7‘2

- ako bodovy naboj

. .
.......

................. r< R: §E-(Z§:4W1‘2E:§—;:Q%

= E(r) = graims ~ 7

or)=— [ E(r) - dF

integracnii drihu z e do r vedieme tak aby EadF boli bud’
paralelné (E - dr' = Edr) alebo navzdjom kolmé (E - dr’ = 0)

r > R : ako pre bodovy ndboj E(r) =

dire 072

sl r Q A Q Todr Q 11r Q 1 171 __  Q 1
Y(’) —  Joo dwegr2 dr = " 4meg Joo :—; —  4meo [—T_]O" T dmeo [—; + ;] - Ameor =
r<R: or)=— f; E(r) cdr = — j Tr?:?-d’ ]; 473'}?3 dr =
g R gr T g ! 21
- _47?50 (/< % - 11? Jprdr) = _4?0([_“& + %[77]}?) =
1 i
([~ + 0]+ i — &) =
Q 2 RQ 2 SQ 2 2
dmeg R3 [ + T %] 8mweq R3 [R o %]
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elektrostaticke pole gul'ovej plochy o polomere R rovnomerne nabitej nabojom Q

plocha gule 4w R? plosnd hustota ndboja o = -5 E(r)
_ Q|
r > R: ako bodovy’ naboj — to isté ako gula O' dreoRZ \
r<R: 3§5 dS =4m?E=0 = E=0 0 R
Yo Ziaden naboj vniitri gule (1)
z predchadza]uce] ulohy Q
4meg R >
::—f E(r) dr-— fR 'r) dr— 4W§0R ! \
E=0 0 R

nekonecna nabitd rovina s plosnou nabojovou hustotou o

E aj 0s valca sii kolmé na rovinu = bo¢né steny valca || E

_'i Ve I Vv I . h _>
; D_E, = Ziaden vytok z bocnych stien valca
.: ——
) E je homogénne, nezavisi od vzdialenosti od roviny (silociary ~ +—f—>
musia byt pre nekonecnil rovinu navzdajom rovnobezné) D
S = = o - & _ o _ s 7
$s E-dS = QSE =22 = E = 35, - nezidvisi odr linedrny . ol
""""" dve zdkladne valca pokles
o r . o [,. I [ v a ,‘N.“ I’
— f E(r)-di = — J. dr = —ge-|r — 00] = —5Z-r + oo I

nekonecny clen v potencidali nds nemusi trapit, potencidl je vidy urceny az na konstantu
(hodnota potencidlu v nekonecne), ktoru mozZeme zvolit [ubovolne (krivku o(r) moZeme
Iubovolne ,dvihat” alebo , spustat’™), dolezity nie je potencial ale rozdiel potencidlov
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S

/ dve nekonecné paralelné nabité roviny
superpozicia poli od oboch rovin - zdvojndsobenie pola

gt — —

medzi rovinami a vykompenzovanie poli (vynulovanie) 1+ T =
«—1 —>—
G— — | —

RALALALA
=
|
-

mimo priestoru medzi rovinami v pripade opacne nabi-
tych rovin, resp. naopak v pripade rovnako nabitych rovin o N L
d BE=s5 B=-35 E=g
4 —
H  BE= -9
3 B _
E EE w4 (0) =0+ konst p_(d)=0 (— k()?'”Sf
o ; +E ., p+(d) = —5Z-d + konst p—(0) = =5 ~d — konst
o €0 - €0
©(0) = 04(0) + ¢_(0) = 5Z=d p(d) = —52-d mimo platni ¢ = konst
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Elektrostatické pole v pritomnosti vodicov

vodic — ldtka s vysokou koncentrdciou vol'nych nosicov naboja (s velkou pohyblivostou),

po akejkol'vek zmene nabojového rozlozenia sa rychlo ustali novy rovnovazny stav s mini-
malnou energiou

odpudivé sily medzi volnymi ndabojmi rovnakej polarity spdsobuju, Ze naboje nemozu unik-
nut z telesa, rozmiestnia sa ,,co najdalej od seba” - na povrchu vodica, v objeme p=0!

v objeme vodica  div E = £ =0 SEwE_’~d§:Q:O E =0
€0 JS €0

na povrchu vodica je E kolmé na povrch (inak by sa naboje pohybovali po povrchu)

@ ¢ E-dS = ]_'*anS vonkajsia zakladna valca tesne nad povrchom vodica
E

zlozka pol'a kolmad na povrch (tzv. normalovi zlozka) (pre vniitornii E = 0)

dS bocné steny valca E 1dS ( nulovy prispevok do integralu)
$oE-dS =2 =295 = E.dS=2dS=E,=2<

ndbof na povrchovej ploske dS
¢ je konstantne v celom objeme, povrch vodica je ekvipotencidlna plocha

ak vioZime nenabity vodic do elektrostatického pola, na jeho
povrchu sa vytvoria (indukujii) + naboje (sucet + a — ndbojov
je nulovy) tak aby v objeme £ = 0 —elektrostaticka indukcia
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/Ql vodivo spojené Qule musia ~
Q2 R, >R , p],g ., Q. __Q L =08
OTO ! ’ mat rovnaky potencial TrioRy — Fmeols 7 W2 = QiR

Iy e podivy spoj E, =% E; = ,,QQ = .Ql "R_; =By > B

dmeo RY Ro

intenzita elektrického pola na povrchu vodica zavisi od krivosti povrchu — v miestach s vel'kou kri-

Qost’ou (napr. ostré hroty) dochddza k mnohonasobnému zosilneniu pola )
vodic s dutinou vo vonkajsom elektrostatickom poli \
I/ E_; ds + fzﬁ dE‘ = fﬁ -ds=0 ﬁ E =0 v dutine
0 -0 . elektrostatické tienenie
v objeme vodica e (Faradayova klietka)

naboj v dutine vodica
fs £ dS = £ -ako bodovy ndboj

naboje vo vodici sa preskupia na povrchy (vonkajsi aj vnutorny),
navonok je vodic neutralny, celkova elektrostatickd energia je minimdlna /
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Elektricky prud

elektricky prid — usmerneny pohyb (tok) nabojov

prﬁdové hustota — prtid jednotkovou plochou

j = pz = nqv

ob]emova rychlost pohybu

hustota ndboja naboja

=)

SN

)

S

Q

Q

AN

»‘

=)

S

Q

)

S

—

=

b

Q

N

~ |~

| I

o (G

.l =
Q

-

~

U:l —
AN
3
H
| -

! !:'

N

V\J}l'&wﬁ

nosicov naboja

I~
Q.
2
| |
AN
[S—

0.7 it ) ' , . : .
¢>0, 711 v } smer prudu je smerom toku kladného naboja (konvencia, prid I je skaldr)
L

q<0,j1]v

element valcového [
vodica

S

= pi?f’ =G (a= [y pdV) ]

ak prid uzavretou plochou I = §_ j-dS = 0 (za dany éas do objemu uzavretého plochou S
vtecie a vytecie rovnaké mnozstvo naboja), potom dg = 0 (mnozZstvo ndboja v objeme sa nemeni)

$. 43— _dg rovnica kontinuity (spojitosti)
sJ @2~ "at || (zikon zachovania elektrického naboja) (dif. tvar)

I Fa s T dg dp 17 ey s
g= [, pdV = ¢$55-dS = [, divjdV = -2 = — [, L4V divy = —%¢
staciondrny pripad < d" =0: divj=0
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Magnetické pole vo vakuu

magneticke pole vznikd v dosledku pohybu elektrickych nabojov — elektrického pridu

magneticka indukcia magnetického pola, vyvolaného nabojom Q pohybujiicim sa rychlos-
tou U, vo vzdialenosti 7 od naboja

B—ta

T

——
el
Iv-

= B=
(E =

~

2 Gusing (~ L) [T =kgs?A™]
9)
2

™
1
4'?750

to = 4w - 107" Hm 1
magneticka konstanta
(permeabilita vakua)

zdm]om elektrického pola E =

29 je kazdy ndboj, zdrojom magnetického pola B = H2 9UxT
st len pohybujiice sa naboje

pre magnetické pole plati princip superpozicie

/tok rovnakych nabojov q rychlostou v, celkovy ndboj v elementirnom objeme dV je d) = Jqdv I
hustota prudu je j =nqv pocet nébojov

magnetické pole generované tymto priidom v objeme dV je dB = f;i; dq-fsx - v jedn. objeme

vysledné mfzgnetzfzke pO'Ie z celého czbzemu d Qz """ _ nquﬂ """" = jdV = dB = be] IXF v/
V pretekaného priidom je superpoziciou 3 7 '
\prz’spevkov z elementdrnych objemov dV = bo [ IXFqy (E = 4T q

r3 —l‘ﬂ'“ vV r3 Vr)/
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magneticke pole vo vakuu v okoli valcového vodica pretekaného ustalenym prudom I

(& - pr?’spevok k magvnetic,kému polu v danom 15 — o dixT
& \\IB, mieste (1) od dlzkového elementu dl: — T 4w o3
(jdV, = ]Sdl — 1dl) Biotov — Savartov

- Laplaceov zdkon
vysledné pole je superpoziciou prispevkov od dizkovych elementov pozdlZ celého vodica

vysledné pole , nekonecne” dlhého priameho vodica B = 4ol
(vid napr. Tirpak: Elektromagnetizmus, kap. 6.1.4)

magnetické pole (indukciu B ) zndzoriiujeme indukcnymi ciarami =

tok magnetickej indukcie & = [, B -dS (Wb =Tm* = kgm’s>A4"']
(magn. ‘z_nd:tkcny tok) B — (plosnd) hustota magnetického toku
5":3‘ (hustota indukcnych ciar )
e
vijtok vektora B 5 = Gaussov zdkon pre . 1 (dif.
Y §.B-dS =0 divB = o || @

z uzavretej plochy magnetické pole toar)

(ﬁgﬁ-dg: %)

magnetické pole je nezriedlové — neexistuju magnetické naboje
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cirkulacia vektora
magnetickej indukcie

uzavretd integracnd drdha L obopina
(,,nekonecne”) dlhy priamy vodic pretekany

TR priidom I, pole v okoli vodica je B = 42t
= — s ] 2 s e 7
6, B (1.9:: ol § dscost — pol [SF doy = 1ol - nezdvisi od r ! 5 ecoss
........................... 4 2
= Bds cos V- priemet ds do smeru B ds cos ) = rsin ({Q >~ rda %

uhol ktory vytzna priemet ds na zndukcne] ciare

B -ds = puoll|| Ampéreov zdikon cirkuldcia B = juo x celkovij obopnuty priid
E P Yy ovopnuty p

= (bez ohl'adu na toar uzavretej krivky)
(§, E-d5s=0)

$; B-ds= I ro‘rB rIS = /1[]I = Ug fs j ds rotB = #-O.‘? Ampefeov zakon
i (dif. tvar)

—————

magnetické pole je virové — indukcne ciary nikde nezacinaju ani nekoncia
(pole nema zriedla), sii uzavrete do seba (tvoria viry okolo priidovodicov)
sila, ktorou magnetické pole o indukcii B pdsobi na ndboj q, pohybujtici sa rjchlostou v

F'm = q¥ X B ak v ||
qu) ak U L

—

FHL

Fa =00
Fm — (]l-’B

B

B
B .

,\
e
|

+q

—

F,, nema smer B (F,, 1L B, F. || E') —magnetické indukcné ciary nie su silociarami !!
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vykon magnetickej sily, ktorou magnetické pole posobi na pohybujiice sa naboje

P=F,, 0= = q(7 X E) v =0 - magnetické pole nekona prdacu !!!
L&
definovanie magnetickej potencidlnej energie W,(i") = — [ F(F)-dr nemd fyzikdlny zmysel -

magnetické pole v tomto zmysle nie je konzervatwnym polom

vzdjomné silové posobenie priidovodicov
dva paralelné dlhé vodice vo vzdajomnej vzdialenosti a, pretekané suihlasnym priidom I

sila, ktorou pdsobi magnetzcke pole vodica 1 na naboj dq (pohybujiici
sa rychlostou v) prenasa]ucz prud Iv dlzkovom elemente dl vodica 2

dFm = dgqi x B - (iq i x B = dq 11 X B = L// x B

rol
2ma

magnetické pole vodzca 1 v mieste vodzca 2je B =

dF, = 4o g1

2mTa

v pre suhlasné prudy sa priudovodice pritahujii (pre nesuihlasné
(elektrény, g<0!) odpudzujii)

magnetickd sila pésobiaca na dlzke | (vodicov) F,, = IIB = pol’y | 12

2mTa
(pre porovnanie Fe ~ ¢°)
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ﬁilové posobenie pridovodica 2 na 1 (teda naopak) je analogické s opacnym znamienkom — zdkox
akcie a reakcie

paradox: ak aspon jeden z prudovodicov je volny (nie je , pripevneny” na mieste), dochadza k jeho
pohybu v smere posobiacej sily — kond sa mechanickad prdaca (magnetické pole vsak prdcu nekond !?)

vysvetlenie: magnetické pole (vytvdrané pridom v jednom vodici) pdsobi silovo na pohybujiice sa
elektrony v druhom vodici — ak by tieto elektrony boli volné (nepdsobili by na ne elektrické sily v ma-
teriali vodica), mohli by svoj vodic opustit' a pohybovat sa volne v priestore (pozri: Pohyb nabitych éastic
v elektromagnetickom poli) a nekonala by sa pritom prdca — v dosledku elektrickych sil vizby elektronov
na ,,zvysok” vodica vsak cely vodic , nasleduje svoje” elektrony v smere magnetickej sily, pracu pri
takomto premiestriovani vsak treba pripisat’ tymto elektrickym silam

pozndamka: dodatocnd vynalozena prica (okrem vyssie uvedenej) elektrickych sil stivisi s javmi elek-
@agnetickej indukcie vo vodici pohybujiicom sa v nehomogénnom magnetickom poli a s poiiada)

kou udrzania konstantného pridu vo vodicoch (pozri Lenzov zikon v: Elektromagnetickd indukcia)

magnetostaticke pole — v case nemenné silové pole, vytvdrané staciondrnymi (ustalenymi,
v case nemennymi) elektrickymi pridmi, ma silove 1icinky na kazdy iny elektricky prid
(tj. pohybujiice sa naboje) nachddzajiici sa v 1iom
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zdkladné rovnice diferencidlny ~ divB =0 integrdalny $B-dS=0
magnetostatiky vo vakuu tvar rotB = ji0] tvar § B -ds = ol

—

magnetostaticka sila F,, = qv x B

/ kvalitationy odhad tvaru magnetostatického pola v niektorych pripadoch

vel'kd rovinnd platna pretekand plosnym priidom AT AT 74

vzdajomnym priblizovanim priamkovych vodicov _
pretekanych priidom rovnakého smeru postupne S L b
zanika zlozka magnetického pol'a kolmd na rovinu .

vodicov (prispevky magnetického pol'a od susednych ety B

vodicov sa navzdjom rusia), a zvacsuje sa tangencidl- B

na zlozka pol'a (pozdl% roviny vodicov) vysledkom
je homogenne tangencialne pole v blizkosti platne s opacnou polaritou na oboch jej strandch (v celom

priestore pre nekonecnii platriu) I
t -t o4

e dlhd valcova plocha pretekana plosnym priidom

,zrolovanim” rovinnej platne do tvaru valca sa indukcné Ciary R
vo vnutri valca pozdline pretekaného priudom navzdjom zrusia

(y’sledkom je nulové magnetické pole vo vniitri valca a cylin- R

dricky symetrické pole (s osou na osi valca) mimo valca o Y
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vypocet intenzity magnetostatického pola
vypocet B pomocou Ampéreovho zikona je mozmyj vtedy, ak vieme zostrojit takii drdhu L, pozdlZ

ktorej je pole konstantne, inak vypocet realizujeme pomocou Biotovho - Savartovho - Laplaceovho
zikona

magnetické pole v , nekonecne” dlhom solenoide
] IlAI.IIIl' |I_B|I|'u___:B' $iBcD B-d§= Bl = ,ugnll = B = ponl
o

= prud tectici solenoidom
og ic pocet zdvitov na jedn. dizky
celkovy’ prud obopnuty
uzavretou krivkou ABCD

B - d5 = Bdscost # 0 len na useku AB
mimo , nekonecného” solenoidu je B = 0
(indukcné Cairy ,,idi do nekonecna™)

magnetické pole v toroide
¢, B-ds=2mrB = puoN I< prud teclici toroidom
“pocet zdvitov toroidu
B = "N 4 dutine toroidu, B = 0 mimo dutiny
(indukcné ciary su uzavreté do seba v dutine toroidu)

magnetické pole vniitri valcového vodica
priid I =7R?j
vodicom  polomer vodica

1" =mi2j  prid pomyselnym valcom
polomer pomyselného valca vo vniitri vodica
$; B -ds=2mrB = pul’ = porr?j = B(r) = "TSI’ (~r)r<R

mimo vodica ¢, B B -ds=2nrB = pol = B(r) = &L (~ 1)
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Posuvny prid

tB = v rotB ivj = |
ro poj } div rotd = 0 = div rotB = 0 = podivj = % i 0

divj = -2 v .
d ot plati vidy neplati vo vseobecnosti
(len pre staticke pole)
divE = £ e o o 58 _ g
divjf_@ aivy) = _Tt Eodlv ) :>(1\(J+-U ()t)
=-< [ 0 ormEems n e o

ip - hustota posuvného
(Maxwellovho) pridu

10TB — ,Un] + oMo

L); zakon celkoveho pridu (dif. tvar)

posuvny prud

fL B.ds= 1o fs 7 dS + €00 fs % .dS = ol +1Ip) Ip = ¢€o fg %1? dS

$; B - d5 = po(I + Ip)|| zdkon celkového priidu (integrdlny tvar)

vodivostny aj posuvny prud sa podiel aju na produkcii magnetického pola:

- vo vdkuu (nie sti vol'né ndboje) je B generované casovou zmenou E, t.j. posuvnyjm
prudom Ip,

- vo vodicoch (pohyblivé nosice naboja) je B generované vodivostnym prudom volnych
nabojov I
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po pripojeni nenabitého kondenzatora (¢ = 0) na zdm]\
napdtia (poly »1,2) sa kondenzator nabija priidom I,
okolo privodnyjch vodicov vznikd magnetické pole B
(prud i pole zanikne po vyrovnani potencialov spojenych
pdlov kondenzatora a zdroja)

pocas nabijania kondenzdtora v jeho vniitri netecie vodi-
vostny prid (je to nevodivé prostredie — bez vol'nych no-
sicov ndboja), narasta vsak elektrické pole - tecie posuvny
9L £ 0 ), ktory produkuje rovnaké magnetické pole

prud (< /

133



Elektromagnetickd indukcia
magneticky tok (uzavretou) sluckou & = [, B -dS

indukované elektromotorické napitie na slucke  |U; :—Afﬁ F amdayo.v Z?"P” elekfro—
- &' | magnetickej indukcie

indukovane napitie v slucke vyvola’va prud sluckou, ktory’ svojim magnetickym ticinkom
(magnetickym polom, ktoré sam vytvira) posobi proti pricine (zmene indukcného toku)
ktora ho vyvolala — Lenzov zakon

napitie na elemente slucky U, = E; - dI

v celej slucke §E-dl = < [,

(&asovd zmena magnetického toku plochou obopnutou uzavretou sluckou nastiva ak sa v case meni )
- magnetické pole (pri nezmenenej slucke)

- vel'kost ¢i tvar slucky (pri nezmenenom magnetickom poli)

- vzdjomna orientdcia pola a slucky (pri nezmenenom poli, tvare a velkosti slucky)

\ sucasne viacero tychto faktorov )
v Ve (1 > i ~ _ (_’)B . ~
ak sa v case menti at Js B-dS = | 5 - dS

iba magneticke pole § E-ds= [,1otE -dS Sieh
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rotl — 0B elektrické (nie elektrostatické) pole je virové —

ot

— , viry su tvorené v case premennym magnetickym
zakon elektromagnetickej indukcie polom

(dif. tvar)
ak sa v case meni iba plocha slucky ®B @
(v homogennom statickom magnetickom poli) l
b v |U;

indukované napitie na slucke U; = %7 = B%b = vBb_
(,,chybajtice” znamienko ,—"urcuje len polaritu indukovaného napitia él ®

a da sa urcit aj dodatocne na zdklade Lenzovho zakona) £ (pre g < 0)

iny pohl’ad '

na vol'né naboje v pohybujiicej sa casti slucky (1. elektrony pohybujiice sa v magnetickom poli)
posobz magnetzcka sila F,,, = qT x B pozdlz pohybujticej sa asti slucky

prdaca konand pri premiestneni nabojov spdsobi rozdiel potencidilov — indukované elektromo-

torické napitie [ Fp-dl = quBb=qU; = U; = vBb_
R IR0 N : [E=ixB

(virové) elektrické pole indukovane vo vodivom obvode pohybujiicom sa v magnetickom poli

[

prdca konand pri premiestriovani nabojov v pohybujiicej sa casti obvodu je konand tymto elektric-
kym polom (nie magnetickym polom)
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ﬁlukované elektromotorické napitie, vzniknuté premiestnenim naboja
v pohyblivej casti vodivého obvodu, je zdrojom cirkulujiiceho pridu v
obvode, ktory vytvdra dodatocny magneticky tok (na obrdzku smerujiici
von z nakresne) orientovany proti smeru vonkajsieho magnetického pola,
posobiaci proti narastu magnetického toku sluckou (ndsledkom narastu
jej plochy) — Lenzov zikon

na pohybujiicu cast obvodu ( dlzky b) pretekanii indukovanym pridom I,
posobi magnetické pole silou F = fu Idl x B ovelkosti F = IbB proti

@eru jej pohybu — pohyb je brzdeny

dd
dt

Faradayov zdkon U; = —
nov elektromagnetizmu

je teda suicasnym vyjadrenim dvoch fundamentalnych zako-

rotE = — 22 pre casovo premenné magnetické pole

F=q(E+7xB) pre silu posobiacu na pohybujiice sa niboje

Kotdc“am’m rozopnutej slucky v magnetickom poli sa na jej koncoch indukuje napitie, meniace pola—\
ritu po kazdom otoceni o 180° - generator striedaveho napitia
brzdna indukovana sila sposobuje nerovnomerné otdcanie (a teda mechanické namahanie hriadela),
v praxi sa preto na spolocny hriadel’ umiestiiujii 3 slucky navzajom pootocené o 120° (postacujiice
kna zabezpecenie plynulého otacania) — 3-fazové napiitie y
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Vijkon elektrického pridu, energia elektrického a magnetického pola

elektricky odpor
meriy OdP?” p [Qm} zavisia od vlastnosti materialu, nie od jeho mnozstva
merna vodivost o [Sm™] (moZu zdvisiet aj od velkosti pretekajiiceho priidu)
E = pj || Ohmoov zékon JITE = —grady = prud tecie v smere klesajiiceho
j=0cFE (dif. tvar) potencialu (potencidlového spddu)
U= [2E-dl } U =RI| R-elektricky odpor [Q=VA" = kgm®s™47]
. s . ’ e
I= (.5 dS I — QU G: elektricka vodivost — [S=Q7]
Ohmov zdkon zdvisia od vlastnosti materidlu aj mnoZstva a
(int. tvar) tvaru vodica !
( ] ] / )
wodie. (s aU = Edi=lpjdl = pia U-Iply % R=pk
e T A )
(}" — oFE = —ogrady - priid tetie v dosledku potencidlového spidu j ~ -grady, zdroj potencidlo—\
vého spadu (). napitia) kona pracu (premiestiiovanim kladného ndboja) na vikor potencidlnej ener-
gie naboja dA = Udg dq = Idt dA = Uldt

\_ J
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oykon elektrického pridu P =41 —UrI| Jouleov [V =VA]

dt
(resp. zdroja el. napitia) (prdca za jedn. Casu)  zdkon

R —provok disipujiici energiu, tj. premienajiici ju na iné formy — teplo (podobne ako trenie pri me-
chanickom pohybe)

pre kovove vodice (odpor nezavisi od pridu)

1l
priid I cez elementdrny valcovy ((E
dS

vodi¢ o dizke dl a priereze dS

objemova hustota vykonu P

(vykon na jedn. objemu) P— av
vykon sily elektrického pola, premiestiiujiicej naboj g, je P=F - t=qE ¥
pre n ndbojov v jedn. objemu je objemova hustota vykonu p =nqv- E=j5-E

p= j-E| Jouleov zikon (dif. tvar)
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elektricka kapacita

vodic je schopny prijat naboj AQ, zvysi sa tym jeho potencial 0 Ay

kapacita vodica C =59 [F=CV ' '=kg''m?>s*4*]
kapacita vodica je mnoZstvo naboja potencidl vo vnutri nabitej vodivej gule ¥ = % )
potrebneé na jednotkovii zmenu. jeho pridanim niboja Aq sa potencidl zvysio Ap = 473:3 =
potencidlu (o 1 volt) = kapacita vodivej gule je C' = 4megR y
paralelné roviny (doskovy kondenzdtor) )
— o=2+% He=g-= CO% (homogénne) U=4%
[ —0 <« indukovany - B
) naboj fUE dq—Ed_Q ‘_1/0 C:S?zj
S t3.0 E=Z =" prdca potrebnad na premiestnenie ndboja dq medzi doskami

AT ¥ 3 3 ¥ < €0 0 h
'LLT_L_ —4,-0 (' — =S kondenzitora: g4 — gq f[, .d5 = dgEd =

prdaca potrebna na nabitie kondenzatora nabojom Q (tj. premiestnenie naboja Q medzi
doskami kondenzdtora) = elektrostaticka energia naakumulovana v kondenzadtore

/ J— (1 Q RS _ (1 Q2 . 1 Q2 L l v ;r2 o ‘ .
A= €05 fo qdq = WS 2 |2 T §C U< =W,

€ &
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(" elektrostatickd energia ,naskumulovand v kondenzitore” predstavuje rozdiel potencidlnych energiz’\
nabojového rozloZenia v nabitom a v prazdnom kondenzatore — volné naboje si sistredené vo vodi-
vych castiach (dosky kondenzatora) a energia je siistredend v elektrostatickom poli tvorenom tymito
nabojmi (v pripade doskového kondenzitora je to priestor medzi doskami, vo vSeobecnosti je to prie-

\_stor s nenulovou hodnotou elektrostatického pola) )
hustota (objemovd) W CU2 _ eoE> 3 o B2
S : We = T2 = S = 2 Jm Wy = F—
elektrostatickej energie Vy . 22d) 2 [Jm "] 2

indukcnost

priid I v slucke diZky | vytvira v jej okoli magnetické pole, B
kazdy jej usek dl prispieva k magnetickému pol'u v mieste 1~ d E = boydixF
vysledné pole v tomto mieste je suctom prispevkov pozdlz celej slucky = “OI 993 di 12

magneticky tok plochou slucky &= [, B-dS = .“0 o, dfj‘f’ dSI L1

indukcnost obvodu L=17% [H =kgm’s>47] =& [ dxr g

?-u

indukcnost obvodu (slucky) je mierou velkosti magnetického pola generovaného priidom v obvode,
zavisi len od jeho geometrie a materidlu
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4 ,nekonecne dlhy” solenoid \
B = M-OKJ - pole je homogénne ® = [ BdS = BS = pynlS - tok kazdym zdvitom
polet zdvitov na jedn. dlzky tok na jedn. dizky solenoidu n® = L'l , L' = pyn*S

Jredalny” dlhy solenoid

\dffka I, celkovy polet zdvitov N =nl: L =IL" = jugn?Sl = pom R? - 8 =nR> )

dva obvody (1 a 2) vo vzajomnej blizkosti — prud v 1 vyvoldva magneticky tok @, ,
cast tohto toku, ®1o , pdsobi na obvod 2, vzdjomna indukcnost sustavy Lis = 11—112

o d®d . d . rdl . v - s ey . ,
Uy =2 =2 (I]) = l‘/ o napatie na indukcnosti vznika pri casovej zmene pridu
S (ke sa geometria slucky nement)

v okamihu zapnutia pridu v obvode s indukénostou L (pripojenim zdroja napitia U) sa v obvode

indukuje napitie U; = — %2 = — LY podla Lenzovho zdkona pdsobi proti pricine, ktord ho vyvo-
lala, teda U = —U,
vykon zdroja napitia - energia magnetického pola
vyvoldvajiiceho —»p — [ = —y,] = [4& — [yl — dWu  vytodraného priidom I
' , at ’

prud v obvode v indukcnosti L

dW,, = Pdt = LIdI W, =L [Idl = LLI? W,, = +LI?
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,vel'mi dlhy” solenoid L = pgn?Sl B = ponl = I = Mon

Wy = ol ® = %—bl objemovd hustota magnetickej energie W = -

kineticka energia telesa s hybnostou p = prdca potrebnd na udelenie tejto hybnosti telesu
Wi=/[ F_.ds f vy, dt = [vdp=m [ vdv = %mvz (m je konst.)

«Itd

[t

o

I
=
o

(rotacny pohyb Wi, = 3Jw?)

potencidlna energia telesa na deformovanej pruzine tuhosti k = prdca potrebna na deformaciu pru-

iy Wy = [ Fds= [ ksds= %ATSQ

prdca pri posune ndboja (nabijanie kondenzdtora kapacity C) = rozdiel potencialnych energii v po-
ciatocnej a konecnej polohe = energia elektrickeho pola v kondenzitore

W, = [UdQ=C [UdU = fcu?

prdca konand pri vytvdrani pridu v cievke indukcnosti L = energia magnetickeho pol'a v cievke
W, =L [Idl =1LI?

Wk, C, L —veliciny reprezentujiice schopnost akumulovat’ energiu, majii zotrvacny chamW
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/ analogie vo fyzike \

hustota toku naboja (t]. el.pridu) J= %% j= —0 Vv I i (%

- - =Y
hustota toku tepla (tepelného toku) § = %%(g i= —hVT ( ...... —,(5?
hustota toku castic (tj. difizneho toku) j = 45 j= —DVn e, (O =) W=V

koeficient vodwostz elektrickej/ tepelne]/,, casticovej”
skalarne veliciny o, T, n reprezentujii (elektrické, teplotné, hustotné) polia (pole v zmysle veliciny
rozpriestranenej v priestore) - ak existuji medzi bodmi v priestore ,napditia” (elektrické, teplotné, di-

\ftizne), prebiehajii makroskopické toky v smere najstrmsieho spadu napitia /
/ skladanie pasivnych prokov elektrickych obvodov

pasionymi prokami elektrickych obvodov sui odpornik s elektrickym odporom R, kondenzitor s
elektrickou kapacitou C a cievka s indukcénostou L

seriové Ry paralelné
skladanie R =R+ Ry skladanie R, R +=m+x
odporov R, odporov

vysledny odpor sa zvicsi vysledny odpor sa zmensi

\ (pokracovanie) /
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vysvetlenie pravidiel skladania mozno ndjst v energetickych uvahdch:

majme 2 rovnaké odpory R — pri sériovom zapojeni oboma pretekd rovnaky prid I a vyvoldva na
kazdom z nich napitie U = RI a stratovy vykon P =UI =1?R

vysledné napéitie je U, =2U astratovy vykon P, =U,I =2P = I?R, -odtial pre vysledny
odpor plati R, = 2R

pri paralelnom radeni rovnakych odporov IR sa prud I deli na 2 rovnaké casti £, na kazdom z od-
porov je pritom rovnaké napitie U = RL a stratovy vyjkon P = UL = R(L)?

celkovy stratovy vykon je P, = 2P = R7 =I°R, aodtial R, =14

:]_ AHE -ae

pri paralelnom zapojeni rovnakych kondenzitorov s kapacitou C a nibojom (Q je na oboch kon-
denzitoroch rovnaké napitie U = & a energia akumulovand v kazdom z nich je W = 5CU?

pri sériovom zapojeni rovnakych kondenzdtorov nabitych ndbojom Q) je napitie na kazdom z nich

U =< avysledné napitie je U, = 2U

celkovd akumulovand energia je W, = 2W = CU 2 — %( LS = 2"

(pokracovanie)
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-

L,
LYY Y Y — _| I_ 1_ 1
Ll LQ L= L’l +L2 i — L1] == le
Lo
akumulovand energia v cievke je W = SLI? , podobne ako stratovy vykon na odpore P = RI

\" argumentdcia je teda rovnaka

2

-

Kirchhoffove zdakony pre elektrické obvody

1. Kirchhoffov zdkon: v l'ubovolnom uzle elektrickej siete, tj. mieste I} $ _
kde sa stykajui viaceré vodice, je stuicet vsetkych pridov teciicich do ! o
uzla roony suctu vsetkych priidov vytekajiicich z uzla (,,Co vtecie, to
vytecie” — je to priamy dosledok rovnice kontinuity) > i1i=0
2. Kirchhoffov ziakon: v I'ubovolnom uzavretom elektrickom obvode je Us
suet vsetkych napiti (s ohladom na ich polaritu) nulovy —
(priamy dosledok konzervativnosti elektrostatického pola ¢ E - dl = 0) O ——
ak sa v obvode nachidza indukcnost, elektrické pole v obvode ma aj 1—' I—
virovii zlozku rotE; = — %2 takze do schémy treba pripoCitat ekvi- Us

dd

valentny zdroj indukovaného napatia U, = —<5;, aby 2. Kirchhoffov
zikon ostal platny
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Elektromagnetické pole vo vakuu

® elektricke naboje vytvdraju elektrické pole
* pohybujiice sa elektrické naboje (vodivostny elektricky prid) vytvaraju magnetické pole

» meniace sa (v case) elektricke pole (posuvny prid) vytvdra magnetické pole
» meniace sa (v case) magnetické pole vytvdra (indukované) elektrické pole

elektrické a magnetické pole su sucastami (Ciastkovymi pripadmi, navzdjom spdatymi
zlozkami) elektromagnetickeho pola

zakladné rovnice elektromagnetického pol'a — Maxwellove rovnice (pre vakuum)

Faradayov zdkon

Ampéreov zakon

Gaussove zikony ¢ E - dS = 5

t%i{E'(]n" j— _Et‘sz *

Y

ﬁ B - ds = puol + pos nf.,

5 _ _ 0B
1‘0tE——at

—

‘ 5] I - OFE
rost i) = [0 —+ [1‘()':()((.__—7
divk = £

20

divB =0
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dalsie dolezité rovnice elektromagnetického pola

Ohmov zdkon j=0cFE
rovnica spojitosti $oj-dS =2 div j %;—?
elektromagnetickd (Lorentzova) sila F=qE+qixB

B_-’Q

i . , 59
hustota elektromagnetickej energie Wem = We + Wm = 55— + 57
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Pohyb nabitych castic v elektromagnetickom poli

volnad nabita 5astica v elektrickom poli:

— — — , . - 2 - —
F.=qE=m%f Fe || E zrjchlenie @ = 4F = 12

volnd nabita castica v statickom magnetickom poli:

By = qu B= (ji_f :vm% ....................... (ak m = konst.) ﬁ,n L 7,_§
— — — ’ : ; e
nechv L BB . l“"“ F,, je dostredivou silou F = m*s
............. 4 O — /\
(von z nikresne) Wi o By =nguB= mg :> R =1

qB

R~m

- nabité castice s roznymi hmotnostami vykondvaji v danom magnetickom poli pohyb

po kruzniciach s roznymi polomermi - vyuzitie ako separator hmotnosti (hmotnostna spektrome-

tria)

()
W ="gR

= LB =w. -cyklotrénovi frekvencia

7 a B pod lubovolnym uhlom i = vy + v — pohyb po kruznici, F,,, = quB = m%

—
Fﬂ’l

= 0, priamociary rovnomerny pohyb !

B vysledny zloZeny pohyb
je pohybom po spirale
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magnetické pole (jeho zlozka) kolmé na pohyb nabitej castice vyvoldva dostredivé zrychlenie —
zakrivuje jej drahu do kruznice, uhlova rychlost pohybu odpoveda cyklotronovej frekvencii, obvodo-
vd rychlost ¢astice v sa nement (pri konstantnom B) a jej hybnost je p = qRB

ak sa magnetické pole (kolmé na rovinu kruhového pohybu) meni v case (napr. narasta), .-~

pozdl% kruhovej drdhy nabitej Castice sa indukuje elektrické pole, ktoré vyvoldva tangen- SN \NE
R ;i

cidlne zrychleme nabitej castice— meni sa (napr. narastd) jej obvodovd rychlost’ a hybnost’ ™

-~ o 9 _ & 2 _ RdB.,, < Strednépolena ploche

ds=—22 = 97RE = 2 (By,7R?) =F = £dBawx < , f
i I ot (Batr A 2 dt obopnutej kruhovou drdhou
Z—f :(jE: %d‘?l—;“ ................... > A]): ﬂABGt}

ak sa pri zmene (obvodovej) hybnosti nema zmenit polomer kruhovej drahy, must pre zmenu hodno-
ty magnetického pol'a pozdl% drihy (tj. v mieste nabitej Castice) B (# B, ) platit Ap = ¢RAB

pre pomer zmeny stredného magnetického pola na ploche obopnutej drahou ADB g, a zmeny pola na
drihe AB vtedy platz (JRAqu = qRAB = ABgy, = 2AB

takto mozno v tzv. betatronoch urychlit nabité Castice na konstantnej kruhovej drahe na vel'mi vyso-
ké rychlosti (kinetické energie)

volnd nabita castica v elektromagnetickom poli:

F,=F+F,=qE+7xB)=%2=m% - (preq>0)

3 B -,

ak © L E, B asucasne E L B -, skrizené” polia, ¥ x B = vB E F,
4% = ( (nepdsobi Ziadna sila) ak q(E —vB) =0= E =vB =

=

ak v = £ -nabitd éastica nemeni smer - separdtor rijchlosti

T
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Elektromagnetické potencidly

ak | 12 a - ds mezdivisi od integracnej drahy, len od hrani¢nych bodov 1, 2, potom ¢ @ - ds =0
a teda aj rotd = 0 - pole d mozZeme vyjadrit ako d = gradi), lebo rot grady = 0 (¢ je skaldrna
funkcia)

v elektrostatike plati:
$§E-ds5=0 , rotE =0 = E = -grady < skaldrny elektrostaticky potencil

rotE # 0 (rotE = OB) rovnica E = -grady teda vo vieobecnosti neplati

)

v elektrodynamike (tj. v elektromagnetizme s Casovo premennymi polami) vo vseobecnosti plati ]

v magnetostatike'

I'OtB duU.] 7£ 0= B 7é g[‘a‘d(i/m

{ nemozno vo vseobecnosti zaviest skalarny
V0 vseobecnostz

potencial magnetickeho pola

[ ak divb = 0, pole b mbZeme vyjadrif ako b = rotd, lebo div rot@ = 0 (@ je vektorovd funkcia) ]

$ B.dS =0, divB =0 =|| B = rot A<} vektorovy potencidl magnetického pola

B =rotA . E=_94 E = —grad‘\p—‘c.);—j
. ) } rot(E + 94y =0 { alebo :)t -
rotEl = —% FE + d_»;l = —grady (rot grady = 0)
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Cleﬁmcny vztfah B = rot A pripusta isti volu definovania vektorového potencidlu A magnetzb
ké pole sa nezment, ak vektorovy potencial transformujeme na A= A+ C, kde rotC =0,

teda ot A’ = rot A

vektorovii funkciu C mozeme vyjadrit aj ako C' = gradA (rot gradA = 0), kde A je Iubovol'ni

Qkalérna funkcia, vyber tejto skaldrnej funkcie sa nazyva kalibraicia )
transformacny vztah pre vektorovy potencidl A" = A + gradA
(tj. prechod od jednej kalibrdcie k inej)
pri lubovolne] transformicii A’ = A+ gradA sa elektrické pole E = —gradp — nesmie menit
preto sa aj skaldrny potencidl musi transformovat na @' = p — %%
do’ — AT _ 5 oA~ " *skalarna funkcia
(—grady’ — 55~ = —grady — 57)
transformacny vztah pre skalarny potencidl o =¢p— %

pre statické (v éase nemenné, nulové casové derivicie) polia casto volime tzv. Londonovu
kalibrdaciu, pre ktoru divA =0

rotB = rot rotA = rad d1 A AA s 2 )
SRS AA = —pioj (Ap=—£)
rotB = ,uuj v =0
(dovod vyberu ekvivalentné vyjadrenie Ampéreovho

Londonovej kalibrdcie) zdkona v magnetostatike
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(re spojité rozloZenie priidu Apry=12 [iaqv Ay(r) =42 [L=dV , Ay, A, \
(p(r) = 47350 f %dV)
podmienka divA = 0 vyplyjva z rovnice kontinuity pre staciondrny prid (magnetostatické pole)
divi=0= 22 =0

. {39 A.d§= e rotA - dS = fsg - dS { A

¥

I
O |
v

X
!

potencidl A v homogénnom poli B b ‘ -
\ 2mrA = Bmr? pre kruhovii drdhu/plochu A

pomocou elektromagnetickych potencidlov B=rotA , E = —grady — &
mozno s pouzitim tzv. Lorentzovej kalibracie
£ ¢ __
Vv "4—1_6“'5 =0 2 8%y p
. . Vi —negm = —¢
vyjadrit Maxwellove rovnice v tvare .
27 ., 0%A =
VA —eu%s = —pj

pre statické polia (nulové casové derivdcie) tieto rovnice prejdii na zdakladné rovnice elektrostatiky
a magnetostatiky V2o = 2 V24 =—puj
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Elektricky dipdl
elektricky dipol — dvojica rovnako velkych, navzdjom opacnych nabojov
+q (q > 0) v pevnej vzdjomnej vzdialenosti d

elektricky dipdlovy moment P=qd |G
vektory d, 7 smerujii od —q k +q, tj. proti smeru E
g 7 ~ .
= el = (- b

=1

vzdialenost stredu dipdlu od bodu, v ktorom skiimame pole dipdlu

ri=+va2+c2 = \/(g)z sin® ¥ 4+ 12 — rdcos 0 + (£)2 cos? 1‘)3

— /r2 + (‘-’5‘?)2 —rdcost = r\/l + (%)2 - %CUSU

gl i = %sinﬁ
b b=42costd pp=...= "\/1 +(35)2+ geos?  § < 1= (g7)° zanedbime
c:r—bzr—%cosﬁ
1 2 ~ 1 _ 2 cosd4--2) 4 <1 = ¢leny vyssieho radu zanedbdme
Q? r\/lnL% cos 1 r 2r 7T r y y J
— _ qgdcosyp _ pcose _ pT i ep Ee 1 nabo1
90(70) T Amwegr? T Amegr? T Awegr3 90(?") e ((‘O(T) r pre bOdO'Uy TlﬂbO])
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E(F) = —grady(r) = — 74

grad(ab) = bgrada + agradd

= 37 (p-r i
B(f) = i [5F — &

N \ vo velkej vzdialenosti 1 >> d povazujeme dipdl za bodovy

vo vel'kej vzdialenosti od bodového dipdlu je elektrostatické pole takmer
nulové (je superpoziciou poli od +q a —q) — klesa rychlejsie, nez pole bo-
dového naboja, urcuje vsak silové posobenie medzi molekulami latok .

.. taZiskd

nabojov
\_P~ 6,14.10-3Cm
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dipol vo vonkajsom elektrostatickom poli

g, G ET’ potencidly nabojov, tvoriacich _ f E.dr
2. dipdl, v homogénnom vonkajsom { 2 e } W, = qp
/ = qd elektrickom poli E — f E - dr
MW, = tap(r)+H(—0)e(ra) = a((r) —p(r2)) = a(— 1 B-di+ [72 E-di) =
= (_/f E -di = qF - L’f di = —qE - ﬁ di= —qE -d= —p- E = —pE cos ¥

e > W, =—p E akd=m (ET|7) W, = pE (maximilne)

ak9=0 (ETTF), W,=-pE (minimdlne)

P= q(f

> ak9=ﬂ/2(ﬁlﬁ)/ szo
+4.5  F, . B = +qE
vonkajsie pole E posobi na obidva naboje dipdlu elektrostatickymi silami { i 7
2 = 4§

tato dvojica sil vyvold moment sily 7 = Fdsint = qEdsind = p£sind

ak 8 =1/2, T =pE (maximalne)

ak 9 =0,7t, T =0 (8 =7 —vratka poloha)
moment sily natoci dipdl do smeru (intenzity) vonkajsieho pola, tym sa potencialna
energia dipolu minimalizuje

ak p 11 E, dvojica sil vonkajsieho pola ,voztahuje” dipol, cim dalej minimalizuje jeho
potenciilnu energiu W = —pE = —qdFE

x E

priroda vzdy hl'add stav s minimalnou energiou!!!
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v nehomogénnom elektrickom poli sa potencidlna energia dipolu (pri danej orientdcii dipélo-
vého momentu voci smeru vonkajsieho pola) meni v priestore v zdvislosti od zmeny pola — na
dipdl pdsobi dodatocnd sila F = —gradW,, v smere najstrmsieho poklesu potencidlnej e-
nergie W, = —p - E, tj. v smere ndrastu intenzity pola — dipdl je vtahovany do oblasti
silnejsieho pola
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Elektrostatické pole v dielektriku

dielektrikum (izolant) — elektricky nevodiva latka, neobsahuje vol'né nosice naboja, ndaboje
su viazané na atomy — presuvaju sa len na atomdrnych rozmeroch

v elektrickom poli sa taziskd kladnych atémovych jadier a elektronovych obalov navzajom
posuvaju — vznikaju elektrické dipdly — elektronova polarizacia latky
latky: - nepolarne — bez elektrického pol'a nemaju dipolovy moment

- polarne — vlastné dipdly aj bez vonkajsieho pol'a - vo vonkajsom poli sa naticaju

-y . 5 P _ elektricka polarizacia urcuje
elektricka polarizacia P =limav_.0 &% [Cm—2] objemovil hustotu dipélové-

ho momentu v latke

nevykompenzované " XYY X oykompenzované
. plosné naboje dipolov : - i: i: i: . plosné ndboje dipélov P1TE
. na povrchu dielektrika : = o= | vobjeme dielektrika
.................................................. +"""""":,""""";"'_
vonkajsie pole E g, - plosny viazany naboj [ubovolnej roviny v dielektriku
ednotkovy
—o, dj +o, dp= P(ﬂ - dipélovy moment objemu dV i B Paee ekior Yy
_,_» \ ~ ) 4 — d*S_: B e ol
! dS viazany nabO] v = ij = gy / gy = Fens

objemovom elemente
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dielektrikum

s vodic nabity (Kladmym) volnym ndbojom Q
L4 HEtee vinzané dipoly v polarizovanom dielektriku
e v . o, i . . P
Cannt ‘.....:‘—‘:t . ...................
P integracni plocha S, obopina vol'ny naboj Q a viazany nabo] Q, na povrchu
- dielektrika

9§ F.d§ = QtQw _ O—ggad% B @_3§ B.d3
. ! _ €0 = —

0 €0

D=eyE+P| elektrickd indukcia — [C'm™2]

D -dS = 0| Gaussov zikon zovseobecneny pre dielektrika
$s J yp
(Q —volny ndboj!!!)

latky, ktoré sa v elektrickom poli nepolarizujii (napr. vikuum): P =0= D = sF

pre priestorovo rozlozeny Q= [pdV divD = p (dif. forma zovSeobecneného
vol’ny’ ndboj Gaussovho zikona)

Peall = EUdiVE = div(ﬁ — ]3) =p + Po

volny viazany Pv = ~div/ pv =0 v objeme
J o 4 homogeénnych dielektrik
naboj
Zriedlami vektora E s vsetky ndboje vztah D = <oE + P je tzv.
zriedlami vektora D siui volné naboje materidlovym vztahom pre

zriedlami vektora P si viazané naboje dielektrika
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D
e

o - hustota volne¢ho ndboja na vodivej ploche (na povrchu vodica)
o, -hustota viazaného naboja na pomyselnej ploche v dielektriku

doskovy kondenzitor s dielektrikom \
o dielektriku PME,, polarizacné pole E, = 2t E, E, NP

+
+
N
N

|
|
|
|
>

B T (vytvorené viazanym ndbojom na povrchu dielektrika)
+ + + +0 o, + + o+ o+
£, +B° T 1E, = E vysledné pole E <~ E vonkajsie
— l+ T +T : T v dielektriky ———= pole
Eg=2 E, =2 E=Ey- E, = =%

\ vysledné pole v kondenzatore s dielektrikom je mensie ako bez dielektrika /
relationa permitivita dielektrika er = 2 |= e =1 |bezrozmernd]
permitivita dielektrika £ = £o&y E=2=_2=¢ [Fm™]
elektricka susceptibilita dielektrika | x =&, — 1 |bezrozmernd]

D =gy, E = ¢E D=¢E P=(c—¢)E =eoxE

permitivita, resp. susceptibilita, je mierou polarizovatel'nosti dielektrika

pre bezné dielektrika <. > 1, x > 0 (Cisla), pre zloZitejsie nehomogeénne latky <., x nie su cisla
ale zlozité funkcie polohy, pre anizotropné latky aj funkcie smeru
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§ E-dS = €| «—— Gaussov zikon v dielektriku pre E — | divE = £

dielektricka gul'a polomeru b, do nej koncentricky vnorend \
vodiva gula polomeru a nabitd (kladnym) volnym nabojom Q

vdkuum !

D(r) ; E(r)

b §E-aS= %
§D-ds =
a b r
energia elektrického pol'a vol'nych nabojov v dielektriku
— [wdV =1 [E.Ddv w, = £D

e — 2 ,
D=c¢E = w.=%< vo vikuu  w,
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okrajové podmienky na rozhrani dielektrik
rozhranie materidlov s odlisnym <., vol'ny naboj na rozhrani s plosnou hustotou o

.......

75, »nekonecne nizka” $D- dS =0,
valcovd plocha S "y
ds (Dn,Z — Dnl)dS =gdS = Dus —PDyi =0 o
zlozky kolmé (normdlové) voci rozhraniu (rovnobezné s dS)
A gl .
$FE-dl =0
o ,,nelfonecvne uzka” p—
E = Obdlénikova’ dra’ha (Ef‘,z . Ei—l)dl — 0 = E‘t2 — Ef’l B OO OO RUORRRRR:
p S —
€2 zlozky rovnobezné (tangencidlne) s rozhranim

P.o — P, = —a, < okrajove podmienky pre vektory elektrického pola
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Magnetické pole pridovej slucky — magneticky dipdl

magneticky moment prudovej slucky ji=1S [Am®] 4

—

magnetické pole v okoli pritidovej slucky (P’ = qd) I

\ B
B() = 425D &] =
A r3 o .’K- > (vid napr. Tirpdk:
@% 2 Y Elektromagnetizmus,

B (o 1 [ 3F(p-F 5
(B(M) = (=52 - & ﬁf i& kap. 6.1.9)

(%_}t{‘ioaﬁ_}ﬁ) 7

pridovad slucka = magneticky dipol, ji - magneticky dipélovy moment

magneticky dipol v homogénnom (vonkajsom) poli B

—

potencidlna energia dipolu |W = —ji- B| (W = —p- E)

vonkajsie pole pdsobi na magneticky dipél momentom sily |7 = ji x B| (F=px E)
ktory ,, ma snahu natocit” dipdlovy moment do smeru vonkajsieho pola (minimalizovat jeho

. B — L - , potencidlnu energiu)
By A . B ak /i 17 B, magneticka sila vonkajsieho pola
gﬁojdﬁl‘fﬁ ,roztahuje” dipol — zvicsuje plochu slucky a teda

di 1 aj j = 1S, ¢im minimalizuje jeho potencialnu energiu W = —nuB
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v nehomogénnom magnetickom poli sa potencialna energia dipolu (pri danej orienticii dipélo-
vého momentu voci smeru vonkajsieho pola) meni v priestore v zdvislosti od zmeny pola — na
dipdl posobi dodatocnd sila F = —gradW,, v smere najstrmsieho poklesu potencidlnej e-
nergie W, = —ji - B, tj. v smere ndrastu intenzity pola — dipdl je vtahovany do oblasti
silnejsieho pola

analogia medzi spravanim elektrického dipdlu v homogénnom elektrickom poli a magnetického
dipolu v homogénnom magnetickom poli nie je iplna:

vykon elektrickej sily, otdcajiicej elektricky dipdl do smeru pola, je 4+ =P = F.- ¢ =qE -7,
titto pracu pocas otacania dipolu kona elektricke pole na tikor potencidlnej energie dipolu v poli,
W, = —p- E, ktord sa zmeni 0 AW,, = —pFE(1 — cos o)

W uhol povodného natocenia p voci E
podobne je tomu pri pohybe elektrického dipolu v nehomogennom elektrickom poli

vykon magnetickej sily, ktorou magnetické pole pdsobi na nabO]e pohybujiice sa v prudovej slucke, je
P=F, 7= = q(v x B) -0 =0 -magnetické pole nekona pracu, A =0 , W, = konst.

""" L (magnetické pole nemoze natocit magnetzcky dipél do svojho |
smeru ani ho premiestiiovat’ v nehomogénnom poli a tym zmenit jeho potencidlnu energiu v poli) °

magneticky dipdl je tvoreny pohybom nabitych castic (4. elektrickym priudom) v slucke, tieto castice

su suicasne nositelmi hmotnosti — kruhovy pohyb hmotnyjch Lo,i8 o

objektov je charakterizovany momentom hybnosti L

L1tai
I

pre tok kladnych ndbojov
pre tok zdapornych ndbojov —q

@]
JTO Tl
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moment sily, ktorym pdsobi vonkajsie homogénne magnetické
pole na magneticky dipél, vyvoldva prirastok (zmenu) jeho mo-
mentu hybnosti 7= ji x B= &% 1 i, L - kolmy na pévodny
moment hybnosti (i magneticky moment), o vedie k precesii
momentu hybnosti aj magnetického momentu okolo smeru mag-
netického pol'a — pri precesii sa uhol medzi ji a B nement, preto

—

U}, = —/i - B = konst.

pripad makroskopickej priidovej slucky
hmotnost elektronov pohybujiicich sa v makroskopickej slucke je nepatrna v porovnani s hmotnostou

samotnej (netociacej sa) slucky, mechanicky moment hybnosti spojeny s tymto pohybom je teda ne-
dostatocny na vyvolanie precesie slucky - slucka sa natoci do smeru ,,vonkajsieho” pola

v makroskopickej pridovej slucke existuji elektrické sily medzi elektronmi prenasajiicimi prud a ato-
mami tooriacimi materidl slucky — tieto su zodpovedné (podobne ako v pripade vzdjomného silového
posobenia dvoch pridovodicov) za mechanickii pracu konani pri natacani a premiestriovani slucky

- definovanie potencidlnej energie slucky ako prdce konanej pri jej pohybe ma teda fyzikalny zmysel

navyse sme pri minimalizovani potencidlnej energie slucky W, = —fi - B predpokladali nemeniacu
sa velkost jej magnetického momentu ji - pocas pohybu vo ,,vonkajsom” magnetickom poli sa vsak

vo vodivej slucke indukuje priid posobiaci proti zmene (Lenzov zdkon), tj. proti zosiltiovaniu magne-
tického toku sluckou — takyto prid by mal za nasledok pokles velkosti ji - na udrzanie jej konstant-
nej hodnoty je potrebné vynaloZit' dodatocnil energiu (zdroj pridu v slucke) — celkovd energia sluc-
ky sa teda pri takomto pohybe (naticani, premiestniovant) neznizi (!)

(pokracovanie)
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rovnakd vvaha povedie aj k narastu celkovej energie zdroja udrZiavajiiceho konstantné ,, von-
kajsie” magnetické pole, ktory je vystaveny v case sa meniacemu magnetickému pol'u pohybujiicej
sa slucky

pravidlo o minimalizdcii energie pri spontannych procesoch v prirode ostava v platnosti, prislusnou
energiou (termodynamickym potencidlom) vsak v pripade makroskopickej slucky nie je uvaZovana
potencidlna ani celkova energia slucky (resp. celkovd energia slucky aj zdroja ,vonkajsieho” pola)

pripad mikroskopického magnetického dipdlu

na atomarnej tirooni existuju magnetické dipoly tvorené , rotacnym pohybom” jednotlivych elektro-
nov — predpokladajme pre jednoduchost’ elektron obiehajiici po pomyselnej kruhovej orbite, pricom
stabilita takejto orbity a s niou spojeného magnetického momentu su zabezpecené blizsie neurcenymi
silami (ktorych povod je mimo ramec klasickej fyziky) — celd hmotnost dipdlu (tj. elektronu) kond ro-
tacny pohyb, moment sily vonkajsieho magnetického pola teda vyvold precesnij pohyb okolo smeru B
pri nezmenenej potencidlnej energii dipdlu v poli (tj. pri nezmenenom uhle medzi i a B )

v nehomogénnom poli dochddza k premiestiiovaniu mikroskopického dipolu, pricom pracu (rovnu
rozdielu potencidlnych energii) konajii (,,neklasicke”) sily zabezpecujiice stabilitu dipdlu — Ziadna
,Klasickd” dodato¢nd prica nie je potrebnd, energia takéhoto dipdlu vo vonkajsom poli W, = —ji - BB
sa minimalizuje

pripad makroskopickej sustavy mikroskopickych magnetickych dipolov
interakcia elementarnych dipolov so svojim okolim sprostredkovdava (oproti predchadzajiicemu pri-

padu) konanie prace potrebnej na natocenie dipdlov do smeru vonkajsieho pol'a — cely proces md
statisticky charakter (permanentné magnety, kompas)
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Magnetické pole v magnetiku
magnetikum — latka obsahujiica vlastné cirkulacne prudy - magnetické momenty

C, i Pi
magnetizacia M = limay_0 S5+ 22

[Am_l] (113: limav_o N

M=nji - objemova hustota magnetickych momentov
- pocet magn. momentov v jedn. objeme

v objemovom elemente dV sa prudy susediacich dipolov ,, kompenzujii”,
,nevykompenzovany” je plosny prud po povrchu elementu dV,

ak vnimame element dV ako jediny dipol tvoreny plosnym priudom [, :

dp = dIdS = JydldS = Ty dV M = d“ :v.]j\ I
(P=0y) . hustota viazanych plosnych cirkulacnych prudéb
f,, B-ds = po(I+ §, M -ds) = - jo(1+ ) Ing = §, Jagds = §, M -ds
volny prid celkovy viazany (cirkulacny)
magnetizacny prud
intenzita magnetického pola H = % - M [Am™']
$, (2 N—O — M) -ds= ¢, H-d5= 1| Ampéreov zikon zovseobecnenyj pre magnetikd

vztah B = jio(H + M) je tzo. materidlovym vztahom pre magnetika
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prudova hustota viazanych

] E — 7 ﬂ_j _f- A — I\_j . v , ,
v dif. tvare rot fio(j + rotA) Ja = rot magnetizacnych prudov

" 7 2 _ ~| (dif. tvar zovseobecneného

hustota volnych prudov j =rotH Ampéreovho zdkona)
v nemagnetickom prostredi M=0 H= #EO
magnetickd susceptibilita | X = |bezrozmerna
relativna permeabilita pr=1+x% |bezrozmernd] B = po(l T xH) —

o : X = gzt = upH
permeabilita magnetika L= o[ [Hm ]
X <0, 1 <1 (p—1) diamagnetikd Germeabilita, resp. susceptibilita, 51/2\

x>0, >1 (tp — 1) paramagnetikd mierou magnetizovatelnosti litky
? r r

X =0, pn =1, p=po nemagnetické latky
X for > 0 (~ 10° — 10°)  feromagnetikad

pre zloZitejsie nehomogénne latky nie

su cisla ale zlozite funkcie polohy, pre
anizotropne latky aj funkcie smeru

\arnizotropne latky aj fi )

§ B -d5 = pul| ~—— Ampéreov zdkon v magnetiku pre B — | rotB = p1j
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kého valca ( jo > 1) polomeru b ~
pr > 1 0) 7 ® 39 B -ds=ul
T 7] ®© 0 06
a|l— S o & U magnetickil indukciu
- = M=xH=(ur —1)H
b B
v R Q@
=1
I
(ZT T T H1F
ald e 0
JI T T T T T

magnetizacné prudy v magnetiku s i > 1 zosilnuji

@vy’ nemagneticky (ju» = 1) vodic polomeru a pretekany priidom I stioso vnoreny do magr%

ff:_iw’l.s—":f

Ing = (ur — DI

energia magnetického pol'a v magnetiku

W = f wWmdV

=

1 T - Ve .B
2 f H - BdV Wm = -)B

=

-
(v analdgii s w. = <£=)
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okrajové podmienky na rozhrani magnetik
rozhranie materidlov s odlisnym u, volny plosny prud.J teciici plochou rozhrania

S J . normalové zlozky magnetického pol'a (kolmé na rozhranie)

M2 e
R A7 o F . B o _

\dﬁ B,,1 = B,,» ne . (gz s gl) — () ee—

,nekonecne nizka” valcovad plocha

o

Hiy < tangencidlne zlozky magnetického pol'a (rovnobezné s rozhranim)
bl g §H-ds=1= Hydl — Hydl = Jdl
Hat ¥
e 2 Hiyo— Hy = J n° x (Hy — Hy) =J o
\,d.§

ekonetne fizka” okrajove podmienky pre vektory magnetického pola -

obdiznikovd drdha
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fyzikdlny zmysel vektora H (podobne ako D ) nie je vidy zrejmy, v niektorych pripadoch
sa vsak dd interpretovat’ nasledovne:

H ma zmysel vonkajsieho pola (vzhl'adom na magnetikum), jeho zdrojom si vonkajsie volné prudy,
ktore vyvolavaju magnetiziciu latky — je to pole, , ktoré by bolo v materidli, keby nebol magneticky”
M mad zmysel pol'a vytvdraneho magnetikom, jeho zdrojom su viazané cirkulacné prudy v latke ako
odozva na vonkajsie pole

B ma zmysel vysledného magnetického pol'a v magnetiku — je to skutocné pole v materiali, ma silové
ucinky (na pohybujiice sa naboje)

elektrickym analégom magnetickej indukcie B je intenzita elektrického pola E (nie elektrickd induk-
cia D!) — velicina so silovymi vicinkami (na vsetky ndboje)

elektromagneticka (Lorentzova) sila je vZdy (vo vikuu i v latkach) urcena tymito zakladnymi vek-
tormi elektromagnetického pola, F = gE +qux B !l

(asymetria v terminoldgii ma len historické dovody)

viazané prudy v magnetickom materiali mozu vysledné magnetické pole B v latke zosilnit' (1t > 1)
alebo zoslabit ( j1r < 1) v porovnani s vonkajsim polom juoH, naproti tomu viazané niboje v die-
lektrikach vysledné elektrické pole E v latke vZdy zoslabujii (=, > 1) v porovnani s polom volnych

ndbojov -
konvenciou uréenyj smer vektora P (resp. vektora dipélového momentu ) spdsobuje P 11 E 11 D
a teda |E| = |[D—P| - |D|

€0 — £0

naproti tomu vektor M moze nadobiidat obe orientdcie voci vektoru H, a teda |B| = po|H + M|
moze byt mensie i vicSie nez juo|H|
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analogie vo fyzike

tok niboja (el. priid) I=[j-dS=0[E-dS (j=0E) tok veliciny
| v oy oy v valcom !
magneticky tok b= [B-dS=p[H-dS (B=uH) E)S

elektromotorické napiitie U= [E-dl elektricky odpor R== ﬁ = L
. . a a.>
v (rezistancia) H
. Ve v o =l o . 7 f fﬁ’(ll—. [
magnetomotorické napitie  F = [ H - dl magneticky odpor Ry, = F = o [Tas = .5
. [0 -dS <
(reluktancia)
hustota tokociar elektrického prudu je umernda I - o
. . . . ., ; T < N i N N = 1
elektrickej vodivosti materialu — prud tecie v oy |---ZIZIIZIC [ I RN - ‘
materidli (elektrickom obvode) cestou mensieho < ----—:1E3213E 72(> 01)
odporu
bili . . ’ . . — ‘ug(>> ,ul)
permeabilita magnetika je analogom elektrickej ro, « B
. . . . . . ., LS N v
vodivosti — je mierou priepustnosti materidlu TN Ve PPN
Ve . 7 . Yo v Ve / \ / s I
voci magnetickému toku) — magnetické indukcné @ . ¢B+ ?_i_:>
ciary si v priestore (,,magnetickom obvode”) \ —0 / b =
V4 \\_‘// — \\\_—// 1 \_____ 1 I /ll
,razia cestu“mensieho odporu A ittt -
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Maxwellove rovnice v latkovom prostredi

Faradayov zikon §,E-ds=—-4 . B-dS rotF = — 92
Ampéreov zakon $; H.-ds=1+ [ %’? .dS rotH = j + 22
Gaussove zdkony §,D-dS =Q divD = p
§.B-dS =0 divB = 0
./ 7 D . — o — T 1 = o 1 =
materialove vztahy D =¢FE =¢ye,.E H = EB = o B
hustota elektromagnetickej energie Wemn = We + Wy, = Ezﬁ + B f
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