
CESTA K MODERNEJ FYZIKE

Michal Mahe©

Bratislava

2025



Úvod

Klasická fyzika sa zrodila z úsilia generácií myslite©ov, pozorujúcich Prírodu a snaºiacich sa uhádnu´
jej zákonitosti. Snaha sformulova´ nájdené, tu²ené £i pochopené zákonitosti do zrozumite©ných vý-
rokov si vynucovala potrebu de�nova´ základné pojmy - akési stavebné kocky, z ktorých bolo moºné
takéto výroky posklada´. S istou dávkou zjednodu²enia histórie môºeme tvrdi´, ºe to, £o po stáro-
£ia odli²ovalo �fyzikov� od �mystikov� £i �ezoterikov�, bolo h©adanie in²pirácie pre vo©bu základných
pojmov v nepredpojatom pozorovaní Prírody, a nie v mystických a náboºenských predstavách (£o
v²ak nemuselo nevyhnutne znamena´ odklon alebo rozpor s týmito predstavami). Napríklad zmys-
lové vnímanie vecí rozmiestnených v priestore a neustále sa meniacich takto viedlo k zrodu dvoch
základných pojmov klasickej fyziky - polohy v priestore a £asu ako �súradnice okamihu� v plynutí
udalostí.

Zrod fyziky takej ako ju vnímame dnes nastal ruka v ruke s poºiadavkou zákonitostiam Prírody nielen
porozumie´, ale dokáza´ ich aj kvanti�kova´, t.j. vyjadri´ v £íselných mierach. Kaºdý zo základných
fyzikálnych pojmov musel odvtedy �znies´� dve otázky: ��o je to? � a �Ko©ko je toho? �. Géniovia
ako I. Newton, G.W. Leibniz a ¤al²í súbeºne s fyzikou rozvíjali matematický aparát ako nástroj
poskytujúci jednozn£né odpovede na otázky �Ko©ko ...? �. Pre pojmy £as a priestor tieto poºiadavky
prirodzene viedli k ich univerzálnosti - stali sa � javiskom s nástennými hodinami�, v ktorom boli
rozmiestnené v²etky fyzické objekty a odohrávali sa tu v²etky fyzikálne deje. Táto univerzálnos´
pritom nebola nijako naru²ená výberom súradnicových sústav a £asomier.

�al²ími fundamentálnymi pojmami, ktoré sa postupne etablovali vo fyzike, boli hybnos´ a energia.
Motivovaná pozorovaním Prírody (napr. skál rútiacich sa dolu svahom) sa prirodzeným kvanti�káto-
rom �mnoºstva pohybu� (quantitas motus, R. Descartes, I. Newton) ukazovala by´ hybnos´ ~p = m~v,
a kvanti�kátorom schopnosti hmoty kona´ mechanickú prácu (napr. roztrhnú´ kotol) - akejsi �ºivej
sily� (vis viva, G.W. Leibniz) schovanej vovnútri hmoty - energia (pohybová, polohová, tepelná,...).
Ani rozvoj matematických metód vo fyzike, sprevádzaný de�novaním abstraktnej²ích pojmov ako
lagrangián £i Hamiltonova funkcia, neznamenal odklon fyziky od �hmatate©ných� prejavov Prírody
- tieto nové pojmy ostali sk¨bené s pôvodnými, majúcimi empiricky zrozumite©ný a predstavite©ný
obsah.

Toto sa v²ak zmenilo s príchodom 20. storo£ia a rozvojom nových experimentálnych techník pri-
ná²ajúcich objavy (nespochybnite©né výsledky meraní), ktoré do jestvujúcich fyzikálnych schém ne-
zapadali. Dnes uº chápeme, ºe jadro problému nespo£ívalo ani tak v chybnosti schém, ale skôr
v obmedzenej pouºite©nosti základných pojmov. Ukázalo sa, ºe ak chceme Prírodu chápa´ £oraz detail-
nej²ie, a konfrontova´ toto na²e chápanie s výsledkami experimentov, ktorých citlivos´ leºí hlboko pod
prahom ná²ho zmyslového vnímania, nevysta£íme si uº s pojmami vytvorenými v minulosti len na
základe na²ej zmyslovej skúsenosti. Toto poznanie v²ak prichádzalo postupne a k©ukatými cestami,
£o s´aºovalo (a dodnes s´aºuje) fyzikom odhodlanie odpúta´ sa od starých pojmov, ktoré navy²e
ve©mi dobre slúºia v klasickej fyzike. Neostáva nám teda ni£ iné, neº do týchto starých pojmov vlia´
nový, v²eobecnej²í obsah (zahr¬ujúci pôvodný len ako limitný �klasický� prípad). Da¬, ktorú pritom
musíme zaplati´, je odklon od �hmatate©ných� predstáv k abstraktnej²ím, £asto uchopite©ným len
pomocou matematického formalizmu. Ve©mi £asto to dokonca vyvoláva aj pocit odklonu od �zdravého
rozumu�. Naozajstný zdravý rozum nám v²ak velí drºa´ sa experimentálnych faktov (za predpokladu,
ºe sú získané korektne, overite©ne a nespochybnite©ne), a dôsledne im prispôsobi´ na²e predstavy o



Prírode, nech by sa na prvý poh©ad javili akoko©vek bizarnými.

Ob©úbené u£ebnice úvodu do modernej fyziky (Beiser: Concepts of Modern Physics alebo Serway,
Moses, Moyer: Modern Physics) pútavým a prístupným spôsobom opisujú historický sled k©ú£ových
experimentov a s tým súvisiaci vývoj fyzikálnych predstáv. Vývoj sa v²ak nikdy nevyhne omylom
a slepým uli£kám, a aj ke¤ chronologický prístup má nepochybné £aro pre záujemcov o vývoj po-
znania, pre ²tudentov fyziky budujúcich si prvé predstavy o �nepredstavite©ných� vlastnostiach sveta
mimo hraníc zmyslového vnímania takýto prístup môºe by´ kontraproduktívnym. Na miestach vyºa-
dujúcich interpretáciu preto tento text dôsledne prezentuje sú£asný poh©ad, a historicky prekonané
interpretácie komentuje len okrajovo. Predov²etkým v²ak nabáda £itate©a nepod©ahnú´ poku²eniu
za kaºdú cenu vtesnáva´ modernú fyziku do klasických predstáv, ale vychádzajúc z prezentovaných
experimentálnych faktov h©ada´ a prijíma´ vysvetlenia minimalizujúce zloºitos´ opisu (pod©a tzv.
princípu Occamovej britvy), hoci aj na úkor ich predstavite©nosti a �prirodzenosti�.

Text v ºiadnom prípade nie je u£ebnicou teórie relativity, kvantovej £i atómovej fyziky - túto úlohu
prenecháva dostupným kvalitným u£ebniciam. Takisto nekonkuruje spomínaným u£ebniciam úvodu
do modernej fyziky v ich opise k©ú£ových experimentov £i technických aplikácií. Nekopíruje ani ²írku
ich záberu - naopak, roz²iruje tento záber o témy, ktoré pod©a názoru autora dop¨¬ajú a sce©ujú
obraz modernej fyziky. Na úrovni základných kurzov totiº nevyhnutne, a z pochopite©ných dôvodov,
ostávajú mnohé otázky nezodpovedané. Pre za£iato£níka dychtiaceho po poznaní tak vznikajú �biele
miesta na mape�, ktoré sa snaºí vyplni´ pomocou vlastnej predstavivosti a prirodzenej intuície. Obe
v²ak v prípade modernej fyziky zlyhávajú, a rodiaci sa obraz môºe by´ deformovaný.

Základným cie©om textu je zdôrazni´, ºe moderná fyzika nie je fyzikou inou (oproti klasickej) ale
len zov²eobecnenou. Akoko©vek bizarné sú obrazy, ktoré nám moderná fyzika ponúka, v limite �beº-
ných kaºdodenných� ²kál musia splynú´ s klasickým obrazom. Hoci v²etky zákonitosti klasickej fyziky
sú jednozna£ne a jednosmerne odvodite©né zo zákonov - postulátov modernej fyziky, v tomto texte
zvä£²a postupujeme �v protismere�. Mí©nikmi na tejto ceste sú pre nás k©ú£ové experimenty, a majá-
kom na jej konci je sú£asný obraz, oprostený od generáciami zauºívaných ale dnes uº prekonaných
predstáv, a tento obraz sa budeme snaºi´ (tak trochu riadene) �uhádnu´�. Na tejto ceste budeme
postupne revidova´ (v zmysle zov²eobecnenia ich obsahu) základné fyzikálne pojmy, akými sú po-
loha, £as, hybnos´, energia, hmotnos´ £i náboj, vrátane tých najzákladnej²ích fyzikálnych pojmov -
hmotná £astica a jej pohyb. V texte sa striedajú kapitoly bohat²ie na matematický aparát s kapito-
lami s obsiahlym slovným komentárom. Obsahom prvých sú témy, pri ktorých práve matematický
opis ponúka najvýstiºnej²í a zrozumite©ný výklad. V prípade tých druhých ide o témy atakujúce skôr
na²u predstavivos´, a pri ktorých by formálny (aj ke¤ exaktný) matematický aparát mohol pôsobi´
ako neprimeraná zá´aº.

Znalému £itate©ovi isto neunikne mnoºstvo zjednodu²ení a nepresností, prítomných kvôli autorovej
snahe neza´aºi´ £itate©a-za£iato£níka príli²nými detailami. Pre neúmyselné nepresnosti autor výho-
vorku nemá.
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CESTA K RELATIVISTICKEJ FYZIKE

I.1 Relativita priestoru a £asu.

I.1.1 Lorentzove transformácie.

Zav¯²enie klasickej elektrodynamiky sformulovaním Maxwellových rovníc (r. 1862) prinieslo aj zá-
sadný poznatok o povahe svetla: Svetlo je elektromagntické (EM) vlnenie. Pod©a vtedaj²ích predstáv
v²ak kaºdý druh vlnenia potrebuje ku svojmu ²íreniu ur£ité prostredie, a pre svetlo mal by´ týmto
prostredím éter - bliº²ie ne²peci�kovaná substancia prestupujúca celým Vesmírom. Rýchlos´ EM
vlny c = 1√

ε0µ0
, vyplývajúca z Maxwellových rovníc, bola teda chápaná ako rýchlos´ vzh©adom na

éter. Nebolo pritom jasné, £i sa Zem pri svojej rotácii pohybuje tieº vzh©adom na éter, alebo ho
strháva so sebou. Rozhodnú´ v²ak mohli uº vtedy pomerne presné merania rýchlosti svetla ²íriaceho
sa v rôznych smeroch, a vektorovo sa s£ítavajúcej s rýchlos´ou pohybu Zeme.

K tomu mal slúºi´ Michelsonov-Morleyho interferometer. Polopriepustné
zrkadlo v jeho strede rozde©uje lú£ zo zdroja do dvoch navzájom kolmých
ramien rovnakej d¨ºky l, zakon£ených zrkadlami. Pri rovnakej rýchlosti vo
v²etkých smeroch lú£e odrazené z koncov oboch ramien interferujú na de-
tektore kon²truktívne. Pri pohybe interferometra vo£i éteru v smere jed-
ného z ramien rýchlos´ou u by malo dôjs´ (v dôsledku skladania rýchlostí)
k fázovému posuvu medzi interferujúcimi lú£mi a naru²eniu kon²truktívnej
interferencie. Takýto výsledok v²ak nikdy nebol zaznamenaný. (Detailnej²ie
sa interferenciou svetla zaoberá kap. II.1.1.)

Tento zásadný experimentálny poznatok je obsiahnutý v postulátoch ²peciálnej teórie relativity,1

vz´ahujúcej sa na pozorovate©ov v inerciálnej vz´aºnej sústave - takej, v ktorej platí 1. Newtonov
zákon:2

1. Rýchlos´ svetla vo vákuu je c (kon²tanta), bez oh©adu na pohybový stav pozorovate©ov.

2. Neexistuje privilegovaná vz´aºná sústava (éter). Základné rovnice fyziky majú rovnaký
tvar vo v²etkých inerciálnych sústavách.

Invariantnos´ rýchlosti svetla v²ak rúca klasické predstavy o priestore a £ase. Predpokladajme pohyb
Michelsonovho-Morleyho interferometra v smere jedného z ramien kon²tantnou rýchlos´ou u. Pre
pozorovate©a spojeného s interferometrom sú dráhy lú£ov v oboch ramenách rovnaké, a na detektore
nastáva kon²truktívna interferencia (v súhlase s experimentami). Pre �klasického� (newtonovského)
pozorovate©a v stacionárnej laboratórnej sústave v²ak lú£ prechádzajúci polopriepustným centrálnym
zrkadlom v smere pohybu interferometra musí preletie´ vzdialenos´ l zvä£²enú o dráhu unikajúceho

1�peciálnu teóriu relativity sformuloval A. Einstein v r. 1905.
2Teleso zotrváva v pokoji alebo priamo£iarom rovnomernom pohybe, pokia© na¬ nepôsobí ºiadna sila. Pozorovate©

spojený s inerciálnou sústavou nepoci´uje ºiadnu zotrva£nú (pseudo)silu, ktorú by vyvolávalo zrýchlenie.

1



koncového zrkadla za £as t1, a po odraze naopak vzdialenos´ zmen²enú o dráhu centrálneho zrkadla
pribliºujúceho sa za £as t2.

ct1 = l + ut1 ⇒ t1 =
l

c− u

ct2 = l − ut2 ⇒ t2 =
l

c+ u

Celková doba preletu pozd¨ºnym ramenom je
teda

t1 + t2 =
2l
c

1− u2

c2

Pre celkovú dobu preletu prie£nym ramenom platí (pod©a Pythagorovej vety)

(ct3)2 = l2 + (ut3)2 ⇒ 2t3 =
2l
c√

1− u2

c2

a teda t1 + t2 6= 2t3

�asy dopadu lú£ov sa lí²ia - tento výsledok naru²uje kon²truktívnu interferenciu. Experimentálny vý-
sledok v²ak nemôºe by´ kvalitatívne odli²ný z poh©adu rôznych pozorovate©ov! Tento paradox zanikne
ak pripustíme relatívne skrátenie ramena v smere pohybu interferometra a z poh©adu stacionárneho

pozorovate©a3 o faktor
√

1− u2

c2
.

Vo v²eobecnosti je teda d¨ºka objektu v smere jeho pohybu relatívna (ako aj pohyb samotný). Pre
pozorovate©a S' spojeného s objektom je tento objekt v pokoji, a jeho d¨ºka je vlastnou d¨ºkou l′.
Laboratórny pozorovate© S v²ak pozoruje tzv. FitzGeraldovu-
Lorentzovu kontrakciu d¨ºky objektu v smere pohybu

l = x2 − x1 = (x′2 − x′1)

√
1− u2

c2
=
l′

γ

kde sme pouºili obvyklú relativistickú notáciu

γ =
1√

1− u2

c2

=
1√

1− β2
β =

u

c

Vrá´me sa k celkovej dobe preletu lú£a prie£nym ramenom interferometra. Pre pozorovate©a S ′ je to
vlastný £as T ′ = 2 l

c
, £o je rôzne od T = 2t3 pre pozorovate©a S. Rie²ením tohto paradoxu je opä´

relatívne �spomalenie hodín� v pohybujúcej sa sústave z poh©adu laboratórnej sústavy - dilatácia
£asu

T = γT ′

Majme pritom na pamäti, ºe (v zmysle 2. postulátu) ozna£enie jednej inerciálnej sústavy za labora-
tórnu a druhej za pohybujúcu sa je vzh©adom na relatívnos´ ich vzájomného pohybu zamenite©né.4

Prechod od opisu v jednej inerciálnej sústave k opisu v druhej sa na-
zýva Lorentzovou transformáciou. Na základe uvedených vz´ahov
môºeme odvodi´ transforma£né vz´ahy medzi priestorovými a £aso-
vými súradnicami ur£itej udalosti z poh©adu oboch sústav.

S : x = ut+
x′

γ
S ′ :

x

γ
= ut′ + x′

3Spôsob zmerania takéhoto skrátenia opí²eme v kap. I.1.3.
4Kaºdý z dvojice takýchto pozorovate©ov závidí tomu druhému, ºe stárne pomal²ie.
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Odtia© dostávame Lorentzove transforma£né vz´ahy (LTV) súradníc v smere relatívneho pohybu
sústav

x′ = γ(x− ut) = γ(x− β[ct]) x = γ(x′ + ut′) = γ(x′ + β[ct′])

Priestorové súradnice kolmé na smer vzájomného pohybu sústav sa transformáciou nemenia. LTV
£asových súradníc dostaneme eliminovaním x resp. x′ v priestorových LTV,

ct′ = γ (ct− βx) ct = γ (ct′ + βx′)

V limite malých rýchlostí β = u
c
→ 0 dostávame γ → 1, a LTV prejdú na klasické Galileove

transformácie.

I.1.2 �asopriestor a ²tvorvektory.

LTV nám ukazujú, ako sa prechodom od jednej inerciálnej sústavy k druhej �mie²ajú� priestorové
a £asové súradnice - priestorová zloºka v jednej sústave je daná priestorovou aj £asovou zloºkou
v druhej. Takáto transformácia pripomína rotáciu pravouhlých súradníc v rovine x − y o uhol ϕ:
x-ová zloºka d¨ºky ty£e ∆x′ v S ′ je kombináciu x-ovej a y-ovej zloºky
v (relatívne) pooto£enej sústave S,

∆x′ = ∆x cosϕ+ ∆y sinϕ (∆y′ obdobne)

Sú£asne platí, ºe pooto£ením sústavy sa d¨ºka ty£e nezmení, teda

(∆x)2 + (∆y)2 = (∆x′)2 + (∆y′)2 = L2 (cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1)

Táto rovnica je formálne rovnicou kruºnice, a teda rotácia súradnicovej sústavy v rovine je ekviva-
lentná pohybu po kruºnici so stredom v spolo£nom po£iatku súradnícových sústav S a S ′. Aj tu
nájdeme podobnos´ s LTV, z ktorých môºeme ukáza´, ºe pre vzdialenosti dvoch udalostí v £ase a
priestore z poh©adu S aj S ′ platí

(∆s)2 = (c∆t)2 − (∆x)2 = (c∆t′)2 − (∆x′)2 = (∆s′)2 = konst.

Toto je pre zmenu rovnica hyperboly, a Lorentzova transformácia je teda ekvivalentná pohybu po hy-
perbole v rovine x-ct. Ak uváºime, ºe pre hyperbolické funkcie platí cosh2 φ−sinh2 φ = 1, nabáda nás
to vyjadri´ LTV analogicky ako beºné rotácie, no nahradením goniometrických funkcií v uvedených
vz´ahoch hyperbolickými. Potom5

coshφ =
1√

1− β2
= γ sinhφ = βγ tanhφ = β =

u

c
∈ (−1, 1)

Celá táto úvaha nás vedie k tomu, ºe £asovú os môºeme vníma´ ako fyzikálne rovnocennú pries-
torovým, a ná² 3D priestor môºeme roz²íri´ na 4D £asopriestor, v ktorom body priestoru (�tu�)
nahrádzame £asopriestorovými udalos´ami (�tu a teraz�). Jedinou netriviálnos´ou takejto kon²truk-
cie je, ºe na rozdiel od rovín x-y, y-z, x-z geometria rovín x-t, y-t, z-t nie je euklidovská. Hovoríme
o Minkowského metrike. Experimenty v²ak jednozna£ne ukazujú, ºe ná² £asopriestor takým na-
ozaj je.

Tak ako polohu bodu v 3D priestore (vzh©adom na po£iatok súradnicovej sústavy) vyjadrujeme
pomocou polohového vektora ~r so zloºkami x, y, z (v kartézskych súradniciach), resp. xj, j = 1, 2, 3

5Hyperbolický �uhol� φ je tzv. rapidita. V pokro£ilej²ích cudzojazy£ných textoch má pojem Lorentzova transfor-
mácia ²ir²í význam - zahr¬uje aj £isto priestorové rotácie sústav. Slovenská terminológia v²ak nemá samostatný výraz
pre £asopriestorové rotácie (angl. boost), preto v tomto texte uprednostníme uº²í význam tohto pojmu.
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(v²eobecne), polohu udalosti v £asopriestore vyjadrujeme pomocou polohového ²tvorvektora xµ,
µ = 0, 1, 2, 3, so zloºkami ct, x, y, z.6 Význam zavedenia ²tvorvektorov spo£íva práve v tom, ºe pri
lorentzovských transformáciách sa zachováva ich ve©kos´ (tým, ºe jednotlivé jeho zloºky sa �prelievajú�
jedna do druhej) - ve©kos´ ²tvorvektora je tzv. lorentzovským skalárom.7

V euklidovskej metrike vieme ve©kos´ vektora (resp. jej kvadrát) elegantne vyjadri´ pomocou skalár-
neho sú£inu, r2 = ~r · ~r. V Minkowského metrike je v²ak (kvôli znamienku mínus medzi £asovou a
priestorovou £as´ou) de�novanie skalárneho sú£inu ²torvektorov výzvou, ktorú literatúra rie²i viace-
rými alternatívnymi spôsobmi - konvenciami. Ukáºeme tu najroz²írenej²ie z nich:

1. �asovú zloºku ²tvorvektora de�nujeme ako imaginárnu,

xµ = (ict, ~r) xµxµ = (ict)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = r2 − (ct)2

pri£om pouºívame Einsteinovu konvenciu (sumáciu cez opakujúci sa index).8

2. De�nujeme kaºdý ²tvorvektor v dvoch fyzikálne ekvivalentných tvaroch - kovariantnom,
xµ = (−ct, ~r), a kontravariantnom, xµ = (ct, ~r), a skalárny sú£in v tvare

xµxµ = xµx
µ = ... = r2 − (ct)2

3. Kovariantný tvar de�nujeme s prehodenými znamienkami priestorovej a £asovej £asti,
xµ = (ct,−~r), a skalárny sú£in v tvare

xµxµ = xµx
µ = ... = (ct)2 − r2

V ¤al²ích £astiach textu sa budeme pridrºiava´ práve tejto konvencie.

Neskôr de�nujeme ¤al²ie ²tvorvektory, v²etky v²ak budú ma´ rovnakú ²truktúru X µ = (X0, ~X )

- �£asovú� skalárnu £as´ X0 a �priestorovú� vektorovú £as´ ~X , a medzi inerciálnymi sústavami S a S ′

sa budú X0 a zloºka Xu (v smere rýchlosti ~u relatívneho pohybu S ′) transformova´ pod©a LTV

X ′0 = γ (X0 − βXu) X0 = γ (X ′0 + βX ′u)

X ′u = γ (Xu − βX0) Xu = γ (X ′u + βX ′0)

pri splnení podmienky X 2
0 − ( ~X )2 = X ′20 − ( ~X ′)2. Zloºky ~X kolmé na smer ~u sa transformáciou

nemenia.

Zavedenie ²tvorvektorov v ºiadnom prípade nie je len matematickým trikom. Relativistický charakter
£asu a priestoru znamená, ºe £asový a priestorový vývoj fyzikálnych objektov je moºné od seba oddeli´
len v nerelativistickom priblíºeni, v � c. �tvorvektory sú matematickými reprezentáciami objektov
�ºijúcich� v £asopriestore, a Lorentzove transformácie sú ich rotáciami.

I.1.3 Relativita sú£asnosti.

Zamyslime sa teraz, ako môºe stacionárny pozorovate© S zmera´ kontrahovanú d¨ºku L relativisticky
sa pohybujúceho objektu, napr. vagónu, ktorého vlastná d¨ºka (v sústave S ′) je L′. Ponúka sa nasle-
dovný scenár: Pozd¨º trate rozostavíme stacionárne detektory (v S), schopné zachyti´ krátky impulz
zo zdrojov na oboch koncoch vagónu, x′1 a x′2.

6Preváºna £as´ literatúry pouºíva rovnaké zna£enie xµ pre ²tvorvektor ako aj jeho generickú zloºku, £o sa ale dá
©ahko rozlí²i´ z kontextu.

7�Oby£ajné� skaláry sa lorentzovsky transformujú (napr. £as t). Veli£iny invariantné vo£i transformáciám majú
k©ú£ový význam v modernej fyzike.

8V tomto zápise xµxµ môºe by´ xµ vo význame ²tvorvektora aj jeho zloºiek.
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V istom okamihu sprievodca vo vagóne (S ′) sú£asne aktivuje oba zdroje, £o za-
znamenajú dva konkrétne stacionárne detektory v x1 a x2 (S). Pomocou LTV
dostávame

L = x2 − x1 = γ[(x′2 − x′1) + u(t′2 − t′1)] = γL′

lebo t′2 = t′1. Ke¤ºe v²ak γ > 1, dostávame L > L′, £o nie je o£akávaná kontrakcia!

Modi�kujme meranie tak, ºe zdroje impulzov sú£asne aktivuje pozorovate© v S,
£iºe tentokrát t2 = t1, a teda

c(t′2 − t′1) = ... = γβL L = ... =
L′

γ

Toto je správny výsledok. Na prvý poh©ad vidíme, ºe kame¬om úrazu je relatívnos´ sú£asnosti.
Udalosti sú£asné v S vo v²eobecnosti nie sú sú£asné v S ′, a naopak. �ahko nahliadneme (z LTV),
ºe zhoda na sú£asnosti nastane len v prípade súmiestnych udalostí, x1 = x2 ( a teda aj x′1 = x′2).
Prí£inou je kone£ná rýchlos´ svetla, limitujúca ²írenie prí£inných súvislostí.

Minulos´ a budúcnos´ vzh©adom k danej udalosti A (�teraz
tu�) sú oblasti £asopriestoru de�nované potenciálnou kauzál-
nos´ou: V²etky udalosti, ktoré mohli (ale nemuseli) ovplyvni´
udalos´ A, predstavujú jej minulos´, a v²etky udalosti, ktoré
môºu by´ ovplyvnené udalos´ou A, sú jej budúcnos´ou. Mi-
nulos´ a budúcnos´ sú £asopriestorovo ohrani£ené svetelným
kuºelom príslu²ným k udalosti A, a histórie kauzálnych re-
´azcov udalostí sú sveto£iarami vovnútri kuºelu.

�asopriestorová vzdialenos´ bodu A od ©ubovo©ného bodu vovnútri svojho svetelného kuºelu musí
sp¨¬a´ nerovnos´ (c∆t)2 ≥ (∆r)2, £iºe svetlo �musí ma´ dostatok £asu� na prejdenie danej priesto-
rovej vzdialenosti. Udalosti mimo svetelného kuºelu udalosti A nemôºu s ¬ou by´ kauzálne spojené,
predstavujú akúsi �²edú zónu� - prítomnos´. Platí pre ne (c∆t)2 < (∆r)2, a nie je moºné jednozna£ne
ur£i´ ich £asový sled vo£i A, £o spôsobuje relatívnos´ sú£asnosti.9

I.2 Relativistická kinematika a dynamika.

I.2.1 Transformácie a skladanie rýchlostí.

Pohyb telies opisujme vºdy vzh©adom na zvolenú laboratórnu sústavu, S. Jadrom relativistickej kine-
matiky je skuto£nos´, ºe kaºdá inerciálna sústava sa riadi vlastným £asom, ktorý sa medzi sústavami
transformuje. V²etky £asové derivácie (rýchlosti, zrýchlenia, ...) vzhladom na danú sústavu sú deri-
váciami pod©a tohto vlastného £asu (a odpovedajúco tomu sa transformujú do inej sústavy). Zloºky
rýchlosti ~v pohybujúceho sa objektu v sústavách S a S ′ sú de�nované ako

vx =
dx

dt
, at¤. v′x =

dx′

dt′
, at¤.

9Kým £asový sled udalostí na sveto£iare vovnútri kuºelu je absolútny - rovnaký pre v²etkých pozorovate©ov, udalos´
B leºiacu mimo svetelného kuºelu udalosti A by rôzni pozorovatelia vyhodnocovali ako predchádzajúcu A, sú£asnú
s A, alelo aj zaostávajúcu za A.
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Ak sústavy S a S ′ sú vo vzájomnom pohybe kon²tantnou rýchlos´ou u v smere osi x, potom medzi
x-ovými zloºkami rýchlosti objektu platí (na základe LTV) transforma£ný vz´ah

v′x =
γ[dx− udt]
γ
[
dt− udx

c2

] = ... =
vx − u
1− uvx

c2

vx =
v′x + u

1 + uv′x
c2

Pre zloºky rýchlosti ~v kolmé na u síce platí dy′ = dy, dz′ = dz, ale dt′ 6= dt, a teda

v′⊥ = ... =
v⊥

γ
[
1− uvx

c2

] v⊥ =
v′⊥

γ
[
1 + uv′x

c2

]
Zaujímavý je prípad v′x = c, teda ak sa v (pohybujúcej sa) sústave S ′ ²íri svetlo. Z poh©adu sústavy
S dostávame pre rýchlos´ svetla

vx =
c+ u

1 + uc
c2

= ... = c

v súlade s 1. postulátom teórie (kap. I.1.1). Rýchlos´ svetla nemôºe
by´ ºiadnym objektom prekro£ená. Pre ilustráciu uve¤me príklad
²írenia svetla v idúcom vagóne. Svetelný záblesk generovaný v strede
vagónu dopadá sú£asne (v S ′) na proti©ahlé steny.

Z poh©adu S sa v²ak dráhy záblesku v smere a proti smeru pohybu
vagónu lí²ia o dráhu prejdenú vagónom, a pri rýchlosti ²írenia c teda
dopady záblesku na proti©ahlé steny nebudú sú£asné. Pre nesúmiestné
udalosti je sú£asnos´ relatívna (kap. I.1.3).

Relativistické skladanie rýchlostí vedia aj k modi�kácii Dopplerovho javu. Pri klasickom Dopplerovom
jave zmena pozorovanej frekvencie ωp vo£i frekvencii zdroja vlny ωz je daná algebrickým s£ítavaním
rýchlosti ²íriacej sa vlny (napr. zvuku) cv a rýchlosti zdroja vz, resp. rýchlosti pozorovate©a vp,

ωp = ωz
cv ± vp
cv ∓ vz

(horné znamienko pre pribliºovanie)

Ke¤ºe v²ak klasická vlna potrebuje na svoje ²írenie hmotné prostredie, toto prostredie tvorí pre-
ferovanú sústavu, vo£i ktorej vz´ahujeme v²etky rýchlosti.10 Dôsledkom toho je asymetria zdroja
a pozorovate©a - ich pohyb nie je vzájomne relatívny, ale relatívny vo£i prostrediu. Naproti tomu
relativistická EM vlna ku svojmu ²íreniu prostredie nepotrebuje (skôr naopak, látkové prostredie
jej ²íreniu �prekáºa�), vo vákuu neexistuje preferovaná sústava a záleºí len na rýchlosti vzájomného
pohybu zdroja a pozorovate©a, u. Kaºdý z nich v²ak meria frekvenciu svojim vlastným £asom. Pre
vzájomný pohyb pozd¨º ²írenia EM vlny platí

ωp = ωzγ(1± β) β =
u

c

Pre pozorovate©a prijímajúceho EM vlnu zo zdroja pohybujúceho sa kolmo na smer ²írenia tejto vlny
sa rýchlosti neskladajú, sústavy majú v²ak rôzny £as, preto platí

ωp = γωz

Stojí za zmienku, ºe ak dopplerovským radarom meriame (relatívnu) rýchlos´ pohybujúceho sa pred-
metu, vysielame EM vlnu o frekvencii ω, ktorú pohybujúci objekt absorbuje s posunutou frekvenciou
ω′ (vo svojej pokojovej sústave), a následne vyºiari (z ná²ho poh©adu odrazí) na rovnakej frekvencii
ω′. Ke¤ºe je v²ak vo£i nám v pohybe, odrazenú vlnu registrujeme s posunutou frekvenciou ω′′ (v na²ej
pokojovej sústave). K dopplerovskému posuvu teda dôjde dvakrát.

10Táto preferovaná sústava sama môºe by´ v (relatívnom) pohybe - napr. vietor ovplyv¬uje ²írenie zvuku. Po©ovníci
tento jav dobre poznajú.
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I.2.2 Vlastná rýchlos´ telesa.

Rýchlosti vj v kap. I.2.1 sú de�nované ako strmosti zmeny zloºiek polohy v £ase, ke¤ºe zloºky 3D
polohového vektora sú parametrizované laboratórnym £asom, xj(t). Zavedením konceptu jednotného
£asopriestoru sa v²ak £as stáva súradnicou rovnocennou s xj, a pohyb telesa £asopriestorom je jeho
²írením vo v²etkých ²tyroch súradniciach. Laboratórny £as t preto prestáva by´ dobrou spolo£nou
nezávislou premennou. Grafy xj(t) sú len akýmisi 2D �rezmi� 4D £asopriestorových sveto£iar, a
priestorové rýchlosti vj ur£ujú strmosti týchto rezov.

Ukazuje sa by´ vhodné parametrizova´ sveto£iaru ²írenia telesa £asopriestorom vlastným £asom
telesa11 τ , £iºe xµ(τ). Vlastný £as telesa, pohybujúceho sa vzh©adom na laboratórnu sústavu S,
plynie odli²ne od laboratórneho £asu, a pod©a kap. I.1.1 platí τ = t/γ, pri£om γ závisí od ve©kosti
rýchlosti telesa v S. Napriek tomu, ak si dvaja inerciálni pozorovatelia S a S ′ porovnajú svoje
vlastné £asové intervaly ∆τ a ∆τ ′ medzi dvojicou udalostí A a B, budú rovnaké.12 Vlastný £as je
teda lorentzovským invariantom - lorentzovským skalárom.

Strmos´ ²írenia sveto£iar xµ(τ) vo v²etkých ²tyroch smeroch £asopriestoru vzh©adom na vlastný £as
²íriaceho sa objektu nazývame jeho vlastnou rýchlos´ou

Uµ =
dxµ

dτ
=
dxµ

dt

dt

dτ
= γ

dxµ

dt

dx0

dt
=
d(ct)

dt
= c ,

dxj
dt

= vj

Ako podiel ²tvorvektora dxµ a lorentzovského skalára dτ , aj vlastná rýchlos´ je ²tvorvektorom,
Uµ = (γc, γ~v), a teda jeho ve©kos´ je lorentzovským skalárom,

UµUµ = ... = c2

Znamená to tieº, ºe jej transforma£né vz´ahy do inej sústavy S ′ s relatívnou rýchlos´ou u v smere x
vo£i S sú LTV (na rozdiel od transforma£ných vz´ahov pre priestorové rýchlosti z kap. I.2.1)

U ′0 = γ(U0 − βUx) U ′x = γ(Ux − βU0) U ′y,z = Uy,z

Aká je fyzikálna interpretácia13 vlastnej rýchlosti? Ak sa teleso v sústave S nepohybuje, dxµ = 0,
Uj = vj = 0, γ = 1, τ = t, a U0 = c, £o znamená, ºe teleso �stárne� rýchlos´ou c. Ak sa v²ak
v S pohybuje, jeho vlastný £as τ = t/γ plynie (pod©a S) pomal²ie - jeho rýchlos´ postupu pozd¨º
£asu sa zníºi na úkor postupu v priestore. Napokon, ak sa pohybuje (napr. v smere x) rýchlos´ou c
(£o v²ak dokáºu len svetlu podobné �objekty�), jeho vlastný £as sa (pod©a S) zastaví. Pre v = c je
γ →∞, dτ → 0, a U0 aj Ux →∞ (z poh©adu S), ale rozdiel ich kvadrátov je kone£ný, c2, rovnako ako
prejdená vzdialenos´ cdt. Nech sa teda teleso pohybuje v priestore akoko©vek rýchlo, v £asopriestore
sa vºdy pohybuje vlastnou rýchlos´ou U = c.14

I.2.3 Relativistická hybnos´ telesa.

Jedným z pilierov celej fyziky je zákon zachovania hybnosti, v newtonovskej mechanike de�novanej
ako ~p = m~v, preto poºadujeme jeho platnos´ aj v prípade relativistických rýchlostí telies. Predpo-

11Ak telesu priradíme jeho pokojovú sústavu S′, je to £as t′. Budeme v²ak pouºíva´ symbol τ obvyklý v literatúre.
Pre ºivé organizmy je vlastný £as biologickým £asom.

12Táto skuto£nos´ je jadrom tzv. paradoxu dvoj£iat - inerciálneho kozmonauta a jeho pozemského dvoj£a´a.
Napriek tomu, ºe si navzájom závidia pomal²ie stárnutie, ich biologické hodiny tikajú rovnako, lebo ich pohyb je
relatívny. V reálnom experimente v²ak kozmonaut po návrate na Zem je naozaj mlad²í neº jeho pozemské dvoj£a.
Kozmonaut na svojej okruºnej ceste totiº nie je inerciálnym, a tým je relatívnos´ naru²ená.

13V²imnime si, ºe v de�nícii Uµ je xµ merané v laboratórnej sústave, kým £as je meraný hodinami na (pohybujúcom
sa) telese. V jeho pokojovej telesa sa totiº jeho poloha nemení.

14Je to ako pohyb prstom na mape severovýchodným smerom kon²tantnou rýchlos´ou: �ím viac zahnete na sever,
tým pomal²ie postupujete na východ. Na²ím severom je £as - £ím menej sa hýbete v priestore, tým rýchlej²ie stárnete.
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kladajme teda nepruºnú zráºku dvoch telies o rovnakej hmotnosti m. Za laboratórnu sústavu S si
zvo©me ´aºiskovú sústavu dvojice, v ktorej (kon²tantné) rýchlostí telies pred zráºkou sú v1 = v a
v2 = −v, a po zráºke a spojení v1+2 = 0. Celková hybnos´ sa o£ividne zachováva.

Sústavu S ′ zvo©me tak, aby v nej pred zráºkou bolo v′2 = 0, £iºe vzájomná rýchlos´ sústav je u = −v.
Pod©a klasického skladania rýchlostí by platilo v′1 = 2v a v′1+2 = v (a celková hybnos´ by sa opä´
zachovala). Pod©a relativistických vz´ahov (kap. I.2.1) v²ak

v′1 =
v − (−v)

1− (−v)v
c2

=
2v

1 + v2

c2

v′2 = ... = 0 v′1+2 = ... = v

a celková hybnos´ v sústave S ′ sa pod©a tohto výpo£tu zjavne nezachováva. Ke¤ºe relativistické
skladanie rýchlosti je nespochybnite©né, ako východisko z tohto paradoxu sa ponúka revízia pojmu
hmotnos´. Naozaj, zachovanie celkovej hybnosti zabezpe£íme ak hmotnosti mi jednotlivých telies
v kaºdej sústave nahradíme tzv. relativistickými hmotnos´ami

mrel
i = γimi =

mi√
1− v2

i

c2

kde vi sú rýchlosti týchto telies v danej sústave,15 a mi sú tzv. pokojové hmotnosti telies, me-
rané v sústavách s nimi spojených.16 Pre hybnos´ telesa o pokojovej hmotnosti m, pohybujúceho sa
rýchlos´ou v v danej sústave, potom platí správny relativistický vz´ah

(~p→) ~P = γm~v Px = γmvx at¤.

pri£om γ závisi od ve©kosti rýchlosti v (nie jej zloºky). Zavedenie relativistickej hmotnosti je lákavé,
lebo prirodzene zabezpe£í, ºe ºiadne teleso nemôºe presiahnu´ rýchlos´ c. Pre v → c totiº mrel →∞,
a na jeho ¤al²ie zrýchlenie by bola potrebná nekone£ná sila/energia (F = mrela). �túdium zloºitej²ích
(krivo£iarych) pohybov v²ak ukazuje, ºe koncept relativistickej hmotnosti je slepou uli£kou.17 Nov²ia
literatúra sa preto tomuto konceptu dôsledne vyhýba.

Konzistentný relativistický formalizmus, re²pektujúci zákon zachovania hybnosti, je vybudovaný na
my²lienke pohybu telies v £asopriestore a výpo£te kinematiky a dynamiky telesa pomocou jeho
vlastného £asu τ . V ¬om je hybnos´ telesa de�novaná pomocou jeho vlastnej rýchlosti ~U = γ~v (kap.
I.2.2), teda ~P = m(γ~v). Koncept relativistickej hmotnosti sa týmto stal prebyto£ným, a (pokojová)
hmotnos´ zostáva lorentzovským skalárom. Takto de�novaná hybnos´ tvorí potom tieº ²tvorvektor,
P µ = (γmc, ~P ), ktorého priestorovou £as´ou je vektor sp¨¬ajúci zákon zachovania hybnosti,

P µ = mUµ = m
dxµ

dτ
= m

dxµ

dt

dt

dτ
−→ ~P = γm~v

Aký je v²ak fyzikálny význam jeho £asovej zloºky, γmc ? Ur£itý vh©ad získame ak preskúmame jej
nerelativistickú limitu:

P0 =
mc√
1− v2

c2

−→
v
c
�1

mc

(
1 +

1

2

v2

c2

)
=

1

c

(
mc2 +

1

2
mv2

)
15Zdôraz¬ujeme, ºe kaºdému telesu v danej sústave prislúcha iný relativistický faktor γi, závislý od jeho rýchlosti

vi. Overenie zákona zachovania je teda pracné.
16Znamená to, ºe kaºdému telesu priradíme vlastnú pokojovú sústavu. V na²om príklade teda v skuto£nosti uvaºu-

jeme viac súradnicových sústav neº len S a S′.
17Navy²e, neinvariantná hmotnos´ nezapadá do rámca modernej £asticovej fyziky.
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Druhý £len v zátvorke je známy výraz pre (nerelativistickú) kinetickú energiu, kým prvý £len rozmeru
energie od pohybu nezávisí. Kinetická energia telesa, aj tá relativistická, pri rýchlosti v je daná prácou
sily ~F = d~P

dt
potrebnej na zrýchlenie telesa z pokoja na rýchlos´ v, £iºe

Ekin =

∫ l

0

~F · ~dl =

∫ l

0

d(γmv)

dt
dl =

∫ v

0

v d(γmv) = ...
per partes

= γmc2 −mc2

H©adaný výraz γmc = (Ekin +mc2)/c je teda daný sú£tom relativistickej kinetickej energie a akejsi
pokojovej energie telesa,

E0 = mc2

Táto rovnos´, ozna£ovaná ako ekvivalencia energie a hmoty/hmotnosti,18 vyjadruje, ºe substan-
cia, ktorú vnímame ako hmotu kvanti�kovanú svojou hmotnos´ou, je koncentrovanou formou energie
(s obrovským prevodným koe�cientom c2), pri£om do hmotnosti môºu vstupova´ rôzne formy energie
(chemická, EM, at¤.). Taktieº to znamená, ºe vo fyzikálnych, chemických, biologických, at¤. proce-
soch sa hmota vnímaná prostredníctvom hmotnosti môºe premie¬a´ na (to £o vnímame ako) energiu,
a naopak. Pre celkovú relativistickú energiu telesa (vrátane energie pohybu) platí

E = γmc2

a £asová zloºka ²tvorhybnosti vyjadruje práve túto energiu. �tvorvektor hybnosti je teda P µ = (E/c, ~P ),
a jeho ve©kos´ je lorentzovským skalárom,

P µPµ = ... =

(
E

c

)2

− (~P )2 = (mc)2 E2 = (~P )2c2 + (mc2)2

Ako ²tvorvektor sa P µ transformuje medzi sústavami pod©a LTV, £iºe �£asová� zloºka - energia a
�priestorové� zloºky - hybnos´ sa navzájom �prelievajú�, pri£om sa zachováva rozdiel ich kvadrá-
tov. Ekvivalencia hmotnosti a energie má zásadný význam pre pochopenie previazanosti energie a
hybnosti:

energia ⇔ hmotnos´ hybnos´ ⇔ pohybujúca sa hmotnos´

Inerciálny pohyb je v²ak relatívny. Uvedený vz´ah pre energiu pripú²´a aj ²pekuláciu o objektoch
s nulovou hmotnos´ou,

m = 0 E = |~P |c

Ke¤ºe v²ak sú£asne musí plati´ ~P = γm~v a E = γmc2, jedinou moºnos´ou je γ → ∞, £o znamená
v = c. Objekty s nulovou hmotnos´ou by sa teda museli ²íri´ rýchlos´ou c. A naopak, objekty ²íriace
sa priestorom rýchlos´ou v = c musia ma´ nulovú hmotnos´. Na druhej strane ale P µPµ = (mc)2 = 0,
£o vyvoláva pochybností oh©adom fyzikálnej reálnosti takýchto objektov. Viac o tom v kap. II.1.4.

I.2.4 Relativistické pohybové zákony.

Klasická newtonovská mechanika je zaloºená na trojici Newtonových zákonov. Prvý z nich vymedzuje
obor aplikovate©nosti lorentzovských transformácií - inerciálne sústavy. Druhý - zákon sily - formuluje
základnú pohybovú rovnicu klasickej mechaniky

~f =
d~p

dt
= m

d~v

dt
= m~a

18A. Einstein, 1905
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Správny relativistický výraz pre hybnos´ telesa (v laboratórnej sústave S) je v²ak pod©a kap. I.2.3
~P = γ(v)m~v, kde γ(v) závisí od ve©kosti rýchlosti telesa (z poh©adu S). Pôsobením nenulovej sily
v²ak teleso zrých©uje, v = v(t) a teda aj γ = γ(t). Relativistický výraz pre silu je preto

~F =
d~P

dt
=
dγ

dt
m~v + γm

d~v

dt
= ... = γ3m

(~v · ~a)~v

c2
+ γm~a

Na rozdiel od nerelativistickej mechaniky, ~F ↑↑ ~a len ak ~v ↑↑ ~a. V dôsledku toho sa bude pre dvoch
pozorovate©ov S a S ′ vo vzájomnom pohybe sila lí²i´ nielen ve©kos´ou ale aj orientáciou. H©adáme
preto tvar zákona sily invariantný vo£i LTV.

Prvým krokom je zavedenie vlastného £asu telesa (kap. I.2.2) a de�novanie ²tvorzrýchlenia

Aµ =
dUµ

dτ
=
d2xµ

dτ 2
= γ

dUµ

dt
= γ

(
dγ

dt
c ,
dγ

dt
~v + γ~a

)
= ... = γ4

(
~v · ~a
c

,
(~v · ~a)~v

c2
+
~a

γ2

)
Tento nie príli² lákavý výraz ponúka nasledujúce závery:
- pre ~a ‖ ~v prejde na γ4

(
va
c
, ~a
)
,

- v limite malých rýchlostí v � c prejde na
(
~v·~a
c
, ~a
)
,

- platí UµAµ = 0 - ²tvorrýchlos´ a ²tvorzrýchlenie sú ortogonálne.

Pokojová sústava zrých©ujúceho telesa nie je inerciálnou sústavou. Pozorovate© v nej síce vidí teleso
(aj seba) v pokoji, v′ = 0, sám v²ak poci´uje zotrva£nú silu, a jej odpovedajúce vlastné zrýchlenie
~a ′. Ak tomuto telesu v kaºdom okamihu priradíme inerciálnu sústavu S ′ spojenú s ním len pre
daný okamih - akúsi okamºitú pokojovú sústavu19, pohybujúcu sa vo£i laboratórnej sústave S
kon²tantnou rýchlos´oumomentálne sa zhodujúcou s okamºitou rýchlos´ou telesa ~v(t), môºeme medzi
sústavami S a S ′ pouºi´ LTV. Potom pre vlastné zrýchlenie telesa v S ′ platí

a′2 = A′µA′µ A′ = (0,~a ′)

Na druhej strane, pre pozorovate©a v laboratórnej sústave S sa rýchlos´ telesa ~v neustále mení kvôli
zrýchleniu ~a. V kaºdom okamihu pre¬ho platí AµAµ = ... = γ6a2 pre ~a ‖ ~v alebo γ4a2 pre ~a ⊥ ~v.
Pritom ale, ako pre kaºdý ²tvorvektor, musí plati´ AµAµ = A′µA′µ, odkia© dostávame

a′‖ = γ3a‖ a′⊥ = γ2a⊥ γ = γ(v(t))

Inerciálny pozorovate©, neustále prestupujúci z jednej okamºitej pokojovej sústavy telesa S ′ do dru-
hej, môºe teda neobmedzene dlho poci´ova´ napr. kon²tantnú zotrva£nú silu (t.j. ~a ′ = kon²t.), kým
z poh©adu S zrýchlenie telesa ~a postupne klesá do nuly pre v → c (γ →∞).

Ke¤ºe m je lorentzovským invariantom, môºeme ¤alej de�nova´ ²tvorsilu20 Fµ = (F0, ~F) ako

Fµ =
dP µ

dτ
= m

dUµ

dτ
= mAµ

Porovnaním s predchádzajúcimi výrazmi dostávame pre vektorovú zloºku tohto ²tvorvektora
~F = γ ~F . Skalárna zloºka F0 zas o£ividne reprezentuje výkon sily, ke¤ºe odpovedajúca zloºka ²tvor-
hybnosti je P0 = E/c, a platí

F0 =
dP0

dτ
=

dE

c dτ
= mc

dγ

dτ
= mc

(
γ
dγ

dt

)
= ... = mγ4~v · ~a

c
= mA0

19angl. co-moving
20V literatúre nájdeme pre túto veli£inu názov Minkowského sila, a obvykle sa ozna£uje symbolom Kµ (namiesto

tu pouºitého Fµ).
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Ke¤ºe výkon sily je

dE

dt
= ~F · ~v = γ3m

(~v · ~a)(~v · ~v)

c2
+ γm(~v · ~a) = ... = γ3m(~v · ~a)

môºeme ²tvorsilu zapísa´ v tvare Fµ = γ
(
~F ·~v
c
, ~F
)
. Pre ~F ⊥ ~v (£o je napr. prípad dostredivej sily)

je výkon nulový (sila mení iba smer, nie kinetickú energiu pohybu).

Pokia© ide o 3. Newtonov zákon - zákon akcie a reakcie, jeho platnos´ v relativistickej fyzike je
obmedzená na lokálne interakcie, ke¤ sú interagujúce objekty A a B súmiestne. Fyzika v²ak pozná
aj interakcie �na dia©ku�, sprostredkované fyzikálnym po©om (gravita£né, EM, at¤.). Pod©a kap. I.1.3
v prípade nesúmiestnych objektoch je sú£asnos´ relatívnou - nesúmiestne udalosti sú£asné v sústave
S nie sú sú£asnými v S ′. Interakcia �na dia©ku� sa totiº musí ²íri´ kone£nou rýchlos´ou. Newtonovská
poºiadavka ~FA(t) = −FB(t) v týchto prípadoch nie je invariantná vo£i S → S ′. Korektné uchopenie
tohto problému, v zmysle zákona zachovania celkovej hybnosti, musí zahrnú´ aj hybnos´ fyzikálneho
po©a sprostredkujúceho interakciu nesúmiestnych objektov. Tejto otázke sa budeme venova´ v ¤al²ích
£astiach textu.

I.2.5 Relativistická hybnos´ kontinua.

Uvaºujme teraz hmotu spojite rozloºenú v priestore s objemovou hustotou ρ, a ²tudujme pomyselný
nehybný malý objem V o celkovej hmotnosti m

m =

∫
V

ρdV

Predpokladajme ¤alej, ºe na²a hmota môºe vo©ne spojite �vteka´� a �vyteka´� cez plochu povrchu Σ
tohto objemu lokálnou rýchlos´ou ~v. Pri hustote toku21 ~j = ρ~v pripadá na in�nitezimálnu plô²ku
d~Σ tohto povrchu (vektor orientovaný von z objemu) tok ~j · d~Σ, a celkový tok povrchom Σ je

Φ =

∮
Σ

~j · d~Σ =
Gauss

∫
V

∇ ·~j dV

Ak je celkový tok kladný - viac hmoty te£ie v smeroch d~Σ, (£iºe von z objemu) neº naopak, znamená
to, ºe mnoºstvo hmoty v na²om objeme sa zmen²uje

Φ = −dm
dt

= − d

dt

∫
V

ρdV = −
∫
V

∂ρ

∂t
dV

Z rovnosti ©avých strán dostávame rovnos´ podintegrálnych výrazov

∂ρ

∂t
+∇ ·~j = 0

£o je rovnica kontinuity - zákon zachovania �hmoty�. Relativistický prepis do sústavy pohybujúcej
sa vo£i pomyselnému objemu si vyºaduje pomerne pracné transformácie (zahr¬ujúce kontrakciu ob-
jemu). Vidíme v²ak, ºe výrazy cρ a ~j fyzikálne odpovedajú skalárnej a vektorovej zloºke objemovej
hustoty ²tvorhybnosti jµ = (cρ,~j), za predpokladu, ºe ρ = γρ0 a teda aj ~j = γρ0~v (kap. I.2.3), kde
ρ0 je vlastná hustota v jej pokojovej sústave.22 Rovnako premenné t a ~r, pod©a ktorých derivujeme,
sú zloºkami ²tvorvektora xµ, a pomocou LTV vieme ukáza´, ºe

∂

∂(ct′)
= γ

(
∂

∂(ct)
+ β

∂

∂x

)
∂

∂x′
= γ

(
∂

∂x
+ β

∂

∂(ct)

)
21Hustotu toku látky de�nujeme ako mnoºstvo (hmotnos´) látky prete£ené za jednotku £asu jednotkovou plochou.
22Tento argument je konzistentný s de�novaním relativistickej hybnosti γm~v namiesto m~v v kap. I.2.3, resp. zave-

dením derivácií pod©a vlastného £asu τ .
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£o sú opä´ LTV (s oto£eným smerom β). Znamená to, ºe tieto operátory sú tieº zloºkami ²tvorvekto-
rového operátora - ²tvordivergencie ∂µ = ∂

∂xµ
=
(

∂
∂(ct)

,∇
)
, resp. ∂µ = ∂

∂xµ
=
(

∂
∂(ct)

,−∇
)
. Rovnica

kontinuity sa potom dá zapísa´ ako skalárny sú£in ²tvorvektorov,

∂µj
µ = 0

£o je lorentzovský invariant - zákon zachovania platí vo v²etkých inerciálnych sústavách. Ekviva-
lencia hmotnosti-energie navy²e dodáva tomuto zákonu hlb²í význam: Vo fyzikálnych procesoch sa
hmota premie¬a na rôzne formy energie a spätne na rôzne formy hmoty, majúc svoju hybnos´ pri
priestorových transláciách. Zachovávajúcou sa substanciou je teda hmota-energia-hybnos´.

I.3 Relativita elektromagnetizmu.

I.3.1 Transformácie elektromagnetického po©a.

V klasickom elektromagnetizme (EM) je elektrický náboj q zdrojom elektrického po©a ~E, a pohybujúci
sa náboj (elektrický prúd) q~v je zdrojom magnetického po©a ~B. Presnej²ie, náboj je ºriedlom ~E,
a prúd nábojov vytvára vír ~B. Vyjadrené prostredníctvom objemovej hustoty náboja ρ a plo²nej
hustoty prúdu ~j

ρ → ε0∇ · ~E ρ~v = ~j → ε0c
2∇× ~B

kde ε0 je elektrická kon²tanta (parmitivita vákua) - jedna z fundamentálnych kon²tánt fyziky.

O tom, £i sa náboj pohybuje alebo nie, v²ak rozhoduje relatívny pohyb pozorovate©a, ktorý lorent-
zovsky �prelieva� ρ do zloºiek ~j a naopak. Preto, tak ako v kap. I.2.5, aj tu sú cρ a ~j zloºkami
²tvorvektora jµ, sp¨¬ajúceho rovnicu kontinuity

∂µj
µ = 0

Tentokrát v²ak ρ = q
V
namiesto ρ = m

V
, a relativistická kontrakcia objemu V v smere relatívneho

pohybu vyºaduje, aby ρ = γρ0 (ρ0 - vlastná hustota), pri zachovaní lorentzovskej invariantnosti m a
q. Rovnica kontinuity je tu zákonom zachovania elektrického náboja.

Je teda zrejmé, ºe aj polia ~E a ~B sa transformujú navzájom pri zmene pohybového stavu pozoro-
vate©a. Ako príklad skúmajme polia v okolí priameho vodi£a, v ktorom elektrický prúd I prená²ajú
záporné náboje (elektróny) na pozadí kladne nabitej mrieºky. Ak I = 0, tak ~B = 0, a ke¤ºe kladný a
záporný náboj d¨ºkového segmentu vodi£a sú vykompenzované, tak aj ~E = 0. Ak I 6= 0, tak ~B 6= 0, a
navy²e kladný a záporný náboj vodi£a sú v relatívnom pohybe vo£i sebe. Pozorovate© v okolí vodi£a
vtedy vníma vo v²eobecnosti rôzny pohybový stav �re´azcov� kladného a záporného náboja pozd¨º
vodi£a, a teda rôznu mieru ich kontrakcie - £iºe nábojového zhustenia. Kladný a záporný náboj uº
nie sú dokonale vykompenzované, a pozorovate© zaznamená ~E 6= 0.
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Zvo©me si sústavu S pohybujúcu sa pozd¨º vodi£a tak, ºe ve©kosti rýchlostí oboch nábojových re´azcov
(v opa£ných smeroch) sú rovnaké, ~v+ = −~v−. V nej nepozorujeme nábojovú nerovnováhu, a ~E = 0,
tok náboja oboch polarít v²ak generuje ~B 6= 0. Na náboj +q, pohybujúci sa pozd¨º vodi£a v smere
prúdu rýchlos´ou ~u (v S), posobí magnetická Lorentzova sila ~Fm = q~u× ~B, a pri´ahuje ho k vodi£u.
V sústave S ′, pohybujúcej sa vo£i S tou istou rýchlos´ou ~u, je v²ak tento náboj v pokoji, a ~Fm = 0
(hoci ~B 6= 0). Poºadovaný rovnaký silový ú£inok na q v²ak zabezpe£í elektrická Lorentzova sila
~Fe = q ~E v dôsledku nerovnakého nábojového zhustenia (~v+ 6= −~v−) v S ′.

Transforma£né vz´ahy medzi zloºkami ~E a ~B sa naj©ah²ie dajú získa´ z úvahy o doskovom konden-
zátore nabitom plo²ným nábojom ±σ. Pokia© kondenzátor lorentzovsky transformujeme kolmo na
jeho dosky, ich vzájomná vzdialenos´ sa síce skráti, homogénne pole Ex = σ

ε0
medzi nimi, rovnobeºné

s ~ux, to v²ak neovplyvní. Preto

E ′x = Ex £iºe E ′‖ = E‖

Pri transformácii pozd¨º dosiek dôjde k nábojovému
zhusteniu v smere ~ux, preto

E ′⊥ → γE⊥

Navy²e sa v tejto kon�gurácii generuje aj plo²ný prúd
∓γσ~ux a odpovedajúce magnetické pole By = − γσ

ε0c2
vx.

Porovnaním dvoch sústav s rôznymi ux (a analogicky s doskami oto£enými do roviny x−y) dostaneme
napokon transforma£né vz´ahy

E ′y = γ[Ey − β(cBz)] E ′z = γ[Ez + β(cBy)] ~E ′⊥ = γ
[
~E⊥ + (~u× ~B)⊥

]
teda

cB′z = γ[cBz − βEy] cB′y = γ[cBy + βEz] ~B′⊥ = γ
[
~B⊥ − 1

c2

(
~u× ~E

)
⊥

]
Transformáciu B‖ nájdeme z úvahy o dlhom solenoide s d¨ºkovou hustotou závitov n, prúdom I
a po©om Bx = µ0nI. Z poh©adu pozd¨ºne sa pohybujúcej sústavy S ′ sa solenoid skracuje, a teda
n′ = γn, ale aj £as v ¬om plynie pomal²ie, £iºe I = dq

dt
= γ dq

dt′
= γI ′. Vo výsledku

B′x = Bx £iºe B′‖ = B‖

Za pov²imnutie stoja dva ²peciálne (a dôleºité) prípady:

Ak ~B = 0 : ~B′ = − 1
c2

(~u× ~E ′) (pre zaujímavos´ porovnaj s ∂ ~B
∂t

= −∇× ~E)

Ak ~E = 0 : ~E ′ = ~u× ~B′ (pre zaujímavos´ porovnaj s 1
c2
∂ ~E
∂t

= ∇× ~B)

Magnetické pole je teda relativistickým prejavom elektrického po©a - klasický EM je dôsledne relati-
vistický. Aj výraz pre Lorentzovu silu ostáva v platnosti v kaºdej sústave,

~F = q( ~E + ~v × ~B)

pri£om pri lorentzovskej transformácii S ~u→ S ′ sa vektory ~E, ~B transformujú pod©a uvedených vz´a-
hov, a rýchlos´ náboja ~v sa relativisticky skladá s transforma£nou rýchlos´ou ~u. Zavedením ²tvorsily
F µ (kap. I.2.4) dostaneme

~F = γ ~F = γq( ~E + ~v × ~B) γ = γ(v) F0 =
1

c

dE

dτ
=
q

c
γ(~v · ~E)

F0 reprezentuje výkon sily, a nezávisí od ~B - magnetické pole prácu nekoná. Hoci transforma£né
vz´ahy medzi zloºkami ~E, ~B majú tieº ²truktúru LTV, ~E a ~B netvoria ²tvorvektory (nevieme im
priradi´ odpovedajúce skaláry).23

23Relativistickou reprezentáciou EM polí je 4× 4 tenzor EM po©a s nulovou diagonálou, ktorého mimodiagonálne
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I.3.2 Elektromagnetický potenciál.

Alternatívnou reprezentáciou EM po©a sú potenciály ϕ, ~A, dané de�ni£nými vz´ahmi (Dodatok A)

~E = −∇ϕ− ∂ ~A

∂t
~B = ∇× ~A

Ich kombinácia s Maxwellovými rovnicami vedie na

� ~A =
1

ε0c2
~j −∇O �ϕ =

1

ε0

ρ+
∂

∂t
O � =

1

c2

∂2

∂t2
−∇2 O = ∇ · ~A+

1

c2

∂ϕ

∂t

De�ni£né vz´ahy v²ak poskytujú potenciálom tzv. kalibra£nú vo©nos´, pretoºe transformácie

~A→ ~A+∇Λ ϕ→ ϕ− ∂Λ

∂t

nezmenia fyzikálne polia ~E, ~B. Skalárnu funkciu Λ môºeme teda zvoli´ tak, aby sp¨¬ala podmienku
�Λ = 0, a tým dosiahneme

� ~A =
1

ε0c2
~j �ϕ =

1

ε0

ρ O = ∇ · ~A+
1

c2

∂ϕ

∂t
= 0

Vektorové polia ~E, ~B nie sú sú£as´ou ²tvorvektorov. Pomocou transforma£ných vz´ahov pre polia
~E, ~B a de�ni£ných vz´ahov pre ~A, ϕ sa v²ak dá ukáza´, ºe tieto potenciály sú zloºkami ²tvorpoten-
ciálu Aµ = (ϕ/c, ~A). V uvedených výrazoch potom rozpoznáme kombinácie ²tvorvektorov Aµ, jµ a
∂µ, pomocou ktorých dostaneme

�Aµ = (∂µ∂µ)Aµ =
1

ε0c2
jµ ∂µA

µ = 0

£o je relativistický zápis nehomogénnych Maxwellových rovníc pri tzv. Lorenzovej kalibrácii24

∂µA
µ = 0.

Lorentzova sila, pôsobiaca na pohybujúci sa náboj q, vyjadrená pomocou potenciálov je

~F =
d~p

dt
= ... = −q

[
∂ ~A

∂t
+ (~v · ∇) ~A+∇(ϕ− ~v · ~A)

]
= −q

[
d ~A

dt
+∇(ϕ− ~v · ~A)

]

kde sme uváºili, ºe operátor celkovej £asovej zmeny po©a z poh©adu pohybujúceho sa náboja, d
dt
, zah¯¬a

samotnú £asovú zmenu po©a ∂
∂t
aj jeho priestorovú zmenu ~v ·∇ pozd¨º trajektórie náboja. Po úprave

dostaneme
d

dt

(
~p+ q ~A

)
= −∇

[
q(ϕ− ~v · ~A)

]
Výraz v pravej zátvorke predstavuje akúsi zov²eobecnenú potenciálnu energiu náboja (závisiacu aj od
jeho rýchlosti), a ©avá zátvorka je zov²eobecnenou (kánonickou) hybnos´ou, ktorá je sú£tom ki-
nematickej hybnosti (danej pohybom) a EM hybnosti náboja, ktorej fyzikálny význam analyzujeme
v kap. I.3.4.

zloºky sú zloºkami ~E a ~B. Stretnete sa s ním v kaºdej u£ebnici teórie relativity, v tomto texte sa v²ak bez neho
zaobídeme.

24L. Lorenz nie je totoºný s H.A.Lorentzom, autorom LTV.
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I.3.3 Energia a hybnos´ elektromagnetického po©a.

U£ebnicové manipuláce s dynamickými Maxwellovými rovnicami pre vákuum bez nábojov a prúdov

∇× ~E = −∂
~B

∂t
∇× ~B =

1

c2

∂ ~E

∂t

vedú na rovnosti
∂w

∂t
+∇ · ~S = 0 w = ε0

(
E2 + c2B2

2

)
~S = ε0c

2( ~E × ~B)

kde w poznáme ako objemovú hustotu energie EM po©a, a ~S je tzv. Poyntingov vektor vo význame
hustoty toku tejto energie. Uvedená rovnica kontinuity je teda zákonom zachovania energie po©a vo
vákuu. Rovnako ako v prípade predchádzajúcich substancií - hmoty £i náboja (kap. I.2.5 a I.3.1),
aj energia po©a sa lokálne plynule mení a spojite premiest¬uje v priestore. Hustota energie a jej
tok sú zloºkami ²tvorvektora hustoty toku energie - Poyntingovho ²tvorvektora Sµ = (cw, ~S),
sp¨¬ajúceho rovnicu

∂µS
µ = 0

Predstavu o toku energie získame z nasledujúcich príkladov. Vieme, ºe vo vákuu sa EM pole ²íri
ako prie£na vlna, s vektormi ~E ⊥ ~B kolmými na smer jej ²írenia, ktorým je práve smer vektora ~S.
Energia sa v²ak ²íri aj vtedy, ak samotné pole je stacionárne:

Ak uváºime beºný kus priameho valcového vodi£a o polomere a a d¨ºke h,
pretekaného prúdom I vytvárajúcim napä´ový spád U = Eh a magnetické pole
B = I

2πaε0c2
na jeho povrchu, potom tok energie povrchom valca Σ = 2πah je∫

Σ
~S ·d~Σ = ... = UI , £iºe energia spotrebovávaná vo vodi£i na teplo sa do¬ ²íri

z okolia, v smere ~S, nie vnútrom vodi£a. Prúd vo vodi£i transportuje kinetickú,
teda mechanickú (nie EM) energiu. (Detailnej²í výpo£et je v Dodatku B.)

Po£as nabíjania kondenzátora prúdom I narastá medzi jeho kruhovými do-
skami o polomere a vzdialenými od seba h elektrické pole, ∂ ~E

∂t
6= 0, £o je

posuvný prúd generujúci rovnaké magnetické pole ako prúd I, a vektor ~S opä´
smeruje z okolitého priestoru do objemu kondenzátora cez jeho okraje o ploche
Σ = 2πah. Nárast energie po©a v kondenzátore odpovedá toku tejto energie.

�írenie energie teda vo v²eobecnosti nemôºeme stotoºni´ so ²írením po©a £i vlny. Hoci vravíme, ºe
pole je nosite©om energie, jej lokalizácia £i trajektórie v tomto poli sú problematické. Tento záver
bude ma´ zásadný význam v ¤al²ích £astiach textu.

Relativistická ekvivalencia hmotnosti a energie E = γmc2 nazna£uje, ºe tak ako hmotnosti pri-
ra¤ujeme ekvivalentnú energiu, energii EM po©a by sme mali priradi´ ekvivalentnú hmotnos´.25

Hmotnos´-energia je pritom skalárnou komponentou ²tvorvektora hybnosti (kap. I.2.3). Fyzikálny
význam Poyntingovho vektora je teda dvojjediný - ur£uje nielen hustotu toku energie ale aj obje-
movú hustotu hybnosti EM po©a

~g =
~S

c2
gµ =

(w
c
,~g
)

Ekvivalencia hmotnosti a energie je aj ekvivalenciou hybnosti a toku energie. Ke¤ºe Poyntingov
²tvorvektor sp¨¬a rovnicu kontinuity ∂µSµ = 0, a ²tvorvektor hybnosti po©a je gµ = 1

c2
Sµ, splnená

bude aj rovnica kontinuity
∂µg

µ = 0

25Naozaj, ako uvidíme neskôr, podstatnú £as´ hmotnosti atómu tvorí energia vzájomnej interakcie elementárnych
£astíc (kvarkov) tvoriacich atómové jadro, a nie ich samotné hmotnosti. Nejde v²ak len o energiu EM po©a.
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Pre ilustráciu uvaºujme stojaci vagón o hmotnosti M , ktorého stena emituje smerom dovnútra EM
impulz o energii δE. Zo zákona zachovania hybnosti vyplýva, ºe hybnos´ impulzu musí by´ kompen-
zovaná opa£nou hybnos´ou vagónu, Mv, teda

Mv =
δE

c

Poloha ´aºiska sústavy sa v²ak bez pôsobenia vonkaj²ej sily nemôºe zmeni´ ! Obe
poºiadavky budú splnené ak sa za £as δt, ke¤ impulz preletí dráhu cδt, vagón posunie o

δx = vδt =
δE

Mc2
cδt

Presun hmotnosti M je kompenzovaný presunom energie-hmotnosti impulzu. Ke¤ºe v²ak rýchlos´
²írenia EM energie (vo vákuu) je c, takejto hybnosti odpovedá nulová pokojová hmotnos´. O hmotnosti
EM po©a má teda zmysel hovori´ len ako o ekvivalente jeho energie. Potom aj hybnos´ EM po©a
odpovedá presunu energie po©a, a to aj v prípadoch, ke¤ samotné pole je statické (ako v uvedenom
príklade s valcovým vodi£om).

Predpokladajme teraz EM vlnu postupújúcu vákuom v smere osi x, lineárne polarizovanú tak, ºe
~E = (0, Ey, 0) a ~B = (0, 0, Bz), dopadajúcu kolmo na plochu vo©ných nábojov q. Oscilujúca elektrická
zloºka vlny pôsobí na tieto náboje silou qEy a vyvolá ich oscila£ný pohyb v smere ~y o okamºitou
rýchlos´ou vy(t). Magnetická zloºka po©a spôsobí zakrivenie tohto pohybu silou qvyBz do smeru ~x o,
£iºe do smeru ²írenia vlny. Celková Lorentzova sila je

~F = q( ~E + ~v × ~B) = qvyBz ~x
o + q(Ey − vxBz)~y

o

Ke¤ºe pre vlnu vo vákuu platí | ~E| = c| ~B| a |~v| � c, posledný £len v zátvorke môºeme zanedba´. Pre
stredný výkon sily 〈P〉 a jej strednú hodnotu 〈~F 〉 platí26

〈P〉 = 〈~v·~F 〉 = ... = q〈vyEy〉 〈~F 〉 = ... = q〈vyBz〉~x o =
q

c
〈vyEy〉~x o =

1

c
〈P〉~x o =

〈
d~p

dt

〉
EM vlna teda odovzdáva nábojom hybnos´ ~p v smere svojho ²írenia - pôsobí na nábojovú plochu Σ

tlakom ºiarenia |〈
~F 〉|
Σ

=
∣∣∣〈 d~p

Σdt

〉∣∣∣ = dx
dt

∣∣∣〈 d~p
Σdx

〉∣∣∣ = c|〈~g〉|. V¤aka svojej hybnosti vlna koná prácu (na
úkor svojej energie).

I.3.4 Elektromagnetická hybnos´ náboja.

Úvahy z predchádzajúcej kap. I.3.3 sa skomplikujú pridaním elektrických nábojov a prúdov o hus-
totách ρ a ~j do Maxwellových rovníc.27 Obvyklou manipuláciou rovníc dostaneme Poyntingovu
teorému

∂w

∂t
+∇ · ~S + ~E ·~j = 0

kde posledný £len (pribudnuv²í do predchádzajúcej rovnice kontinuity) je objemovou hustotou výkonu
Lorentzovej sily pôsobiacej na náboje a konajúcej mechanickú prácu. Ak vo výraze pre objemovú
hustotu Lorentzovej sily hustoty nábojov a prúdov vyjadríme pomocou polí ~E, ~B, ktoré vytvárajú,
po istej námahe dostaneme

~f = ρ ~E +~j × ~B = ... = ∇ ·
←→
T − 1

c2

∂~S

∂t

ρ = ε0∇ · ~E
~j = ε0c

2∇× ~B − ε0
∂ ~E
∂t

26Dôsledná a realistická analýza by si vyºadovala zapo£íta´ aj útlm pri urých©ovaní nábojov.
27Inými slovami, v kap. I.3.3 sme s EM po©om pracovali akoby so samostatnou entitou, bez oh©adu na jeho pôvod

£i zdroje. Teraz do tohto scenára pridávame náboje a prúdy, ktoré sú samy osebe zdrojmi EM polí.
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kde
←→
T jeMaxwellov tenzor napätia so zloºkami Tij = εo

(
EiEj − 1

2
δijE

2
)
+εoc

2
(
BiBj − 1

2
δijB

2
)
.

Lorentzova sila spôsobuje zmenu mechanickej hybnosti nábojov, ©avá strana tejto rovnice je teda
£asovou zmenou jej objemovej hustoty πmech, £iºe ~f = ∂~πmech

∂t
. Posledný £len v rovnici je zase £asovou

zmenou hustoty hybnosti EM po©a ~g = ε0
~E× ~B (kap. I.3.3). Pre objemovú hustotu celkovej hybnosti

potom platí
∂

∂t
(~πmech + ~g) =

∂~π

∂t
= ∇ ·

←→
T

pri£om £len∇·
←→
T reprezentuje lokálny tok hybnosti (dovnútra in�nitezimálneho objemu) prostredníc-

tvom EM po©a. Fyzikálny význam tenzora napätia je detailnej²ie analyzovaný v Dodatku C. Uvedená
rovnica kontinuity je zákonom zachovania celkovej hybnosti :

EM pole odovzdáva nábojom (mechanickú) hybnos´ bu¤ na úkor vlastnej hybnosti po©a
alebo jej prítokom z okolia.

Opä´ vidíme, ºe hustota toku energie po©a (reprezentovaného Poyntingovým vektorom) je sú£asne
hustotou jeho hybnosti. To ale spôsobuje, ºe táto rovnica sa od predchádzajúcich rovníc kontinuity
lí²i svojou ²truktúrou - skaláry sú nahradené vektorom a vektory tenzorom. Môºeme ju v²ak vníma´
ako úsporný zápis troch �obvyklých� rovníc kontinuity, pre kaºdú j-tu zloºku vektora ~π (ako skalár)
a j-ty riadok tenzora

←→
T (ako odpovedajúci vektor),

∂πj
∂t
−∇ · ~Tj = 0 ~Tj = (Tj1, Tj2, Tj3)

Tieº nás napadne, ºe vektor ~g je relativisticky zviazaný (do ²tvorvektora) s hustotou energie po©a
w, so svojou rovnicou kontinuity ∂w

∂t
+ ∇ · ~S = 0 ako 0-tou zloºkou relativistickej ²tvorice rovníc.

Roz²írením 3× 3 tenzora napätia na 4× 4 tenzor energie-hybnosti-napätia

Θµν =

 w
[
~S/c
]

[c~g]
[
−
←→
T
]
 µ, ν = 0, 1, 2, 3

dostávame relativistickú rovnicu kontinuity28

∂µΘµν = 0

V prípade lineárne polarizovanej rovinnej EM vlny ²íriacej sa vákuom v smere ~x o, ~E = E~y o, ~B = E
c
~z o,

nadobúda Θµν najjednoduch²í moºný tvar

Θµν = ε0E
2


1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Nenulová zloºka Θ11 = Txx odpovedá tlaku ºiarenia z predchádzajúcej kap. I.3.3.

Sústre¤me sa v²ak na k©ú£ový pojem - hustotu hybnosti EM po©a, ~g = ε0
~E × ~B. Tentokrát sú

explicitnými zdrojmi EM po©a skúmané náboje (a prúdy), hybnos´ EM po©a (ako tok energie) teda

28V u£ebniciach elektrodynamiky sa pri odvodzovaní zákonov zachovania obvykle prechádza medzi rovnos´ami pre
objemové/plo²né hustoty a integrálnymi rovnos´ami (vyuºívajúc Gaussovu vetu). Pre £asové derivácie to znamená
prechod od ∂

∂t pre hustoty k d
dt pre objemové/plo²né integrály. Hoci EM je relativistický, dôsledný prístup vyºaduje

zapo£íta´ relativistickú kontrakciu integra£ných objemov/plôch. Zavedením derivácie pod©a vlastného £asu a relativis-
tickej hybnosti (kap. I.2.3) tento problém zanikne.
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musí nejako súvisie´ s hybnos´ou týchto nábojov. Vyuºijúc de�ni£ný vz´ah ~B = ∇× ~A (kap. I.3.2)
zapí²eme ~g ako

ε0
~E × (∇× ~A) = ε0

[
~E(∇ · ~A) + ~A(∇ · ~E)− ~A× (∇× ~E)

]
= ε0

[
~E(∇ · ~A) + ~A

ρ

ε0

+ ~A× ∂ ~B

∂t

]
Ak predpokladáme statické homogénne EM pole a potenciál �xujeme coulombovskou kalibráciou
∇ · ~A = 0, dostávame

~pEM =

∫
~gdV =

∫
~AρdV= q ~A

Tento výraz nazývame EM hybnos´ou náboja q, a jeho fyzikálny zmysel pochopíme z nasledovnej
úvahy: Predpokladajme prstenec o hmotnosti m rovnomerne nabitý nábojom q, v osi ktorého leºí vo-

di£ pretekaný prúdom I. Tento prúd generuje v osovej vzdialenosti r od vodi£a pole
~A(r) v smere prúdu, £iºe rovnaké pole pozd¨º prstenca. Po£as poklesu prúdu z I na
0 je v²ak ∂ ~A(r)

∂t
= − ~E(r) 6= 0. Pole ~E (rovnakej hodnoty pozd¨º prstenca) pôsobí na

prstenec silou ~F = q ~E, a po dobu jeho poklesu t udelí prstencu mechanickú hybnos´

~pmech = q

∫ t

0

~Edt = −q
∫ t

0

∂ ~A(r)

∂t
dt = −q

∫ 0

A

d ~A = q ~A = ~pEM

Prstenec, pôvodne v pokoji, teda získal vypnutím prúdu mechanickú hybnos´ ~pmech na úkor svojej
EM hybnosti ~pEM , ktorú mal v stave pokoja, resp. na úkor hybnosti EM po©a. EM hybnos´ náboja
teda interpretujeme ako hybnos´ väzby po©a a náboja - tzv. minimálnej väzby, ktorá odpovedá
hybnosti EM po©a. Ak by bol prstenec pôvodne v pokoji pri vypnutom prúde, ~pmech = ~pEM = 0,
získal by jeho zapnutím mechanickú hybnos´ proti smeru prúdu, ~pmech = −q ~A, a sú£asne EM hybnos´
~pEM = q ~A (v smere prúdu).

Celková - kánonická hybnos´ nabitého telesa v EM poli (kap. I.3.2) je teda

~pcelk = ~pmech + ~pEM = m~v + q ~A

Prechodom k relativistickému ²tvorvektorovému zápisu dostávame (kap. I.2.4 a I.3.2)

P µ
celk = mUµ + qAµ

kde 0-tá zloºka odpovedá relativistickej energii roz²írenej o potenciálnu energiu náboja (£iºe väzbu
náboja na skalárnu zloºku po©a),

P 0
celk =

1

c

[
γmc2 + qϕ

]
Pri takých kon�guráciách EM po©a, v ktorých sa sústava nábojov nachádza na uzavretých krivkách
vektora ~A, sa jej EM hybnos´ mení na EM moment hybnosti: Ak by v na²om príklade namiesto
priameho vodi£a bol v osi nabitého prstenca tenký dlhý solenoid s po©om ~B (pozd¨º osi prstenca),
mimo solenoidu v miestach nábojov by síce bolo ~B = 0, ale vektor ~A 6= 0 by sa uzatváral do kruºnice
pozd¨º prstenca. Nabitý prstenec o polomere r by mal EM moment hybnosti ~r×q ~A. Po£as vypínania
prúdu v solenoide by ~E(r) = −∂ ~A(r)

∂t
6= 0 pozd¨º prstenca vyvolalo jeho rotáciu - mechanický moment

hybnosti. Celkový moment hybnosti by sa pritom opä´ zachovával.

I.3.5 �o je to vlastne hybnos´?

Newtonovská mechanika viaºe pojem hybnos´ na pohyb hmotných objektov. Aj v prípade hmoty
rozloºenej do kontinua sme schopní identi�kova´ jej pohyb, a ni£ na tom nemení ani relativistická
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korekcia na vlastný £as pohybujúcej sa hmoty, m~v (£i ρ~v) → γm~v. Relativistická ekvivalencia hmot-
nosti a energie v²ak klasickým vnímaním hybnosti uº zatrasie, najmä ak ide o energiu po©a ²íriacu sa
rýchlos´ou c, £iºe po©a bez pokojovej hmotnosti. V prípade EM po©a ako nosite©a energie (schopnosti
kona´ mechanickú prácu na nábojoch) sme identi�kovali hybnos´ ako tok jeho energie. V prípade
energie po©a ²íriacej sa priestorom formou vlny hybnos´ po©a stotoº¬ujeme s hybnos´ou vlny. Pre-
zentovali sme v²ak aj situácie, ke¤ obe zloºky EM po©a sú statické, a energia po©a sa napriek tomu
²íri.29 Takáto �skrytá� hybnos´ pritom plnohodnotne vstupuje do zákona zachovania celkovej hyb-
nosti. Vo v²eobecnosti teda hybnos´ po©a nie je viazaná na pohyb po©a. Jediným nespochybnite©ným
je tvrdenie, ºe

hybnos´ je tokom energie.

V prípade telesa s nenulovou hmotnos´ou môºeme jeho energiu lokalizova´ do jeho objemu, a tok
energie stotoºni´ s jeho pohybom. Priestorová lokalizácia energie po©a je v²ak vo v²eobecnosti proble-
matická, a na �mapovanie� pohybu energie po©a máme k dispozícii len abstraktný objekt - Poyntingov
vektor ~S.

Hybnos´ a energia sú v²ak relativistivky zviazané - £o je pre jedného pozorovate©a energiou, pre
druhého je jej tokom, teda hybnos´ou. Tvrdenie, ºe hybnos´ je tokom energie, preto nemôºeme
povaºova´ za jej de�níciu.30 Skúsme si preto poloºi´ otázku, £o je to energia. V prípade po©a je
energia prejavom jeho existencie - prázdny priestor bez po©a je priestorom bez energie. Pre teleso
s nenulovou hmotnos´ou je táto energia ekvivalentom jeho hmotnosti - absencia pokojovej energie
telesa je teda absenciou telesa samotného. Platí, ºe

energia je prejavom bytia a hybnos´ je jeho tokom.

Takáto de�nícia v²ak nesp¨¬a lorentzovskú symetriu: Vz´ah energie a hybnosti je ekvivalentný vz´ahu
£asu a priestoru. �as je sú£as´ou jednotného £asopriestoru, rovnocennou s priestorom. Pretrvávanie
bytia v £ase je jeho tokom pozd¨º £asovej súradnice, ekvivalentným toku priestorom. Lorentzovská
de�nícia teda znie, ºe

energia-hybnos´ je tokom bytia v £asopriestore.

Ak bytie (existenciu) ur£itej �lorentzovskej� substancie kvanti�kujeme veli£inou X µ, a o£akávame jej
kvantitatívne zachovávanie, musí plati´

∂µX µ = 0

Na²e mentálne nastavenie lorentzovskú symetriu (a teda ani fyziku) celkom nere²pektuje - tok pries-
torom vnímame ako pohyb, kým tok £asom ako pretrvávanie.31 Z poh©adu teórie relativity sú v²ak
tieto pojmy lorentzovsky symetrické (prostredníctvom lorentzovskách transformácií sa pohyb �pre-
lieva� do pretrvávania, a naopak). Tok (v zmysle pohyb) bytia £asopriestorom môºeme teda spokojne
nazýva´ aj pretrvávaním bytia pri translácii v £asopriestore. V matematickej fyzike zaujíma význa£né
miesto tzv. Noetherovej teoréma,32 pod©a ktorej kaºdej spojitej symetrii prislúcha ur£itá zacho-
vávajúca sa veli£ina. Ak je fyzikálny systém symetrický vo£i posuvu na £asovej osi, zachováva sa
jeho (celková) energia.33 Ak je systém symetrický vo£i posúvaniu priestorovej súradnice (£o je ekvi-
valentné jeho pohybu vzh©adom na súradnicový systém), zachováva sa (po£as posúvania) príslu²ná
zloºka jeho hybnosti. Napokon, tieto pravdy vieme vy£íta´ aj z jednej z Hamiltonovych rovníc
(základných rovníc klasickej teoretickej mechaniky),

dpj
dt

+
∂H

∂qj
= 0

29Pripome¬me, ºe EM vlna ku svojmu ²íreniu vyºaduje £asovú zmenu oboch zloºiek po©a.
30Nie je moºné de�nova´ pojem pomocou jeho samotného.
31Pre na²e zmyslové vnímanie a evolu£ne podmienené mentálne nastavenie je jednota £asopriestoru absurditou. Ak

v²ak dôverujeme experimentálnym faktom a dôverujeme fyzike, potom si musíme prizna´, ºe na²e zmysly a mozog nás
ob£as klamú, ºe ur£ité �veci� a javy sú len ilúziou, a ºe objektívny fyzický svet je trochu iný neº ako ho vnímame.

32pomenovaná pod©a matemati£ky Emmy Noether
33Celková energia systému sa môºe meni´ len interakciami s okolitým svetom. Systém bez takýchto interakcií je

stacionárny.
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kde H je klasický hamiltonián, reprezentujúci energiu systému (H = E), a qj, pj sú zov²eobecnená
súradnica a k nej príslu²ná zloºka hybnosti. Ak sa hamiltonián - energia telesa nemení po£as trans-
portu pozd¨º súradnice qj (£iºe ak je jeho bytie symetrické vzh©adom na jeho presun), nemení sa jeho
hybnos´.34

V nasledujúcich £astiach textu zistíme, ºe v mikrosvete pojem pohyb stráca zrete©ný klasický obsah,
£o sa prejaví na nejasnom význame �kvanti�kátorov� pohybu, akými sú poloha, hybnos´, moment
hybnosti £i kinetická energia. Vy²²ie uvedené úvahy a závery nám umoº¬ujú sformulova´ v²eobecnej-
²ie, ale aj abstraktnej²ie de�nície týchto pojmov:

Energia objektu je mierou pretrvávania jeho bytia pri posuve £asu.

Hybnos´ objektu je mierou pretrvávania jeho bytia pri posuve priestoru.

Moment hybnosti objektu je mierou pretrvávania jeho bytia pri rotácii priestoru.

V týchto formuláciách �sedíme na telese� a hýbeme £asopriestorom. Môºeme v²ak zmeni´ uhol po-
h©adu, �presadnú´ si� do laboratórnej sústavy a pozorova´ pohyb a �stárnutie� telesa.

I.4 Od ²peciálnej relativity ku v²eobecnej.

I.4.1 Princíp ekvivalencie.

Zákony EM a ²peciálnej teórie relativity nám nedovo©ujú uvaºova´ o okamºitom pôsobení na dia©ku.
Ak dve od seba vzdialené telesá na seba navzájom silovo pôsobia (pod©a Newtonových zákonov),
musí existova´ entita, ktorá toto pôsobenie sprostredkúva - silové pole. V prípade Lorentzovej sily
ide o EM pole, vzájomné pri´ahovanie hmotných telies sa deje prostredníctvom gravita£ného po©a,
pri£om zdrojom tohto po©a je hmotnos´/energia. Pod©a Newtonovho gravita£ného zákona je
silové pôsobenie gravita£ného po©a telesa o hmotnosti M na teleso o hmotnosti m vo vzdialenosti r

~F = −κNmM
r2

~r 0 = −m∇φ(~rm) = m~g(~rm)

kde κN je Newtonova gravita£ná kon²tanta, a

φ(~r) = −κNM
r

~g(~r) = −∇φ(~r)

sú potenciál a intenzita tohto gravita£ného po©a, odpovedajúca gravita£nému zrýchleniu. Pre obje-
movú hustotu hmotnosti ρ(~r) (ako ºriedla gravita£ného po©a) platí

−∇ · ~g(~r) = ∇2φ(~r) = 4πκNρ(~r)

Problémom tohto zákona (z poh©adu teórie relativity) v²ak ostáva okamºité pôsobenie na dia©ku.35

Zásadný obrat v chápaní gravitácie prinieslo poznanie, ºe tá istá hmotnos´, ktorá je zdrojom gravi-
tácie, je aj zdrojom �odporu� vo£i zrých©ovaniu.

34Táto rovnica silno pripomína rovnicu kontinuity, len veli£iny sú prehodené. Tentokrát nesledujeme statický po-
myselný objem a úbytok energie z neho na úkor jej výtoku, ale pohybujúci sa pomyselný objem, ktorý spoma©uje ak
po£as presunu naberá energiu, a zrých©uje ak sa jej zbavuje.

35Je to prípad analogický s Coulombovým zákonom v elektrostatike, kde rie²ením je roz²írenie na elektrodynamiku,
zahr¬ujúcu magnetické pole. Rie²enie pre gravita£né pole ukáºeme v kap. I.4.3.
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Gravita£ná a zotrva£ná hmotnos´ sú ekvivalentné.36

Dôsledkom tejto rovnosti je, ºe pozorovate© v kabíne zrých©ujúcej nahor so zrýchlením ~a v beztiaºo-
vom stave (napr. kozmonaut na vesmírnej lodi) nedokáºe rozlí²i´ svoj stav od stavu v kabíne v pokoji
v gravita£nom poli, ak ~a = −~g - v oboch prípadoch pôsobí rovnakým tlakom na podlahu. Zrých©u-
júca sústava je neinerciálna, a z poh©adu inerciálneho pozorovate©a v laboratórnej sústave je tlak
kozmonauta na stenu zrých©ujúcej kabíny spôsobený zotrva£nou pseudosilou. V zmysle uvedenej ek-
vivalencie sa potom za pseudosilu môºe povaºova´ aj gravita£ná sila. V tomto duchu je sformulovaný
Einsteinov princíp ekvivalencie:

Gravita£né pole je ekvivalentné zrých©ujúcej sústave - môºeme ho vytvori´ alebo zru²i´ zrýchlením.

Sústava vo©ne padajúca v gravita£nom poli je teda inerciálnou sústavou.37

Pozorovate© v nej nedokáºe svoj stav odlí²i´ od stavu pokoja, t.j. vo©ne sa vzná²a, akoby na¬ho nepô-
sobili ºiadne sily.38 Relatívnos´ gravitácie/zrýchlenia dokumentuje aj nasledovná situácia: Lú£ svetla
preniká zboku do zrých©ujúcej kabíny (obr.), a z poh©adu laboratórnej sústavy S sa ²íri priamo£iaro.
Z poh©adu neinerciálneho pozorovate©a S' v kabíne sa v²ak lú£ zakrivuje akoby
gravita£ne padal. Vieme pritom, ºe svetelný lú£ sa (v rovnorodom prostredí) ²íri
po najkrat²ej dráhe - znamená to, ºe priestor zrých©ujúcej kabíny je z poh©adu
pozorovate©a S' zakrivený. Pod©a princípu ekvivalencie to isté platí o gravita£nom
poli - gravitácia zakrivuje samotný priestor.

Relatívnu zakrivenos´ priestoru v zrých©ujúcej sústave dokumentuje aj tzv.
Ehrenfestov paradox: Laboratórny pozorovate© pozoruje relativistickú
kontrakciu d¨ºky L = L′/γ meradiel pripevnených na obvode rovnomerne
rotujúceho disku (obr.), v porovnaní s ich vlastnou d¨ºkou L′. Na druhej
strane, polomer disku R je kolmý na obvodovú rýchlos´ rotácie, a teda je
pre oboch pozorovate©ov rovnaký. Pre obvod disku teda (z poh©adu S) platí
l = γ2πR, £iºe rotujúci disk - neinerciálna sústava s dostredivým zrýchlením
- má zakrivenú geometriu.

Ako uvidíme ¤alej, zrýchlenie/gravitácia deformuje nielen priestor ale aj £as. LTV, platné medzi
inerciálnymi sústavami, uº nemoºno mechanicky pouºi´ pri transformáciách do/z neinerciálnej sú-
stavy. Úlohou v²eobecnej teórie relativity je preto nájs´ taký opis fyzikálnych procesov, ktorý
zrovnopráv¬uje v²etkých pozorovate©ov, nielen tých inerciálnych.

I.4.2 Metrika zakriveného £asopriestoru.

Zakrivenie £asopriestoru vyjadrujeme zmenou metriky oproti Minkowského metrike plochého £aso-
priestoru (kap. I.1), v ktorej pre vzdialenos´ dvoch udalostí platí

(∆s)2 = (c∆t)2 − (∆~r)2

Potreba zmeny vyplýva uº z newtonovskej fyziky. Predpokladajme kabínu o vý²ke h ²tartujúcu v £ase
t = 0 zo zeme z = 0 so zvislým zrýchlením ~g (obr.). Zdroj Z (na strope) vysiela nadol sériu svetelných

36Hoci sa touto otázkou zaoberal uº I. Newton a ¤al²í fyzici, význam tejto ekvivalencie pochopil aº A. Einstein.
37Predstavte si, ºe sedíte v ºelezni£nom vagóne bez okien. Ako zistíte, £i va²a pokojová sústava je alebo nie je iner-

ciálnou, ke¤ ste v nej (z de�nície) v pokoji? Skúmate, £i poci´ujete horizontálny tlak resp. ´ah od operadla - zotrva£nú
pseudosilu. To isté platí aj vo vertikálnom smere, akurát ºe na tlak od podlahy sme zvyknutí a neuvedomujeme si ho.

38Kozmonaut v beztiaºovom stave v skuto£nosti padá vo©ným pádom. V beºnom ºivote sme na gravita£né pôsobenie
zvyknutí, nami poci´ovaný stav pokoja v²ak nie je stavom bez silového pôsobenia.
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pulzov v £asoch tZ , tZ + ∆tZ , ..., a detektor D (na podlahe) ich prijíma v £asoch
tD, tD + ∆tD, ... (pre jednoduchos´ predpokladajme tZ = 0 a malé rýchlosti, takºe
relativistickú dilatáciu £asu a kontrakciu d¨ºky môºeme zanedba´). Pre okamºité
polohy zdroja a detektora v rôznych £asoch platí

zD(t) =
1

2
gt2 zZ(t) =

1

2
gt2 + h

zZ(tZ)− zD(tD) = ctD ∼= h zZ(tZ + ∆tZ)− zD(tD + ∆tD) = c[tD + ∆tD − (tZ + ∆tZ)]

Kombinovaním (predpokladajúc krátke periódy pulzov, ∆t2Z,D → 0) dostávame

∆tD = ∆tZ

(
1− gh

c2

)
Pre pozorovate©a D teda medzi dvoma po sebe idúcimi pulzmi ubehol krat²í £as neº pre pozorovate©a
Z. Pre frekvencie svetla νZ,D ∼ 1/∆tZ,D v zrých©ujúcej kabíne to znamená dopplerovský posuv spektra
medzi zdrojom Z a prijíma£om D na opa£nom konci kabíny. Pod©a princípu ekvivalencie to platí aj
pre kabínu v pokoji v gravita£nom poli, pri£om gh = |φZ−φD|, £o je rozdiel gravita£ných potenciálov.

�as plynie pomal²ie v silnej²om gravita£nom poli

so zápornej²ím potenciálom φD (pamätajme, ºe φ(r) < 0, φ(∞)
!

= 0).39 Táto skuto£nos´ sú£asne
limituje platnos´ jedného zo základných postulátov ²peciálnej relativity:

Pre neinerciálne sústavy je rýchlos´ c je invariantom len lokálne!

Ak teda máme teleso Z o hmotnostiM a polomere R so ºiariacim povrchom (φ(R) = −κNM
R

), detektor
D vo ve©kej vzdialenosti od jeho povrchu (φ(∞)→ 0) nameria gravita£ný £ervený posuv

νD = νZ

(
1 +

φ(R)

c2

)
= νZ

(
1− κNM

Rc2

)
Ako vidíme, kvôli korekcii na £asový interval ∆t

(
1 + φ

c2

) ∼= ∆t
√

1 + 2φ
c2

má £asopriestorový interval
v newtonovskej metrike tvar

∆s2 =

(
1 +

2φ

c2

)
c2∆t2 −∆r2

Na tomto príklade vidíme, ako sa prítomnos´ gravita£ného po©a premieta do deformácie metriky £a-
sopriestoru. Opis gravita£ného po©a teda môºeme úplne nahradi´ opisom metriky a jej £asopriestoro-
vých variácií. Na metriku £asopriestoru potom nahliadame ako na ostatné druhy polí (napr. EM pole).
Zakrivenie £asopriestoru v²ak ovplyv¬uje charakter pohybových rovníc, obsahujúcich £asopriestorové
derivácie. Tie totiº reprezentujú (in�nitezimálne) zmeny dynamických premenných pozd¨º £asopries-
torových súradníc, a ak sa pozd¨º nich mení aj samotný £asopriestor, príslu²né derivácie musia takúto
zmenu zahrnú´.40 Pohyb telesa pod vplyvom gravitácie - vo©ný pád - sa potom stáva inerciálnym
pohybom po najkrat²ej dráhe, tzv. geodetike, danej £asopriestorovým zakrivením. Sú£asne v²ak
kaºdý hmotný objekt (látka aj pole) svojou hmotnos´ou/energiou vplýva na toto zakrivenie.

Hmota zakrivuje £asopriestor, a zakrivenie £asopriestoru ovplyv¬uje pohyb hmoty.

Deformácia metriky, vyvolaná pohybujúcou sa hmotou, sa môºe
²íri´ priestorom (lokálnou) rýchlos´ou c ako prie£ne polarizovaná
gravita£ná vlna, s dvoma nezávislými módmi kvadrupólovej
polarizácie (obr.).

39Naozaj, s narastajúcou nadmorskou vý²kou na povrchu Zeme pozorujeme zrých©ovanie chodu hodín - £asu, pri-
bliºne o 1ns za de¬ na kaºdých 100m nadmorskej vý²ky.

40Máme na mysli náhradu �oby£ajných� derivácii tzv. kovariantnými deriváciami. Ich technické detaily sú nad
rámec tohto textu.
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I.4.3 Gravita£né Maxwellove rovnice.

Analógia medzi Coulombovým zákonom v elektrostatike a Newtonovým gravita£ným zákonom,
s hmotnos´ou v úlohe gravita£ného náboja, je neprehliadnute©ná (s jediným rozdielom neexis-
tencie záporného gravita£ného náboja). V kap. I.3.1 sme ukázali, ºe elektrické a magnetické polia
sa relativisticky transformujú jedno do druhého. Vieme tieº, ºe prie£ne EM vlny sa môºu ²íri´ len
v¤aka neustálej vzájomnej premene elektrickej a magnetickej energie. A napokon vieme uº aj to, ºe
gravita£né vlny sa ²íria prázdnym priestorom obdobne ako EM vlny. Skúmajme teda túto analógiu
hlb²ie.

Uvaºujme dvojicu paralelných (nekone£ne) dlhých homogénnych hmotných ty£í A,B s pokojovými
d¨ºkovými hustotami ρA, ρB vo vzájomnom pozd¨ºnom pohybe kon²tantnou rýchlos´ou ~v, a testo-
vací objekt hmotnosti m, umiestnený symetricky medzi ty£ami a v k©ude vo£i ty£i B (obr.). Pred-
pokladajme, ºe gravita£né pôsobenie oboch ty£í na testovací objekt je vzájomne vykompenzované.
(Ide o analógiu úlohy z kap. I.4.3.)

V sústave S (spojenej s ty£ou B a testovacím objektom) rovnováha síl ~FA = −~FB znamená ρB = γρA
(γ > 1), kvôli relativistickej kontrakcii d¨ºky pohybujúcej sa ty£e A. (Pokojová hustota ty£e A teda
musí by´ γ-krát men²ia oproti ty£i B.) V sústave S' spojenej s ty£ou A potom platí

FA ∼ ρA =
ρB
γ

FB ∼ γρB = γ2ρA ⇒ FB 6= FA

Rovnováha síl musí v²ak existova´ aj v tejto sústave, £o si vyºaduje existenciu dodato£nej sily ~F ∗

závislej od rýchlosti ~v. Kvôli analógii s EM prípadom túto silu nazývame gravitomagnetickou.
Gravita£ná sila má teda dva zdroje - gravitoelektrické pole o intenzite ~Eg = ~g (�²tandardné�
pole newtonovskej gravitácie) generované hmotnos´ou, a gravitomagnetické pole ~Bg generované
pohybujúcou sa hmotnos´ou (ako analóg magnetickej indukcie ~B).41 Kombinovaním LTV pre trans-
formácie síl a rýchlostí vieme celkovú gravita£nú silu pôsobiacu na objekt o hmotnosti m, pohybujúci
sa (v danej referen£nej sústave) rýchlos´ou ~u v gravita£nom poli tvorenom hmotou pohybujúcou sa
rýchlos´ou ~v, vyjadri´ v lorentzovskom tvare

~F = m( ~Eg + ~u× 4 ~Bg) ~Bg =
~v

c2
× ~Eg ~Eg = ~g =

~FNewton
m

kde faktor 4 je korekcia na malé zakrivenie £asopriestoru, ktoré ²peciálna relativita nezahr¬uje.42

Pre statické rozloºenie hmoty s hustotou ρ platia vz´ahy (odpovedajúce newtonovskej gravitácii a
analogické s elektrostatikou)

∇ · ~Eg = −4πκNρ ∇× ~Eg = 0
∂ ~Eg
∂t

= 0

41Jedným z dôsledkov gravitomagnetizmu je absencia vzájomného pri´ahovania paralelných svetelných lú£ov - gra-
vitomagnetická sila (pri rýchlosti c) presne kompenzuje vzájomné (gravitoelektrické) pri´ahovanie energie. Naopak,
dráhy antiparalelných lú£ov sa navzájom ovplyv¬ujú.

42Tieto vz´ahy sa dajú odvodi´ z linearizovanej Einsteinovej rovnice gravita£ného po©a (základnej rovnice v²e-
obecnej teórie relativity - diferenciálnej rovnice pre metriku £asopriestoru, zakrivovanú hmotou/energiou) v príslu²nej
limite (a kalibrácii).
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Lorentzovskými transformáciami tohto statického po©a (kap. I.4.3) dostávame rovnice pre gravita£né
pole tvorené hmotou pohybujúcou sa rýchlos´ou ~v - tzv. gravita£né Maxwellove rovnice

∇ · ~Eg = −4πκNρ ∇ · ~Bg = 0 ∇× ~Eg = −∂
~Bg

∂t

∇× ~Bg = −4πκN
c2

~j +
1

c2

∂ ~Eg
∂t

kde ~j = ρ~v

Od rovníc EM po©a sa lí²ia len záporným znamienkom pred zdrojmi ρ,~j, tvoriacimi ²tvorvektor
jµ = (cρ,~j), £o odzrkad©uje vzájomné pri´ahovanie hmotností (na rozdiel od odpudzovania nábojov
rovnakej polarity). Rovnako ako v EM prípade, kombináciou týchto rovníc dostávame vlnové rovnice

� ~Eg = −4κN

(
∇ρ+

1

c2

∂~j

∂t

)
� ~Bg =

4κN
c2

(
∇×~j

)
£o pri absencii zdrojov ρ,~j vedie na homogénne rovnice s rie²eniami v tvare gravita£ných v¨n s gra-
vita£ným Poyntingovým vektorom, hustotou energie vlny a zákonom zachovania celkovej energie
hmoty a po©a/vlny43

~Sg = − c2

4πκN
( ~Eg × ~Bg) wg = − 1

8πκN
(E2

g + c2B2
g)

∂wg
∂t

+∇ · ~Sg = − ~Eg ·~j

Rovnica kontinuity pre hybnos´ vlny je zákonom zachovania celkovej hybnosti hmoty a po©a/vlny

∂

∂t

(
~Sg
c2

)
+∇ ·

←→
Tg = −(ρ ~Eg +~j × ~Bg)

kde
←→
Tg je 3×3 Maxwellov tenzor napätia po©a (vlny) - jeho zloºky sú Θjk

g -zloºkami tenzoru energie-
hybnosti po©a

Θµν
g =

(
wg ~Sg/c
~Sg/c

←→
Tg

)
v úplnej analógii s EM prípadom z kap. I.3.4. Treba v²ak pripomenú´, ºe maxwellovská limita je
limitou plochého £asopriestoru, a spadá do oboru ²peciálnej relativity. Vo v²eobecnej teórii relativity
sa energia gravita£ného po©a/vlny premieta do zakrivenia £asopriestoru, a silová interakcia s hmotou
do vo©ného pohybu hmoty po geodetikách. V tomto zmysle nedochádza k transféru energie-hybnosti
medzi po©om a hmotou - gravita£ná sila neexistuje, a teda Θµν

g = 0. Môºeme to interpretova´ tak, ºe
energia-hybnos´ po©a/vlny Θµν

g , vystupujúca v scenári s plochým £asopriestorom, sa spotrebuje na
jeho zakrivenie.

43Záporné znamienka na pravých stranách odráºajú gravita£né pri´ahovanie a poºiadavku nulovej potenciálnej
energie v nekone£nej vzdialenosti od zdrojov.
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CESTA KU KVANTOVEJ FYZIKE

II.1 Fotón.

II.1.1 �írenie svetla ako interferencia v¨n.

Na²u cestu ku kvantovej povahe fyzikálnej reality za£neme rýdzo klasickými úvahami o ²írení svetla.1

Z u£ebníc geometrickej optiky vieme, ºe lú£ svetla sa z medzi miestami A a B v opticky homogénnom
prostredí ²íri po priamke, a vo v²eobecnosti (v prostredí s meniacim sa indexom lomu) po trajek-
tórii, ktorej odpovedá najkrat²í £as. Na druhej strane, z vlnovej mechaniky (a svetlo je vlna) poznáme

Huygensov princíp, pod©a ktorého kaºdý bod vlnoplochy (mnoºiny bodov
s rovnakou fázou vlny) je zdrojom sekundárnej vlny (obr.), pri£om tieto
sekundárne vlny navzájom interferujú. �íriace sa vlnenie je výsledkom
(kon²truktívnej aj de²truktívnej) interferencie sekundárnych v¨n. Takýto
scenár je predstavite©ou realitou pri vlnení hmotných prostredí (napr.
na vodnej hladine). Interferen£né obrazce v²ak pozorujeme aj pri svetle
²íriacom sa vákuom, a to na detektoroch (tienidlách) za ²trbinami
v nepriesvitných prekáºkach. Aj ²írenie svetelného lú£a po priamke si
takto dokáºeme vysvetli´ ako kon²truktívnu interferenciu dráh d¨ºkovo
sa lí²iacich od priamej o menej neº polovinu vlnovej d¨ºky λ (pojem lú£
zah¯¬a tieto dráhy v limite λ → 0), bez príspevkov od zakrivenej²ích
dráh, ktoré navzájom interferujú de²truktívne (obr.).

Stále sa v²ak môºeme pýta´, £i sa svetlo ²íri z A do B naozaj po v²et-
kých moºných dráhach, alebo ide len o matematický �výpo£tový trik�.
Uvaºujme preto rovinnú svetelnú vlnu dopadajúcu ²ikmo na zrkadlo, a
detektor snímajúci intenzitu odrazeného svetla.

Na detektor D dopadajú lú£e odrazené len od
malej plô²ky zrkadla, v súlade so zákonom
odrazu (a). Ak teda zvy²ok zrkadla pokry-
jeme absorp£nou vrstvou (v²etko dopadajúce
svetlo pohltí), intenzita svetla snímaná de-
tektorom sa nezmení (b). Ak v²ak táto vrstva
bude tvori´ mrieºku s otvormi s periódou λ (c), intenzita detegovaného svetla sa zmení (zvý²i alebo
zníºi, pod©a posuvu mrieºky po zrkadle). Vysvetlením je, ºe svetlo sa naozaj ²íri po v²etkých moºných
dráhach, a vytvorením vhodnej mrieºky sme zamedzili de²truktívnej interakcii navzájom blízkych
dráh. Detektor preto prijíma oproti predchádzajúcim prípadom prebytok navzájom interferujúcich
lú£ov z rôznych smerov (s nejakým fázovým posuvom vo£i lú£u odrazenému pod©a zákona odrazu).

1Kvôli názornosti budeme hovori´ o svetle, máme v²ak na mysli ²írenie EM v¨n vo v²eobecnosti.
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Pripome¬ne, ºe podstatou interferencie svetla je s£ítavanie okamºitých výchyliek oscilujúcich polí
~E(~r, t) jednotlivých interferujúcich v¨n (s oh©adom na ich fázy), a nie ich intenzít. Výsledné elek-
trické pole v kaºdom mieste (lineárneho prostredia) je totiº superpozíciou jednotlivých zloºiek,
~E(~r, t) =

∑
j
~Ej(~r, t). Intenzita svetla v danom mieste je potom úmerná energii po©a, I ∼ | ~E|2.

V prípade interferencie dvoch zloºiek rovnakej frekvencie platí

~E1(~r, t) = ~E1e
i(~k1·~r−ωt−ϕ1) = ~E1e

i(ϕ1(~r)−ωt) ~E2(~r, t) = ~E2e
i(ϕ2(~r)−ωt)

I(~r) ∼
∫ ∣∣∣ ~E1(~r, t) + ~E2(~r, t)

∣∣∣2 dt =

∫
~E∗(~r, t) · ~E(~r, t) dt = ...

I(~r) ∼
∣∣∣ ~E1(~r)

∣∣∣2 +
∣∣∣ ~E2(~r)

∣∣∣2 + 2 ~E1(~r) · ~E2(~r) cos[ϕ1(~r)− ϕ2(~r)]

Ak ~E1(~r) ⊥ ~E2(~r), k ºiadnej interferencii nedochádza, a I(~r) = I1(~r) + I2(~r). Pre ~E1(~r) ‖ ~E2(~r) platí

I(~r) = I1(~r) + I2(~r) + 2
√
I1(~r)I2(~r) cos[ϕ1(~r)− ϕ2(~r)]

Výsledná intenzita svetla sa teda interferenciou zosil¬uje alebo zoslabuje, v závislosti od fázového
rozdielu ∆ϕ(~r) = ϕ1(~r)− ϕ2(~r),

interf. maximá pri ∆ϕ = 2kπ inter. minimá pri ∆ϕ = (2k + 1)π k = 0, 1, 2...

Pojem intenzita teda pre nás má zmysel len pre výsledok interferencie. Treba tieº zdôrazni´, ºe pre
pozorovanie ostrých interferen£ných efektov (t.j. jasného rozdielu medzi kon²truktívnou a de²truk-
tívnou interferenciou) je potrebné dostato£ne koherentné, teda monochromatické svetlo. Rozdiely
fáz interferujúcich zväzkov sú totiº ur£ené vlnovou d¨ºkou svetla. Pre nemonochromatické svetlo sa
interferen£né minimá jednej vlnovej d¨ºky prekrývajú s maximami inej.

Uvaºujme teraz plo²ný fotodetektor - zariadenie konvertujúce lokálnu intenzitu dopadajúceho svetla
(tok EM energie na dané miesto plochy detektora) do ur£itej formy záznamu - �£iary� (priradenej
k tomuto miestu) o vý²ke úmernej detegovanej intenzite svetla. �Mapa�
detegovanej intenzity po prechode svetla sústavou ²trbín pozostáva zo
sústavy miest vysokej intenzity dopadajúceho svetla (v dôsledku mno-
holú£ovej kon²truktívnej interferencie), oddelených tmavými miestami
(Dodatok D). Nulová alebo mizivá detegovaná intenzita pritom nie je
dôsledkom nedostupnosti týchto miest lú£mi z jednotlivých ²trbín, ale
dôsledkom dokonalej de²truktívnej interferencie lú£ov zo v²etkých ²trbín.
Zakrytím ktorejko©vek zo ²trbín totiº ovplyvníme v²etky miesta �mapy�.

II.1.2 Interferujúci fotón.

Vý²ka celého interferen£ného obrazca na sústave ²trbín z kap. II.1.1 sa ²káluje s výkonom zdroja
svetla - pri polovi£nom výkone je polovi£ná vý²ka v²etkých £iar. Ak v²ak nastavíme výkon zdroja
svetla na mizivú úrove¬,2 plo²ný detektor uº nezaznamená naraz celý interferen£ný obrazec, ale £a-
sový sled jednotlivých lokálnych impulzov. Vyvoláva to zdanie, akoby tok EM energie nebol plynulý,
ale ²íril sa v akýchsi energeticky aj priestorovo mikroskopických �balíkoch� - fotónoch3, a plynu-
los´ makroskopického toku energie bola iba ilúziou.4 Pri dostato£ne nízkej intenzite dopadajúceho
svetla fotóny postupne po jednom pribúdajú na detektore. Miesto detekcie jednotlivého fotónu je na

2Praktickým rie²ením je zvä£²ovanie hrúbky absorbujúcej prekáºky pri danom výkone zdroja.
3Tento názov pochádza od amerického fyzikálneho chemika Gilberta Lewisa.
4Uvidíme v²ak, ºe takýto záver je unáhleny a nenáleºitý.
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prvý poh©ad náhodné, po £ase v²ak zistíme, ºe najviac fotónov detegujeme v miestach prislúchajú-
cim interferen£ným maximám, a (takmer) ºiadne fotóny nezaregistrujeme v miestach prislúchajúcim
interferen£ným minimám. Ak detek£né zariadenie dokáºe zobrazi´ mapu po£etnosti registrácií, po
dostato£ne dlhom £ase dostaneme ostrý interferen£ný obrazec, rovnaký ako v prípade intenzívneho
osvetlenia.

Presnos´ priestorovej lokalizácie fotónu na detektore je limitovaná rozli²ovacou schopnos´ou detek-
tora. Detekcia fotónu je pohltením EM energie telesom detektora, a jeho rozli²ovacia schopnos´ je
daná schopnos´ou lokalizova´ miesto tohto energetického transféru. Predstavme si aktívnu plochu
detektora ako raster izolovaných �£idiel�. Zamezdenie interakcií medzi susediacimi £idlami (kaºdá
interakcia je výmenou energie) potom umoºní lokalizáciu fotónu jediným £idlom. Ukazuje sa v²ak, ºe

fotón je tak malý ako malé vieme urobi´ jeho £idlo.

Existencia interferen£ného obrazca nás núti veri´, ºe kaºdý �balík� energie prislúchajúcej registrova-
nému fotónu sa ²íri sú£asne celou sústavou ²trbín. Umiestnením dodato£ného detek£ného zariadenia
priamo v sústave ²trbín v²ak registrujeme záznam (fotón) vºdy len v jednej zo ²trbín, a nie sú£asne vo
viacerých ²trbinách. Tento výsledok nás zasa utvrdzuje v predstave, ºe kaºdý �balík� energie prechá-
dza jedinou ²trbinou, nezávisle na existencii ostatných ²trbín, a ºe výsledný interferen£ný obrazec je
sú£tom �balíkov� z jednotlivých ²trbín. Ak v²ak necháme svetlo prechádza´ vºdy len jednou ²trbinou
pri zakrytých zvy²ných, a toto opakujeme pre v²etky ²trbiny, výsledný sú£et záznamov ºiadnu inter-
ferenciu nevykazuje.5 Kaºdý �balík� energie teda dokáºe interferova´ sám so sebou len ak ho necháme
�neru²ene� prechádza´ sú£asne alternatívnymi trajektóriami ako vlnu. Ak sa ho v²ak pokúsime po£as
²írenia lokalizova´ (tzv. �welcher Weg� experimenty6), správa sa ako projektil - £astica. Pre takéto
správanie sa ustálil názov vlnovo-£asticový dualizmus. Jeho podstatou je téza, ºe fyzikálna realita,
ako nám ju odha©uje experiment, závisí od vo©by typu experimentálnej �otázky� (£i chceme mera´
vlastnosti vlny alebo £astice). Znamená to v²ak tieº, ºe

neexistuje pasívny pozorovate© objektívnej reality - vºdy je jej aktívnou sú£as´ou.7

Neskôr uvidíme, ako sa tomuto princípu prispôsobuje aj matematický formalizmus �novej� fyziky.
Protichodné £rty vlnovo-£asticového dualizmu v²ak nedokáºeme sk¨bi´ v rámci klasických predstáv
o ²írení hmoty a energie, a pri formulovaní spo©ahlivej teórie (re²pektujúcej experimentálne fakty)
musíme pripusti´, ºe zákony mikrosveta sa môºu prie£i´ �zdravému rozumu�.8

Ani po viac neº storo£í bádania sa nepodarilo sformulova´ takú fyzikálnu predstavu, ktorá by uspo-
kojivo zodpovedala v²etky na²e otázky (a nebudeme sa o to pokú²a´ ani v tomto texte). Podarilo sa
v²ak sformulova´ ú£inný matematický aparát, ktorý s neuverite©nou presnos´ou kore²ponduje s expe-
rimentom. Práve táto jeho ú£innos´ nás nabáda sa pýta´, do akej miery (a £i vôbec) pojmy a nástroje

5Toto by nemalo by´ prekvapením, ve¤ ani pri intenzívnom osvetlení nedostaneme interferen£ný obrazec, ak regis-
trujeme svetlo vºdy len z jedného otvoru a postupne s£ítavame intenzity z jednotlových otvorov. �ia©, detekcia fotónu
znamená pohltenie celej jeho energie, nie je preto moºné registrova´ daný fotón priamo v ²trbine a vzápätí aj na
vzdialenej²om detektore (umoº¬ujúcom interferenciu).

6nem. �ktorá cesta�. Moderná fyzika sa z vä£²ej £asti rodila v nemecky hovoriacom prostredí.
7V klasickej fyzike existuje pojem ideálne meranie - meranie neovplyv¬ujúce meraný objekt. Opakovane uvidíme,

ºe v mikrosvete takéto meranie nie je moºné.
8Popusti´ uzdu fantázie vo fyzike je dovolené, niekedy dokonca ºiaduce, mala by v²ak existova´ aspo¬ principiálna

moºnos´ experimentálneho overenia nových my²lienok, alebo nádej, ºe v budúcnosti sa taká moºnos´ nájde. Príkladom
z histórie fyziky je Einsteinov (a Lorentzov a Minkowského) nápad zjednoti´ £as a priestor do £asopriestoru, podporený
experimentami (Michelson - Morley).

27



tohto aparátu (niektoré z nich uº poznáme, s nieko©kými ¤al²ími sa zoznámime) reprezentujú objek-
tívnu fyzikálnu realitu (tak ako v klasickej fyzike), a do akej miery sú len pragmatickým výpo£tovým
nástrojom (bez �hmatate©ného� obsahu) v ²týle �ml£ a po£ítaj! �.9 Aktuálny v²eobecne prijímaný fy-
zikálny obraz mikrosveta sa nato©ko prie£i prirodzenej intuícii, ºe z didaktických dôvodov ho budeme
budova´ postupne. Opiera´ sa budeme o k©ú£ové experimenty, ktorých úlohou £asto nebude ur£itý
pracovný predpoklad potvrdi´, ale ho vyvráti´.

V prípade vy²²ie opísaného experimentu by na²a argumentácia mohla by´ takáto: Jednotlivá a �bo-
dová� detekcia fotónov na plo²nom detektore (tienidle), ako aj detekcia fotónov v jednotlivých ²trbi-
nách, sved£ia v prospech obrazu fotónu ako £astice-projektilu. Interferencia kaºdého fotónu samého so
sebou, pozorovaná pri nenaru²enom prelete sústavou ²trbín, v²ak takýto obraz spochyb¬uje. Môºeme
sa ho pokúsi´ zachráni´ jedným z nasledujúcich scenárov:

1. Fotón-projektil síce prechádza jedinou ²trbinou (ako sa na projektil patrí), ale �ktosi� mu ur£uje
dráhu a miesto dopadu, aby sme pozorovali inteferen£ný obrazec. Tým �ktosi� môºe by´ len vlna
(lebo len vlny interferujú) - EM vlna. Potom by ale fotón a EM vlna boli dve rôzne entity, a fyzika
by okrem teórie EM po©a potrebovala teóriu interakcie po©a a fotónov. Takú teóriu v²ak nemáme.
Tento scenár teda problém nerie²i, len ho presúva inam.

2. Fotón je projektil (lebo je �bodovo� detegovaný), a vlna ur£ujúca miesto jeho pravdepodobného
dopadu je £isto matematickým nástrojom. Viac nevieme a ani nemusíme vedie´ - ml£ a po£ítaj!
Pri makroskopickom po£te fotónov takáto vlna vyvoláva �ilúziu� fyzikálnej (t.j. merate©nej) EM
vlny. Makroskopicky merate©ná intenzita EM po©a je emergentná - vzniká/vynára sa z obrovského
mnoºstva mikroskopických udalostí, pri£om na mikroskopickej úrovni ako pojem nemá zmysel.10

Tento scenár je s©ubný (výpo£ty vedú k správnym výsledkom). O ²írení �reálneho� fotónu-projektilu
v²ak nehovorí ni£. Ak je v²ak takýto ²íriaci sa fotón-projektil nedostupný fyzikálnemu opisu, jeho
miesto vo fyzikálnom obraze sveta je otázne.

3. Fotón nie je klasická £astica-projektil, ale podivný objekt (aké v na²om svete na makroskopických
²kálach nepozorujeme), ktorý aº do okamihu detekcie fyzicky existuje v superpozícii viacerých loka-
lizovate©ných polôh, a môºe teda prechádza´ sú£asne v²etkými ²trbinami. Interferova´ sám so sebou
v²ak môºe len ak pozd¨º kaºdej svojej alternatívnej trajektórie �eviduje� svoju okamºitú fázu. Fáza je
atribútom periodických dejov, kaºdý fotón by teda musel existova´ v superpozícii akýchsi vnútorných
oscilátorov. Sú tu v²ak ¤al²ie problémy: Alternatívne trajektórie medzi zdrojom a miestom detekcie
(cez v²etky moºné ²trbiny) sa lí²ia d¨ºkou. Fotón ako balík EM energie má nulovú hmotnos´, musí
sa preto pohybova´ len rýchlos´ou c. Po rôzne dlhých dráhach by na miesto detekcie dorazil nielen
s rôznymi fázami (£o je podmienkou vzniku interferen£ného obrazca) ale aj v rôznych £asoch (£o je
pre interferenciu bodového objektu problém).11 Musel by by´ aspo¬ £iasto£ne delokalizovaný aj pozd¨º
dráh ²írenia. Potom uº ale naozaj neexistuje dôvod povaºova´ ho po£as letu za projektil.12

Fotón v 3. scenári je fakticky vlnou, presnej²ie vlnovým balíkom s nenulovými rozmemi vo v²etkých
smeroch. Mohlo by v²ak ís´ o �matematickú� vlnu v zmysle 2. scenára, pri£om superpozícia polôh
by bola chápaná len ako výpo£tový nástroj bez ontologického13 významu. Fotón by mohol by´ aj
krátkym EM impulzom, no jeho nenulové rozmery pre zmenu nevysvet©ujú �bodovú� detekciu. Ok-

9angl. �shut up and calculate! �
10Takýmto emergentným pojmom je napr. teplota - pojem, ktorý na mikroskopickej úrovni neexistuje. Na²e makro-

skopické videnie sveta je zaloºené práve na takýchto ilúziách.
11�asy �príletov� by sme vedeli zjednoti´ len za cenu predpokladu, ºe rôzne dlhým dráham prislúchajú rôzne (a

dôkladne vyladené) rýchlosti, a rýchlos´ c je len akousi �zdanlivou - zinterferovanou� rýchlos´ou. Aký by to malo v²ak
dopad na fázy a interferenciu?

12E²te aj v £ase písania tohto textu sa môºeme stretnú´ s tvrdením, ºe v mikrosvete takéto projektily existujú. Ak
by to aj bola pravda, nebol by dôvod nazýva´ ich projektilmi ani ich za také povaºova´. �irafa s plutvami a ºiabrami,
ºijúca v oceánoch, jednoducho nie je ºirafou. Moºno je to ºralok.

13ontologický = spojený s reálnou fyzickou existenciou
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rem toho, ºiaden zo scenárov nevysvet©uje výber konkrétneho miesta detekcie (interferencia ur£í len
viac £i menej pravdepodobné, ako aj úplne nepravdepodobné miesta), a nedotýka sa ani podstat-
nej vlastnosti fotónu - kvantovania jeho energie. Bez presved£ivých odpovedí na tieto otázky sú
vy²²ie uvedené scenáre iba predbeºnými ²pekuláciami. Potrebujeme sa o fotónoch dozvedie´ viac,
prostredníctvom iných experimentov, a tomu sa venujú nasledujúce kapitoly.

II.1.3 Fotón ako kvantum energie.

V predchádzajúcej kap. II.1.2 sme predstavili fotón ako balík energie. Prvé experimentálne dôkazy
existencie fotónov sa viaºu tzv. vonkaj²í14 fotoelektrický jav (fotoefekt). Ide o emisiu elektrónov
z povrchu kovu pri pohltení EM ºiarenia. EM energia EEM absorbovaná elektrónom sa prerozdelí na
výstupnú prácu Ev (energiu potrebnú na vytrhnutie elektrónu z povrchu kovu, charakteristickú
pre daný materiál) a �prebyto£nú� kinetickú energiu uvo©neného elektrónu,

EEM = Ev + Ekin

Pôvodným experimentálnym zariadením bola vákuová elektrónka (obr.). EM ºiare-
nie fotoefektom vyráºalo z uzemnenej katódy elektróny, a pri kladnom anódovom
napätí tieto elektróny viedli prúd elektrónkou. Prúd bol úmerný po£tu emitovaných
elektrónov, a teda narastal s výkonom EM ºiarenia. Naopak, priloºením záporného
napätia na anódu boli emitované elektróny odpudzované a brzdené, a pri ur£itej
hodnote |eUo| = Ekin prúd elektrónkou zanikol. Zmeraním tohto záverného napätia
bolo moºné ur£i´ maximálnu hodnotu Ekin. O£akávalo sa pritom, ºe hodnota Uo
bude (rovnako ako prúd) závisie´ od EM výkonu. Toto o£akávanie sa v²ak nenapl-
nilo. Namiesto toho sa ukázala lineárna závislos´ Uo od frekvencie EM ºiarenia,

|eUo|+ Ev = ~ω

kde ~ = h
2π
, a h = 6.626... · 10−34Js je tzv. Planckova kon²tanta. Vysvetlením tohto javu15 je,

ºe EM ºiarenie odovzdáva elektrónom energiu v elementárnych kvantách, pri£om energia kvanta je
úmerná výlu£ne frekvencii ºiarenia,

E = ~ω

Emisia jedného elektrónu nastane pohltením jedného kvanta EM energie ~ω - fotónu. S rastúcou
intenzitou ºiarenia narastá po£et pohltených fotónov a teda aj po£et emitovaných elektrónov, nie
v²ak ich kinetická energia - tá narastie len zvý²ením frekvencie EM ºiarenia. Motiváciou k tomuto
(na tú dobu revolu£nému) predpokladu o kvantovaní energie bol jeho úspech pri opise tepelného
ºiarenia.

�o je tepelné ºiarenie? Zo skúsenosti (aj bez znalostí z termodynamiky) vieme, ºe ak dáme do tepel-
ného kontaktu dve telesá o rôznych teplotách,16 teplo z teplej²ieho telesa bude prúdi´ do chladnej²ieho
v snahe vyrovna´ teploty. Pokia© je tento systém izolovaný, po ur£itom £ase musí dôjs´ k vyrovnaniu
teplôt. Transfér energie medzi telesami v²ak nemusí prebieha´ len v¤aka ich priamemu kontaktu (do-
tyku) £i v¤aka prúdeniu okolitého prostredia (vzduchu, vody,...) medzi nimi, ale aj prostredníctvom

14Existuje aj vnútorný fotoefekt, pri ktorom elektróny v polovodi£och neopú²´ajú povrch, ale prestupujú z valen£ného
do vodivostného pásu, a tým zvy²ujú elektrickú vodivos´. Vyuºíva sa v optoelektronike.

15Vysvetlenie fotoefektu predloºil v r. 1905 A. Einstein, za £o mu bola neskôr (1921) udelená Nobelova cena. Zásadný
podiel na experimentálnom objave fotoefektu má v²ak aj bratislavský rodák Philipp Lenard, jeden z prvých laureátov
Nobelovej ceny za fyziku (1905).

16Teplotu telesa môºeme (pre na²e potreby) de�nova´ ako mieru energie naakumulovanej vo vnútornom pohybe
jednotlivých £astí objektu vzh©adom na jeho ´aºisko.
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EM energie vyºarovanej a pohlcovanej povrchom telies.17 Pod©a Stefanovho - Boltzmannovho
zákona (Dodatok E) výkon EM ºiarenia povrchu telesa narastá s jeho teplotou ako T 4 (v kelvi-
noch !),18 pri£om energia ºiarenia je rozloºená do spektra frekvencií, typického pre daný materiál.19

Idealizované teleso schopné absorpcie a emisie na v²etkých frekvenciách nazývame absolútne £ier-
nym telesom,20 a rozloºenie hustoty energie w(ω) v jeho emisno-absorp£nom spektre pri danej
teplote ur£uje práve Planckov zákon21 (Dodatok E)

w(ω) =
~ω3

π2c3

1

exp{ ~ω
kBT
} − 1

resp.

w(λ) =
8πhc

λ5

1

exp{ hc
λkBT
} − 1

(lebo ω = 2πc/λ a dω = (−)2πc/λ2).

Do priestoru uzavretého stenami, temperovanými na ur£itú teplotu, vyºarujú tieto steny EM vlny a
sú£asne ich aj pohlcujú. V ustálenom stave pohltia presne to £o vyºiaria - hovoríme, ºe ºiarenie je
v termodynamickej rovnováhe so svojím okolím, a môºeme mu teda priradi´ teplotu.22 Práve takúto
situáciu predpokladáme pri odvodzovaní Planckovho zákona: EM pole v dutine sa skladá z módov
stojatých v¨n, pri£om energia kaºdého módu sa môºe meni´ len o násobky elementárnych kvánt ~ω
- fotónov. Okrajovými podmienkami dané diskrétne spektrum módov sa v limite nekone£ne ve©kej
dutiny stáva spojitým.

Ve©kos´ kvanta energie módu s frekvenciou ω je ur£ená hodnotou ~. Táto fyzikálna kon²tanta je
teda akousi fundamentálnou mierou kvantovanosti Prírody na úrovni mikrosveta. V limite ~ → 0
kvantovanos´ vymizne, a vrátime sa do sveta na²ej skúsenosti a klasickej fyziky. V²imnime si fyzikálny
rozmer Planckovej kon²tanty, Js=kgm

2

s . Tento rozmer majú vo fyzike dve známe veli£iny - moment
hybnosti (resp. sú£in hybnosti a polohy/vzdialenosti) a ú£inok - akýsi kvanti�kátor �vynaloºeného
úsilia� pri pohyboch a dejoch v²etkého druhu.23 Môºeme sa teda domnieva´ (správne, ako uvidíme
neskôr), ºe práve ú£inok je tou kvantovanou veli£inou, a ºe

v prírode neexistujú procesy, ktorých ú£inok by bol men²í neº ~.
17Zem je ohrievaná ºiarením pochádzajúcim zo Slnka. Temperovaná miestnos´ ohrieva zmrznutú záhradu aj cez

presklené plochy kvalitných okien, lebo sú priesvitné pre EM vlny.
18�lovek o teplote 37°C vyºaruje (cez plochu cca 1m2 svojho povrchu) výkon cca 500W a sú£asne pohlcuje cca 400W

z okolia na izbovej teplote 22°C.
19O tom, aké frekvencie daná látka môºe pohlti´ a aj vyºiari´, rozhoduje ²truktúra látky na mikroskopickej úrovni

- typ atómov a molekúl, chemické väzby, at¤. Toto spektrum je akýmsi �odtla£kom prstov� danej látky.
20Farbu telesa vnímame v dvoch prípadoch: Bu¤ je teleso rozºeravené nato©ko, ºe výrazne vyºaruje aj vo vidite©nej

£asti spektra (vtedy ho vidíme aj v tme), alebo ho musíme osvetli´ vidite©ným svetlom. Tie zloºky spektra, ktoré
teleso nedokáºe pohlti´, sa odrazia od povrchu a ur£ujú jeho farbu. Povrch, ktorý v²etko pohltí, ni£ neodrazí a preto
je £ierny.

21Sformuloval ho M. Planck v r. 1900, a dostal za¬ Nobelovu cenu za rok 1018.
22Napr. vesmírny prázdny priestor (vo ve©kej vzdialenosti od hviezd) má teplotu men²iu neº 3K, v¤aka prítomnosti

tzv. reliktného mikrovlnného ºiarenia. Spektrálne rozloºenie energie tohto ºiarenia totiº odpovedá Planckovmu
zákonu pre takúto teplotu.

23V teoretickej mechanike sa ú£inok de�nuje ako £asový integrál lagrangiánu. Práve minimalizáciou ú£inku získavame
skuto£né trajektórie pohybu, a pod. Príroda sa chová úsporne.
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Neexistuje teda ani transfér energie z jedného systému na druhý (napr. z telesa do ºiarenia), ktorého
ú£inok by �podliezol� tento limit.

II.1.4 Je fotón £asticou?

Rozoberieme teraz otázku, £i fotón ako kvantum emitovanej a absorbovanej energie je aj ²íriacim sa
kvantom, teda £asticou. Nasved£uje tomu �bodová� detekcia ako pri £astici-projektile. Je tieº zrejmé,
ºe emisia a absorpcia fotónu je transférom nielen energie ale aj hybnosti, typickej pre projektil. Ke¤ºe
musí plati´ rovnos´

E2 = (~ω)2 = (mc2)2 + (~p)2c2 −→
m=0

~ω = |~p|c

pre hybnos´ fotónu dostávame

~p =
~ω
c
~p o = ~~k |~k| = ω

c

kde ~k je vlnový vektor prislúchajúci EM vlne. Spome¬me niektoré ¤al²ie experimenty, ktoré nás
podnecujú k £asticovej interpretácii fotónu.

Prvým je Dopplerov jav: Ak sa zdroj EM vlny od pozorovate©a vz¤a©uje rýchlos´ou u, dochádza
k tzv. £ervenému posuvu - prijímaná frekvencia je men²ia oproti vysielanej, ωp = ωzγ(1 − β)
(kap. I.2.1). Z klasického poh©adu tok energie EM vlny síce nezávisí od jej frekvencie, energia ani
jej tok (Poyntingov vektor ~S) v²ak nie sú lorentzovskými invariantmi - zdroj a pozorovate© sa ne-
zhodnú na ich ve©kosti. Prí£inu treba h©ada´ v relativistických transformáciách amplitúdy vlny, lebo
~S ∼ ~E × ~B ∼ E2

⊥, ke¤ºe EM vlna v prázdnom priestore je transverzálna, a platí E⊥ = cB⊥.
Transforma£né vz´ahy medzi zdrojom a pozorovate©om sú E ′⊥ = γ[E⊥ − β(cB⊥)] = γE⊥[1 − β]
(kap. I.3.1). V limite u → c dokonca E ′⊥ → 0 (lebo β → 1, γ → ∞ ale pomal²ie). Tok energie sa
potom dopplerovsky transformuje s faktorom γ2(1− β)2.

Ak sa na emisiu/absorpciu vlny dívame ako na emisiu/absorpciu fotónov, potom ich energia E = ~ω
sa transformuje ako frekvencia, ωp = ωzγ(1−β), a v limite u→ c pre pozorovate©a fotóny �vyhasnú�
úplne. Tok energie je v²ak okrem energie fotónov daný aj frekvenciou ich emisie/absorpcie, ktorá sa
transformuje rovnako ako frekvencia vlnoplôch pri Dopplerovom jave, £iºe tieº s faktorom γ(1− β).
Výsledný faktor je teda γ2(1 − β)2, rovnako ako pri klasickom poh©ade. Pri pribliºovaní zdroja
k pozorovate©ovi sa, rovnako z klasického aj kvantového h©adiska, faktor (1 − β) zmení na (1 + β),
a £ervený posuv na modrý (k vy²²ím frekvenciám). V rámci tejto úvahy nám teda ni£ nebráni
predstavova´ si tok energie priestorom ako tok diskrétnych £astíc-fotónov.

Rovnakým spôsobom sa zvykne interpretova´ aj Comptonov jav24 - rozptyl �nalietajúcich� fotónov
na nabitých £asticiach, spravidla elektrónoch. Podstata javu, odhliadnúc od technických detailov,
v £asticovej interpretácii spo£íva v tom, ºe £as´ energie ~ω fotónu sa pri zráºke odovzdá (vo©nému)
elektrónu o hmotnosti me ako prírastok jeho kinetickej energie, a fotón sa �odrazí� (ako projektil) so
zmen²enou energiou ~ω′ pod ur£itým uhlom ϑ, pri sú£asnom zachovaní celkovej energie aj hybnosti.
Pre vlnovú d¨ºku dopadajúceho a odrazeného fotónu sa dá odvodi´ vz´ah (Dodatok F)

λ′ − λ = λC(1− cosϑ) λC =
h

mec

kde λC je tzv. Comptonova vlnová d¨ºka elektrónu, ktorej fyzikálny význam a dôleºitos´ ozrejmíme
neskôr. Toto je výsledok z poh©adu laboratórnej sústavy. V sústave spojenej s elektrónom nedôjde

24Objavil ho v r. 1923 A.H.Compton, a dostal za¬ Nobelovu cenu (1927).
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k transféru energie na elektrón,25 takºe fotón sa odrazí s rovnakou energiou, ω′ = ω. Comptonovský
posuv energie fotónu je teda relativistický jav, rovnako ako Dopplerov efekt, a výpo£et (Doplnok F,
pre jednoduchos´ pre odraz o 180°) ukazuje, ºe sú v skuto£nosti totoºné.

Uº v £asti I.3 sme sa v²ak pou£ili, ºe tok energie je procesom sui generis, nestotoºnite©ný s tokom
akejko©vek látky vrátane po©a (pozorovali sme tok energie aj v statických poliach). Rovnako uº vieme,
ºe toku energie odpovedá aj hybnos´, a ºe teda ak takýto tok dopadá na testovací objekt (detektor),
je schopný kona´ mechanickú prácu rovnú pohltenej energii. Tok energie má teda rovnaké prejavy
ako projektil, bez potreby inej substancie v úlohe �kuriera�. Otázkou je len to, £i nespochybnite©né
kvantá energie v procese emisie a absorpcie majú objektívnu a samostatnú kvantovanú existenciu aj
v procese ²írenia. Predstava fotónov ako vo©ne sa ²íriacich kvánt energie - £astíc - by mala zmysel,
ak by sme takého £astice dokázali lokalizova´. Nevyhnutne nulová hmotnos´ takýchto hypotetických
£astíc (ke¤ºe sa ²íria rýchlos´ou c) znamená, ºe

pre fotón neexistuje vlastná pokojová sústava.

V nej by mal totiº fotón nulovú hybnos´, a jeho energia by bola E =
√

(mc2)2 + (pc)2 =
√

0 + 0 = 0
- fotón by neexistoval.26 Ako sme uº nazna£ili v kap. I.2.3, ²tvorvektor hybnosti fotónu P µ by mal
nulovú ve©kos´. Fotón ako £astica-projektil teda neexistuje. Ilúzia �£asticovosti� je vyvolávaná výlu£ne
kvantovaným transférom energie/hybnosti medzi EM po©om a látkou. Uº pri odvodzovaní Planckovho
zákona (kap. II.1.3) EM pole v dutine tvorilo energetické kontinuum, rozloºite©né do módov stojatých
v¨n (pre jednoduchos´ v jednom rozmere)

E(x, t) = 2E0 sin(klx) sin(ωlt) = E0 cos(klx− ωlt)− E0 cos(klx+ ωlt) kl =
2π

λl
=
ωl
c

kde kl sú ur£ené okrajovými podmienkami. Hoci stojatú vlnu môºeme formálne rozdeli´ na opa£ne
postupujúce vlny, energia v dutine sa ne²íri. Kaºdý bod stojatej vlny je harmonickým oscilátorom
s frekvenciou módu, ωl, s amplitúdou meniacou sa v priestore ako 2E0 sin(klx). Kvadrát tejto am-
plitúdy ur£uje energiu kaºdého oscilátora. Celková energia módu je daná integrálom cez celú d¨ºku
dutiny, je teda rozloºená pozd¨º stojacej vlny. Ak by sme chceli tento energetický obsah kvantova´
- �dávkova´� do fotónov, kaºdý z nich by bol rovnako delokalizovaný. Predstava takýchto kvánt je
neopodstatnená a nezmyselná. Nespochybnite©ný je v²ak (experimentálny) fakt, ºe energia celého
módu sa môºe meni´ len po kvantách ~ωl.27 Tento úbytok/prírastok energie je delokalizovaný po-
zd¨º celého módu, £iºe transfér energie z/do módu znamená skokovú zmenu celej jeho kon�gurácie.
Môºeme teda urobi´ de�nitívny záver, ºe

fotón nie je £asticou ale udalos´ou - kvantom transféru energie/hybnosti.

Ke¤ºe ide aj o transfér hybnosti, javí sa nám fotón ako projektil, a to pri emisii (ºiari£ dostane
spätný ráz) aj absorpcii. Len v takomto zmysle sú£asná fyzika chápe fotóny, a takto interpretuje
experimentálne pozorovania, vrátane interferencie na ²trbinách, tepelného ºiarenia, fotoelektrického,
Dopplerovho £i Comptonovho javu.28

Základnou vlastnos´ou fotónov je, ºe v²etky fotóny daného módu EM vlny majú rovnakú energiu
~ω, a ºe táto energia je ¤alej nedelite©ná. Súvisí to s neredukovate©nou ve©kos´ou ú£inku akéhoko©vek

25Vo©ný elektrón ako elementárna £astica nemá vnútorné stupne vo©nosti, ktoré by boli schopné akumulova´ energiu,
a kinetická energia v jeho pokojovej sústave je nulová.

26Ani pokro£ilej²ie kvantové teórie nemajú aparát na lokalizovanie fotónu-£astice po£as jeho existencie. V mieste a
okamihu detekcie uº fotón neexistuje - jeho energia sa práve absorbovala.

27Predstavme si napr. f©a²ti£ku s kvapalinou proti ka²©u. Jej uzáver je kon²truovaný tak, aby transfér kvapaliny
z f©a²ti£ky na lyºi£ku prebiehal po kvapkách - kvantách. Kvapalina samotná v²ak tvorí kontinuum, vo f©a²ti£ke aj na
lyºi£ke. Rovnako je to s energiou.

28Koncept £astice je v²ak hlboko zakorenený vo fyzike (lebo kore²ponduje s na²ou zmyslovou skúsenos´ou), a stále
má svoje miesto aj v modernej kvantovej fyzike, ale len v kontexte detekcie. Predstava projektilu môºe slúºi´ len ako
názorná didaktická pomôcka £i �skratka� (ako napr. pri vysvet©ovaní Comptonovho javu), nesmieme ju v²ak chápa´
doslova. Svoje miesto vo fyzikálnom obraze majú len objekty, ktorým vieme priradi´ adekvátny matematický opis.
Fotón-projektil takým ur£ite nie je.
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procesu (transféru energie), ~. Nedelite©nos´ energie fotónu principiálne neumoº¬uje jej pohltenie
sú£asne viacerými priestorovo rozlí²ite©nými a navzájom izolovanými £idlami.29 Preto detegujeme
fotón vºdy v �bode� (na makroskopickej ²kále), akoby bol bodovou £asticou-projektilom.

II.1.5 Spin fotónu.

EM vlna je tokom energie-hybnosti, pri£om hustota hybnosti (vo vákuu) je ~g = ~S/c2 = ε0
~E × ~B

(kap. I.3.3). V idealizovanej nekone£nej rovinnej vlne sú vektory ~E, ~B kolmé na smer ²írenia vlny, ~k.
V reálnej vlne (zväzku lú£ov) o kone£ných prie£ných rozmeroch sa v²ak ~E, ~B uzavtárajú v pozd¨ºnom
smere,30 a Poyntingov vektor ~S má aj zloºky kolmé na ~k. EM energia teda okrem toku v smere ~k
aj cirkuluje v rovinách ⊥ ~k. Takáto cirkulujúca EM hybnos´ predstavuje moment hybnosti vlny
(Dodatok G),

~JEM =

∫
~r × ~g dV = ... = ε0

∫
~r ×

∑
j

Ej∇Aj dV + ε0

∫
~E × ~AdV = ~Jorb + ~Jspin

Prvý £len, Jorb, je tzv. orbitálny moment hybnosti, a súvisí s nehomo-
génnym priestorovým rozloºením intenzít polí vo zväzku (a tieº závisí od
vo©by súradnicového systému), a nezávisí od polarizácie vlny. Je nenulový
pre helikálne alebo inak deformované vlnoplochy. Jeho merate©ným
ú£inkom je orbitálny pohyb nábojov oºiarených takouto vlnou (obr.).
Pre dokonale rovinné vlnoplochy je nulový. Orbitálny moment nie je
intrinzickou vlastnos´ou vlny, a v ¤al²om texte sa ním nebudeme zaobera´.

Druhý £len, Jspin, je tzv. spinový moment hybnosti, a súvisí výlu£ne
s kruhovou (resp. eliptickou) polarizáciou vlny - je intrinzickou vlastnos´ou
EM vlny. Pri dopade na nabité objekty vyvoláva ich rotáciu okolo vlastnej
osi (obr.). EM vlne (kruhovo polarizovanej v rovine x−y, ²íriacej sa v smere
z) v tvare

~A(z, t) = A0(~x o ± i~y o)ei(kz−ωt) ~k = k~z o

odpovedajú polia

~E(z, t) = −∂
~A(z, t)

∂t
= iω ~A(z, t) ~B(z, t) = ∇× ~A(z, t) = i~k × ~A(z, t) = ~k ×

~E(z, t)

ω

�asové stredné hustoty energie a hybnosti vlny sú

〈w〉 =
ε0

2
(| ~E|2 + |c ~B|2) = ε0| ~E|2 = ε0ω

2A2
0 〈~g〉 =

〈w〉
c
~z o

a £asová stredná hustota spinového momentu ~Jspin je

〈 ~Jspin〉± = ±ε0

2
<{ ~E∗ × ~A} = ... = ±〈w〉

ω
~z o

29Existujú elementárne procesy, pri ktorých sa energia jedného pohlteného fotónu prerozdelí medzi viacero £astíc,
ale to sú procesy �na dva kroky�, sprostredkované po©om �na pozadí�. Podobne by sme mohli hovori´ aj o transfére
energie fotónu do viacerých susediacich £idiel prostredníctvom ich vzájomných interakcií.

30Vo vákuu bez nábojov sú ~E aj ~B vírovými po©ami, uzatvárajúcimi sa do seba na okrajoch svetelného zväzku
prostredníctvom zloºiek pozd¨ºnych so smerom ²írenia.
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kde znamienko ± rozli²uje dva vnútorné stupne vo©nosti EM po©a vo vá-
kuu (Dodatok H), ktoré môºeme reprezentova´ prostredníctvom ©avoto£i-
vej (L) a pravoto£ivej (R) kruhovej polarizácie (obr.). Moment hybnosti
(v danom objeme) pre jednotlivé polarizácie je potom

〈 ~Jspin〉± = ±
∫
〈w〉
ω
~z odV = ±〈E〉

ω
~z o

Ak opä´ redukujeme intenzitu dopadajúcej EM vlny nato©ko, ºe registrujeme jednotlivé fotóny s ener-
giou E = ~ω, spinový moment hybnosti kaºdého fotónu - spin - bude

~Jspin = ±E
ω
~z o = ±~ ~z o

Ve©kos´ spinu kaºdého fotónu je teda ~, a smeruje vºdy do/proti smeru ²írenia EM energie. Konven£ne
prira¤ujeme hodnotu +~ polariza£nému stavu |L〉 a −~ stavu |R〉.31 Diskrétna hodnota spinu je
dôsledkom kvantovanosti energie (resp. ú£inku).

Z predchádzajúceho textu v²ak vieme, ºe fotón nie je objekt (£astica-projektil) ale udalos´ - transfér
kvanta energie, hybnosti a aj momentu hybnosti z/do EM po©a. O momente hybnosti detegovaného
fotónu teda má zmysel hovori´ len ako o náraste momentu hybnosti detektora (alebo iného pohlcujú-
ceho objektu) o príslu²nú hodnotu, ±~. Takýto spin je atribútom32 fotónu, hoci v prípade EM v¨n sa
stretávame aj s prípadmi 〈 ~Jspin〉celk = 0, £o si vyºaduje ¤al²ie vysvetlenie. Polarizácii svetla sa teda
povenujeme aj v nasledujúcom texte.

II.1.6 Polarizácia svetla.

Rovinnú EM vlnu, ²íriacu sa vákuom v smere z, môºeme zapísa´ v tvaroch

~E(z, t) =
(
~Exe

iϕx + ~Eye
iϕy
)
ei(kz−ωt) =

(
a~x o + b~y oeiϕ

)
E0e

i(kz−ωt)

a =
| ~Ex|√

| ~Ex|2 + | ~Ey|2
b =

| ~Ey|√
| ~Ex|2 + | ~Ey|2

E0 = eiϕx
√
| ~Ex|2 + | ~Ey|2 ϕ = ϕy−ϕx

(~x o, ~y o sú jednotkové vektory v príslu²ných smeroch) alebo pomocou st¨pcového - tzv. Jonesovho
vektora,

~E(z, t) =

(
a
beiϕ

)
E0e

i(kz−ωt)

pre zloºky ktorého musí plati´ |a|2 + |beiϕ|2 = 1. Pomer zloºiek a
b
a rozdiel fáz ϕ odpovedajú dvojici

nezávislých vnútorných stup¬ov vo©nosti po©a. Ekvivalentným vyjadrením vnútorných stup¬ov vo©-
nosti sú dva navzájom opa£ne kruhovo polarizované stavy |L〉, |R〉 (z predchádzajúcej kap. II.1.5),
v ktorých sú vektory ~Ex a ~Ey navzájom posunuté o ϕ = ±π/2 (e±iπ/2 = ±i), a ktorých Jonesove
vektory sú33

|L〉 =
1√
2

(
1
i

)
|R〉 =

1√
2

(
1
−i

)
31Symbolom | 〉 budeme ozna£ova´ stav objektu vzh©adom na ur£itú premennú. V tomto prípade je touto premennou

orientácia kruhovej polarizácie. Konvencia �xuje, £i cirkuláciu pozorujeme v smere alebo proti smeru ²írenia.
32atribút = podstatná, nenahradite©ná £as´
33Vo©ba znamienka ±i je vecou konvencie.
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Tieto stavy tvoria bázu34 stavov, kore²pondujúcu s mikroskopickým �fotónovým� poh©adom. Mak-
roskopicky merate©ná polarizácia EM vlny je totiº, podobne ako interferen£ný obrazec na tienidle,
emergentným prejavom obrovského po£tu detekcií jednotlivých fotónov. Lineárnou kombináciou -
superpozíciou - týchto bázových stavov môºeme zostroji´ ©ubovo©ný polariza£ný stav po©a,

|X 〉 =
(
aLe

iϕL|L〉+ aRe
iϕR |R〉

)
ei(kz−ωt)

Ak je vlna dopadajúca na detektor v stave |L〉 (£iºe aL = 1, aR = 0), alebo |R〉 (aR = 1, aL = 0),
registrujeme len fotóny so spinom +~, resp. −~. Pri superpozícii registrujeme fotóny oboch spinov,
a to s pravdepodobnos´ami a2

L, resp. a
2
R. Dôleºitou je taká superpozícia, v ktorej aL = aR, £iºe

ke¤ amplitúdy a teda aj energie opa£ne polarizovaných zloºiek sú v rovnováhe - vtedy pre strednú
hodnotu spinu (cez súbor fotónov) platí

〈 ~Jspin〉 = 〈 ~Jspin〉+ + 〈 ~Jspin〉− = 0

£iºe výsledný moment hybnosti je nulový. Pri tejto polarizácii registrujeme fotóny oboch spinov
v pomere 50:50. Ide o lineárnu polarizáciu, pri£om rovina polarizácie je ur£ená fázovým rozdielom
ϕ = ϕR−ϕL. Hodnotám ϕ = 0, resp. π konvenciou prira¤ujeme horizontálnu, resp. vertikálnu rovinu
(e±iπ/2 = ±i),

|H〉 =
1√
2

(|R〉+ |L〉) = ... =

(
1
0

)
|V 〉 =

i√
2

(|R〉 − |L〉) = ... =

(
0
1

)
Tieto vektory tvoria alternatívnu úplnú bázu. Lineárnej polarizácii pod uhlom θ vo£i smeru x v tejto

báze odpovedá Jonesov vektor |θ〉 =

(
cos θ
sin θ

)
, a kruhové polarizácie sú dané superpozíciami

|L〉 =
1√
2

(|H〉+ i|V 〉) |R〉 =
1√
2

(|H〉 − i|V 〉)

Zave¤me teraz popri st¨pcových vektoroch |a〉 =

(
a1

a2

)
aj riadkové vektory 〈a| = (a1 a2) ako

alternatívny opis polariza£ných stavov s rovnakým fyzikálnym významom. Pomocou nich elegantne
de�nujme skalárny sú£in (v analógii so skalárnym sú£inom vektorov)35

~a ·~b → 〈a|b〉 = (a1 a2)

(
b1

b2

)
= a1b1 + a2b2

Ke¤ºe zloºky Jonesových vektorov sú komplexné £ísla, platí 〈a| = |a〉∗. Fyzikálny význam skalárneho
sú£inu polariza£ných stavov je analogický geometrickému významu skalárneho sú£inu vektorov - ide o
priemet jedného stavu/vektora do druhého. Bázové vektory v kaºdej báze sú navzájom ortogonálne,36

teda s nulovým priemetom,

〈H|V 〉 = (1 0)

(
0
1

)
= 0 〈R|L〉 =

1

2
(1 i)

(
1
i

)
= 0

Vyuºijúc optické vlastnosti istých materiálov, vieme vyrobi´ tzv. polarizátory, na výstupe ktorých
existuje len svetlo de�novanej polarizácie. Bez oh©adu na konkrétny fyzikálny mechanizmus,37 ich

34Prechodom od jednej bázy k druhej sa mení charakter stup¬ov vo©nosti, zachováva sa v²ak ich po£et.
35St¨pcové vektory |a〉 sa v kvantovom formalizme nazývajú ket-vektormi, a riadkové vektory 〈a| bra-vektormi,

lebo ich skalárny sú£in má tvar bra-ket (angl. zátvorka).
36Doslovný význam slova ortogonálny je �kolmý�. Vo fyzike v²ak tento pojem pouºívame vo v²eobecnej²om význame

�nezávislý� £i �vzájomne sa vylu£ujúci�. Vo vektorovej reprezentácii ho vyjadrujeme nulovým skalárnym sú£inom.
37Rôzne druhy polarizátorov vyuºívajú rôzne fyzikálne mechanizy, ktoré v²ak pre potreby tohto textu nie sú pod-

statné.
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opera£ný princíp je spolo£ný: De�nujú vlastnú ortogonálnu dvojzloºkovú bázu, jednu zloºku dokonale
prená²ajú a druhú �odstránia� (v idealizovanom prípade). Reprezentujeme ich pomocou Jonesových
matíc

(HP) =

(
1 0
0 0

)
(VP) =

(
0 0
0 1

)
(θP) =

(
cos2 θ sin θ cos θ
sin θ cos θ sin2 θ

)

(LP) =
1

2

(
1 −i
i 1

)
(RP) =

1

2

(
1 i
−i 1

)
Pre ideálne bezstratové polarizátory platí

(RP)|R〉 = |R〉 (LP)|L〉 = |L〉 (HP)|H〉 = |H〉 (VP)|V 〉 = |V 〉

(LP)|R〉 = (RP)|L〉 = 0 (HP)|V 〉 = (VP)|H〉 = 0

Ako príklad uvaºujme prechod vertikálne polarizovaného svetla pravoto£ivým kruhovým polarizáto-
rom:

(RP)|V 〉 =
1

2

(
1 i
−i 1

)(
0
1

)
=

1

2

(
i
1

)
=

i√
2

1√
2

(
1
−i

)
=

i√
2
|R〉

alebo
(RP)|V 〉 = (RP)

i√
2

(|R〉 − |L〉) =
i√
2
|R〉+ 0

Výsledkom je pravoto£ivo polarizované svetlo s intenzitou zníºenou o faktor
∣∣∣ i√

2

∣∣∣2 = 1
2
. Naozaj,

v lineárne polarizovanom svetle sú kruhovo polarizované zloºky zastúpené v pomere 50%:50%.

Podobne, prechod vertikálne polarizovaného svetla ²ikmým polarizátorom θP je (θP)|V 〉 = sin θ|θ〉,
£iºe intenzita svetla (kvadrát amplitúdy) sa zmen²í o faktor sin2 θ, £o odpovedá priemetu amplitúdy
dopadajúceho svetla do smeru polarizátora. Zdalo by sa teda, ºe úloha polarizátorov je £isto �pa-
sívna� - z dopadajúceho svetla vyberú a prenesú len �tú svoju� zloºku (ak v dopadajúcom svetle
existuje). Naozaj, sústavou skríºených polarizátorov HP a VP ºiadne svetlo neprejde - v horizontálne
polarizovanom svetle (po prechode prvým polarizátorom) totiº ºiadna vertikálna zloºka nie je,38

(VP)(HP)|X 〉 = (VP)aH |H〉 = 0 |X 〉 = aH |H〉+ aV |V 〉

Ak v²ak medzi skríºené polarizátory vloºíme polarizátor θP, dostaneme

(VP)(θP)(HP)|X 〉 = (VP)(θP)aH |H〉 = (VP)aH cos θ|θ〉 = aH cos θ sin θ|V 〉 6= 0

Na výstupe sústavy sa objavilo vertikálne polarizované svetlo, ktoré po prechode prvým polarizáto-
rom �neexistovalo�! Úlohu polarizátorov teda nemoºno povaºova´ za £isto pasívnu. �iaden paradox
v²ak nevznikne, ak si uvedomíme, ºe kaºdý polarizátor rozkladá dopadajúce svetlo na svoje zloºky.
V²eobecnej²ie,

kaºdý prístroj rozloºí dopadajúce svetlo do superpozície vlastných bázových stavov

- v tom spo£íva �aktívna� úloha prístroja (polarizátora). Rozklad na ©ubovo©nú vhodnú (prípustnú)
superpozíciu bázových stavov nie je len skvelým matematickým trikom, ale ukazuje sa by´ verným
obrazom fyzikálnej reality. A ako uvidíme, vo svete kvantovej fyziky je tým jediným správnym obra-
zom.39

38V maticovom zápise je postupnos´ polarizátorov sprava do©ava.
39Pojem správny tu vyjadruje súlad teórie s experimentom.
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II.1.7 Polarizácia fotónu.

Z predchádzajúceho textu je zrejmé, ºe v prípade fotónu musíme rozli²ova´ medzi jeho spinom a po-
larizáciou.40 Spin fotónu, ako jeho intrinzická vlastnos´, je vnútorným momentom hybnosti, ktorého
kvantový charakter sme uº na£rtli v kap. II.1.5, a neskôr sa mu budeme venova´ podrobnej²ie. Na
druhej strane, polarizácia fotónu je abstraktnej²í pojem, ktorý odvodzujeme od polarizácie EM
vlny, £o je síce makroskopicky merate©ná vlastnos´, ako sme v²ak uviedli v kap. II.1.6, je to vlastnos´
emergentná: Detekcia vlny v stavoch |L〉,|R〉 je výslednicou makroskopického po£tu detekcií fotónov
so spinom +~ resp. −~, kým detekcia lineárne polarizovanej vlny je výslednicou makroskopického
po£tu detekcií fotónov so spinmi +~ aj −~ (v pomere 50:50). Lineárne polarizovaný fotón je teda
matematickou kon²trukciou - superpozíciou fotónu so spinom +~ a −~. Hoci takýto fotón nikdy
nenameriame(!), má zmysel (ako postupne uvidíme) pracova´ s abstraktnými bázovými polariza£-
nými stavmi fotónu |L〉, |R〉 aj |H〉, |V 〉 rovnako ako v prípade makroskopickej EM vlny, a s ich
pomocou (superpozíciou) de�nova´ akýko©vek polariza£ný stav jednotlivého fotónu. Treba v²ak ma´
na pamäti, ºe iba polariza£ná báza |L〉, |R〉 je sú£asne aj spinovou bázou, kým bázovým stavom
|H〉, |V 〉 odpovedajú neur£ité spinové stavy - superpozície stavov ±~.

Rozoberme aj �aktívnu� úlohu polarizátorov (opísanú v kap. II.1.6) pre jednotlivé fotóny. V prípade
EM vlny sa prejavuje zmenou jej merate©nej polarizácie. Naozaj, v schéme

(HP)|R〉 = (HP)
1√
2

(|H〉 − i|V 〉) =
1√
2
|H〉

sú vstupujúca pravoto£ivá aj vystupujúca horizontálna polarizácia vlny makroskopicky merate©nými
faktami. V prípade jedného fotónu by v²ak meranie jeho spinu dávalo jednozna£ný výsledok len pre
vstupujúci fotón |R〉 - detektor by jeho pohltením získal moment hybnosti −~. V prípade vystupu-
júceho fotónu |H〉 by bol výsledok merania spinu vopred neur£itý - s rovnakou pravdepodobnos´ou
by prírastok momentu hybnosti detektora mohol by´ ±~. Ak nás v²ak namiesto spinu zaujíma pola-
rizácia fotónu, sú oba jeho polariza£né stavy (pred aj za polarizátorom) jednozna£né, aj ke¤ kaºdý
v inej báze. Kým pre vstupujúci fotón bola �prirodzenou� báza |L〉, |R〉, polarizátor nám �vnútil� inú
- svoju bázu |H〉, |V 〉.

Teraz je namieste hlb²ie rozobra´ aj úlohu detektora. Pod©a kap. II.1.4 pojem �fotón pred detek-
ciou� musíme chápa´ len ako potencialitu, ktorá sa zrealizuje aº v okamihu detekcie. Neur£itos´ stavu
pred meraním, reprezentovaná váºenou superpozíciou v²etkých potenciálnych výsledkov, sa pritom
týka v²etkých stup¬ov vo©nosti. V prípade prechodu sústavou ²trbín (kap. II.1.1) neexistuje pred de-
tekciou trajektória fotónu (reprezentujúca £asopriestorové stupne vo©nosti) - inak by sme nedostali
interferen£ný obrazec! Ak do ²trbín vloºíme detektory, v okamihu záznamu v jednom z nich nastáva
kolaps tejto superpozície (alternatívnych trajektorií jednotlivými ²trbinami) do jednozna£ného vý-
sledku (konkrétnej ²trbiny). Tento mechanizmus sa vz´ahuje aj na vnútorné stupne vo©nosti (spin,
polarizáciu) pri vhodne zvolenom detektore. Kaºdý detektor totiº �ponúka� spektrum - bázu svojich
moºných makroskopických stavov (napr. hodnoty displeja, polohy ru£i£ky, zvukové signály, at¤.),41

a fotón-udalos´ zrealizuje s váºenou pravdepodobnos´ou jeden z nich. Znamená to, ºe stupe¬ vo©nosti
(veli£ina, vlastnos´) fotónu korelujúci s bázou detektora nadobudne v okamihu detekcie konkrétnu
hodnotu. Ostatné stupne vo©nosti fotónu, nekorelujúce s bázou detektora, na¤alej ostávajú neur£ité
(v superpozícii). Tu sú príklady:

Pre detektory v ²trbinách (korelované s priestorovými stup¬ami vo©nosti - trajektóriou fotónu) môºu
by´ takýmito bázovými stavmi |1〉 (= �cvak�, detekcia) a |0〉 (�ticho�, ºiadna detekcia). Stavy |1〉
a |0〉 sú pritom rovnocennými výsledkami merania. Meranie a kolaps teda nastane aj ke¤ fotón

40Pri ²túdiu odborných textoch (a nielen tých) doporu£ujeme najprv si ozrejmi´, v akom kontexte a význame daní
autori jednotlivé pojmy pouºívajú.

41angl. pointer states
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nie je zaregistrovaný - pochopite©ne, len za predpokladu ºe existuje nenulová pravdepodobnos´, ºe
zaregistrovaný môºe by´.42 Stavy takéhoto detektora nie sú korelované so spinom/polarizáciou fotónu,
tieto stupne vo©nosti ostávajú neur£ité.

Kolaps superpozície pri meraní nastáva len v báze detektora.43

V na²om príklade s polarizátorom HP detektor za ním �ponúka� bázové stavy |1〉 pre fotón �správnej�
polarizácie |H〉, a |0〉 v prípade polarizácie |V 〉, £iºe báza detektora je korelovaná s bázou polarizátora,
|H〉, |V 〉. (Stav spinu pritom ostáva neur£itý.) Tu je v²ak potrebná istá opatrnos´ pri interpretácii:
Kolaps superpozície nastáva aº v okamihu merania detektorom (nie polarizárotom). Znamená to, ºe
samotný tok energie polarizátorom je tieº v superpozícii bázových stavov detektora aº do okamihu
detekcie44 - detektor akoby retroaktívne �rozhodol� (na základe výsledku merania, |1〉 alebo |0〉) o
prelete £i neprelete energie. (Tejto podivuhodnej vlastnosti kvantového sveta je venovaná celá kap.
II.2.) Polarizátor HP takto �pripravuje� (v zmysle detekcie) jednotlivé fotóny - kaºdý detegovaný fotón
bude s istotou v stave |H〉. Takto bol �pripravený� polarizátorom RP do stavu |R〉 aj vstupujúci fotón
v na²om príklade. Kaºdý z polarizátorov v²ak redukuje po£et fotónov (v zmysle detekcie na kone£nom
detektore).

II.2 Kvantová previazanos´.

II.2.1 Vlnová funkcia.

Doteraz získaný fyzikálny obraz procesov vedúcich k pozorovaniu interferen£ných javov na sústave
²trbín z kap. II.1.2 vyzerá takto: EM energia sa ²íri sústavou ²trbín ako makroskopická vlna (jej tok je
ur£ený Poyntingovým vektorom), a transfér energie EM po©a na detektor v miestach ur£ených ²írením
vlny (a teda interferenciou) prebieha v kvantách - fotónoch. Nedelite©nos´ kvánt zaru£uje, ºe transfér
kaºdého kvanta musí by´ lokalizovaný do priestorovo nedelite©nej oblasti (v rámci priestorovej rozli-
²ovacej schopnosti detektora). Na¤alej otvorenou ostáva otázka výberu konkrétneho miesta detekcie
(spomedzi moºných, interferenciou vybraných lokalít). �iasto£né svetlo na tento azda najzloºitej²í
problém vrhne analýza experimentov s Machovým-Zehnderovým interferometrom (MZI).

MZI v základnej zostave je tvorený kombináciou páru polopriepustných
zrkadiel S1, S2 s párom nepriepustných zrkadiel R1, R2, rozde©ujúcou sve-
telný tok do dvoch ramien. S1 a S2 odráºajú 50% dopadajúceho svetla
a zvy²ných 50% prepú²´ajú v smere dopadu. Svetelná vlna získa fázový
posuv 180° pri odraze od opticky hustej²ieho prostredia (s vä£²ím inde-
xom lomu n), a 0° pri odraze od opticky red²ieho prostredia (na obr.
n£ierna > nºltá > nbiela, odrazivé rozhranie je zvýraznené £ervenou).

Kaºdý prechod vlny hrúbkou polopriepustného zrkadla (nºltá) vnesie dodato£ný fázový posuv φ.
Moºné dráhy lú£ov zo zdroja koherentného svetla Z do detektorov D1 a D2 sú:

Z −→ S1
φ
−→ R1

180
−→ S2

180
−→ D1 Z −→ S1

φ
−→ R1

180
−→ S2

φ
−→ D2

42V prípade, ºe detektory sú umiestnené len v niektorých zo sústavy ²trbín a v²etky zaznamenajú |0〉 pri prelete
balíka energie touto sústavou, dôchádza k £iasto£nému kolapsu - z pôvodnej superpozície trajektórií sú vylú£ené tie
s detektormi.

43V iných bázach, ktoré nie sú s bázou detektora korelované, dochádza meraním len k prerozdeleniu váhových
faktorov superpozície.

44Predpokladáme tu, ºe kaºdý prelet energie polarizátorom musí by´ registrovaný detektorom.
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Z −→ S1
180
−→ R2

180
−→ S2

φ
−→ D1 Z −→ S1

180
−→ R2

180
−→ S2

2×φ
−→ D2

pri£om d¨ºka oboch ramien je rovnaká. Vlna sa ²íri oboma ramenami, a za S2 nastáva interferencia.
Je zrejmé, ºe vlna v oboch ramenách dorazí do D1 vo fáze (kon²truktívna interferencia) a do D2
v protifáze (de²truktívna interferencia).45 Ak by sme do jedného z ramien vloºili do²ti£ku premenlivej
hrúbky, postupnou zmenou fázového posuvu by sa úlohy detektorov vymie¬ali. Kvantitatívny opis
tohto experimentu je v Dodatku I.

Ak zníºime intenzitu svetla nato©ko, ºe registrujeme jednotlivé fotóny, registruje ich výlu£ne D1.
Nastáva kon²truktívna interferencia, pri£om kaºdý fotón interferuje sám so sebou. Energia odpove-
dajúca fotónu teda musí tiec´ oboma ramenami sú£asne. Ak hne¤ za S1 zaslepíme jedno z ramien,
energia do detektorov zaru£ene pote£ie tým druhým, a k ºiadnej interferencii nemôºe dôjs´ - fotóny
budú detegované náhodne a s rovnakou pravdepodobnos´ou v D1 aj D2.

Na druhej strane, ak namiesto toho nahradíme S2 obojstranným dokonalým zrkadlom (alebo ho od-
stránime úplne), £ím tieº zabránime interferencii, k záznamu dôjde vºdy len na jednom z detektorov,
a to náhodne (50%:50%), napriek tomu, ºe energia sa môºe ²íri´ obomi ramenami (tak ako v prípade
pôvodného S2). Záznam detektora akoby identi�koval, kadia© tiekla energia. (Získali sme informáciu
�welcher Weg� za cenu straty interferencie). Ke¤ºe v²ak ni£ nebráni energii ²íri´ sa oboma ramenami,
musíme predpoklada´, ºe fotón (potencialita detekcie) sa ²íri v superpozícii oboch ramien (ozna£me
ich pod©a zrkadiel, R1 a R2). Kaºdé rameno teraz v²ak vyústi do konkrétneho detektora R1→D1,
R2→D2, takºe superpozíciu stavov fotónu môºeme zapísa´ ako

|ψ〉 =
1√
2

( |R1,D1〉+ |R2,D2〉 )

Tento výraz je (vo v²eobecnosti komplexnou) amplitúdou pravdepodobnosti detekcie fotónu v da-
nom mieste/detektore, a nazývame ho vlnovou funkciou.46 Pravdepodobnos´ (rovnako ako inten-
zita/energia) je kvadrátom amplitúdy, teda

P = (|ψ〉)2 = |ψ〉∗ · |ψ〉 = 〈ψ|ψ〉 =

=
1

2
(〈R1,D1|R1,D1〉+ 〈R1,D1|R2,D2〉+ 〈R2,D2|R1,D1〉+ 〈R2,D2|R2,D2〉)

Ke¤ºe v²ak stavy |D1〉 a |D2〉 sú navzájom ortogonálne (detekcia jedného fotónu v D1 a D2 sa
navzájom vylu£ujú), 〈D1|D2〉 = 0, prostredné dva (interferen£né) £leny sú nulové, a

P =
1

2
( 〈R1,D1|R1,D1〉+ 〈R2,D2|R2,D2〉 ) =

1

2
(P1 + P2)

Pravdepodobnosti detekcie fotónu v D1 a D2 sú teda v pomere 50:50, a kaºdej detegovanej udalosti
- fotónu - je �priradený� príslu²ný kanál (�welcher Weg�). Je tu v²ak zádrhel: Môºeme totiº uvaºo-
va´ aj také vzdialenosti medzi S1 a S2, ktoré nám dovo©ujú rozhodnú´ o ponechaní pôvodného S2
alebo jeho výmene (a tým zru²ení interferencie) �dávno� po tom, £o vlna vnikla do ramien47 - na
výsledku sa v²ak ni£ nezmení ! Musíme teda predpoklada´ (z rovnakých dôvodov ako v kap. II.1.7),
ºe aº do okamihu detekcie (©ubovo©ným z detektorov) je fotón v superpozícii oboch moºností, a aº
detekcia rozhodne o tom, ktorá z moºností sa zrealizuje. Meranie spôsobuje kolaps superpozície do
jediného konkrétneho bázového stavu, akoby sa energia fotónu ²írila len jedným z kanálov. Ke¤ºe sa
v²ak energia ²íri v reálnom £ase (kone£nou rýchlos´ou), opä´ vzniká dojem, ºe kolaps retroaktívne

45D1, resp. D2 kore²ponduje s miestom interferen£ného maxima/minima na tienidle za sústavou ²trbín z kap. II.1.2.
MZI je teda analogický dvoj²trbinovému - tzv. Youngovmu interferometru.

46De�ni£ným oborom takto zavedenej funkcie je mnoºina pomyselných trajektórií a detektorov. V tejto £asti textu
pojem vlnová funkcia vo©ne zamie¬ame s pojmom stav. Presnej²iu ²peci�káciu zavedieme v kap. II.4.

47Aj ke¤ rýchlos´ ²írenia energie ramenami je ≈ c, takýto experiment sa dá technicky zrealizova´.
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ovplyv¬uje predchádzajúce ²írenie energie. Fyzika v²ak stojí na viere v kauzálnos´, a takýto poh©ad
musíme odmietnu´.

Hoci sú v naposledy uvaºovanom prípade oba kanály od seba izolované uº od S1, udalosti na detek-
toroch D1 a D2 - potenciálne fotóny - sú korelované v tom zmysle, ºe reálnym sa stane vºdy len jeden
z nich. Transfér nedelite©ného kvanta energie musí nasta´ v celistvosti, £iºe priestorovo nedelite©ne.
Fotón si teda musí svoj detektor �vybra´�. Ak sa pohltí v jednom, druhý (prípadne ¤al²ie) musí osta´
bez záznamu. Je to ten istý mechanizmus, akým prebieha detekcia na tienidle za sústavou ²trbín.
Vlna prechádzajúca ²trbinami zasahuje celú plochu tienidla, s amplitúdou rozloºenou pod©a zákoni-
tostí vlnenia (interferencie), ale nedelite©né kvantum energie mu odovzdá v jedinom bode (rovnako ako
v prípade vyºiarenia fotónu módom stojatej vlny v dutine z kap. II.1.4), bez oh©adu na vzdialenosti
potenciálnych miest detekcie. V okamihu detekcie dochádza ku skokovej zmene kon�gurácie celého
pravdepodobnostného po©a ψ(~r, t) - kolapsu vlnovej funkcie, bez oh©adu na vzdialenosti. V mieste
detekcie ψ → 1, a v²ade inde ψ → 0. Takáto okamºitá priestorová korelácia ψ(~r, t) v celom priestore
sa nazýva kvantová previazanos´.48 Budeme sa ¬ou podrobnej²ie zaobera´ v ¤al²ích kapitolách, a
poskytne nám hlb²í vh©ad do tajov kvantového sveta. Kolaps superpozície ako okamºitý skokový pro-
ces v celom priestore pritom nesúvisí so ²írením energie49 (tá sa nemôºe ²íri´ vä£²ou rýchlos´ou neº
c). Mimo merania sa v²ak vlnová funkcia fotónu (ako potencialita transféru energie) ²íri priestorom
rovnako ako EM vlna.

Náhodnos´ miesta detekcie - transféru kvanta energie - je pod©a sú£asnej fyziky principiálna, a je
fundamentálnou vlastnos´ou mikrosveta. Ako ukáºeme v kap. II.2.3, nie je daná na²ou neznalos´ou
prí£iny £i neschopnos´ou ju nájs´, a teda nemá ani zmysel sa na takúto prí£inu pýta´. Prvok ná-
hodnosti, v²adeprítomný v kvantovom svete, je pritom zviazaný s pojmom superpozícia (typickým
pre lineárne systémy, akými sú vlny). Ná² mentálny problém vysporiada´ sa so záverom, ºe fotón
(v zmysle potenciálnej udalosti - detekcie) nemá dráhu, nás privádza k abstraktnej predstave o �akoby
£astici� v superpozícii v²etkých dostupných dráh. Opis fotónu pomocou vlnovej funkcie sa potom stáva
opisom �£astice�50 v superpozícii dostupných stavov (v tomto prípade dráh). Z h©adiska merania je
o£akávané miesto detekcie fotónu (pred samotnou detekciou) v superpozícii dostupných (a prípadnou
interferenciou vymedzených) miest, a kolaps vlnovej funkcie je okamºitým skokovým kolapsom tejto
superpozície stavov v prospech jediného ur£itého stavu.

Vlnová funkcia v sebe pritom zahr¬uje úplnú informáciu o stave objektu (fotónu), teda o v²etkých
jeho stup¬och vo©nosti. Ako sme uº opísali v kap. II.1.7, superpozícia a jej kolaps pri meraní sa
vz´ahujú tieº na v²etky stupne vo©nosti, v závislosti od spôsobu detekcie. Ostáva e²te vyjasni´ vz´ah
medzi vlnovou funkciou fotónu a EM vlnou. Vlnová funkcia ψ, ktorá je pre individuálny fotón úplným
ale pravdepodobnostným opisom s prvkom náhodnosti, pre makroskopický po£et fotónov sa (v¤aka
vlastnosti fotónu, o ktorej bude re£ neskôr) stáva klasickou EM vlnou s �hmatate©nými� prejavmi. Ide
o ukáºkový príklad toho, ºe ná² dôverne známy �klasický� svet je emergenciou novej kvality z kvantity
£ohosi odli²ného (a nám cudzieho). Rovnako ako sa z kvantity náhodných bodov na tienidle vynorí
kvalitatívne nový objekt - interferen£ný obrazec.

II.2.2 Princípy kore²pondencie a komplementarity.

V predchádzajúcom texte sme videli, ako sa makroskopický fyzikálny obraz sveta vynára z mikrosko-
pického v limite obrovského po£tu mikroskopických udalostí. Fyzika mikrosveta preto musí by´ vybu-

48angl. quantum entanglement. Tento pojem zaviedol E. Schrödinger, a ozna£il ho za najcharakteristickej²u £rtu
kvantovej mechaniky.

49Nedochádza teda k rozporu s teóriou relativity. K tejto otázke sa e²te vrátime neskôr.
50Pojem £astica je podvedome spájany s predstavou projektilu. Aby sme kvantové objekty od tejto predstavy odlí²ili,

budeme ich v celom texte dôsledne uvádza´ ako �£astice� (s úvodzovkami).
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dovaná na tomto princípe - tzv. princípe kore²pondencie. �al²ou ukáºkou platnosti tohto princípu
je skúmanie dvojzväzkovej interferencie so sú£asným pouºitím polarizátorov. Predpokladajme dvoj-
²trbinový - tzv. Youngov interferometer, doplnený rozdielnymi lineárnymi polarizátormi, HP
resp. VP, umiestnenými bezprostredne za jednotlivými ²trbinami, 1 a 2. Ke¤ºe pre amplitúdy EM
v¨n prechádzajúcich jednotlivými ²trbinami a polarizátormi bude plati´ ~E1 ⊥ ~E2, je pochopite©né
(pozri kap. II.1.1), ºe ku ºiadnej interferencii svetla nedôjde.

Rovnaký výsledok musí vzís´ aj z úvah na úrovni fotónov: Bez prítomnosti polarizátorov je kaºdý
fotón v superpozícii stavov |H〉 a V 〉, pri£om táto superpozícia je rovnaká pre stavy fotónu v oboch
²trbinách, |ψ1〉 a |ψ2〉. Výsledná vlnová funkcia je v superpozícii týchto stavov,51

|ψ〉 =
1√
2

(|ψ1〉+ |ψ2〉)

Na vzdialenom tienidle za ²trbinami (plo²nom detektore fotónov) teda pozorujeme, ako jednotlivé
fotóny postupne vytvárajú interferen£ný obrazec (kap. II.1.2), s lokálnou pravdepodobnos´ou

P(~r) = 〈ψ(~r)|ψ(~r)〉 = ... =
1

2
{ 〈ψ1(~r)|ψ1(~r)〉+ 〈ψ2(~r)|ψ2(~r)〉+ 2〈ψ1(~r)|ψ2(~r)〉 }

Vloºením lineárnych polarizátorov rozdielnej orientácie za ²trbiny sa priestorové stupne vo©nosti
vlnovej funkcie, |ψ1(~r)〉 a |ψ2(~r)〉, previaºu s polariza£nými stup¬ami vo©nosti, |H〉 a |V 〉, a vlnová
funkcia nadobudne tvar

|ψ〉 =
1√
2

( |ψ1, H〉+ |ψ2, V 〉 )

Interferen£ný £len vo výraze pre pravdepodobnos´ 〈ψ|ψ〉 bude
2〈ψ1, H|ψ2, V 〉 = 0 lebo 〈H|V 〉 = 0 - bázové polarizácie sú navzájom
ortogonálne, a k interferencii preto nedôjde.

Tradi£ný spôsob interpretácie je taký, ºe tentokrát dokáºeme vloºením ¤al²ích polarizátorov HP
alebo VP kaºdému registrovanému fotónu priradi´ konkrétnu ²trbinu, a teda sme schopní získa´
informáciu �welcher Weg�. Vynára sa nám obraz fotónu-projektilu s konkrétnou trajektóriou, a ten
nepripú²´a interferenciu. Nezáleºí pritom na tom, £i takúto moºnos´ naozaj vyuºijeme (vloºením
dodato£ného polarizátora) a informáciu �welcher Weg� získame, podstatná je principiálna moºnos´
túto informáciu získa´. Interferencia patrí do vlnového obrazu, v ktorom niet miesta pre £astice-
projektily a ich trajektórie. Vzájomná nezlú£ite©nos´ £asticového a vlnového obrazu fotónu (a nielen
fotónu) sa nazýva princíp komplementarity.52 Na základe predchádzajúceho textu v²ak uº tu²íme,
ºe sú£asná interpretácia je subtilnej²ia.

História h©adania adekvátnej interpretácie stvorila aj (mylnú) predstavu, ºe interakcia fotónu-pro-
jektilu s polarizátorom pri ²trbine jeho trajektóriu predsa len ovplyvní dostato£ne na to, aby sa
interferen£ný obrazec �rozmazal�.53 Neopodstatnenos´ takéhoto predpokladu dokáºeme, ak do zostavy
s rovinnými polarizátormi pri ²trbinách vloºíme pred detektor dodato£ný kruhový polarizátor, napr.
RP - opä´ totiº vznikne interferen£ný obrazec! Dôvod je ten, ºe RP rovnako (50%) prepú²´a vlny |H〉 a
|V 〉, a platí (RP)|H〉 = 1√

2
|R〉 a (RP)|V 〉 = i√

2
|R〉 - polarizácia oboch zloºiek sa zjednotí. V tradi£nej

51Ne²peci�kovaný (v²eobecný) polariza£ný stav |X 〉 = (aV |V 〉+ aH |H〉) je pre obe zloºky vlnovej funkcie rovnaký,
preto ho v tomto zápise môºeme vynecha´. Ak by sme ho vo vlnovej funkcii chceli explicitne uvies´, zápis by mohol
vyzera´ ako

|ψ〉 =
1√
2

( |ψ1,X〉+ |ψ2,X〉 ) =
1√
2

( |ψ1〉+ |ψ2〉 ) |X 〉

Výraz |X 〉 by v²ak (ako multiplika£ný koe�cient) na interferenciu nemal vplyv.
52Oba spomínané princípy sformuloval v r.1927 N. Bohr. Nobelovu cenu získal uº predtým, v r. 1922.
53V prvopo£iatkoch kvantovej mechaniky podobný názor zastávali aj niektorí jej významní protagonisti, napr.

W. Heisenberg.
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interpretácii nie je teda moºné rozlí²i´ �odkia© fotón priletel�. Informácia �welcher Weg� bola zmazaná,
takejto zostave preto hovoríme kvantový zmizík £i kvantová guma.54 Ak by sme namiesto RP pred
detektorom pouºili LP, zjavil by sa komplementárny interferen£ný obrazec (s vymenenými polohami
miním a maxím). Za zánikom interferencie teda nemoºno vidie´ polarizátormi naru²enú geometriu
domnelých �trajektórií� fotónov.

II.2.3 Skryté premenné a Bellove nerovnosti.

Z klasickej fyziky poznáme situácie, ako napr. explóziu izolovaného telesa v pokoji, pri ktorej vzniknú
úlomky letiace rôznymi smermi, pri splnení zákona zachovania hybnosti,

∑
j ~pj|po = ~p |pred = 0.

Hybnosti jednotlivých úlomkov ostávajú (v izolovanom systéme) týmto zákonom navzájom previa-
zané, a to isté platí aj pre ich momenty hybnosti. Pre jednoduchos´ sa budeme zaobera´ najjedno-
duch²ím prípadom dvojice �dcérskych� telies, v²etky kvalitatívne závery v²ak ostanú v platnosti pre
ich ©ubovo©ný po£et. Pokia© poznáme po£iato£ný stav, tak meraním previazanej zachovávajúcej sa
veli£iny (napr. momentu hybnosti) jedného z telies spoznáme sú£asne aj hodnotu tejto veli£iny u
druhého z telies, bez potreby samostatného merania.

V klasickej fyzike vychádzame z �triviálneho� predpokladu, ºe (ideálnym klasickým) meraním danej
veli£iny len odha©ujeme jej aktuálnu hodnotu spred merania. Ako sme v²ak zistili v kap. II.1 na prí-
pade fotónu, hodnoty dynamických premenných (ako poloha £i moment hybnosti - spin) kvantových
objektov mimo merania vo v²eobecnosti neexistujú - sú neur£ité, v superpozícii moºných merate©ných
hodnôt, a práve meranie danej premennej vyrába kolapsom superpozície jej náhodnú ostrú hodnotu.
Pre dvojicu previazaných kvantových objektov A a B to v²ak znamená, ºe hodnoty previazanej veli-
£iny sú neur£ité pre obidva objekty, a meraním jedného z nich skokom skolabuje superpozícia hodnôt
pre oba. Meraním veli£iny X pre A teda okamºite vyrobíme odpovedajúcu hodnotu X pre B, nech je
od A ©ubovo©ne vzdialené! S takýmto okamºitým pôsobením na dia©ku (nere²pektujúcim rýchlostný
limit c) sme sa uº stretli pri kolapse vlnovej funkcie (kap. II.2.1), a nazvali sme ho kvantovou pre-
viazanos´ou. V prípade vlnovej funkcie v²ak i²lo �len o abstraktný matematický objekt�, okamºité
vzájomné ovplyvnenie dvojice �fyzických objektov� na dia©ku v²ak vyvoláva pochybnosti o úplnosti
ná²ho opisu kvantového sveta vo svetle teórie relativity.55

Kandidátom na rozlú²tenie tohto rébusu mala by´ existencia tzv. skrytých premenných - akéhosi
skrytého kódu �neseného� kaºdým objektom ale nezahrnutého do ná²ho matematického opisu kvôli
jeho (domnelej) neúplnosti, a predur£ujúceho výsledok merania (kolapsu) dynamických premenných.
Takýmto spôsobom by mohla by´ odstránená v²adeprítomná náhodnos´ výsledkov meraní. V¤aka
týmto skrytým premenným by mohli by´ aj trajektória fotónu-projektilu, £i aktuálna hodnota jeho
spinu pozd¨º trajektórie fyzikálnou realitou, �do£asne� nedostupnou kvôli neúplnosti aparátu. Obraz
kvantového sveta by sa tak stal bliº²ím na²ej makroskopickej realite.

Ukázalo sa, ºe existenciu skrytých premenných vieme potvrdi´ £i vyvráti´ experimentálne, a to na
základe splnenia £i nesplnenia tzv. Bellových nerovností.56 Pre skúmané kvantové objekty (napr.
fotóny) vyberme trojicu takých navzájom nezávislých dynamických premenných, α, β a γ, ktoré
môºu pri meraní nadobúda´ len dva výsledky, + a −. Takýmito premennými sú napr. registrova-
nie/neregistrovanie fotónu po prechode lineárnym polarizátorom v troch rôznych orientáciách. Pred-
pokladajme, ºe dokáºeme opakovane generova´ dvojice takýchto objektov (napr. fotónov) A a B,
kvantovo previazaných tak, ºe hodnoty odpovedajúcich si premenných sú pri meraní A aj B vºdy
rovnaké (αA = αB, at¤.). Zrealizujme sú£asné merania na ²tatisticky významnom mnoºstve takýchto

54angl. �quantum eraser�. Úlohu takéhoto kvantového zmizíku hrá aj polopriepustné zrkadlo S2 v MZI z kap. II.2.1.
55Najprominentnej²ím �pochybova£om� bol aº do konca svojho ºivota A. Einstein.
56J. Bell, 1964. Zomrel skôr, neº nobelovský výbor stihol zhodnoti´ jeho prínos.
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dvojíc, pri£om nezávislo na sebe vyberáme meranú premennú, α, β alebo γ (napr. αAβB, γAαB, a
pod.). Ak zvolíme rovnakú premennú pre A aj B, prirodzene dostaneme rovnaké výsledky, + alebo
−. Pri vo©be rôznych premenných môºu by´ výsledky rôzne. Ak sme meraním napr. αAβB dostali
(+,−), vieme, ºe musí plati´ αA = + = αB, βB = − = βA.

Pri existencii skrytých parametrov, dopredu ur£ujúcich výsledky merania, je pre takto previazané
páry s rovnakými a jednozna£nými hodnotami pre v²etky tri premenné moºných len 23 = 8 kon�gurá-
cií (α, β, γ): (+,+,+), (+,+,−), ...(−,−,−), pri£om tieto párové kon�gurácie sa generujú náhodne.
Ozna£me symbolmi typu P(α+, γ−) pravdepodobnos´, ºe pri párovom meraní detektor A zmeria
αA = + a detektor B zmeria γB = − (a analogicky pre ostatné premenné a výsledky). Bellova
nerovnos´ (odvodenie v Dodatku J) pre P(α+, γ−) je potom

P(α+, γ−) ≤ P(α+, β−) + P(β+, γ−)

a ²tatistický súbor meraní musí pri existencii skrytých premenných sp¨¬a´ takéto nerovnosti. Po£etné
spo©ahlivé experimenty v²ak jednozna£ne dokázali opak.

Pre ilustráciu predpokladajme, ºe α, β, γ sú merania s lineárnymi polarizátormi pod uhlami 0°,θ, 2θ
vo£i referen£nému smeru, a výsledky +/− znamenajú registráciu/neregistráciu fotónu za polarizá-
torom. Pravdepodobnos´ registrácie/neregistrácie fotónu v prípade lineárne polarizovaného svetla
závisí od uhla medzi smerom polarizácie svetla a smerom polarizátora ako P = cos2 ∆θ, resp. sin2 ∆θ
(kap. II.1.6). V prípade náhodného smeru polarizácie svetla (pre ²tatistický súbor generovaných pre-
viazaných párov) pribudne faktor 〈cos2 ∆θ〉 = 1

2
. Pre výrazy v Bellovej nerovnosti to znamená

P(0+, 2θ−) =
1

2
sin2 2θ P(0+, θ−) =

1

2
sin2 θ P(θ+, 2θ−) =

1

2
sin2 θ

a má plati´
1

2
sin2 2θ ≤ sin2 θ

£o celkom isto neplatí pre θ ≤ 45°. Existenciu skrytých premenných, ktoré by dopredu ur£ovali
výsledky meraní, musíme preto vylú£i´. Neur£itos´ výsledku kaºdého takéhoto merania je teda prin-
cipiálna - ostrá hodnota vznikne aº samotným meraním. Dôleºité (a pre ná² klasický poh©ad na
svet nepredstavite©né) pritom je, ºe v prípade individuálneho merania jedného z dvojice kvantovo
previazaných objektov okamºite ovplyvníme výsledok merania druhého, nech sú ©ubovo©ne od seba
vzdialené.57 Vo formálnom opise to znamená, ºe meraním (ktoréhoko©vek z nich) skolabuje celá ich
spolo£ná vlnová funkcia - z kvantového h©adiska teda tvoria aº do kolapsu jeden nedelite©ný kvantový
objekt. Kvantová previazanos´ �£astíc� (potencialít) vzniká pri ich vzájomnej interakcii, ich po£et je
pritom ©ubovo©ný (nemusí ís´ len o páry), a zaniká kolapsom ich (spolo£nej) vlnovej funkcie. V tomto
zmysle je kolaps previazaného páru £i trojice identický s kolapsom jedinej �£astice� (kap. II.2.1).

Okamºitý ú£inok merania v jednom mieste na vlnovú funkciu v mieste ©ubovo©ne vzdialenom pritom
neprotire£í teórii relativity. Tá totiº limituje len rýchlos´ ²írenia hmoty/energie, a (v kontexte infor-
matiky) aj vyuºite©nej informácie. Kolaps vlnovej funkcie nepredstavuje ²írenie ani jednej z nich. Pre
pozorovate©ov (detektory) A a B sú výsledky meraní jednotlivých £astí kvantovo previazaných párov
v na²ej úvahe celkom náhodné. O ich korelácii (v rámci kaºdého páru) sa môºu dozvedie´ len násled-
ným porovnaním nameraných výsledkov (pri beºnej komunikácii). Nie je teda takýmto spôsobom
moºné ²íri´ uºito£né informácie nadsvetelnou rýchlos´ou.

57Toto pochopite©ne platí len v idealizovanom svete, v ktorom na dva kvantovo previazané objekty nepôsobia
ºiadne okolité vplyvy. V reálnych laboratórnych podmienkach sa kvantová previazanos´ prejavuje len na limitovaných
vzdialenostiach, ktoré v²ak so zdokona©ovaním experimentálnych techník neustále narastajú.
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II.2.4 Experimenty s oneskorenou vo©bou.

Experimentálne skúmanie kvantovo previazaných párov kvantových objektov poskytuje zásadné od-
povede na na²e nejasnosti oh©adom fyzikálnej reality mikrosveta. Kvantovo previazané fotóny sú
laboratórne pripravované na rôzne spôsoby (naj£astej²ie tzv. metodou SPDC58), pri£om korelova-
nými dynamickými premennými sú spravidla zloºky hybnosti alebo polarizácia.

Predpokladajme experiment, v ktorom detekciou jedného fotónu z kaºdého páru, a, skúmame interfe-
renciu, kým druhý z páru, b, má poskytnú´ informáciu �welcher Weg�. Principiálna schéma takéhoto
experimentu na sústave s dvoma ²trbinami a s moºnos´ou kvantového zmizíka je na obr. Jednotlivé
fotóny zo zdroja Z prechádzajú dvojicou ²trbín, 1 a 2, a následne sú pohltené SPDC-kry²tálom K,
ktorý generuje kvantovo previazané páry a, b, v superpozícii prechodu materských fotónov oboma
²trbinami. Stav páru vieme zapísa´ ako

|ψ〉 =
1√
2

( |a1, b1〉+ |a2, b2〉 )

Kaºdý fotón a postupuje priamo na detektor D0, na ktorom (ne)o£akávame interferen£ný obrazec.
Odpovedajúci fotón b postupuje na sústavu detektorov identi�kujúcich (domnelý) prechod konkrét-
nou ²trbinou.

Ak by S1 a S2 boli dokonalé zrkadlá, kaºdý
fotón b by bol zaznamenaný jedným z de-
tektorov D1, D2, ktoré akoby ur£ili ²trbinu,
ktorou kaºdý materský fotón preletel. Fotóny
a by v²ak na detektore D0 neinterferovali.

Naopak, ak by S1 a S2 boli dokonale prie-
pustné, v²etky fotóny b by po odrazoch od
zrkadiel R dopadali z oboch strán na polo-
priepustné zrkadlo S3, odkia© by sa náhodne
(50:50) odráºali alebo prechádzali na detek-
tory D3 a D4. Zrkadlo S3 teda pôsobí ako
kvantový zmizík, maºúci informáciu �welcher
Weg�. Na D0 by teda pod©a predchádzajú-
ceho textu malo dôjs´ k interferencii. �iadnu
v²ak nepozorujeme!

Vysvetlenie je nasledovné: Ak S1 a S2 sú dokonalé zrkadlá, alternatívne vetvy fotónu b sa previaºu
s detektormi D1 a D2,

|ψ〉 =
1√
2

( |a1,D1〉+ |a2,D2〉 )

Ke¤ºe 〈D1|D2〉 = 0 a 〈D1|D1〉 = 〈D2|D2〉 = 1, pravdepodobnos´ detekcie v D1 alebo D2 bude

P1+2 = |ψ〉2 = 〈ψ|ψ〉 = ... =
1

2
( 〈a1|a1〉+ 〈a2|a2〉 ) = P1 + P2

a k ºiadnej interferencii na D0 nedôjde (P1,2 sú pravdepodobnosti, ºe fotón �preletel� ²trbinou 1
resp. 2). Naopak, pre S1 a S2 dokonale priepustné budú obe alternatívne vetvy b na výstupe S3

v superpozícii prechádzajúceho a odrazeného fotónu. Odraz od opticky hustej²ieho prostredia vnesie
58Spontaneous parametric down-conversion - konverzia jednotlivých dopadajúcich fotónov v ²peciálnych materiáloch

na kvantovo previazané páry fotónov. Ich energie a hybnosti sú ne²peci�kované, v sú£te v²ak odpovedajú energii a
hybnosti dopadajúceho fotónu.
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fázový posuv π (eiπ = −1), a ak kaºdý prechod zrkadlom danej hrúbky vnesie fázový posuv π/2
(eiπ/2 = i), potom

|b1〉 →
1√
2

( i|D3〉+ |D4〉 ) |b2〉 →
1√
2

( |D3〉+ i|D4〉 )

Celková vlnová funkcia je potom

|ψ〉 =
1

2
[ |a1〉( i|D3〉+ |D3 〉) + |a2〉( |D3〉+ i|D4〉 ) ] = ...

=
1

2
[ ( i|a1〉+ |a2〉 )|D3〉+ ( |a1〉+ i|a2〉 )|D4〉 ]

Ke¤ºe 〈D3|D4〉 = 0 a 〈D3|D3〉 = 〈D4|D4〉 = 1, pre pravdepodobnos´ detekcie v D3 alebo D4

dostaneme

P3+4 = 〈ψ|ψ〉 = ... =
1

4
[

D3︷ ︸︸ ︷
( i|a1〉+ |a2〉 )( i|a1〉+ |a2〉 )∗ +

D4︷ ︸︸ ︷
( |a1〉+ i|a2〉 )( |a1〉+ i|a2〉 )∗ ] =

=
1

4
[

D3︷ ︸︸ ︷
〈a1|a1〉+ 〈a2|a2〉 −(((((

((
2={〈a1|a2〉}+

D4︷ ︸︸ ︷
〈a1|a1〉+ 〈a2|a2〉+((((

(((2={〈a1|a2〉} ]

kde sme vyuºili rovnos´ (αβ∗ − α∗β) = −2={α∗β} = +2={β∗α}. Je to ten istý výsledok ako P1+2

z detektorov D1,2 ozna£ujúcich �welcher Weg�, a interferenciu na D0 nepozorujeme. Ak v²ak skúmame
£iastkové výsledky prislúchajúce detektorom D3 a D4 samostatne, kaºdý obsahuje (pre²krtnutý) in-
terferen£ný £len. Ak pomocou £asovej korelácie experimentálne spárujeme udalosti registrované v D0

a D3, resp. D0 a D4, dostaneme odpovedajúce interferen£né obrazce. K interverencii teda dochádza,
ke¤ºe sú v²ak interferen£né £leny navzájom v protifáze, vo výslednom obrazci splynú (a interferenciu
zamaskujú).

Ak S1 a S2 budú polopriepustné, vlnová funkcia bude obsahova´ (s ur£itou váhou) £leny prislúchajúce
v²etkým detektorom. Fotóny a registrované detektorom D0 môºeme potom rozdeli´ do dvoch skupín:
Fotóny a korelované so záznamami detektorov D1 a D2 nevytvárajú interferen£ný obrazec, kým fo-
tóny a korelované so záznamami detektorov D3 a D4 sami so sebou interferujú. Tradi£né vysvetlenie
je také, ºe v prípade prvej skupiny detektory D1 a D2 ur£ujú �welcher Weg� a tým ru²ia interferenciu.
Najzaujímavej²ou £rtou takéhoto experimentu je v²ak moºnos´ manipulácie optických d¨ºok jednot-
livých kanálov tak, ºe fotóny a budú detegované na D0 skôr neº fotóny b na detektoroch D1 - D4,
a výsledky sa pritom nezmenia! Akoby detektory D1 - D4 retroaktívne ur£ili, £o majú �robi´� fotóny a.
Z kauzálneho h©adiska zas akoby si kaºdý fotón a náhodne �vyberal�, £i bude alebo nebude interfe-
rova´ na D0 (a tomu sa prispôsobí výber detektora pre fotón b).59 Pochopite©ne, takéto úvahy sú
neakceptovate©né.

59E²te naivnej²ia interpretácia by znela, ºe materský fotón si dopredu �vyberie�, £i prejde jedinou ²trbinou alebo
obomi.
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Záver je taký, ºe kaºdý kvantový objekt (individuálny fotón £i previazaný pár fotónov) je pred detek-
ciou v superpozícii v²etkých dostupných alternatívnych stavov (zastúpených v jeho vlnovej funkcii),
a v okamihu detekcie skolabuje do jedného z nich, s pravdepodobnos´ou danou váhovým faktorom
v superpozícii. V prípade previazaného páru (resp. trojice, ²tvorice...) fotónov ide o jediný kvantový
objekt - nezáleºí na mieste a poradí detekcie - kolaps nastáva pri prvej z nich. Informácia �welcher
Weg� je pritom len zdanlivým ur£ením �trasy fotónu�, je len koreláciou ur£itých výsledkov spomedzi
celého dostupného spektra (superpozície).

Predstavuje teda vlnová funkcia fyzikálnu realitu, alebo je len matematickou pomôckou? Je jej kolaps
fyzikálnym procesom, alebo ide len o výpo£tový trik? Strohá odpove¤ znie, ºe ψ predstavuje hranicu
toho, £o nám fotón (a ako uvidíme neskôr, nielen fotón) o sebe �dovolí� pozna´. Hoci sa opísaný
scenár vymyká z rámca na²ej zmyslovej skúsenosti, je jedinou �realitou�, ktorú dnes máme.60 Aké-
ko©vek predstavy idúce za túto hranicu postrádajú oporu v matematickom aparáte aj principiálnych
experimentálnych moºnostiach fyziky, a preto sú vykázané do sveta metafyziky.

II.2.5 Symetrickos´ vlnovej funkcie.

Skúmajme dvojicu fotónov a, b, generovaných zdrojmi Z1,Z2, dopadajúcu sy-
metricky z oboch strán na polopriepustné zrkadlo (rovnaké ako v predchádza-
júcej kap. II.2.4), a zaznamenaných detektormi D1,D2 (obr.). Pod©a kvanto-
vého principu superpozície kaºdý z fotónov musí by´ po interakcii so zrkadlom
v superpozícii �prechádzajúceho� a �odrazeného�, £iºe v superpozícii záznamov
oboch detektorov,

|ψ1〉 =
1√
2

(−|D1〉+ i|D2〉)|a〉 |ψ2〉 =
1√
2

(−|D2〉+ i|D1〉)|b〉

Uvaºujme najprv prípad, ke¤ fotóny nie sú kvantovo previazané, a dokáºeme ich rozlí²i´ len pod©a
£asu detekcie (sú registrované s £asovým odstupom). Amplitúdy pravdepodobnosti detekcií sa s£íta-
vajú, £iºe

|ψ〉 = |ψ1〉+ |ψ2〉 =
1√
2
{ ( i|b〉 − |a〉)|D1〉+ ( i|a〉 − |b〉)|D2〉 }

Rozdelenie pravdepodobností dostaneme z výrazu P = 〈ψ|ψ〉, kde

〈ψ| = |ψ〉∗ =
1√
2
{ (−i〈b| − 〈a|)〈D1|+ (−i〈a| − 〈b|)〈D2| }

Rozlí²ite©né sú teraz nielen detektory, 〈D1|D2〉 = 0, ale aj fotóny, 〈a|b〉 = 0, a teda

P = ... =
1

2
{ 〈a|a〉〈D1|D1〉︸ ︷︷ ︸

a v D1

+ 〈b|b〉〈D1|D1〉︸ ︷︷ ︸
b v D1

+ 〈a|a〉〈D2|D2〉︸ ︷︷ ︸
a v D2

+ 〈b|b〉〈D2|D2〉︸ ︷︷ ︸
b v D2

} =
1

2
+

1

2
+

1

2
+

1

2
(= 2)

Znamená to, ºe kaºdý z fotónov bude, s polovi£nou pravdepodobnos´ou a nezávisle na sebe, dete-
govaný v D1 alebo D2. Ak v²ak oba fotóny zaregistrujeme naraz a nebudú nijak inak rozlí²ite©né,
|a〉 = |b〉, pravdepodobnos´ sa zmení na

P = ... =
1

2
{ 2〈a|a〉〈D1|D1〉︸ ︷︷ ︸

obidva v D1

+ 2〈a|a〉〈D2|D2〉︸ ︷︷ ︸
obidva v D2

} =
1

2
{ 2〈a|a〉D1

+ 2〈a|a〉D2
} = 1 + 1 (= 2)

£iºe oba fotóny vºdy zaregistruje len jeden z detektorov.
60Navy²e je posvätený enormným technologickým pokrokom za ostatné dekády.
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Predpokladajme teraz, ºe fotóny sú kvantovo previazané,61 napr. prostredníctvom svojich spinov,
a sú teda úplne opísate©né jedinou neredukovate©nou vlnovou funkciou. Najprv rozoberme prípad
superpozície navzájom rovnakých spinov, 1√

2
( |R〉|R〉+ |L〉|L〉), £iºe fotóny sú opä´ nerozlí²ite©né. Po

interakcii so zrkadlom dostávame

|ψ〉 =
1

2
√

2
{ (i|D2〉 − |D1〉)|R〉 · ( i|D1〉 − |D2〉)|R〉+ (i|D2〉 − |D1〉)|L〉 · ( i|D1〉 − |D2〉)|L〉 } =

=
−i

2
√

2
{ ( |D1〉|D1〉+ |D2〉|D2〉) |R〉|R〉+ ( |D1〉|D1〉+ |D2〉|D2〉) |L〉|L〉 }

a pre pravdepodobnosti62

P = ... =
1

8
{ 2〈R|R〉D1

+ 2〈L|L〉D1
+ 2〈R|R〉D2

+ 2〈L|L〉D2
} =

1

4
+

1

4
+

1

4
+

1

4
(= 1)

£iºe opä´ registrujeme oba fotóny na spolo£nom detektore. Rovnako ako v predchádzajúcom prí-
pade (nepreviazaných fotónov), fotóny sú nerozlí²ite©né, a teda ich vzájomnou výmenou sa vlnová
funkcia nezmení. Hovoríme, ºe vlnová funkcia je symetrická vo£i zámene dvojíc.63 V takýchto prí-
padoch majú £astice tendenciu k zhlukovaniu64 v spolo£nom stave (v tomto prípade detektore).
Práve tendencia k zhlukovaniu fotónov do jediného stavu má za následok, ºe vlnová funkcia tohto
stavu �prerastie� do koherentnej makroskopicky pozorovate©nej EM vlny. Symetrickým je aj kvantovo
previazaný stav dvoch rozlí²ite©ných fotónov, 1√

2
( |R〉|L〉+ |L〉|R〉).

Napokon uvaºujme65 dva rozlí²ite©né fotóny v kvantovo previazanom stave 1√
2
( |R〉|L〉 − |L〉|R〉).

Ide o antisymetrický stav - vzájomnou zámenou £astíc nadobudne vlnová funkcia opa£né zna-
mienko. Interakciou so zrkadlom po úprave dostaneme

|ψ〉 = ... =
1√
2
{ |D1〉|L〉|D2〉|R〉 − |D1〉|R〉|D2〉|L〉 }

P = ... =
1

2
{ 〈L|L〉D1

〈R|R〉D2
+ 〈R|R〉D1

〈L|L〉D2
} =

1

2
+

1

2

Tentokrát sú previazané fotóny registrované navzájom opa£nými detektormi. Kvantové objekty opí-
sané antisymetrickými vlnovými funkciami sa dôsledne vyhýbajú zhlukovaniu.66 Ako neskôr uvidíme,
v¤aka tejto vlastnosti existuje hmota (látka) v tej podobe ako ju poznáme.

61Fotóny v kvantovo previazaných stavoch, pripravené metódou SPDC, vznikajú v spolo£nom zdroji, pomyselné
zdroje Z1,Z2 v na²ej schéme v tomto prípade len symbolizujú smer dopadu na zrkadlo.

62Vlnová funkcia kvantovo previazaného páru je amplitúdou pravdepodobnosti detekcie páru, a teda párová prav-
depodobnos´ je normovaná na 1 (namiesto 2).

63Vz´ahuje sa to aj na zámenu ©ubovo©nej dvojice v n-£asticovej vlnovej funkcii.
64angl. bunching
65Podrobnos´ami prípravy uvaºovaných stavov 1√

2
( |R〉|L〉 ± |L〉|R〉) sa tu nebudeme zaobera´ - podstatné je, ºe sa

dajú technicky pripravi´, a ºe sa navzájom lí²ia priestorovou kon�guráciou výsledných spinov. O nie£o viac sa dozvieme
v kap. II.4.6 o priestorovom kvantovaní momentu hybnosti a v kap. III.1.6 o výberových pravidlách pri kvantových
preskokoch.

66angl.anti-bunching
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II.3 Elektrón.

II.3.1 Duálny charakter elektrónu.

Novodobá história elementárnych £astíc za£ala plynú´ na prelome 19. a 20. storo£ia ²túdiom
tzv. katódových lú£ov emitovaných z katódy Crookesovej trubice.67 V zriedených plynoch pri
dostato£nom anódovom napätí vznikal elektrický výboj, pri dopade týchto lú£ov na luminiscen£ný
povrch jeho svetielkovanie, a pri ich dopade na miniatúrnu turbínu jej rotácia. Odklá¬aním lú£a
elektrickým alebo magnetickým po©om sa ukázalo, ºe ide o tok £astíc - elektrónov, ktoré okrem
hybnosti a pokojovej hmotnosti nesú aj elektrický náboj68

me
∼= 9, 11 · 10−31kg qe = −e ∼= −1, 602 · 10−19C

Veli£ina e je tzv. elementárny náboj, a je fundamentálnou fyzikálnou kon²tantou. Existencia nenu-
lovej pokojovej hmotnosti evokuje klasickú predstavu hmoty a náboja rozloºených v ur£itom objeme
- ideálne guli o polomere re. Stotoºnením energie elektrostatického po©a vytvoreného takouto nabitou
gu©ou s relativistickou pokojovou energiou elektrónu de�nujeme tzv. klasický polomer elektrónu,

E =
1

4πε0

e2

re
= mec

2 re =
1

4πε0

e2

mec2
∼= 2, 818 · 10−15m

Ako v²ak £oskoro uvidíme, ide o naivnú predstavu. Sú£asné experimentálne moºnosti, umoº¬ujúce
lokalizovanie elektrónu s rádovo vä£²ou presnos´ou, navy²e ukazujú, ºe problém experimentálneho
lokalizovania elektrónu (detektorom) sa podobá problému lokalizovania fotónu (kap. II.1.2) - detego-
vaný elektrón je nanajvý² tak ve©ký ako rozli²ovacia schopnos´ detekcie.

Prevrat v náh©ade na elektrón (aj v²etky ostatné £astice látky) nastal pri pozorovaní rozptylu elek-
trónového zväzku na povrchu látok s pravidelnou (periodickou) kry²talickou ²truktúrou - pozoroval
sa interferen£ný obrazec.69 Kry²tálová mrieºka totiº pôsobí na vlny ako difrak£ná mrieºka (podobná
tej, ktorú opisujeme v kap. II.1.1). Podmienkou interferen£ných maxím je d sinϑ = lλ, l = 0, 1, 2...
(Dodatok D), kde d je v tomto prípade periodicita mrieºky atómov, a ϑ je uhol odrazeného zväzku
vo£i normále na plochu mrieºky (pri kolmom dopade vlny na mrieºku). Vlnová d¨ºka λ, odpove-
dajúca meraným interferen£ným (difrak£ným) obrazcom pritom súvisela s hybnos´ou dopadajúcich
elektrónov pod©a vz´ahu z kap. II.1.4

h

λ
= ~|~k| = |~p| = γme|~v|

Zmenou urých©ujúceho elektrického napätia sa menila hybnos´ dopadajúcich elektrónov, a odpo-
vedajúco uvedenému vz´ahu aj interferen£ný obrazec. Tento výsledok bol potvrdením hypotézy70

o duálnom (vlnovo-£asticovom) charaktere £astíc, pod©a ktorej kaºdej £astici s nenulovou hybnos-
´ou prislúcha tzv. de Broglieova vlnová d¨ºka71 λ = h

|~p| . Vlnový charakter elektrónových zväzkov
potvrdzuje aj vytvorenie interferen£ného obraca pri prechode sústavou ²trbín, analogicky prípadu
fotónov (kap. II.1.2).

67Crookesova trubica je výbojka naplnená zriedeným plynom. Za jej vynálezcu sa povaºuje W. Crookes. Experimenty
zásadného významu na nej uskuto£¬ovali mnohí význa£ní fyzici, ako P. Lenard, H. Hertz £i W. Röntgen.

68Objav elektrónu je pripísaný J. J. Thomsonovi v r.1897, (Nobelova cena v r.1906), a jeho elektrický náboj bol
experimentálne ur£ený R. Millikanom v r. 1910 (Nobelova cena 1923).

69Zásadné experimenty boli uskuto£nené v r. 1927 C. Davissonom a L. Germerom, a nezávisle G. P. Thomsonom.
Davissonovi a Thomsonovi bola za objav vlnových vlastností elektrónu udelená Nobelova cena v r. 1937. Iróniou osudu,
Thomsonov otec, J .J. Thomson, je laureátom Nobelovej ceny za objav elektrónu-£astice.

70S touto hypotézou pri²iel v r. 1923 L. de Broglie (£ítaj �de broj �), Nobelovu cenu získal v r. 1929.
71Tento záver môºeme aplikova´ aj na makroskopické telesá, ktorým v²ak odpovedá nemerate©ne malá vlnová d¨ºka,

£iºe vlnové vlastnosti makroskopických telies su nepozorovate©né.
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Dvojica vz´ahov
E = ~ω ~p = ~~k

teda tvorí matematické piliere vlnovo-£asticového dualizmu, ktorý sa vz´ahuje rovnako na fotóny aj
elektróny (a ostatné £astice). Ostré hodnoty ω a |~k| v²ak reprezentujú úplne delokalizovanú rovinnú
vlnu, a teda neodpovedajú predstave �bodovej� £astice.72

De�nova´ vlnovú d¨ºku má fyzikálne zmysel len pre vlnu o pozd¨ºnom rozmere (v smere ²írenia)
podstatne prevy²ujúcom λ, teda pre objekt dostato£ne pozd¨ºne delokalizovaný. V prípade fotónov
s m = 0 platí E = pc, a uvedené vz´ahy vedú na λ = hc

~ω = 2πc
ω
, pri£om

pod©a predchádzajúceho textu nemáme potrebu �²íriaci sa fotón� lokali-
zova´. Pre objekty s m 6= 0 v²ak o£akávame priestorovú lokalizáciu (po-
kojovej) hmotnosti, £o je protichodná poºiadavka k de�novaniu vlnovej
d¨ºky. Rie²ením preto musí by´ kompromis - £iasto£ná priestorová loka-
lizácia za cenu neur£itosti v stanovení λ. Vo fyzike v¨n poznáme takýto
objekt - vlnový balík (Dodatok K), tvorený superpozíciou harmonic-
kých v¨n zo spojitého intervalu ∆λ, s nenulovou výslednou amplitúdou
na d¨ºke ∆x (v smere ²írenia pozd¨º osi x).

Fázová rýchlos´ prislúchajúca vlne o de Broglieovej vlnovej d¨ºke je

vf =
ω

k
=
λω

2π
=

hω

2πp
=
~ω
p

=
E

p
=
γmc2

γmv
=
c2

v

£o zjavne neodpovedá rýchlosti hmotnej £astice v. Na druhej strane, vlnový balík sa ²íri grupovou
rýchlos´ou vg (Dodatok K). Pre vo©nú relativistickú £asticu (t.j. ²íriacu sa relativistickou rýchlos´ou)
platí

E =
√

(pc)2 + (mc2)2 ω =
E

~
= c

√
k2 +

(mc
~

)2

vf = c

√
1 +

(
mc

p

)2

O£ividne vf > c (a nemôºe teda predstavova´ ²írenie hmoty). Na druhej strane,

vg =
dω

dk
= ... =

c√
1 +

(
mc
p

)2
=
c2

vf
= v (< c)

Rýchlos´ vlnového balíka teda odpovedá rýchlosti klasickej £astice! Pre vo©nú nerelativistickú £asticu
platí

E =
p2

2m
=

(~k)2

2m
ω =

E

~
=
~k2

2m
vf =

ω

k
=
~k
2m

=
p

2m
=
mv

2m
=
v

2

vg =
dω

dk
=
~k
m

=
p

m
= v

Pre nehmotnú £asticu (fotón) platí73

E = ~ω = pc = ~kc ω = kc vf = c = vg = v

Zosúladenie obrazu ²íriaceho sa vlnového balíka s lokalizovaným £asticovým charakterom detekcie
opä´ vedie k pravdepodobnostnej interpretácii: Vlnová funkcia ψ(x) v tvare vlnového balíka vyjad-
ruje potencialitu detekcie - kvadrát jej amplitúdy ur£uje pravdepodobnos´ detekcie £astice v danom

72�ím ostrej²í je interferen£ný/difrak£ný obrazec pri rozptyle elektrónov na kry²tálovej mrieºke £i pri prechode
sústavou ²trbín, tým viac sa obraz elektrónov vz¤a©uje od predstavy �bodových� £astíc.

73Posledné rovnosti platia len pre vákuum. V látkovom prostredí vo v²eobecnosti vf 6= vg 6= c.
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mieste. Prednos´ou tohto konceptu okrem názornosti je fakt, ºe jeho £asopriestorový opis odpovedá
²íreniu energie/hybnosti/signálu. Prisudzovanie hlb²ieho významu vlnovému balíku v²ak nemá oporu
vo fyzike. Kvôli matematickej jednoduchosti navy²e £astice obvykle reprezentujeme pomocou harmo-
nických v¨n s ostrými hodnotami frekvencie, vlnového £ísla a odpovedajúcej de Broglieovej vlnovej
d¨ºky.74 Ke¤ºe (ako uvidíme) zákony kvantovej mechaniky sú lineárne - platí princíp superpozície -
z rie²ení pre harmonické vlny vieme vºdy �skomponova´� rie²enie pre realistický vlnový balík.

II.3.2 Princíp neur£itosti.

Koncept vlnového balíka ako pravdepodobnostnej reprezentácie £astice nazna£uje existenciu prin-
cipiálnych obmedzení v presnosti sú£asného predpovedania polohy a hybnosti £astice. Vlnový balík
totiº lokalizuje pravdepodobné miesto detekcie (v jednom rozmere x) na intervale σx, ktorý nepriamo
úmerne závisí od spektrálnej ²írky balíka σk (Dodatok K),

σxσk ≥
1

2

pri£om rovnos´ odpovedá práve gaussovskému balíku.75 Priradenie de Broglieovej vlnovej d¨ºky k hyb-
nosti £astice znamená σp = ~σk, £o vedie na Heisenbergov princíp neur£itosti76 (v jednom
rozmere x)

∆x∆px ∼= σxσpx ≥
~
2

Pri jeho interpretácii sa musíme dôsledne vyhnú´ nedorozumeniam. Predov²etkým, neur£itos´ (resp.
neistota) neznamená nepresnos´. Polohu £astice totiº môºeme zmera´ s ©ubovo©nou presnos´ou, akú
nám poskytuje experiment, a to isté platí o meraní hybnosti. Ako sme v²ak zistili pri ²túdiu fotónu
v kap. II.1, dynamické premenné kvantových objektov (akými sú aj poloha a hybnos´) pred meraním
neexistujú - meraním ich hodnoty vytvárame (neodha©ujeme existujúce hodnoty), spomedzi �ponuky�
danej pravdepodobnostným opisom zoh©ad¬ujúcim spôsob merania. Kaºdý typ merania de�nuje bázu
ortogonálnych (vzájomne odlí²ite©ných) výsledkov merania (napr. ktorý detektor, ktorá bunka na
plo²nom rastri, aká hodnota na digitálnej stupnici, a pod.),77 a stav kvantového objektu (vlnová fun-
kcia) vyjadrený v tejto báze ako superpozícia bázových stavov poskytuje pravdepodobnosti realizácie
jednotlivých bázových hodnôt. Pri meraní polohy/hybnosti £astice (v jednom rozmere) tvoria bázu
dostupné (t.j. pravdepodobné) rozlí²ite©né hodnoty x a px v rámci intervalov ≈ σx a σpx . �ubovo©ná
takáto dvojica ostrých78 hodnôt je dostupná meraniu (s rozdielnou pravdepodobnos´ou). Predmetom
neur£itosti je len aktuálna ²írka tejto �ponuky�, teda σx a σpx . Ak teda �pripravíme� vlnový balík s ur-
£itou priestorovou ²írkou σx, meranie hybnosti náhodne (s váºenou pravdepodobnos´ou) vygeneruje
hodnotu px z intervalu σpx ≥ ~

2σx
.79

Kaºdý akt merania v²ak spôsobí kolaps vlnovej funkcie (kap. II.2.1) - vlnového balíka. Predpokla-
dajme, ºe vlnový balík o priestorovej ²írke σx podrobíme meraniu polohy, a polohu £astice stanovíme
s presnos´ou merania δx. Tým pôvodná priestorová ²írka balíka skolabuje do σx → δx, a odpovedajúco
vzrastie jeho spektrálna ²írka σpx → ~

2δx
. Meraním polohy teda ovplyvníme prípadný bezprostredne

nasledujúci výsledok merania hybnosti (a naopak). Inými slovami, ak stanovíme (t.j. vytvoríme)

74Pre názornos´ môºeme tieto hodnoty stotoºni´ so stredom vlnového balíka.
75Presved£i´ sa o tom môºeme pomocou Fourierovej transformácie.
76Sformuloval ho v r. 1927 W. Heisenberg, Nobelova cena mu bola udelená v r. 1932.
77Aj v prípadoch merania spojite sa meniacej premennej, akou je poloha £i hybnos´, je výsledkom reálneho merania

diskrétna hodnota, odli²ná od najbliº²ej susednej. (Túto diskrétnos´ môºeme prisúdi´ limitovanej citlivosti merania.)
78Ostros´ týchto hodnôt je daná len citlivos´ou samotného merania.
79Predstavme si £asticu uzavretú v jame o ²írke L. Meranie jej hybnosti bude náhodne produkova´ hodnoty v intervale

∆p ≥ ~
2L .
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polohu objektu s presnos´ou/neur£itos´ou σx, neur£itos´ hybnosti σpx (t.j. interval hodnôt, ktoré
môºeme bezprostredne namera´, a to s ©ubovo©nou presnos´ou), bude podlieha´ princípu neur£itosti.

Na základe princípu neur£itosti môºeme interpretova´ aj ohyb svetelných £i elektrónových lú£ov na
²trbine (Dodatok L): Pre £astice ²íriace sa v smere x v neohrani£enom priestore platí

py = 0⇒ ∆py = 0⇒ ∆y →∞

V ²trbine ²írky d sú v²ak £astice lokalizované v smere y (obr.)

∆y = d⇒ ∆py ≥
~
2d

Nadobudnutá neur£itos´ hybnosti v smere y znamená rozptyl lú£ov do strán - ohyb, minimálne pod
uhlom ϑ, pre ktorý platí

sinϑ ∼= ϑ =
∆py
px
≥ ~

2dpx
=
~
2d

λ

h
=

λ

2πd

Uhol prvého interferen£ného/difrak£ného minima (£iºe prvej dolnej hranice pre pozorovaný rozptyl)
je ϑmin = λ

2d
, sp¨¬ajúci uvedenú nerovnos´.

Neexistencia skrytých premenných (kap. II.2.3) diskvali�kuje úvahy, pod©a ktorých by princíp neur-
£itosti iba odráºal neznalos´ takýchto premenných, predur£ujúcich výsledky merania polohy £i hyb-
nosti. Rovnako chybnou je lákavá predstava, ºe zdrojom neur£itosti je v²adeprítomný vplyv merania.
Úvahy tohto typu môºu vyzera´ nasledovne: H©adanie polohy elektrónu je ako h©adanie predmetu
v tme - zasvietime na¬. Priestorová rozli²ovacia schopnos´ svetla je v²ak ohrani£ená jeho vlnovou
d¨ºkou, ∆x ≈ λf . Pre hybnos´ fotónov to znamená pf = h

λf
, a odpovedá zmene hybnosti elektrónu

pri interakcii s fotónom, ∆pe ≈ pf . Nevyhnutná neur£itos´ hybnosti elektrónu, získaná �meraním�
jeho polohy je teda ∆pe ≈ h

∆x
> ~

2∆x
. Hoci je táto úvaha správna, poukazuje len na neredukova-

te©ný ú£inok akéhoko©vek merania na kvantový objekt. Takto vzniknutá neur£itos´ v²ak len spadá
do rámca (a nikdy �nepodlezie� dolnú hranicu) principiálnej neur£itosti, súvisiacej s neexistenciou
ostrých hodnôt dynamických premenných (polohy a hybnosti) pred meraním. Základné premenné
klasickej mechaniky sa opä´ ukazujú by´ emergentnými a rýdzo makroskopickými pojmami, ktoré
prechodom z makro- do mikrosveta strácajú jasný význam.

II.3.3 Interferencia elektrónov na sústave ²trbín.

Experimenty s elektrónmi prelietajúcimi sústavou ²trbín vedú k rovnakým záverom ako obdobné
experimenty s fotónmi (kap. II.1.2). Ak necháme jednotlivé elektróny neru²ene preletie´ sústavou
²trbín, po mnohonásobnej detekcii sa vynorí interferen£ný obrazec. Ak v²ak elektróny lokalizujeme
v niektorej zo ²trbín, napr. detekciou fotónov rozptýlených na elektrónoch pri danej ²trbine, interfe-
ren£ný obrazec zmizne.80

Ob©úbeným argumentom je, ºe interferen£ný obrazec sa rozmaºe v dôsledku interakcie elektrónov
s fotónmi, detekciou ktorých je moºné získa´ (domnelú) informáciu �welcher Weg�. Podmienkou je
v²ak, ºe fotóny dokáºu rozlí²i´ ²trbiny, teda λf < d

2
, kde d je vzájomná vzdialenos´ ²trbín. Elektrón

80Pri uvaºovanej detekcii elektrónu v ²trbine takýto elektrón, na rozdiel od fotónu, nezanikne a ¤alej sa ²íri, pri£om
nemôºeme zanedba´ poruchu ²írenia v dôsledku interakcie - detekcie.
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takouto interakciou s fotónom získa prie£nu neur£itos´ hybnosti δp ∼= h
λf

> 2h
d
. Na detektore vo

vzdialenosti D to znamená prie£ne rozmazanie δ = δp
p
D > 2h

d
λe
h
D = 2λeD

d
, £o prevy²uje vzdialenos´

interferen£ných miním a maxím (Dodatok D).

Zmäto£nos´ tohto argumentu opä´ preukáºeme experimentom s kvantovo previazanými pármi elek-
trónov. Uvaºujme s dvojicami elektrónov s opa£nými hybnos´ami (obr.), kde záznam na jednom
z detektorov v©avo ur£í konkrétnu ²trbinu - �welcher Weg� pre prelet druhého elektrónu. Interfe-
ren£ný obrazec nevznikne, hoci k ºiadnemu rozptylu pri ²trbine nedochádza.

Ak v²ak detektory v©avo nahradíme jediným, ktorý smery dopadajúcich elektrónov nerozlí²i, opä´
pozorujeme interferen£ný obrazec. Náhrada dvojice detektorov jediným je kvantovým zmizíkom (kap.
II.2.2), ktorý informáciu �welcher Weg� vymazal. Kolaps spolo£nej vlnovej funkcie páru na detek-
toroch v©avo v jednom i druhom prípade prie£ne lokalizuje elektrón letiaci ²trbinami. Ak je táto
lokalizácia presnej²ia neº ≈ d

2
, interferen£ný obrazec sa rozmaºe - nie v²ak zráºkou/rozptylom ale

samotným kolapsom a princípom neur£itosti. Nezáleºí pritom (kap. II.2.4), ktorý z detektorov kolaps
spôsobil.

Vo formalizme st¨pcových a riadkových vektorov, ktorý sme pouºívali pre fotóny, je amplitúda prav-
depodobnosti, ºe elektrón v stave |Z〉 generovanom zdrojom sa ocitne v stave |j〉 v ²trbine j, daná
skalárnym sú£inom 〈j|Z〉, a amplitúda pravdepodobnosti prechodu zo stavu |j〉 do stavu |D〉 na de-
tektore za ²trbinami je 〈D|j〉. Amplitúda procesu Z → j → D je potom 〈D|j〉〈j|Z〉. Ak je dostupnou
informácia o prelete elektrónu konkrétnou ²trbinou j, potom pravdepodobnos´ tohto procesu je

P(Z→j→D) = |〈D|j〉〈j|Z〉|2

Pravdepodobnos´ detegovaného stavu |D〉, bez oh©adu na výber ²trbiny, je potom pri dostupnosti81

informácie �welcher Weg� pre v²etky ²trbiny

P(Z→D) = |〈D|Z〉|2 =
∑
j

|〈D|j〉|2|〈j|Z〉|2 =
∑
j

P(j→D)P(Z→j) =
∑
j

P(Z→j→D)

Ak v²ak informácia �welcher Weg� nie je dostupná, potom

P(Z→D) = |〈D|Z〉|2 =

∣∣∣∣∣∑
j

〈D|j〉〈j|Z〉

∣∣∣∣∣
2

6=
∑
j

P(Z→j→D)

- s£ítavajú sa amplitúdy a nie pravdepodobnosti. Dochádza k interferencii nezrealizovaných (nede-
tegovaných) potencialít.

II.3.4 Pohybová rovnica elektrónu.

Interferen£né experimenty s elektrónmi ukazujú, ºe elektróny sa za ur£itých okolností chovajú ako
vlny, rovnako ako fotóny. V oboch prípadoch tieto vlny opisujeme prostredníctvom vlnových funkcií
v tvare rovinných harmonických v¨n (resp. ich balíkov - superpozícií)

ψ(~r, t) = ψ0(~r, t)ei(
~k·~r−ωt) = ψ0(~r, t)ei(~p·~r−Et)/~

81Jej dostupnos´ pritom nemusí by´ vyuºitá, dôleºité je len to, ºe bola makroskopicky zaregistrovaná, t.j. ºe nastal
kolaps vlnovej funkcie.
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vo význame komplexných amplitúd pravdepodobnosti detekcie £astice v danom mieste a £ase. V kap.
II.1 sme ukázali, ºe pre makroskopický po£et fotónov sa ich vlnová funkcia stáva EM vlnou, ktorej
²írenie vo vákuu opisuje vlnová rovnica (odvodená z Maxwellových rovníc)

�ψ =

(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2

)
ψ = 0 ψ → ~E, ~B, ~A

Elektróny sú v²ak objekty s nenulovou pokojovou hmotnos´ou, pre ktoré táto rovnica (opisujúca
²írenie rýchlos´ou c) nemôºe plati´. Pri h©adaní adekvátnej pohybovej rovnice elektrónu môºeme
vychádza´ z klasickej mechaniky hmotných telies.82 Tá popri tradi£nom newtonovskom formalizme
ponúka ekvivalentný hamiltonovský alebo lagrangeovský formalizmus. Základ v prvom z nich tvoria
Hamiltonove rovnice pre zloºky zov²eobecnených súradníc qj(t) a k nim pridruºených hybností
pj(t)

83

dqj
dt

=
∂H

∂pj

dpj
dt

= −∂H
∂qj

kde H(qj, pj, t) je klasický hamiltonián vo význame celkovej energie telesa. V lagrangeovskom for-
malizme je zas teleso charakterizované lagrangiánom L(qj, q̇j, t) - rozdielom kinetickej a potenciálnej
energie (q̇j =

dqj
dt
), a trajektóriu telesa ur£ujeme z podmienky extrému (mi-

nima) ú£inku S, de�novaného ako

S =

∫ t2

t1

L(qj, q̇j, t)dt
dS

dt
= L(qj, q̇j, t)

Prechod od jedného formalizmu k druhému je vyjadrený vz´ahom

H = pj q̇j − L

Ú£inok potom môºeme zapísa´ ako

S =

∫ t2

t1

[pj q̇j −H]dt =

∫ qj(t2)

qj(t1)

pjdqj −
∫ t2

t1

Hdt

Tento výraz môºeme vníma´ ako dráhový integrál medzi bodmi (qj(t1), t1) a (qj(t2), t2) v rovinách
qj − t (pre kaºdý stupe¬ vo©nosti j), pre ktorý musí plati´

S(qj(t)) =

∫ qj(t2)

qj(t1)

∂S

∂qj
dqj +

∫ t2

t1

∂S

∂t
dt

Porovnaním podintegrálnych výrazov dostávame

pj =
∂S

∂qj
H = −∂S

∂t

Prvá z rovníc má v kartézskej sústave tvar ~p = ∇S, a znamená pohyb telesa v smere nárastu
ú£inku, kolmo na plochy S = kon²t (presne tak ako sa vlna ²íri v smere kolmom na vlnoplochy -
plochy kon²tantnej fázy). Druhá z rovníc je tzv. Hamiltonova-Jacobiho rovnica (HJR). Ide o
alternatívnu formuláciu klasickej mechaniky (popri newtonovskej, lagrangeovskej a hamiltonovskej),
ktorá, ako hne¤ uvidíme, zbliºuje £asticové a vlnové h©adisko.

82Takýmto postupom môºeme mikroskopickú zákonitos´ uhádnu´, v ºiadnom prípade nie odvodi´! Naopak, spätný
postup je, v zmysle princípu kore²pondencie (kap. II.2.2), orienta£nou �skú²kou správnosti� uhádnutia. De�nitívnym
overením správnosti je experiment.

83Kánonicky zdruºenými pármi zov²eobecnených súradnic a hybností sú nielen x − px at¤., ale napr. aj uhol ϕ a
príslu²ný moment hybnosti Lϕ, a pod.
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Predpokladajme nerelativistickú £asticu s potenciálnou energiou V 6= V (~r, t), £iºe pohybujúcu sa
vo©ne (bez vonkaj²ieho silového pôsobenia, ~F = −∇V = 0 ). Jej hamiltonián je H = E = p2

2m
+ V ,

a HJR má v kartézskych súradniciach tvar

−∂S
∂t

=
(∇S)2

2m
+ V

Bez silového pôsobenia sa jej celková energia sa zachováva, E = −∂S
∂t

= kon²t. Znamená to, ºe
S = −Et+f(~r), kde f(~r) je ©ubovo©ná funkcia polohy. Potom ~p = ∇S = ∇f(~r), a odtia© f(~r) = ~p·~r.
Ú£inok má teda tvar

S = ~p · ~r − Et

ktorý pripomína fázu de Broglieovej vlny - vlnovej funkcie £astice v tvare rovinnej monochromatickej
vlny84 ψ(~r, t) ∼ eiS/~, s vlnovým vektorom ~k = ~p/~ a frekvenciou ω = E/~. Klasická £asticová
mechanika nás teda priviedla k ²íreniu de Broglieovej vlny - kaºdej pohybujúcej sa klasickej £astici
môºeme priradi´ pomyselnú vlnu s vlnoplochami de�novanými kon²tantnou hodnotou ú£inku S.
Uvedená HJR pre nerelativistickú £asticu s ansatzom85 ψ(~r, t) = eiS(~r,t)/~ nás zasa privedie (Dodatok
M) k Schrödingerovej rovnici (SCHR)86

i~
∂ψ(~r, t)

∂t
= − ~

2

2m
∇2ψ(~r, t) + V ψ(~r, t)

Toto je pohybová rovnica nerelativistického elektrónu. Postup uvedený v Dodatku M nie je do-
stato£ne v²eobecný na to, aby mohol by´ povaºovaný za jej odvodenie - SCHR je postulovaná, a
jej správnos´ pre nerelativistické £astice je potvrdená experimentami. Na druhej strane, dostato£ne
v²eobecným postupom dokáºeme zo SCHR odvodi´ HJR ako limitný prípad pre ~ → 0. Klasická
nerelativistická mechanika je teda limitným prípadom kvantovej mechaniky.

Podobnú situáciu poznáme v optike: Vlnová optika opisuje ²írenie v¨n eiSopt/λ̄ = ei(x−vf t)/λ̄

(λ̄ = λ/2π) a ich interferenciu. Ekvivalentom ú£inku v optike je tzv. optická dráha

Sopt =

∫ tB

tA

cdt =

∫ tB

tA

n(~r)vfdt =

∫ tB

tA

n(~r)dl

kde n(~r) je index lomu prostredia. V limite λ̄→ 0 (relatívne vo£i priestorovej rozli²ovacej schopnosti)
sa vlnové vlastnosti strácajú (vzdialenosti interferen£ných maxím a miním sú dané vlnovou d¨ºkou), a
svetlo sa medzi bodmi A a B ²íri vo forme lú£a sledujúcehominimálnu optickú dráhu, δSopt = 0 - to je
limita geometrickej optiky. Pre de Broglieovu vlnu je vlnovou d¨ºkou λ̄ = ~

p
= ~

mv
, a vlnový charakter

(s interferenciou) pozorujeme v¤aka nepatrnej hmotnosti mikroskopických £astíc. Pre makroskopické
telesá v²ak λ̄ → 0, a ku kon²truktívnej interferencii v²etkých myslite©ných dráh medzi A a B (obr.
v kap. II.1.1) prispievajú len dráhy s nepatrnou variáciou fázy, δS = 0, blízke klasickej trajektórii.
H©adanie takejto trajektórie pomocou princípu minimálneho ú£inku je teda analógiou geometrickej
optiky. Pre dané p odpovedá λ̄→ 0 klasickej limite ~→ 0.

II.3.5 �asový vývoj elektrónu.

SCHR z predchádzajúcej kap. II.3.4 opisuje £asový vývoj nerelativistického elektrónu, v zmysle hus-
toty pravdepodobnosti jeho detekcie v priestore, ρ(~r, t) = |ψ∗(~r, t)ψ(~r, t)|. Oprávnene o£akávame,

84Planckova kon²tanta ~ rozmeru ú£inku tu vystupuje z £isto rozmerových dôvodov.
85Nemecký výraz �Ansatz� vo fyzike pouºívame vo význame predpokladaného (o£akávaného) tvaru rie²enia úlohy.

V tomto ansatze pre jednoduchos´ uvaºujeme |ψ| = 1, a jeho normovanos´ou sa tu nebudeme zaobera´.
86Túto rovnicu postuloval E. Schrödinger v r. 1925, Nobelovu cenu získal v r. 1933.
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ºe táto pravdepodobnos´ sa v £ase zachováva, teda ºe platí pre ¬u rovnaká rovnica kontinuity ako
pre iné formy hmoty-energie, skúmané v predchádzajúcich £astiach textu. Presved£íme sa o tom
manipulovaním s komplexne zdruºeným párom SCHR, v symbolickom zápise

ψ∗[SCHR]− [SCHR]∗ψ : i~
(
ψ∗
∂ψ

∂t
+ ψ

∂ψ∗

∂t

)
=
−~2

2m

(
ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗

)
£o sa dá prepísa´ ako

∂ρ

∂t
=
∂(ψ∗ψ)

∂t
=

i~
2m
∇ · (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) = −∇ ·~j ~j =

−i~
2m

(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)

kde~j(~r, t) je tok hustoty pravdepodobnosti. Ak dosadíme ψ(~r, t) v tvare rovinnej vlny ei(~p·~r−Et)/~,
dostaneme ~j = ρ ~p

m
, £o odpovedá klasickej hustote toku ρ~v. Rovinná de Broglieova vlna s ostrou

hodnotou hybnosti je v²ak úplne delokalizovaná (bez za£iatku a konca), a ke¤ sa zameriame na
pomyselný objem V ohrani£ený plá²´om o ploche Σ, vlna takýmto objemom preteká (vteká na jednej
strane a vyteká na druhej), pri£om celkový výtok z objemu je nulový,∮

Σ

~j · d~Σ =

∫
V
∇ ·~j dV = 0 ⇒

∫
V

∂ρ

∂t
dV =

d

dt

∫
V
ρdV = 0

Znamená to, ºe pravdepodobnos´ namerania elektrónu v ©ubovo©nej £asti priestoru sa v £ase nemení,
£o je zrejmé aj z toho, ºe pre takúto vlnu ψ(t) = e−iEt/~, a teda ψ∗ψ nezávisí od £asu. Takýto stav
nazývame stacionárnym stavom elektrónu, a napriek nenulovému toku (hustoty) pravdepodob-
nosti nemáme fyzikálny dôvod hovori´ o jeho pohybe v klasickom zmysle. Charakteristickou £rtou
stacionárneho stavu je kon²tantná ostrá hodnota energie.

Realistickej²ím obrazom viac-menej lokalizovaného elektrónu je v²ak pod©a kap. II.3.1 vlnový balík ako
superpozícia rovinných v¨n rôznych de Broglieových vlnových vektorov a hybností ~p = ~~k. V¤aka
linearite SCHR je jej rie²ením celý balík aj kaºdá z jeho harmonických komponent samostatne.
Dosadením ~p-tej komponenty ψ~p(~r, t) = ei(~p·~r−Et)/~ do SCHR pre vo©nú £asticu (V = 0) dostaneme

Eψ(~r, t) =
(~p)2

2m
ψ(~r, t) → E =

(~p)2

2m
→ ω =

~(~k)2

2m

Grupová rýchlos´ balíka je potom vg = dω
dk

= p
m
, a ²írenie balíka touto rýchlos´ou je reálnym ²írením

pravdepodobnosti a teda pohybom elektrónu. Lokálna zmena pravdepodobnosti v £ase ako aj spektrum
energií v balíku - superpozícia namiesto jedinej ostrej hodnoty - znamenajú nestacionaritu stavu.
Navy²e koe�cient Γ = d2ω

dk2 = ~
m
(Dodatok K) spôsobí, ºe priestorová ²írka balíka (pre jednoduchos´

predpokladáme jednorozmerný prípad a gaussovské rozdelenie hybností) narastá s £asom ako

σx(t) = σx|t=0

√
1 +

Γ2t2

4σ4
t=0

= σt=0

√
1 +

~2t2

4m2σ4
x|t=0

teda tým rýchlej²ie, £ím men²ia je oblas´ jeho po£iato£nej lokalizácie σx|t=0. Tá totiº ur£uje ²írku
spektra hybností σp (ktoré sa bez pôsobenia vonkaj²ích síl nemôºe meni´, hoci σx(t) narastá), a £ím
je ²ir²ie σp, tým skôr sa balík harmonických v¨n rozfázuje. Vo©ný elektrón ako vlnový balík pôvodne
lokalizovaný na svojom klasickom polomere re (kap. II.3.1) by sa za 1s rozptýlil na vzdialenos´
1012m!87 Vlnový balík teda nemoºno stotoºni´ s elektrónom inak neº ako rozdelenie pravdepodobnosti
detekcie. Na druhej strane, nielen balík ako celok, ale ani jeho priestorové roz²irovanie sa nemôºe
²íri´ vä£²ou rýchlos´ou neº c, £iºe príli²ná po£iato£ná lokalizácia elektrónu (do �bodu�) naráºa na
principiálne relativistické obmedzenie.

87Naopak, pre makroskopické objekty by si pozorovate©né roz²írenie vyºadovalo astronomický £as.
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Postupný rozpad vlnového balíka ako rie²enia SCHR by nemal by´ prekvapením, SCHR pre vo©nú
£asticu je totiº formálne identická s rovnicou ²írenia tepla £i rovnicou difúzie. (V oboch prípadoch sa
po£iato£né sústredené teplo £i zhluk £astíc postupne rozplýva.) Naopak, pohybová rovnica fotónu vo
vákuu vedie na disperzný vz´ah ω = kc a teda Γ = 0 - vlnový balík fotónu sa vo vákuu nerozpadá.

Predstavme si teraz vlnový balík dopadajúci na rozhranie potenciálov - potenciálový skok ko-
ne£nej vý²ky V , a uvaºujme dobu dostato£ne krátku, takºe sa jeho rozpadom nemusíme zaobera´.
Podrobnej²ia analýza tejto úlohy je v Dodatku N. Balík sa chová ako beºná vlna - £iasto£ne sa od-
razí od rozhrania s pôvodnými (len opa£ne orientovanými) hybnos´ami jednotlivých zloºiek balíka,
p1 =

√
2mEkin, a £iasto£ne prenikne do druhého prostredia, kde sa v prípade Ekin > V bude ²íri´ s

pozmenenými hybnos´ami p2 =
√

2m(Ekin − V ). Aº akt merania spôsobí kolaps superpozície odra-
zenej a postupujúcej vlny do jediného miesta detekcie elektrónu-£astice. V prípade Ekin < V budú
hybnosti zloºiek prechádzajúcich rozhraním imaginárne, £o znamená, ºe tieto vlny sa na vzdialenosti
≈ ~/|p2| utlmia. Ak by v²ak oblas´ s V > Ekin tvorila len úzku (v porovnaní s ~/|p2|) bariéru,
vlna ¬ou prenikne, a £asticu môºeme (s istou malou pravdepodobnos´ou) detegova´ na druhej strane
bariéry (nepreniknute©nej pre klasickú £asticu). Hovoríme vtedy o tunelovom jave.

Napokon skúmajme £asový vývoj elektrónu �uväzneného� vo vymedzenom priestore. Najjednoduch-
²ou situáciou je jednorozmerná potenciálová jamamodelovaná potenciálnou energiou V (x) = 0 pre
x ∈ (0, L) a V =∞ mimo tohto intervalu. Pohyb klasickej £astice (v jednom rozmere) by bol pohy-
bom po úse£ke s odrazmi od stien v x = 0, L. Pre elektrón ako de Broglieovu vlnu sú steny tentokrát
rovnako nepreniknute©né (lebo V → ∞), a teda ψ(x) = 0 mimo intervalu x ∈ (0, L). Okrajové
podmienky ψ(0) = ψ(L) = 0 pripú²´ajú len rie²enia SCHR v tvare stojatých v¨n

ψn(x, t) =

√
2

L
sin

nπx

L
e−iEnt/~ =

√
1

2L

(
einπx/L + e−inπx/L

)
e−iEnt/~ n = 1, 2, ...

kde koe�cient
√

2
L
vyplýva z normovacej podmienky

∫ L
0
ψ∗ψdx = 1, ºe elektrón je s istotou v jame.

Z tejto poºiadavky tieº vyplýva, ºe vlnová funkcia musí by´ komplexná (jej oscilácie ju nesmú vy-
nulova´, a |e−iEnt/~| = 1). Prípustné diskrétne hodnoty de Broglieových vlnových d¨ºok λn = 2L

n

odpovedajú hybnostiam a energiám

pn = ±nh
2L

En =
p2

2m
=

n2h2

8mL2

Priestorové ohrani£enie vlnovej funkcie nevyhnutne vedie ku diskrét-
nemu spektru hybností a energií, £o sved£í o vlnovom charaktere
elektrónov. Grafy |ψ(x)|2 ur£ujú lokálnu pravdepodobnos´ namerania
elektrónu-£astice v jednotlivých stavoch, a tá sa v £ase nemení (ψ∗ψ
nezávisí od £asu). Stavy ψn v na²ej jame sú stacionárnymi. Nemalo by
nás mýli´, ºe sme týmto stavom priradili nenulové hybnosti pn. Kaº-
dému takémuto stavu totiº prislúchajú dve hodnoty, ±pn =

√
2mEn

(£iºe superpozíciu pohybu v oboch smeroch). Pre stav n = 1 je neur£itos´ hybnosti σp ≈ h
2L

a neur-
£itos´ polohy σx ≈ L

2
, a platí

σxσp ≈
h

4
&
~
2

Hodnoty ±pn, ktoré môºeme v jednotlivých stavoch namera´, spadajú do neur£itosti hybnosti, a in-
terpretujeme ich preto ako hodnoty vyrobené meraním (neexistujúce pred meraním).88 Ani v takýchto
stavoch ψn teda nie je fyzikálne opodstatnené hovori´ o (klasickom) pohybe elektrónu v jame.

Stojí tieº za zmienku, ºe v limite ve©kých energií, n→∞, £o je klasická limita, sa pravdepodobnos´
namerania elektrónu stáva rovnomerne rozloºenou v celej jame, £o by odpovedalo klasickému po-

88Podrobnej²í vh©ad získame po pre²tudovaní kap. II.4.
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hybu £astice, v súlade s princípom kore²pondencie (kap. II.2.2). Naproti tomu pre malé n rozdelenia
pravdepodobnosti nemajú klasický analóg.

Elektrón sa v²ak v na²ej jame môºe nachádza´ aj v superpozícii stacionárnych stavov ψn. Takýto stav
je uº nestacionárny - nemá ostrú hodnotu energie (je v superpozícii hodnôt En), jeho £asový vývoj
je netriviálny (superpozícia funkcií e−iEnt/~), a priestorové rozloºenie pravdepodobnosti namerania
£astice ψ∗ψ sa v £ase mení.

Inou (idealizovanou) variantou viazaného stavu je elektrón na kruºnici.89 Pri �xovanom polomere r
je jedinou priestorovou premennou uhol φ, a laplacián ∇2 v polárnych súradniciach sa redukuje na
1
r2

d2

dφ2 . Poºiadavka jednozna£nosti vlnovej funkcie v kaºdom bode kruºnice - tzv. periodická okrajová
podmienka ψ(φ) = ψ(φ + 2πn) - opä´ obmedzuje moºné de Broglieove vlnové d¨ºky na tie, ktoré
sp¨¬ajú podmienku

nλn = 2πr pn = ±n~
r

En =
n2~2

2mr2

Opä´ teda existujú stacionárne stavy s energiami En a vlnovými funkciami v tvare

ψ(φ, t) =
1√
2π

(
einφ + e−inφ

)
e−iEnt/~

so statickým rozloºením pravdepodobnosti pozd¨º kruºnice. O pohybe elektrónu môºeme hovori´ len
v prípade nestacionárnej superpozície takýchto stavov.

Ak v²ak v stacionárnych stavoch elektrónu nemáme hovori´ o jeho pohybe v klasickom chápaní, aký
je fyzikálny význam nenulových ostrých hodnôt kinetickej energie? Ukazuje sa, ºe (napriek prívlastku
kinetická = pohybová) v stacionárnych stavoch táto veli£ina vyjadruje len mieru nenulového toku
pravdepodobnosti pri jej nulovom výtoku, £iºe pri nemeniacej sa pravdepodobnosti. Kon²tantnos´ (a
nenulovos´) energie znamená pretrvávanie stavu v £ase (pozri kap.I.3.5).

II.3.6 Je elektrón £asticou?

Hoci interferen£né experimenty jednozna£ne poukazujú na vlnový charakter elektrónu, £asticový
charakter elektrónu sa zdá by´ pôsobivo dokumentovaný vytvorením jasnej trajektórie pri prelete
hmlovou komorou.90

Treba v²ak ma´ na pamäti, ºe vidite©né stopy (obr.) nezobrazujú samotnú £asticu
(elektrón), ale hmlový kondenzát okolitých pár v úlohe �detektora� (aktuálnej)
polohy £astice. (Podobný úkaz vídame za istých podmienok na jasnej oblohe po
prelete tryskového lietadla - samotné lietadlo pritom nemusí by´ vidno.)

V skuto£nosti tieto pozorovania nijak neprotire£ia vlnovému obrazu elektrónu. V kap. II.3.5 sme
opísali pohyb elektrónu prostredníctvom ²íriaceho a rýchlo sa rozpadávajúceho vlnového balíka, ktorý
v okamihu merania skolabuje na rozmery dané rozli²ovacou schopnos´ou detektora. Na rozdiel od
fotónu v²ak elektrón (v¤aka svojej nenulovej hmotnosti, ale nielen nej) detekciou nezanikne, a ak
neostane viazaný na detektore, môºe sa ¤alej vo©ne ²íri´ ako vlnový balík. Práve toto sa deje v hmlovej
komore - rozptyl elektrónu-balíka na zhlukoch molekúl presýtenej pary spôsobuje �permanentný�
kolaps balíka do rozmerov týchto zhlukov. Výsledkom tohto neustále sa opakujúceho procesu je
súvislá �trajektória�. Priloºením EM polí môºeme pozorova´ jej odpovedajúce zakrivenie, £o je v²ak
len dôsledok zákona zachovania hybnosti v EM poli (kap. I.3).

89Ide o zjednodu²ený jednorozmerný model �pohybu� elektrónu v elektrickom poli jadra atómu. Potenciálnu energiu
v hamiltoniáne nahradíme tým, ºe elektrónu �predpí²eme� výskyt len na kruºnici.

90Hmlová komora je uzavretá sklená nádoba naplnená presýtenou parou (napr. vody alebo alkoholu). Prelietajúca
energetická £astica ionizuje molekuly pary, ktoré pôsobia ako kondenza£né centrá a vytvárajú vidite©nú hmlovú stopu.
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Natíska sa otázka, nako©ko �makroskopický� musí by´ detektor, aby spôsobil kolaps balíka - vlnovej
funkcie. (Sú v tomto prípade zhluky molekúl �dostato£ne makroskopické�?) Interakcia mikroskopic-
kého objektu s detektorom sa totiº tieº deje na mikroskopickej úrovni - napokon kaºdé makroskopické
teleso sa skladá z mikroskopických £astí(c), riadiacich sa kvantovými zákonitos´ami. Kde je teda hra-
nica medzi makro- a mikrosvetom?91 Odpove¤ h©adajme v nasledujúcom zjednodu²enom modeli
kvantového merania.

Základnou vlastnos´ou kvantových objektov je (vo v²eobecnosti) neexistencia ostrých hodnôt ich dy-
namických premenných. Stav takéhoto objektu preto charakterizujeme koherentnou92 superpozíciou
vhodne zvolených stavov |ψj〉, napr. stavov s ostrými hodnotami nejakej premennej (poloha, hybnos´,
polarizácia, ²trbina...), s amplitúdami pravdepodobnosti aj,

|ψ〉 =
∑
j

aj|ψj〉

Kaºdej dostupnej hodnote meranej veli£iny odpovedá ur£itý stav |Pj〉 £idla detektora.93 Prvou fázou
merania je kvantové previazanie zloºiek |ψj〉 s odpovedajúcicmi stavmi £idla. �idlo je v²ak v nepretr-
ºitej interakcii s nepreberným mnoºstvom stup¬ov vo©nosti makroskopického okolia, a kvantovým
previazaním s nimi sa naru²í koherentná superpozícia amplitúd pravdepodobnosti v prospech su-
perpozície pravdepodobností - tento proces sa nazýva dekoherencia. Sú£asne sa nekontrolovaným
vplyvom vonkaj²ích faktorov zrealizuje ur£itý konkrétny stav |ψj, Pj〉. Schématicky

|ψ〉|P 〉 =

(∑
j

aj|ψj〉

)
|P 〉 previazanie−→

∑
j

aj|ψj, Pj〉
dekoherencia−→
a kolaps

|ψj, Pj〉

Takáto schéma pochopite©ne nie je vy£erpávajúcim opisom kvantového merania (a problém náhod-
nosti len posúva o úrove¬ vy²²ie), ponúka v²ak ur£itý kvalitatívny fyzikálny ná£rt procesov stojacich
za pojmom kolaps stavu. V tomto duchu tieº dokres©uje mechanizmus permanentného kolapsu elek-
trónovej vlny v hmlovej komore v dôsledku makroskopického mnoºstva interakcií medzi molekulami
pary.

�asticový charakter elektrónu (a podobných objektov) je teda len ilúziou, ktorá vzniká pri interakcii
s makroskopickými objektami, v dôsledku kvantovaného transféru energie, hybnosti, momentu hyb-
nosti £i elektrického náboja. Hoci neru²ený £asový vývoj elektrónu má jednozna£ne vlnový charakter,
predstava elektrónu ako projektilu je názornou pomôckou, úplne posta£ujúcou najmä v situáciách,
ke¤ nás zaujíma práve transfér energie, hybnosti, náboja a pod.

II.4 Ná£rt formalizmu kvantovej mechaniky

II.4.1 Stavy a reprezentácie.

V predchádzajúcich £astiach textu sme sa oboznámili so základnými odli²nos´ami opisu kvantového
sveta od klasického opisu, akými sú pravdepodobnostný charakter dynamických premenných - neexis-
tencia (vo v²eobecnosti) ich ostrých hodôt mimo merania, neredukovate©ný vplyv kaºdého merania
na stav meraného objektu, £i vzájomná nekompatibilita ur£itých dvojíc dynamických premenných,

91Táto pomyselná hranica sa v literatúre £asto ozna£uje ako Heisenbergova britva.
92Prívlastok koherentná ozna£uje kvantovú superpozíciu, jednotlivé zloºky ktorej navzájom interferujú.
93Anglosaská literatúra pouºíva výraz pointer.
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vyjadrená princípom neur£itosti. V tejto a nasledujúcich kapitolách nazna£íme základný formálny
rámec kvantovomechanického opisu �£astice�.

Základným pojmom tohto opisu je stav �£astice�. V klasickej mechanike je týmto stavom bod
vo fázovom priestore s ostrými hodnotami súradníc a hybností, ur£ujúcimi aj odvodené mechanické
premenné (ako moment hybnosti, energia, a pod.).94 Princíp neur£itosti v²ak takúto de�níciu stavu
nepripú²´a. Kvantovomechanický stav |ψ〉 síce predstavuje tieº úplný dostupný opis �£astice�, bez
skrytých premenných (kap. II.2.3), ten v²ak spo£íva v ostrých hodnotách len amplitúd pravdepodob-
nosti namerania konkrétnych hodnôt dynamických premenných. Vychádzame z prirodzeného predpo-
kladu, ºe kaºdej z moºných namerate©ných hodnôt danej dynamickej premennej opisujúcej �£asticu�
prislúcha odlí²ite©ny stav (�vyrobený� meraním). Je preto rozumné rozloºi´ stav �£astice� pred me-
raním práve do bázy týchto stavov. V kap. II.2 sme rozkladali stav meraného objektu (fotónu) do
diskrétnej ortogonálnej bázy polarizátorov alebo detektorov, napr.

|ψ〉 = ψ1|D1〉+ ψ2|D2〉+ ... =
∑
j

ψj|Dj〉

pri£om o£akávaným výsledkom bolo �cvaknutie� jedného z detektorov Dj s (vo v²eobecnosti komplex-
nou) amplitúdou pravdepodobnosti ψj, odpovedajúcou priemetu95 stavu |ψ〉 do stavu |Dj〉, a teda
s pravdepodobnos´ou

P(Dj) = |〈Dj|ψ〉|2 = ... = |ψj|2

Zov²eobecnime tento postup pre ©ubovo©nú reálnu pozorovate©nú96 dynamickú premennú α. Pred-
pokladajme ur£itý po£et diskrétnych97 moºných výsledkov merania, αj, a im odpovedajúcich stavov
objektu po meraní, |αj〉. Neur£itý stav pred meraním potom vyjadrime ako superpozíciu týchto na-
vzájom ortogonálnych stavov,

|ψ〉 =
∑
j

ψj|αj〉 =
∑
j

|αj〉ψj =
∑
j

|αj〉〈αj|ψ〉︸ ︷︷ ︸
ψj

〈αk|αj〉 = δjk

Pravdepodobnos´ namerania diskrétnej hodnoty αk (£iºe transformácie |ψ〉 → |αk〉 ) je

P(αk) = |〈αk|ψ〉|2 =

∣∣∣∣∣〈αk|∑
j

ψj|αj〉

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∑
j

ψj〈αk|αj〉

∣∣∣∣∣
2

= |ψj〈αk|αk〉|2 = |ψk|2 = ψ∗kψk

Vo©ba bázy stavov |αj〉, do ktorej daný stav |ψ〉 rozkladáme, ur£uje reprezentáciu, v ktorej kaºdý
stav opísujeme prostredníctvom vlnovej funkcie98 v podobe spektra amplitúd ψj bázových stavov.
Pre diskrétne spektrum bázových stavov môºeme v²eobecný stav vyjadri´ aj ako vektor

|ψ〉 =


ψ1

ψ2

.

.


94Zameriavame sa tu len na objekty bez vnútornej ²truktúry (�hmotné body�), a bez vnútorného pohybu.
95Amplitúda pravdepodobnosti preklopenia jedného stavu do druhého je daná ich skalárnym sú£inom, podobne ako

pri priemete jedného vektora do smeru druhého, teda |ψ〉 · |Dj〉 → 〈Dj |ψ〉 (pozri kap. II.1.6). Na základe konvencie
je po£iato£ný stav vpravo, a komplexne zdruºený koncový v©avo.

96ang. observable - tento pojem sa pouºíva v tvare podstatného mena.
97Spomenuli sme uº, ºe výsledkom kaºdého reálneho merania je (kvôli jeho limitovanej presnosti) súbor diskrétnych

hodnôt, a to aj v prípade spojite sa meniacej premennej. Spojitým spektrám hodnôt preto nebudeme venova´ ve©a
pozornosti.

98Premennou vo vlnovej funkcii ako amplitúde pravdepodobnosti namerania je spojitá alebo diskrétna veli£ina
ur£ujúca reprezentáciu. Výraz ψj ozna£uje funk£nú hodnotu priradenú j-tej diskrétnej hodnote tejto premennej.
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Takto sme v kap. II.1.6 vyjadrovali stavy fotónu v polariza£ných bázach/reprezentáciách, a rovnaký
zápis by sme mohli pouºi´ pre fotóny v báze detektorov v kap. II.2. V²imnime si tieº, ºe vz´ah pre
amplitúdu pravdepodobnosti koncového stavu |β〉

〈β|ψ〉 = 〈β|
∑
j

|αj〉ψj =
∑
j

〈β|αj〉〈αj|ψ〉

musí formálne plati´ pre ©ubovo©ný stav |β〉, t.j. aj taký, ktorý nie je jedným z bázových stavov |αj〉.
S takýmto prípadom sme sa stretli v kap. II.3.3 pri interferencii elektrónu za sústavou ²trbín, kde bázu
|αj〉 tvorili polohy ²trbín, a koncovým stavom |β〉 bola poloha záznamu na detektore. Stav (stavový
vektor) |ψ〉 môºeme teda rozklada´ do ©ubovo©nej bázy/reprezentácie s príslu²nými koe�cientami ψj.
Toto pravidlo je jedným zo základných princípov kvantového formalizmu.

V prípade rozkladu do spojitej bázy premennej α (napr. α = x alebo px) platí

|ψ〉 =

∫
|α〉〈α|ψ〉dα =

∫
|α〉ψ(α)dα

Reprezentáciou stavu je namiesto n-komponentného vektora vlnová funkcia spojitej premennej, ψ(α).
Pre konkrétnu hodnotu α′ je amplitúda pravdepodobnosti jej namerania

ψ(α′) = 〈α′|ψ〉 =

∫
〈α′|α〉〈α|ψ〉dα =

∫
〈α′|α〉ψ(α)dα lebo99 〈α′|α〉 = δ(α′ − α)

V takomto prípade v²ak hovoríme o pravdepodobnosti namerania hodnoty z intervalu dα okolo α,

P(α, dα) = |ψ(α)|2dα = ψ∗(α)ψ(α)dα = ρ(α)dα

kde ρ(α) = ψ∗(α)ψ(α) je hustota pravdepodobnosti.

II.4.2 Operátory.

V kap. II.3.4 sme ukázali, ºe vz´ah pre nerelativistickú energiu £astice sa premieta do jej kvan-
tovomechanickej pohybovej rovnice (SCHR) za pomoci diferenciálnych operátorov, nahrádzajúcich
dynamické premenné, a pôsobiacich na vlnovú funkciu,

E =
p2

2m
+ V ←→ i~

∂

∂t
ψ(~r, t) = − ~

2

2m
∇2ψ(~r, t) + V ψ(~r, t)

Ak totiº dosadíme do SCHR vlnovú funkciu v tvare ψ(~r, t) = ei(~p·~r−Et)/~, dostaneme

i~
∂

∂t︸︷︷︸ψ(~r, t) = E
↑
ψ(~r, t) −i~∇︸ ︷︷ ︸ψ(~r, t) = ~p

↑
ψ(~r, t)

Dôvod náhrady klasických premenných operátormi je zrejmý: Ostré hodnoty týchto premenných pred
ich meraním vo v²eobecnosti neexistujú - meraním ako neredukovate©ným zásahom do pôvodného
stavu ich �vyrábame�.

Meranie je vºdy transformáciou stavu.
99Symbol δ(α) v tomto prípade ozna£uje Diracovu δ-funkciu.
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Úlohou matematického formalizmu je poskytnú´ predpovede výsledkov meraní. Je teda prirodzené, ºe
matematickými nástrojmi budú práve ur£ité operátory pôsobiace na stav/vlnovú funkciu a uskuto£-
¬ujúce príslu²nú transformáciu.100 Aby sme správne pochopili zmysel operátorov v SCHR, musíme
sa najprv zaobera´ matematickým formalizmom operátorov vo v²eobecnosti.

Ak daný stav |ψ〉 reprezentujeme v báze stavov |αj〉, jeho transformáciu |ψ〉 Ô→ |φ〉 spôsobenú
lineárnym operátorom101 Ô môºeme vyjadri´ ako

|φ〉 = Ô|ψ〉 = Ô
∑
j

|αj〉〈αj|ψ〉 =
∑
j

Ô|αj〉 〈αj|ψ〉︸ ︷︷ ︸
£íslo

Vlnová funkcia - amplitúda pravdepodobnosti, ºe výsledným stavom po transformácii bude jeden
z bázových stavov |αk〉, je

〈αk|φ〉︸ ︷︷ ︸
φk

= 〈αk|
∑
j

Ô|αj〉 〈αj|ψ〉 =
∑
j

〈αk|Ô|αj〉 〈αj|ψ〉︸ ︷︷ ︸
ψj

Výraz 〈αk|Ô|αj〉 je amplitúdou �priemetu� transformovaného bázového102 stavu Ô|αj〉 do |αk〉.
Týmto spôsobom môºeme napr. opísa´ meranie horizontálnej polarizácie vertikálne polarizovaného
svetla po prechode pravoto£ivým kruhovým polarizátorom (kap. II.1.6)

〈H|(RP)|V 〉 = ... = 〈H| i√
2
|R〉 =

i√
2
〈H|R〉 = ... =

i

2

(Ve©kos´ výslednej amplitúdy je 50% pôvodnej.) Je zrejmé, ºe 〈αk|Ô|αj〉 = Okj je prvkom matice
(v tomto príklade matice (RP)). Vo vektorovom vyjadrení stavov majú teda operátory tvar matíc, a
transformácia stavu je násobením vektora príslu²nou maticou. Výraz

φk =
∑
j

Okjψj

je vz´ahom medzi priemetmi stavov |φ〉 a |ψ〉 do bázy |αj〉. Maticové prvky operátora teda závisia
od vo©by bázy - reprezentácie. Pre vlnové funkcie v spojitých α-reprezentáciách platí

φ(α) = Ôψ(α)

kde Ô má tvar diferenciálneho operátora v α-reprezentácii.

Osobitnú pozornos´ si zasluhujú prípady, ke¤ je stav objektu symetrickým vzh©adom na danú trans-
formáciu. (Ako príklad môºeme uvaºova´ prechod horizontálne polarizovaného svetla horizontálnym
polarizátorom.) Vo formálnom zápise to znamená

Ô|α〉 = O|α〉

kde O je (vo v²eobecnosti komplexné) £íslo. Stav |α〉 sp¨¬ajúci túto rovnos´ nazývame vlastným
stavom operárora Ô, hodnotu O jemu prislúchajúcou vlastnou hodnotou operátora, a táto
rovnos´ sa nazýva vetou o vlastných stavoch a vlastných hodnotách operátora. Z h©adiska
lineárnej algebry ide o vlastný vektor a vlastnú hodnotu matice Ô, pre ktorú platí

det(Ô −O1̂) = 0 1̂ - jednotková matica

100O aký typ transformácie v prípade jednotlivých operátorov ide, rozoberieme v kap. II.4.4.
101Operátory budeme v tomto texte ozna£ova´ so �strie²kou�.
102Predstavme si transformáciu generovanú operátorom Ô ako rotáciu kartézskej súradnicovej bázy okolo po£iatku

o ur£itý uhol, výraz Ô|αj〉 ako jednotkový bázový vektor ~j′ pooto£enej bázy, a výraz 〈αk|Ô|αj〉 ako jeho priemet do
bázového vektora ~k pôvodnej bázy.
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Rie²enia tejto rovnice tvoria spektrum vlastných hodnôt, a kaºdej prislúcha ur£itý vlastný stav.
Viacnásobné (opakujúce sa) korene rovnice sú tzv. degenerovanými vlastnými hodnotami operá-
tora, spolo£nými viacerým vlastným stavom. Osobitne dôleºitými sú hermitovské operátory, kto-
rých vlastné stavy sú ortogonálne a vlastné hodnoty sú reálne £ísla.103 Pozorovate©ným veli£inám
v kvantovej mechanike preto prira¤ujeme práve hermitovské operátory, ktorých vlastné hodnoty sú
dostupnými rozlí²ite©nými výsledkami meraní.

Uvaºujme meranie veli£iny α, ktorej priradíme operátor α̂ s diskrétnym spektrom vlastných hodnôt
αj a im odpovedajúcimi vlastnými stavmi |αj〉. Ak výhodne zvolíme104 rozklad v²eobecného (neur-
£itého) stavu meraného objektu |ψ〉 do bázy vlastných stavov tohto operátora, £iºe α-reprezentáciu,
dostaneme

|ψ〉 =
∑
j

|αj〉 〈αj|ψ〉 =
∑
j

|αj〉ψj

α̂|ψ〉 =
∑
j

α̂|αj〉 〈αj|ψ〉 =
∑
j

αj|αj〉 〈αj|ψ〉

Ke¤ºe posledný vz´ah platí pre ©ubovo©ný stav |ψ〉, môºeme ho z tejto rovnice formálne eliminova´,
a dostávame tzv. spektrálny rozklad operátora

α̂ =
∑
j

αj|αj〉 〈αj|

Kaºdý z £lenov sumy �vylúpne� z potenciálne meraného stavu |ψ〉 jeden z vlastných stavov |αj〉, pri-
radí mu vlastnú hodnotu αj (jednu z namerate©ných hodnôt) a amplitúdu pravdepodobnosti name-
rania 〈αj|ψ〉. Týmto spôsobom operátor (nahrádzajúci klasickú dynamickú premennú) �predpovedá�
pravdepodobné výsledky merania. O konkrétnom výsledku v²ak rozhodne kolaps stavu |ψ〉. Náhodný
výber konkrétneho skolabovaného stavu |αj〉 nie je do matematického formalizmu zahrnutý, a na jeho
matematickom opise dodnes neexistuje zhoda. Kolaps teda ostáva principiálnym prvkom náhodnosti.
Ak v²ak koncept merania vo fyzike má ma´ zmysel, musíme poºadova´, aby bezprostredne po sebe
nasledujúce identické merania dávali identický výsledok.105 V kontexte kvantovej mechaniky to zna-
mená, ºe ak prvým meraním neur£itého stavu - superpozície nastane jej kolaps do ur£itého stavu,
bezprostredne nasledujúce identické meranie tento stav potvrdí. Prvok náhodnosti tu uº absentuje.
(Opä´ ako ilustrácia môºe slúºi´ polariza£ná schéma (HP)(HP)|X 〉 →(HP)|H〉 → |H〉.)

Z vety o vlastných stavoch a vlastných hodnotách ©ahko zistíme, ºe v α-reprezentácii je operátor α̂
v maticovom zápise diagonálny, a platí 〈αk|α̂|αj〉 = αj〈αk|αj〉 = αjδjk. Potom amplitúda pravdepo-
dobnosti stavu |αk〉 po transformácii |ψ〉 → |φ〉 = α̂|ψ〉 je

φk = 〈αk|φ〉 = 〈αk|α̂|ψ〉 =
∑
j

〈αk|α̂|αj〉〈αj|ψ〉 =
∑
j

αj〈αk|αj〉〈αj|ψ〉 = αk〈αk|ψ〉 = αkψk

Aplikovanie operátora α̂ v α-reprezentácii (£iºe operátora premennej ur£ujúcej reprezentáciu) na
vlnovú funkciu teda znamená prosté vynásobenie príslu²nou hodnotou premennej (vlastnou hodnotou
αk). Operátor inej premennej (neº je premenná ur£ujúca reprezentáciu) v²ak uº vo v²eobecnosti
nemusí by´ v tejto reprezentácii diagonálny, a situácia pri jeho aplikovaní je zloºitej²ia, £o rozoberieme
v nasledujúcich kapitolách.

103Hermitovské operátory sp¨¬ajú podmienku Ô = Ô† = (Ô∗)T (T - transponovaný). Pre ich vlastné stavy platí

〈ξ|Ô|ξ〉 = O〈ξ|ξ〉 (〈ξ|Ô|ξ〉)∗ = 〈ξ|Ô†|ξ〉 = O∗〈ξ|ξ〉 Ô† = Ô ⇒ O∗ = O(
〈ξ|Ô|ξ′〉

)∗
= 〈ξ′|Ô†|ξ〉 = 〈ξ′|Ô|ξ〉 = O〈ξ′|ξ〉

(
〈ξ|Ô|ξ′〉

)∗
= (O′〈ξ|ξ′〉)∗ = O′〈ξ′|ξ〉 (O −O′)〈ξ′|ξ〉 = 0

104V princípe môºeme zvoli´ ©ubovo©nú bázu a teda reprezentáciu, je to len otázka výhodnosti.
105Máme na mysli merania, ktorých £asový odstup je zanedbate©ný vo£i charakteristickým £asom, za ktoré sa stav

meraného objektu pozorovate©ne zmení v¤aka svojmu vývoju/pohybu.
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II.4.3 Operátory v súradnicovej reprezentácii.

Ako vyplýva z predchádzajúceho textu, dynamické premenné (ako poloha, hybnos´, energia, a pod.)
kvantových objektov vo v²eobecnosti nemajú mimo merania ostré hodnoty, a ich výskyt v pohybových
rovniciach (napr. v SCHR) by bol bezobsaºný. Úplná dostupná informácia o stave kvantovej �£astice�
je obsiahnutá v stavovom vektore |ψ〉, prípadne vo vlnovej funkcii ψ(α) premietajúcej stavový vektor
do konkrétnej α-reprezentácie, a informáciu o (pravdepodobných) hodnotách dynamických premen-
ných �£astice� môºeme získa´ len aplikovaním príslu²ných operátorov. Preto aj v SCHR namiesto
samotných dynamických premenných vystupujú ich operátory. Tvar týchto operátorov pritom závisí
od výberu reprezentácie. Najprirodzenej²ou (nie v²ak nevyhnutne najvýhodnej²ou) je súradnicová
reprezentácia, v ktorej vlnovú funkciu rozkladáme do bázy |~r 〉,

ψ(~r) = 〈~r |ψ〉

a vyjadruje amplitúdu pravdepodobnosti namerania £astice v danom mieste ~r. V tejto reprezentácii
je pod©a kap. II.4.2 pôsobenie operátora ~̂r na vlnovú funkciu ψ(~r) prostým násobením ~r,

~̂r |~r〉 = ~r |~r〉 → ~̂rψ(~r) = ~rψ(~r)

Toto pravidlo platí pre operátory v²etkých dynamických premenných závisiacich (v tejto reprezen-
tácii) len od polohy, napr. pre operátor potenciálnej energie

V̂ (~r)ψ(~r) = V (~r)ψ(~r)

Operátor hybnosti v²ak od polohy nezávisí. Pri jeho kon²trukcii v súradnicovej reprezentácii vy-
uºijeme skuto£nos´, ºe veta o vlastných stavoch a vlastných hodnotách operátora, ~̂p |~p 〉 = ~p |~p 〉
(kap. II.4.2), v tejto reprezentácii znamená

〈~r |~̂p |~p 〉 = ~p 〈~r |~p 〉︸ ︷︷ ︸ = ~pψ~p(~r)

kde výraz 〈~r |~p〉 = ψ~p(~r) je súradnicovou reprezentáciou vlastného stavu operátora hybnosti. Takým
je nepochybne rovinná vlna s ostrou hodnotou hybnosti, ψ~p(~r, t) = ei(~p·~r−Et)/~. Aby táto vlnová
funkcia sp¨¬ala uvedenú vetu, musí plati´

〈~r |~̂p |~p 〉 = −i~∇〈~r |~p 〉 = −i~∇ψ~p(~r)

ke¤ºe −i~∇ψ~p(~r) = ~pψ~p(~r). Na základe toho pre rozklad v²eobecného stavu |ψ〉 do spojitej bázy
operátora ~̂p, |ψ〉 =

∫
|~p 〉〈~p |ψ〉d~p (kap. II.4.1), v súradnicovej reprezentácii dostaneme

〈~r |~̂p |ψ〉 =

∫
〈~r |~̂p |~p 〉〈~p |ψ〉d~p = −i~∇

∫
〈~r |~p 〉〈~p |ψ〉d~p = −i~∇〈~r |ψ〉 = −i~∇ψ(~r)

Operátor hybnosti v súradnicovej reprezentácii má teda tvar

~̂p = −i~∇ p̂x = −i~ ∂
∂x
~i , at¤.

Klasické výrazy obsahujúce hybnos´ preto v súradnicovej reprezentácii nahrádzame výrazmi s týmto
operátorom, aplikovaným na ©ubovo©nú vlnovú funkciu (ktorá nemusí prislúcha´ vlastnému stavu |~p 〉).
Ak napr. ψ(~r) = a1e

i(~p1·~r)/~ + a2e
i(~p2·~r)/~ (6= ψ~p), dostaneme

~̂pψ(~r) = −i~∇ψ(~r) = a1~p1e
i(~p1·~r)/~ + a2~p2e

i(~p2·~r)/~ = φ(~r) 6= ~pψ(~r)

Operátor nerelativistickej kinetickej energie dostaneme z klasického výrazu náhradou ~p→ ~̂p, £iºe

Ekin =
(~p)2

2m
→ Êkinψ(~r) =

(−i~∇)2

2m
ψ(~r) =

−~2

2m
∇2ψ(~r)
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SCHR elektrónu, ktorej v²eobecný tvar (nezávislý na reprezentácii) je

i~
∂

∂t
|ψ〉 = Ĥ|ψ〉

v súradnicovej reprezezentácii (|ψ〉 → ψ(~r, t)) nadobudne tvar z kap. II.3.4, s hamiltoniánom ako
operátorom celkovej energie

Ĥ =
−~2

2m
∇2 + V (~r)

II.4.4 Komutátory a transformácie.

Princíp neur£itosti (kap. II.3.2) kladie obmedzenie na sú£asnú lokalizovate©nos´ súradnice a k nej
konjugovanej (pridruºenej) hybnosti, napr.

∆x∆px ≥
~
2

�ím presnej²ie lokalizujeme jednu veli£inu, tým ²ir²í je interval meraním dostupných hodnôt konju-
govanej veli£iny. Ak sa elektrón (alebo iná £astica s m 6= 0) nachádza v stave |px〉, £iºe vlastnom
stave operátora p̂x, platí ∆px → 0 a teda ∆x→∞ - £astica je úplne delokalizovaná. Stav £astice je
superpozíciou v²etkých moºných stavov |x〉 - to je prípad rovinnej vlny ei(pxx−Et)/~. Naopak, vlastný
stav |x〉 operátora x̂ je úplne lokalizovaný, ∆x→ 0, ∆px →∞, a je superpozíciou v²etkých moºných
stavov |px〉. �iadny vlastný stav operátora x̂ teda nie je vlastným stavom operátora p̂x, a naopak.

Pod©a kap. II.4.2 je operátor veli£iny de�nujúcej reprezentáciu v maticovom zápise diagonálny. V dis-
krétnej súradnicovej reprezentácii je diagonálnou matica x̂, matica p̂x musí preto by´ nediagonálnou.
(V hybnostnej reprezentácii by to bolo presne naopak.) Z lineárnej algebry vieme, ºe sú£in dvoch
matíc je komutatívny len ak sa obe dajú diagonalizova´ sú£asne, £o nie je prípad dvojice x̂, p̂x - tieto
operátory nekomutujú, a to v ºiadnej reprezentácii. Vidíme to aj pri ich postupnom aplikovaní na
vlnovú funkciu ψ(x) v spojitej súradnicovej reprezentácii

x̂(p̂xψ) = x

(
−i~∂ψ

∂x

)
= −i~x∂ψ

∂x
p̂x(x̂ψ) = −i~ ∂

∂x
(xψ) = −i~

(
ψ + x

∂ψ

∂x

)
(x̂p̂x − p̂xx̂)ψ = [x̂, p̂x]ψ = ... = i~ψ → [x̂, p̂x] = i~1̂

(1̂ - operátor identity). Posledná rovnos´ s komutátorom operátorov je vyjadrením princípu neur£i-
tosti, a platí pre v²etky konjugované dvojice zloºiek vektorových operátorov ~̂r a ~̂p v kaºdej reprezentá-
cii. Pomocou tohto komutátora napr. po©ahky nájdeme tvar operátora x̂ v hybnostnej reprezentácii,
ψ(px) = 〈px|ψ〉. V nej totiº p̂x = px, a z komutátora vyplynie x̂ = i~ ∂

∂px
.

Z uvedeného sa môºeme dovtípi´, ºe komutujúce operátory majú spolo£né spektrum vlastných sta-
vov,106 a v týchto stavoch sú£asne ostré vlastné hodnoty. Napr. elektrón v stave |~p〉 , ktorý je vlastným
stavom operátorov p̂x, p̂y, p̂z, má sú£asne ostré hodnoty px, py, pz, lebo platí

[p̂j, p̂k] = 0 [x̂j, x̂k] = 0 [x̂j, p̂k] = δjki~1̂

Tieto tzv. kánonické (fundamentálne) komuta£né vz´ahy majú svoj klasický predobraz v ká-
nonickych Poissonových zátvorkách

{pj, pk} = 0 {xj, xk} = 0 {xj, pk} = δjk

106Prípad degenerovaných spektier je trochu zloºitej²í.
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V ºiadnom prípade nejde o náhodnú podobnos´, hoci v klasickej mechanike ºiadny princíp neur£itosti
neexistuje. Poissonova zátvorka sa totiº vo v²eobecnosti dá zapísa´ ako

{a, b} =
∑

j=x,y,z

(
∂a

∂xj

∂b

∂pj
− ∂a

∂pj

∂b

∂xj

)
=

︷ ︸︸ ︷∑
j=x,y,z

(
∂a

∂xj

∂

∂pj
− ∂a

∂pj

∂

∂xj

)
b =

â′︷ ︸︸ ︷
{a, ·} b = â′ b

kde â′ = {a, ·} je klasický poissonovský operátor priradený premennej a, pôsobiaci na premennú
b. Platí tieº

â′ b = {a, ·} b = {a, b} = −{b, a} = −{b, ·} a = −b̂′ a

V prípade premenných px a x dostaneme

p̂′x = {px, ·} =
∑

j=x,y,z

(
∂px
∂xj

∂

∂pj
− ∂px
∂pj

∂

∂xj

)
=
∑

j=x,y,z

0︷︸︸︷
∂px
∂xj

∂

∂pj
−

1︷︸︸︷
∂px
∂px

∂

∂x
= − ∂

∂x

x̂′ = {x, ·} = ... =
∂

∂px

V klasickej mechanike je stav telesa ur£ený bodom v jeho fázovom priestore (xj, pj), a poissonovské
operátory p̂′j, x̂

′
j transformujú tento stav pozd¨º konjugovanej súradnice/hybnosti. Napr. pre funkciu

f(x, px) de�novanú na fázovom priestore je jej posunutie v smere x o δx (ekvivalentné posunutiu
súradnice x v opa£nom smere)

f(x, px) → f(x− δx, px) = f(x, px)−
∂f(x, px)

∂x
δx+ ... ∼= f(x, px) + δx {px, ·}f(x, px)

Analogicky, poissonovský operátor x̂′ spôsobí posunutie f(x, px)→ f(x, px − δpx). Platí teda

{px, f} = −∂f
∂x

{x, f} =
∂f

∂px

(Dosadením x resp. px za f dostaneme vy²²ie uvedené kánonické vz´ahy.)

Klasický stav telesa ako bod vo fázovom priestore je v kvantovej mechanike nahradený stavovým
vektorom |ψ〉 (v abstraktnom priestore stavových vektorov), a jeho in�nitezimálna transformácia,
napr. x-ová translácia generovaná operátorom p̂x (v súradnicovej reprezentácii) je

|ψ〉 → |ψ′〉 =

(
1− δx ∂

∂x

)
|ψ〉 =

(
1 +

i

~
δx p̂x

)
︸ ︷︷ ︸

Ûx

|ψ〉 = Ûx|ψ〉

Ke¤ºe operátor p̂x je hermitovský, ním vytvorený operátor Ûx je unitárny (Dodatok O), £iºe platí
Û †xÛx = Û−1

x Ûx = 1.

Tak ako stav |ψ〉 nahrádza klasický bod fázového priestoru, operátor f̂(x̂, p̂x) nahrádza v kvanto-
vej mechanike klasickú funkciu f(x, px), de�novanú na fázovom priestore. In�nitezimálna unitárna
transformácia operátora je potom (Dodatok O)

f̂ → f̂ ′ = Û f̂ Û−1 ∼=
(

1 +
i

~
δx p̂x

)
f̂

(
1− i

~
δx p̂†x

)
= ... ∼= f̂ − δx i

~
(f̂ p̂x − p̂xf̂) = f̂ + δx

i

~
[p̂x, f̂ ]

Táto transformácia má identickú ²truktúru ako predchádzajúca klasická transformácia funkcie f ,
pri£om

{px, ·} →
i

~
[p̂x, ·]
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Dosadením f(x, px) = x resp. f̂(x̂, p̂x) = x̂ dostaneme nenulové fundamentálne komuta£né vz´ahy.
Nenulovos´ Poissonových zátvoriek typu {xj, pj} = 1 nazna£uje, ºe konjugované premenné nie sú na-
vzájom nezávislé - poissonovský operátor jednej z páru ovplyv¬uje druhú.107 Klasický (newtonovsko-
leibnizovský) in�nitezimálny kalkulus v²ak umoº¬uje toto vzájomné ovplyv¬ovanie zanedba´, a v²etky
dynamické premenné reprezentova´ komutujúcimi £íslami. Naproti tomu v kvantovej fyzike existuje
neredukovate©ný ú£inok ~ 6= 0, a na poradí vzájomne konjugovaných transformácií záleºi - operátory
takýchto veli£ín navzájom nekomutujú. (Koe�cient i pritom zabezpe£uje ich hermitovos´.)

K kap. II.3 sme predstavili princíp neur£itosti ako dôsledok vlnovo-£asticového dualizmu, v¤aka
ktorému sme mohli kvantové �£astice� reprezentova´ (v pravdepodobnostnom význame) prostred-
níctvom vlnových balíkov. Teraz vidíme, ºe podstata princípu neur£itosti je fundamentálnej²ia, a
spo£íva v neredukovate©nosti kvanta ú£inku akejko©vek transformácie, £o je aj prí£inou náhrady v²et-
kých pozorovate©ných dynamických premenných operátormi. Náhrada Poissonovej zátvorky v úlohe
generátora transformácie (vo v²eobecnosti, nielen v prípade polohy/hybnosti) komutátorom

{·, ·} → i

~
[·, ·]

sa nazýva kánonickým kvantovaním, a na fundamentálnej úrovni de�nuje prechod od klasickej
ku kvantovej mechanike.V klasickej limite ~ → 0 operátory prejdú na klasické premenné, ktoré
vºdy komutujú. Samotný (de broglieovský) vlnovo-£asticový dualizmus teda nie je prí£inou princípu
neur£itosti ale jeho dôsledkom.

II.4.5 Ehrenfestova teoréma.

Predpokladajme teraz, ºe stav |ψ〉 sa vyvíja s £asom - pochopite©ne, pod©a SCHR

i~
∂|ψ〉
∂t

= Ĥ|ψ〉 − i~∂〈ψ|
∂t

= 〈ψ|Ĥ (Ĥ† = Ĥ)

Stredná hodnota ©ubovo©nej dynamickej premennej α v stave |ψ〉 je 〈α〉 = 〈ψ|α̂|ψ〉 (Dodatok O), a
pre jej £asový vývoj platí

d〈α〉
dt

=
d

dt
〈ψ|α̂|ψ〉 =

∂〈ψ|
∂t
|α̂|ψ〉+ 〈ψ|∂α̂

∂t
|ψ〉+ 〈ψ|α̂|∂|ψ〉

∂t
=

=
i

~
〈ψ|Ĥα̂|ψ〉+ 〈ψ|∂α̂

∂t
|ψ〉 − i

~
〈ψ|α̂Ĥ|ψ〉 = 〈ψ|∂α̂

∂t
|ψ〉+

i

~
〈ψ| [Ĥ, α̂] |ψ〉

Výrazy na pravej strane sú stredné hodnoty, platí teda

d〈α〉
dt

=
i

~
〈[Ĥ, α̂]〉+

〈
∂α̂

∂t

〉
Opä´ môºeme vidie´ kore²pondenciu s klasickou mechanikou, v ktorej £asovú zmenu ©ubovo©nej
funkcie f(qj, pj, t) de�novanej na fázovom priestore môºeme pomocou Hamiltonových rovníc (kap.
II.3.4) zapísa´ ako

df

dt
=
∂f

∂qj

dqj
dt

+
∂f

∂pj

dpj
dt

+
∂f

∂t
=
∂f

∂qj

∂H

∂pj
− ∂f

∂pj

∂H

∂qj
+
∂f

∂t
= {f,H}+

∂f

∂t

S odvolaním sa na kánonické kvantovanie (kap. II.4.4) môºeme sformulova´ analogický vz´ah pre
£asový vývoj operátorov - tzv. Heisenbergovu pohybovú rovnicu

dα̂

dt
=
i

~
[Ĥ, α̂] +

∂α̂

∂t

107Touto my²lienkou sa zaoberal vo svojich �lozo�ckých úvahách uº Zénón z Eley v 5. stor. pr.n.l.
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Ak operátor α̂ nezávisí explicitne od £asu, posledný £len na pravej strane vypadne. Ak navy²e α̂
komutuje s hamiltoniánom, operátor ani jeho stredná hodnota sa v £ase nemenia. Tento záver odzr-
kad©uje význa£né postavenie hamiltoniánu ako generátora £asového vývoja (ako vidíme aj zo SCHR).

Ako príklad uve¤me operátory x-ovej súradnice a hybnosti (nezávisiace explicitne od £asu): V sú-
radnicovej reprezentácii platí

d〈x〉
dt

=
i

~
〈[Ĥ, x̂]〉 =

i

~

〈[(
p̂2
x

2m
+ V (x)

)
, x̂

]〉
= ... =

〈px〉
m

lebo [p̂2
x, x̂] = ... = −2i~p̂x.

d〈px〉
dt

=
i

~

〈
[Ĥ, x̂]

〉
=
i

~

〈[(
p̂2
x

2m
+ V (x)

)
, p̂x

]〉
= ... = −

〈
∂V (x)

∂x

〉
lebo [V (x), p̂x] = ... = i~∂V (x)

∂x
. Vz´ahy pre stredné hodnoty operátorov teda odpovedajú klasickým

vz´ahom medzi veli£inami (v priblíºení
〈
∂V (x)
∂x

〉
∼= ∂V (〈x〉)

∂x
) - to je tzv. Ehrenfestova teoréma.

II.4.6 Operátory momentu hybnosti.

Na základe predchádzajúceho textu vieme, ºe operátory priradené dynamickým premenným sú v sku-
to£nosti generátormi (nezanedbate©ných) transformácií stavov. Stav kvantového objektu sa pri ta-
kejto transformácii vo v²eobecnosti mení, sú v²ak prípady, kedy daná transformácia vykáºe symetriu
stavu - transformovaný stav je identický (v zmysle rozlí²ite©nosti) s pôvodným. To sú prípady vlast-
ných stavov daného operátora. Operátory zloºiek hybnosti sú generátormi priestorových translácií
pozd¨º konjugovaných súradníc, v súradnicovej reprezentácii p̂j = −i~ ∂

∂xj
. Hamiltonián - operátor

celkovej energie je generátorom £asového vývoja stavu, £iºe translácie v £ase, Ĥ = i~ ∂
∂t
. Rota£ný

pohyb v klasickej mechanike charakterizujeme momentom hybnosti ~L = ~r × ~p, o£akávame teda,
ºe operátory priradené zloºkám momentu hybnosti budú generátormi rotácií okolo jednotlivých osí.
Formálne priradenie je

~̂L = ~̂r × ~̂p L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y → −i~
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)
at¤.

(v súradnicovej reprezentácii). Prechodom k polárnym súradniciam v jednotlivých rovinách dosta-
neme

L̂j = −i~ ∂

∂φj
(φj - uhol rotácie okolo osi j)

V kap. II.3.5 sme rie²ili jednorozmerný pohyb elektrónu po kruºnici o polomere r, a hamiltonián mal
tvar

Ĥ =
p̂2

2me

→ − ~2

2me

∂2

r2∂φ2
=
L̂2

2I

£o kore²ponduje s klasickou energiou pohybu hmotného bodu po kruºnici s momentom zotrva£nosti
I = mer

2. Stacionárnymi rie²eniami boli stavy s ostrými hodnotami En = (n~)2

2I
, a teda s ostrými

hodnotami kvadrátu momentu hybnosti L2
n = n2~2, a s degenerovaným spektrom L̂, lebo Ln = ±n~

odpovedajú dvom rôznym stavom rotácie. Sú£asne ostré hodnoty znamenajú

[Ĥ, L̂2] = 0 [Ĥ, L̂] = 0

£iºe hodnoty Ln zachovávajúce sa v £ase (kap. II.4.5). Prechodom do 3D priestoru sa v²ak situácia
zmení: Nielen polomer kruºnicovej trajektórie r sa (v dôsledku princípu neur£itosti) �rozmaºe� o
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∆r, ale fyzikálne neakceptovate©ným bude aj obmedzenie ψ(~r) na rovinu rotácie, lebo rovina - napr.
xy - znamená v 3D ostrú hodnotu z, £iºe ∆z → 0, a pod©a princípu neur£itosti ∆pz → ∞, £o je
nefyzikálne. Nemôºe teda ís´ o �pohyb� v rovine, a vektor ~L musí (v ©ubovo©ne zvolenom kartézskom
súradnicovom systéme) obsahova´ v²etky tri nenulové zloºky, £iºe pre ©ubovo©nú kartézsku zloºku
musí plati´ Lj < |~L|. V klasickej mechanike navy²e platí

{Lj, Lk} = εjklLl (εjkl - Leviho-Civitov symbol)

£o znamená, ºe rotácie okolo rôznych osí nekomutujú ani v klasickej fyzike.108 Kánonickým kvanto-
vaním tohto výrazu (kap. II.4.4) dostávame komuta£né vz´ahy

[L̂j, L̂k] = i~εjklL̂k

ktoré vyjadrujú, ºe ostrú hodnotu môºeme priradi´ vºdy len jednej zo zloºiek - spravidla ju ozna£ujeme
ako z-ovú. Ostatné dve zloºky sú za´aºené neur£itos´ou

∆Lx∆Ly ≥
~
2
|〈Lz〉| (〈Lz〉 - stredná hodnota operátora L̂z)

Ke¤ºe operátory momentu hybnosti generujú rotácie, ich vlastnými stavmi musia by´ stavy s rota£nou
symetriou. (Takými sú napr. stacionárne stavy elektrónu v sféricky symetrickom centrálnom poli
atómového jadra, ako uvidíme v kap. III.1.2.) Pre stavy s rota£nou symetriou vzh©adom na os z musí
plati´ (rovnako ako pre £asticu na kruºnici v rovine xy)

L̂z|ψm〉 = m~|ψm〉 m - celé £íslo

kdem sa (z historických dôvodov) nazývamagnetické kvan-
tové £íslo. Kvantovanie z-ovej zloºky momentu hybnosti ~L
znamená, ºe pri danej ve©kosti |~L| existujú len ur£ité prie-
mety ~L do osi z - hovoríme o priestorovom kvantovaní
momentu hybnosti. Neur£itos´ zloºiek Lx, Ly kore²ponduje
s klasickou predstavou precesie vektora ~L okolo osi z pod
kvantovaným uhlom. Samotná ve©kos´ ~L je tieº kvantovaná
(Dodatok P)

|~L| =
√
l(l + 1) ~ l = 0, 1, 2, ...

pri£om m = l, l − 1, ...− l + 1,−l . Prípad l = 0 odpovedá stavom s dokonalou sférickou symetriou.
Ak ide o stacionárne stavy, musí okrem [L̂2, L̂z] = 0 plati´

[L̂2, Ĥ] = 0 [L̂z, Ĥ] = 0

Nenulový moment hybnosti £astice potom interpretujeme len ako rotujúci pravdepodobnostný tok
(kap. II.3.5) okolo osi symetrie, pri nemeniacej sa hustote pravdepodobnosti ψ∗ψ (analogicky ako pri
rovinnej vlne), £iºe bez potreby uvaºovania o pohybe £astice v klasickom zmysle.

Dôleºitým v²eobecným poznatkom vyplývajúcim z uvedenej analýzy je, ºe ak je nejaká energetická
hladina (vlastná hodnota hamiltoniánu) degenerovaná, t.j. ak existuje viacero rozlí²ite©ných stavov
s touto hodnotou energie, musí existova´ operátor spôsobujúci túto degeneráciu a komutujúci s ha-
miltoniánom. V tomto prípade je ním L̂z.

108Pooto£enia okolo rôznych osí nekomutujú.
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II.4.7 Elektromagnetický potenciál v kvantovej mechanike.

Pre £asticu s nábojom q v EM poli, reprezentovanom EM potenciálmi ϕ a ~A (kap. I.3.2), vstupuje
skalárny potenciál do výrazu pre jej potenciálnu energiu,109 V = qϕ, kým vektorový potenciál je
sú£as´ou celkovej (kánonickej) hybnosti ~pcelk = ~pmech+q ~A (kap. I.3.4). Ke¤ºe výraz −i~∇ je operá-
torom celkovej hybnosti, vo výraze pre kinematický hamiltonián (reprezentujúci kinetickú energiu)
musí by´ EM hybnos´ od£ítaná. SCHR v EM poli potom nadobudne tvar

i~
∂

∂t
ψ =

[
1

2m
(−i~∇− q ~A)2 + qϕ

]
ψ

Potenciály v²ak nie sú ur£ené jednozna£ne, a závisia od výberu kalibrácie (kap. I.3.2 a Dodatok A).
Poºiadavka invariantnosti SCHR vo£i kalibra£nej transformácii

~A→ ~A+∇Λ ϕ→ ϕ− ∂Λ

∂t

si vyºaduje transformáciu vlnovej funkcie

ψ(~r, t)→ ψ′(~r, t) = eiqΛ(~r,t)/~ψ(~r, t)

(Pre overenie sta£í dosadi´.) Predpokladajme oblas´ ~B = ∇ × ~A = 0, ~E = −∇ϕ − ∂ ~A
∂t

= 0, a na
za£iatku poloºme ~A = 0, ϕ = 0. Zmenou kalibrácie, t.j. vo©bou funkcie Λ(~r, t) 6= 0 dostaneme nové
hodnoty ~A = ∇Λ a ϕ = −∂Λ

∂t
, £o v tomto prípade znamená110

qΛ(~r, t) =

∫ ~r

~r0

q ~A · d~r −
∫ t

t0

qϕ dt

pri£om ~r0, t0 sú zvolené ©ubovo©ne, a nezáleºí na integra£nej dráhe. SCHR pre vlnové funkcie pred a
po tejto transformácii sú

i~
∂

∂t
ψ = − ~

2

2m
∇2ψ ⇔ i~

∂

∂t
ψ′ =

[
1

2m
(−i~∇− q ~A)2 + qϕ

]
ψ′

V kap. II.3.4 sme ku SCHR dospeli vychádzajúc z Hamiltonovej-Jacobiho formulácie mechaniky,
v ktorej ú£inok nadobúda tvar (v kartézskych súradniciach)

S(~r(t)) =

∫ ~r

~r0

~p · d~r −
∫ t

t0

H dt

Vlnovú funkciu £astice sme h©adali v tvare ψ ∼ eiS/~, pri£om pre vo©nú £asticu platilo S = ~p ·~r−Et.
Je zrejmé, ºe uvedený výraz qΛ(~r, t) je akýmsi roz²írením ú£inku pre £asticu v EM poli - roz²írením
mechanickej hybnosti o EM hybnos´ q ~A, a energie vo©nej £astice o potenciálnu energiu qϕ, teda
eiS/~ → ei(S+qΛ)/~. V kap. I.3.4 sme síce identi�kovali merate©ný ú£inok vektorového potenciálu a
jeho miesto v zákone zachovania hybnosti, ni£ nám v²ak nebránilo interpretova´ ho ako pôsobenie
po©a ~E prostredníctvom vz´ahu ~E = −∂ ~A

∂t
. Ako v²ak hne¤ uvidíme, v kvantovej fyzike je situácia

odli²ná.

Uvaºujme najprv opä´ idealizovaný �pohyb� nabitej �£astice� viazanej na kruºnici o polomere R
z kap. II.3.5, tentokrát v²ak uvaºujme v osi kruºnice (�nekone£ne� dlhý) solenoid o polomere a < R

uzatvárajúci v sebe magnetické pole ~B = (0, 0, B) (obr.). V oblasti mimo solenoidu je ~B = ∇× ~A = 0

109Iné formy potenciálnej energie, napr. gravita£nú £i deforma£nú, tu neuvaºujeme.
110V relativistickom zápise by transformácia vlnovej funkcie vyzerala ako ψ → ψe−iq(

∫
Aµdxµ)/~. Táto kapitola je

v²ak o nerelativistickom opise.
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a obvyklej coulombovskej kalibrácii ∇ · ~A = 0 vyhovuje potenciál

~A(r, φ) =
Φ

2πr
~φo Φ =

∫
~B · d~Σ = πa2B =

∮
~A · d~l

kde Φ je magnetický tok solenoidom a ~φo je azimutálny jednotkový vek-
tor. Operátor ∇ v cylindrických súradniciach tu bude ma´ jedinú nenu-
lovú zloºku 1

r
∂
∂φ
. Hamiltonián teda bude ma´ tvar (r = R, ϕ = 0)

Ĥ =
1

2mR2

(
−i~ ∂

∂φ
− qΦ

2π
~φo
)2

=
1

2I

(
L̂z −

qΦ

2π
~φo
)2

s vlastnými hodnotami závisiacimi od smeru rotácie £astice

En∓ =
~2

2I

(
n∓ Φ

Φ0

)2

n = 0, 1, 2, ... Ln∓ = n~∓ qΦ

2π

kde Φ0 = h
q
je tzv. kvantum magnetického toku. V porovnaní s výsledkom z kap. II.3.5 energia

stacionárnych stavov závisí od po©a v solenoide, napriek tomu, ºe pozd¨º kruºnice je ~B = 0. Aj tento
výsledok sa dá interpretova´ klasicky: Magnetické pole sa muselo niekedy zapnú´, a vtedy pozd¨º
kruºnice existovalo ∂ ~A

∂t
= − ~E, £o spôsobilo zmenu hybnosti/energie oproti stavu ~B = 0. Dôleºitej²ie

pre nás v²ak je, ºe hladiny En uº nie sú dvojnásobne degenerované (pre oba smery rotácie) ako v kap.
II.3.5. Odpovedajúce vlastné stavy sú

ψn∓(φ) ∼ ei(nφ∓
q
~
∫
~A·d~l) = ei(nφ∓

q
~
∫
ARdφ) = e

i
(
n∓ Φ

Φ0

)
φ

Uvaºujme teraz dvoj²trbinový experiment s takýmto solenoidom s kon²tant-
ným po©om (∂ ~B

∂t
= 0) umiestneným medzi ²trbinami tak, aby pomyselné

dráhy nabitej �£astice� leºali v oblasti ~B = ∇ × ~A = 0 (obr.). ��astica�
sa ²íri od zdroja Z k detektoru D cez dvojicu ²trbín rýchlos´ou ~v, pri£om
�poci´uje� meniaci sa EM potenciál ~A, £ím sa mení jej kánonická hybnos´
(kap. I.3.2)

d ~A

dt
=
�
�
�S
S
S

∂ ~A

∂t
+ (~v · ∇) ~A → ∇(~v · ~A)− ~v ×����

�XXXXX(∇× ~A)
d

dt
(m~v + q ~A) = −q∇(�@ϕ− ~v · ~A)

Mechanická hybnos´ m~v sa teda nemení.111 Pre klasickú £asticu by toto bol úplný opis. Kvantová
�£astica� je v²ak ²íriacou sa vlnou, a priestorovo sa meniaci potenciál ~A vstupuje do jej fázy. Zväzky
prechádzajúce ²trbinami 1 a 2 interferujú na detektore D s dodato£nými fázovými posuvmi q~

∫
1,2

~A·d~l,
a rozdiel ich fáz, ovplyv¬ujúci výsledok interferencie, je

∆ϑ =
q

~

(∫
1

~A · d~l −
∫

2

~A · d~l
)

=
q

~

∮
~A · d~l = 2π

Φ

Φ0

Tento výsledok nezávisí od vo©by kalibrácie potenciálov, sa nazýva Aharonovovým-Bohmovým
javom. Analogický efekt je pozorovate©ný pri interferencii zväzkov ²íriacich sa oblas´ami s rôznym
skalárnym potenciálom ϕ pri ~E = 0, pri£om fázový rozdiel je

∆ϑ =
q

~

(∫
1

ϕdt−
∫

2

ϕdt

)
= 2π

∆ϕt

Φ0

111Zmenu mechanickej hybnosti by spôsobila len Lorentzova sila

m
d~v

dt
= (��SS~E + ~v ×��SS~B) = q

(
−��HH∇ϕ−

�
�
�S
S
S

∂ ~A

∂t
+ ~v ×���

�XXXX(∇× ~A)

)
= 0
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Polia ~E, ~B (nulové v oblastiach ²írenia zväzkov) teda akoby nelokálne (na dia©ku) ovplyv¬ovali
experimentálne pozorovate©né výsledky! Ak trváme na lokálnosti kaºdej interakcie, potom musíme
uprednostni´ potenciály ϕ, ~A ako adekvátny opis EM po©a. Vektorový potenciál ~A je vlnovou funkciou
vo©ného fotónu, kým skalárny potenciál ϕ sa viaºe na hustotu elektrického náboja, ∇2ϕ = −ρ/ε, a
polia ~E, ~B sú ich emergentnými makroskopickými prejavmi.

II.4.8 Kvantovanie elektromagnetického po©a.

Venujme sa na úvod pravdepodobne najdôleºitej²iemu fyzikálnemu modelu - harmonickému oscilá-
toru. Klasickým predstavite©om (jednorozmerného) harmonického oscilátora je teleso o hmotnosti m
na pruºine o tuhosti κ, klasický hamiltonián ktorého je

H = Ekin + V =
p2

2m
+
κx2

2

Ke¤ºe V ∼ x2, je to tieº hamiltonián £astice pohybujúcej sa na dne parabolickej potenciálovej jamy.112

Rie²ením pohybovej rovnice (bez budiacej sily) sú harmonické kmity s vlastnou frekvenciou
ω0 =

√
κ
m
. Prechod ku kvantovomechanickému formalizmu znamená náhradu dynamických premen-

ných H, p, x operátormi Ĥ, p̂, x̂ v príslu²nej reprezentácii, a dosadením do SCHR. Takéto rie²enie
presahuje rámec tohto textu, a nebudeme sa ním zaobera´. Vieme v²ak uº, ºe pre priestorovo via-
zanú �£asticu� (bez oh©adu na tvar potenciálovej jamy) bude jej energetické spektrum kvantované,
a pomocou triku toto spektrum vypo£ítame. Upravme najprv ná² hamiltonián do bezrozmerného
tvaru, normovaného na energiu ~ω0,

Ĥ

~ω0

=
1

2m~ω0

p̂2 +
mω0

2~
x̂2 = P̂ 2 + X̂2

Spomínaný trik sa podobá tomu, ktorý sme pouºili pri priestorovom kvantovaní momentu hybnosti
(Dodatok P) - de�nujeme �pomocné� operátory â, â+ ako komplexné superpozície

â =
(
X̂ + iP̂

)
â+ =

(
X̂ − iP̂

)
X̂ =

1

2
(â+ â+) P̂ =

−i
2

(â− â+)

pri platnosti komuta£ných vz´ahov [x̂, p̂] = i~ ⇒ [X̂, P̂ ] = i
2
⇒ [â, â+] = 1. Dosadením do

hamiltoniánu dostaneme

Ĥ = ... =
1

2
~ω0

(
â+â+ ââ+

)
= ~ω0

(
â+â+

1

2

)
= ~ω0

(
n̂+

1

2

)
n̂ = â+â

Odtia© je zrejmé, ºe Ĥ a nový operátor n̂ (komutujú a teda) majú spolo£né vlastné stavy |ψn〉
s príslu²nými vlastnými hodnotami En resp. n, pre ktoré musí plati´

Ĥ|ψn〉 = ~ω0

(
n̂+

1

2

)
|ψn〉 = ~ω0

(
n+

1

2

)
|ψn〉 = En|ψn〉 ⇒ En =

(
n+

1

2

)
~ω0

Je tieº zrejmé, ºe operátor n̂ je hermitovský, a teda jeho vlastné hodnoty n sú reálne £ísla, vyjadrujúce
po£et energetických kvánt ~ω0 na danej hladine En. Pod©a Dodatku Q tieº vidíme, ºe n sa mení
celo£íselne. Najniº²ej - základnej hladine odpovedá n = 0, pri£om nenulovos´ E0 = 1

2
~ω0 je dôsledkom

princípu neur£itosti.113

112Dôleºitos´ tohto modelu spo£íva v tom, ºe pre malé výchylky z rovnováhy je dno kaºdej hladkej a nie plochej jamy
parabolické, a v tomto priblíºení bude £asový vývoj harmonický.
113Táto hodnota sa v literatúre £asto ozna£uje ako energia nulových kmitov. Ide v²ak o stacionárny stav (s prav-

depodobnos´ou |ψ(x)|2 nezávisiacou od £asu), a o kmitoch nemá zmysel hovori´. (Názov pramení z klasickej analógie
s oscilátorom, v skuto£nosti v²ak ide len o ²peci�ckú - parabolickú - potenciálovú jamu.)
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Najdôleºitej²ím záverom je pre nás kon²tantný energetický rozdiel medzi susediacimi hladinami. Ener-
gia takéhoto systému sa teda mení len v diskrétnych kvantách ~ω0. Práve takto sme v kap. II.1.3
predstavili jednotlivé módy EM po©a, vyºarujúce kvantá energie - fotóny. EM pole môºeme teda
opisova´ ako sústavu takýchto harmonických oscilátorov s rôznymi vlastnými frekvenciami jednotli-
vých módov. Operátor n̂ = â+â je potom akoby operátorom po£tu kvánt - fotónov v danom móde,
a operátor â+ resp. â je krea£ným resp. anihila£ným operátorom, pridávajúcim/odoberajúcim
fotón do/z daného módu. Hamiltonián daného EM módu v objeme V je

H =
ε0

2

∫
(E2 + (cB)2)dV =

ε0

2

∫ (∂ ~A
∂t

)2

+ c2(∇× ~A)2

 dV
V kap. II.4.7 sme poukázali na to, ºe v kvantovej fyzike je adekvátnou reprezentáciou EM po©a
vektorový potenciál ~A. Vo výraze pre hamiltonián vidíme aj formálnu analógiu s energiou mechanickej
vlny,114 a teda formálnu analógiu kvadratických £lenov s £lenmi P 2 aX2 v hamiltoniáne harmonického
oscilátora. Vektorový potenciál v²ak nie je merate©nou veli£inou, a ak chceme reprezentova´ EM
pole prostredníctvom merate©ných veli£ín, akými sú vektory ~E a ~B, potrebujeme skon²truova´ ich
hermitovské operátory. Pouºijeme opä´ ten istý trik, a de�nujeme pomocné veli£iny115

~E = ~E + ic ~B ~E∗ = ~E − ic ~B

EM hamiltonián potom vyjadríme ako

H =
ε0

2

∫
(E2 + (cB)2)dV =

ε0

2

∫
E∗EdV → ε0

2
E∗EV

Ak toto pole predstavuje jediný mód o frekvencii ω0, potom sa núka stotoºnenie tohto klasického
výrazu s kvantovým hamiltoniánom116

ε0

2
E∗EV → Ĥ = ~ω0

(
n̂
�
�
�S
S
S

+
1

2

)
∼= ~ω0â

+â

pri£om pomocné veli£iny E , E∗ �pový²ime� na hermitovsky zdruºené operátory117

E∗E → Ê+Ê =

(
−i
√

2~ω0

ε0V
â+

)(
i

√
2~ω0

ε0V
â

)
Posledným krokom je de�novanie hermitovských operátorov

Ê =
Ê + Ê+

2
= i

√
~ω0

2ε0V
(â− â+) = −

√
2~ω0

ε0V
P̂

B̂ =
Ê − Ê+

2ic
=

√
~ω0

2c2ε0V
(â+ â+) =

√
2~ω0

c2ε0V
X̂

Tak ako P̂ a X̂ (a p̂, x̂), ani Ê a B̂ navzájom nekomutujú, a s uváºením [â, â+] = 1 napravíme
nedôsledný prechod od klasického ku kvantovému hamiltoniánu,

Ĥ =
ε0

2

∫
(Ê2 + (cB̂)2)dV = ... = ~ω0

(
â+â+

1

2

)
114Nech struna o tuhosti κ′ a hmotnosti m′ (jednotkovej d¨ºky) kmitá s výchylkou z rovnováºnej polohy ψ(x), potom

kinetická a potenciálna energia kmitov (na jednotku d¨ºky) sú Ekin = 1
2m
′
(
∂ψ
∂t

)2
a Epot = 1

2k
′
(
∂ψ
∂x

)2
.

115Takto de�novaná veli£ina ~E sa v literatúre nazýva Riemannov-Silbersteinov vektor. Maxwellove rovnice vo
vákuu (bez nábojov) potom môºeme vyjadri´ v tvare −ic∇× ~E = ∂~E

∂t a ∇ · ~E = 0 .
116�len 1

2~ω0 daný princípom neur£itosti nateraz ignorujeme, £o v²ak vzápätí napravíme.
117Hermitovsky zdruºené operátory, akými sú Ê+, Ê , ale aj â+, â, nereprezentujú merate©né veli£iny, hermitovskými

v²ak budú ich kombinácie.
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Podobným spôsobom môºeme pomocou krea£ných a anihila£ných operátorov kvantova´ Poyntingov
vektor ~S = c2ε0

~E× ~B na operátor hybnosti fotónu. Superpozíciou operátorov lineárne polarizovaných
módov 1√

2

(
â+
x ± i â+

y

)
môºeme kreova´ pravo/©avoto£ivý kruhovo polarizovaný fotónový stav, ktorý

zas kore²ponduje s klasickým momentom hybnosti EM vlny ~J = ε0

∫
~r × ( ~E × ~B)d3~r.

II.5 Relativistická £astica.

II.5.1 Kleinova-Gordonova rovnica.

Nerelativistická SCHR úspe²ne opisuje správanie elektrónov (a podobných £astíc) pri energiách vý-
razne men²ích neº pokojová energia elektrónu mec

2. Opis relativistických efektov si v²ak vyºaduje
aby pohybová rovnica mala lorentzovskú symetriu - £asové a priestorové derivácie musia v nej vystu-
pova´ v rovnakom ráde (£o nie je prípad SCHR). Vychádzajme z relativistického vz´ahu pre energiu
vo©nej hmotnej £astice

E2 = (pc)2 + (mc2)2

Náhradou dynamických premenných operátormi, E → i~ ∂
∂t

a ~p → −i~∇, dostaneme Kleinovu-
Gordonovu rovnicu118 (KGR)

1

c2

∂2φ

∂t2
−∇2φ+

1

λ̄2
C

φ = 0 alebo �φ+
1

λ̄2
C

φ = 0 λ̄C =
λC
2π

=
~
mc

kde λ̄C je redukovaná Comptonova vlnová d¨ºka (kap. II.1.4). Je to vlnová rovnica, ktorej rie²eniami
sú harmonické rovinné vlny φ ∼ ei(~p·~r−Et)/~, sp¨¬ajúce disperzný zákon(

E

~

)2

= ω2 = c2

(
k2 +

1

λ̄2
C

)
= (ck)2 + ω2

min ωmin =
mc2

~
=

c

λ̄C
k =

p

~

Ak sa vlna má vo©ne ²íri´, musí jej vlnový vektor by´ reálny. Tento disperzný zákon v²ak ukazuje,
ºe túto poºiadavku sp¨¬ajú len frekvencie ω > ωmin. Pre ω < ωmin je vlnový vektor imaginárny,
~k = i~κ, a φ ∼ e−~κ·~r, £o je vlna zanikajúca na vzdialenosti ≈ λ̄C .

Tento záver plne kore²ponduje so sú£asným poh©adom na kvantové �£astice� ako udalosti, nie pro-
jektily. Vlnová funkcia φ(~r, t) reprezentuje £asticové pole ako fundamentálnu substanciu pre daný
druh �£astíc�. Vo svojom základnom stave, ktorý pripomína k©udnú vodnú hladinu, ºiadne vlnenie ne-
existuje. Lokálnou interakciou s týmto po©om vyvoláme excitáciu po©a, φ(~r, t) 6= 0, ktorá sa môºe
²íri´ od jej zdroja, podobne ako vlna na vodnej hladine. Takáto vlna pritom prená²a energiu, hybnos´
aj ostatné základné charakteristiky daného £asticového po©a (napr. elektrický náboj £i spin). V mies-
tach nenulovej amplitúdy po©a môºeme s pravdepodobnos´ou |φ|2 registrova´ kvantovanú interakciu
s makroskopickým detektorom, ktorú interpretujeme ako dopad £astice. Minimálna energia, potrebná
na vytvorenie takejto ²íriacej sa �£astice�, je ~ωmin, £o odpovedá práve jej pokojovej energii mc2.
Z uvedeného disperzného zákona tieº vyplýva, ºe kaºdej harmonickej zloºke vlnovej excitácie - vlno-
vého balíka - bude odpoveda´ iný vlnový vektor (ωmin je rovnaká pre v²etky zloºky), a bude sa ²íri´
inou rýchlos´ou - balík sa bude rozpadáva´.

Ak £asticu charakterizuje elektrický náboj q a nachádza sa v EM poli, celková hybnos´ £astice po-
zostáva okrem mechanickej aj z EM hybnosti q ~A (kap. I.3.4). V hamiltoniáne teda pribudne nielen

118Túto rovnicu navrhli v r. 1926 nezávisle na sebe E. Schrödinger, O. Klein, W. Gordon a V. Fok.
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potenciálna energia V = qϕ, ale aj v kinetickom hamiltoniáne bude mechanická hybnos´ vyjadrená
ako ~pmech = ~pcelk − q ~A. Prechod k operátorom v súradnicovej reprezentácii znamená

~pcelk → −i~∇ ~p→ p̂mech = −i~∇− q ~A

a operátorová verzia vz´ahu pre relativistickú energiu (£iºe KGR) bude119[
i~
∂

∂t
− qϕ

]2

φ(~r, t) = c2
[
(−i~∇− q ~A)2 + (mc)2

]
φ(~r, t)

Ke¤ºe ϕ a ~A tvoria ²tvorvektor Aµ = (ϕ/c, ~A) (kap. I.3.2), môºeme KGR nabitej �£astice� v EM
poli zapísa´ v elegantnom tvare

(i~∂µ − qAµ)(i~∂µ − qAµ)φ− (mc)2φ = 0

Nerelativistická limita znamená, ºe v²etky energetické £leny sú zanedbate©né vo£i pokojovej energii
�£astice�, E ∼= E0 = mc2, a z £asovej závislosti φ(~r, t) vyjmeme oscilácie s pokojovou energiou E0,
φ(~r, t) ∼= e−iE0t/~ψ(~r, t). Pre ψ(~r, t) potom dostaneme rovnicu120

i~
∂

∂t
ψ(~r, t) =


(
−i~∇− q ~A(~r, t)

)2

2m
+ qϕ(~r, t)

ψ(~r, t) ψ(~r, t) = ei~p·~re−i

∼=p2/2m︷ ︸︸ ︷
(E − E0)t/~

£o je SCHR v EM poli.

II.5.2 �astica a anti£astica.

Rovnicu kontinuity pre vo©nú �£asticu� dostaneme z KGR analogickým postupom ako v prípade
SCHR v kap. II.3.5,

φ∗[KGR]− [KGR]∗φ :
φ∗

c2

∂2φ

∂t2
− φ∗∇2φ =

φ

c2

∂2φ∗

∂t2
− φ∇2φ∗

£o sa dá prepísa´ (konven£ne po vynásobení i~
2m

) ako

∂

∂t

i~
2mc2

(
φ∗
∂φ

∂t
− φ∂φ

∗

∂t

)
︸ ︷︷ ︸

ρ

+∇ · i~
2m

(φ∇φ∗ − φ∗∇φ)︸ ︷︷ ︸
~j

= 0

Oproti rovnici kontinuity pod©a SCHR je tu zásadný rozdiel: Výraz pre objemovú hustotu prav-
depodobnosti ρ môºe by´ záporný ! Tento záver vylu£uje interpretáciu tejto rovnice kontinuity ako
zákona zachovania £astice. Znamená to, ºe relativistický £asový vývoj, daný KGR, pripú²´a zmenu
po£tu £astíc. �al²ím problémom je, ºe disperzný zákon pre rie²enia KGR v tvare ei(~p·~r−Et)/~ pripú²´a
energie vo©ných £astíc (kap. II.5.1)

E = ±c
√
p2 + (mc)2

119Pamätajme, ºe výrazy v hranatých zátvorkách sú operátory !
120Pouºijeme priblíºenie[

i~
∂

∂t
− qϕ

]2
e−iE0t/~ψ = ... ∼=

(
E2

0ψ − 2E0qϕψ + 2i~E0
∂ψ

∂t

)
e−iE0t/~

kde sme v zátvorke zanedbali v²etky £leny neobsahujúce E0.
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£iºe aj záporné energie vo©ných �£astíc�, £o je nefyzikálne!

Oba rozpory vyrie²ime ak pripustíme, ºe φ a φ∗ reprezentujú dva druhy �£astíc�, navzájom komplexne
zdruºených - £astice a anti£astice. Pre E < 0 môºeme formálne písa´

ei(~p·~r−Et)/~ = e−i( (−~p)·~r−|E|t)/~

£o odpovedá pohybu anti£astíc s E > 0 naspä´ v £ase. Sú£asne, ak náboj £astice je q, potom náboj
anti£astice je −q.121 (Elektricky neutrálne £astice sú sami sebe anti£asticami.) Rovnica kontinuity, po
vynásobení jednotlivých polí príslu²ným nábojom, je potom zákonom zachovania elektrického náboja,
bez oh©adu na po£et £astíc a anti£astíc. To ale znamená, ºe KGR nie je pohybovou rovnicou jedinej
£astice!

V nerelativistickej limite v²ak KGR→ SCHR, ktorá je pohybovou rovnicou jednej £astice. Potreba
uvaºova´ aj s anti£asticami vzniká pri energiách porovnate©ých s pokojovou energiou £astice/anti-
£astice, E0 = mc2. Napríklad pri príli²nej lokalizácii polohy £astice môºe v dôsledku princípu neur-
£itosti narás´ rozptyl hodnôt jej hybnosti a teda kinetickej energie na úrove¬ E0. Ak na rozlí²enie
�polohy� £astice pouºijeme napr. svetlo s takou vlnovou d¨ºkou, ºe energia fotónov je ~ω = ~c

λ
≈ E0,

dochádza pohltením fotónu ku generovaniu novej identickej £astice/anti£astice.122 Pre neur£itos´ po-
lohy £astice potom platí

∆x ≈ ~
∆p
≈ λ =

~c
~ω
≈ ~c
mc2

=
~
mc

= λ̄C

Comptonova vlnová d¨ºka danej �£astice� teda de�nuje rozmer, na ktorom sa stráca jej jedno£asticový
charakter - nemá fyzikálny zmysel lokalizova´ samostatnú �£asticu� presnej²ie neº na rozmere ≈ λ̄C .
Comptonova vlnová d¨ºka danej �£astice� sú£asne prostredníctvom princípu neur£itosti limituje obor
platnosti nerelativistickej (jedno£asticovej) teórie.

Napriek relativistickému zov²eobecneniu SCHR a opisu nových relativistických javov, ani KGR ne-
priniesla uspokojivú kvantitatívnu zhodu s experimentálnymi výsledkami pre relativistický elektrón
(a jemu podobné �£astice�). Dôvodom je nenulový spin elektrónu, o ktorom pojednáme v ¤al²om
texte. KGR v²ak ostáva správnou relativistickou pohybovou rovnicou bezspinových �£astíc�.

II.5.3 Diracova rovnica.

Ak poºadujeme od relativistickej pohybovej rovnice elektrónu pravdepodobnostnú interpretáciu (t.j.
platnos´ rovnice kontinuity pre pravdepodobnos´, ako v prípade nerelativistickej SCHR, na rozdiel od
KGR), musíme h©ada´ rovnicu s £asovými (a tým automaticky aj priestorovými) deriváciami prvého
rádu, £o pri zachovaní ²truktúry kvantovej mechaniky znamená rovnicu formálne v tvare SCHR, ale
s hamiltoniánom závisiacim od hybnosti lineárne. Pri platnosti relativistického vz´ahu pre energiu
vo©nej £astice to znamená

i~
∂Ψ

∂t
= ĤΨ = c

√
p̂2 + (mc)2 Ψ

!
= c(~α · ~̂p+mcβ)Ψ

kde ~α, β vy²peci�kujeme umocnením poslednej rovnosti. Odtia© vzídu podmienky

αjαk + αkαj = 2δjk β2 = 1 αjβ + βαj = 0

121�írenie náboja ur£itým smerom je pri obrátení toku £asu ²írením opa£ného náboja opa£ným smerom.
122Zákony zachovania energie aj hybnosti sú£asne vyºadujú generáciu hne¤ nieko©kých £astíc.
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Ich splnenie v²ak znamená, ºe ~α, β sú bezrozmerné hermitovské matice. Existuje nekone£ne ve©a
takýchto matíc, jedna z obvyklých volieb v²ak je123

αj =

(
0 σj
σj 0

)
β =

(
1 0
0 −1

)
kde σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)
kde 1 je jednotková matica 2 × 2, a σj sú tzv. Pauliho matice. V kartézskych súradniciach a
v súradnicovej reprezentácii potom dostávame Diracovu rovnicu124 (DIR)

i~
∂Ψ(~r, t)

∂t
= −i~c~α · ∇Ψ(~r, t) +mc2βΨ(~r, t)

Rovnicu kontinuity dostaneme opä´ manipuláciou s hermitovsky zdruºenými DIR

Ψ†[DIR] + [DIR]†Ψ :

(
Ψ†
∂Ψ

∂t
+ Ψ

∂Ψ†

∂t

)
+ c[Ψ†~α · (∇Ψ) + (∇Ψ†) · ~α†Ψ +

i

λ̄C
Ψ†(β−β†)Ψ] = 0

£o po úprave a vyuºití hermitovosti ~α, β dá

∂

∂t
(Ψ†Ψ)︸ ︷︷ ︸

ρ

+∇(cΨ†~αΨ)︸ ︷︷ ︸
~j

= 0

a výraz ρ = Ψ†Ψ (≥ 0) môºeme interpretova´ ako zachovávajúcu sa hustotu pravdepodobnosti.

Ke¤ºe ~α, β sú matice 4 × 4, vlnová funkcia elektrónu musí by´ 4-komponentným �vektorom�. Fyzi-
kálny význam jednotlivých komponent vyplynie z analýzy rie²enia v tvare Ψ(~r, t) = u(~p)ei(~p·~r−Et)/~,
pri£om u(~p) vyjadrime (kvôli úspornosti zápisu) pomocou dvojice dvojkomponentných �vektorov� -
tzv. spinorov, χ(~p), ξ(~p) £iºe

Ψ(~r, t) =

(
χ(~p)
ξ(~p)

)
ei(~p·~r−Et)/~ χ(~p) =

(
χ1(~p)
χ2(~p)

)
, ξ(~p) =

(
ξ1(~p)
ξ2(~p)

)
Jedinou dynamickou premennou v Diracovom hamiltoniáne vo©nej �£astice� je hybnos´, preto
[Ĥ, ~̂p ] = 0. Uvedené (stacionárne) rie²enie je teda sú£asne vlastným stavom týchto operátorov,
ktoré preto môºeme nahradi´ ich vlastnými hodnotami, E, ~p. DIR v maticovom tvare potom prejde
na (

mc2 c~σ · ~p
c~σ · ~p −mc2

)(
χ
ξ

)
=

(
E 0
0 E

)(
χ
ξ

)
kde ~σ · ~p =

(
pz px − ipy

px + ipy −pz

)
Je to maticový zápis sústavy dvoch algebrických rovníc(

E
c
−mc

)
χ− (~σ · ~p) ξ = 0

(~σ · ~p)χ−
(
E
c

+mc
)
ξ = 0

⇔
χ = ~σ·~p

E
c
−mcξ de�novaná ak E < 0

ξ = ~σ·~p
E
c

+mc
χ de�novaná ak E > 0

Ak pre E > 0 zvolíme bázové spinorové stavy χ1 =

(
1
0

)
a χ2 =

(
0
1

)
, potom im odpovedajúcimi

rie²eniami DIR (aº na normovací koe�cient) sú

Ψ1(~r, t) =


1
0
pz

E
c

+mc
px+ipy
E
c

+mc

 ei(~p·~r−Et)/~ Ψ2(~r, t) =


0
1

px−ipy
E
c

+mc
−pz
E
c

+mc

 ei(~p·~r−Et)/~

123Ide o tzv. Diracovu reprezentáciu. Ke¤ºe ide o matice s nekomutatívnym násobením, musíme ich povaºova´
za operátory.
124Navrhol ju v r. 1928 P. Dirac, v r. 1933 mu bola udelená Nobelova cena.
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Naopak, ak pre E < 0 zvolíme bázové stavy ξ1 =

(
1
0

)
a ξ2 =

(
0
1

)
, potom odpovedajúcimi

rie²eniami sú

Ψ3(~r, t) =


pz

E
c
−mc

px+ipy
E
c
−mc
1
0

 ei(~p·~r−Et)/~ Ψ4(~r, t) =


px−ipy
E
c
−mc
−pz
E
c
−mc
0
1

 ei(~p·~r−Et)/~

Takéto 4-komponentné diracovské �vektory� sa nazývajú bispinory. Lineárne kombinácie týchto
bázových bispinorov tvoria v²eobecné rie²enia DIR. Bázové rie²enia Ψ3/4 so zápornou energiou inter-
pretujeme (rovnako ako v prípade KGR) ako rie²enia s kladnou energiou ²íriace sa naspä´ v £ase,

E < 0 : Ψ3/4(~r, t) =

(
~σ·~p

E
c
−mc ξ1/2

ξ1/2

)
ei(~p·~r−Et)/~ =

(
~σ·(−~p)
|E|
c

+mc
ξ1/2

ξ1/2

)
e−i[(−~p)·~r−|E|t]/~

V pokojovej sústave bispinoru platí ~p = 0, matica DIR je diagonálnou, a sústava zviazaných rovníc
pre χ, ξ prejde na samostatné rovnice

Eχ = mc2χ Eξ = −mc2ξ E = ±mc2 = ± ~c
λ̄C

Potom ²tvorica uvedených bázových rie²ení nadobudne tvar

Ψ1(t) =


1
0
0
0

 e−ict/λ̄C Ψ2(t) =


0
1
0
0

 e−ict/λ̄C Ψ3(t) =


0
0
1
0

 eict/λ̄C Ψ4(t) =


0
0
0
1

 eict/λ̄C

V tejto reprezentácii a v pokojovej sústave teda môºeme hovori´ o samostatných �£asticiach�: Prvú
dvojicu, s nenulovým spinorom χ, interpretujeme ako dva bázové stavy elektrónu, a druhá dvojica,
s nenulovým spinorom ξ, odpovedá dvom bázovým stavom jeho anti£astice - pozitrónu. Ako v²ak
vidíme, vo v²eobecnosti ani DIR nie je jedno£asticovou rovnicou.

V nerelativistickej limite pre kladné energie E ∼= mc2 + p2

2m
, mc2 � p2

2m
z výrazu ξ = ~σ·~p

E
c

+mc
χ

vyplynie ξ � χ, £iºe �anti£asticový� spinor ξ zanikne, a dostaneme nerelativistickú pohybovú rovnicu
(alternatívu SCHR) pre dvojkomponentný spinor - �£asticu�,

|ψ〉 =

(
χ1

χ2

)
|ψ(~r, t)〉 i~

∂

∂t

(
χ1

χ2

)
|ψ(~r, t)〉 = Ĥ

(
χ1

χ2

)
|ψ(~r, t)〉

Komponenty tohto spinoru predstavujú dodato£né vnútorné stupne vo©nosti - spin, ktorý opí²eme
v nasledujúcej kapitole.

II.5.4 Operátor spinu.

V predchádzajúcej kap. II.5.3 sme videli, ºe stacionárne rie²enia DIR sú degenerované - kaºdej hod-
note ±E odpovedajú dva lineárne nezávislé stavy bispinoru. Pod©a kap. II.4.6 musí existova´ ope-
rátor komutujúci s hamiltoniánom, ktorý túto degeneráciu spôsobuje (t.j. ktorého vlastnými stavmi
sú práve spomínané dvojice.) Pri pohybe vo©nej £astice (t.j. takej, na ktorú nepôsobia ºiadne sily)
sa musí zachováva´ jej energia, hybnos´ aj moment hybnosti. O£akávame teda, ºe operátor momentu
hybnosti bude komutova´ s hamiltoniánom. Pre Diracov hamiltonián v²ak platí

[L̂x, Ĥ] = ... = i~c(αyp̂z − αzp̂y) at¤., £iºe [~̂L, Ĥ] = i~c(~α× ~̂p ) 6= 0
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£o znamená, ºe ~̂L nereprezentuje skuto£ný moment hybnosti! De�nujme preto taký operátor ~̂S, pre

ktorý bude plati´ [ ~̂S, Ĥ] = −i~c(~α × ~̂p) , a pomocou neho de�nujme operátor zachovávajúceho sa
celkového momentu hybnosti

~̂J = ~̂L+ ~̂S [ ~̂J, Ĥ] = [~̂L+ ~̂S, Ĥ] = 0

�ahko dokáºeme (dosadením), ºe h©adaným operátorom ~̂S (v na²ej reprezentácii) je

~̂S =
~
2

(
~σ 0
0 ~σ

)
Zachovávajúci sa celkový moment hybnosti ~J teda pozostáva (podobne ako v prípade fotónu v kap.
II.1.5) z orbitálneho momentu ~L a spinového momentu - spinu Ŝ. Medzi zloºkami vektorového ope-

rátora ~̂S platia komuta£né vz´ahy
[Ŝj, Ŝk] = i~ε̂jklŜl

(£iºe diagonalizova´ sa dá vºdy len jedna zloºka), rovnako ako pre zloºky operátora ~̂L. V na²ej
reprezentácii (s Pauliho maticami) je diagonálnou zloºkou Ŝz. �ahko nahliadneme, ºe v pokojovej
sústave bispinoru, ~p = 0 (kap. II.5.3), sú stavy Ψ1−4 (s jediným nenulovým spinorom χ alebo ξ)
vlastnými stavmi operátora Ŝz s vlastnými hodnotami Sz = ±~

2
. Platí teda

[Ŝz, Ĥ] = 0 [ ~̂S, Ĥ] = 0 ( lebo v pokojovej sústave ~p = 0 , ~L = 0 )

Podobne ako v prípade orbitálneho momentu ~̂L (kap. II.4.6 a Dodatok P), platia vz´ahy

|~S| =
√
s(s+ 1) ~ , s =

1

2
Ŝz Ψ = ms~Ψ , ms = ±s = ±1

2

lebo

( ~̂S)2 =
~2

4

(
~σ 0
0 ~σ

)(
~σ 0
0 ~σ

)
= ... =

3~2

4
(σ2

j = 1)

V prípade ~p = 0 teda operátor Ŝz spôsobuje 2-násobnú degeneráciu energetických hladín, a nenulový
spinor χ (�£astica�) resp. ξ (�anti£astica�) môºe pri danej energii existova´ v dvoch stavoch, �spin
hore� a �spin dole�. Pre anti£asticu transformácia (E, ~p) → (−E,−~p) znamená ~L → −~L, a zo
zákona zachovania celkovej hybnosti aj ~S → −~S.

Ak v²ak ~p 6= 0, [ ~̂S, Ĥ] 6= 0, a vo v²eobecnosti ani [Ŝz, Ĥ] 6= 0 (výnimkou je prípad ~p = (0, 0, pz) ).
Namiesto toho platia nové vz´ahy pre zachovávajúci sa celkový moment ~J ,

| ~J | =
√
j(j + 1) ~ , j = 0,

1

2
, 1,

3

2
, ... Ĵz Ψ = mj~Ψ , mj = j, j − 1, ...− j + 1,−j

DIR je teda relativistickou pohybovou rovnicou �£astíc� (spolu s ich anti£asticami) so spinom 1
2

(v jednotkách ~). Znamená to, ºe kvantové £íslo s, ur£ujúce maximálny priemet spinu do zvoleného
smeru, je pre tieto �£astice� 1

2
, pri£om samotná ve©kos´ spinu je

√
s(s+ 1)~. Takouto �£asticou�

je nielen elektrón (a jeho anti£astica pozitrón), ale v²etky elementárne £astice (a ich anti£astice)
tvoriace látku. Na rozdiel od SCHR £i KGR, DIR poskytuje presný opis správania týchto �£astíc� pri
relativistických energiách.

78



II.5.5 Interpretácia spinu.

Z Diracovho hamiltoniánu vyplýva e²te jeden pozoruhodný záver: Pre £asový vývoj operátorov polohy
pod©a kap. II.4.5 dostávame

dx̂

dt
=
i

~
[Ĥ, x̂] = ...α1c ŷ, ẑ analogicky

£o vedie na hodnoty ±c (lebo vlastnými hodnotami matíc αj sú ±1). Tento výsledok nazna£uje, ºe
�£astica� (v zmysle pravdepodobnosti) sa pohybuje rýchlos´ou c, £o nezodpovedá realite experimentu.
Vysvetlenie vyplynie z princípu neur£itosti: Okamºitú rýchlos´ de�nujeme ako podiel diferenciálov
- in�nitezimálnych zmien dráhy a £asu. Ur£enie in�nitezimálneho prírastku dráhy v²ak vyºaduje
�nekone£nú� presnos´ merania polohy, z £oho plynie úplná neur£itos´ hybnosti, ∆p → ∞. Pod©a
relativistického vz´ahu p = γmv tomu odpovedá práve v = ±c. Ke¤ºe v experimentoch pozorujeme
men²ie rýchlosti, ponúka sa predstava, ºe na pozorovaný pohyb je superponovaný akýsi cyklický
�chvejivý�125 pohyb rýchlos´ou ±c na nemerate©ne vysokej frekvencii ω ≈ E/~ ≈ mc2/~ = c/λ̄C na
vzdialenosti ≈ λ̄C (£iºe na �rozmere £astice� - kap. II.5.2).

Tento �vnútorný� pohyb môºeme interpretova´ aj ako sú£as´ rota£ného toku pravdepodobnosti, ana-
logicky ako pri svetle/fotónoch v kap. II.1.5, s odpovedajúcim momentom hybnosti

~J =

∫
~r × ~g dV

kde ~g je hustota hybnosti Diracovho po©a (ako analógie EM po©a), ktorej zloºky sú dané tenzorom
energie-hybnosti-napätia Diracovho po©a Θµν

DIR (v analógii s Θµν
EM z kap. I.3.4) ako gj = Θ0j/c. Pre

Diracovo pole to znamená (Dodatok R)

~J = −i~
2

∫
~r × [Ψ†∇Ψ− (∇Ψ†)Ψ] dV +

~
2

∫
Ψ†~σΨ dV = ~Jorb + ~Jspin = ~L+ ~S

kde prvý £len opä´ reprezentuje orbitálny moment Diracovej vlny (nezávisiaci od stavu spinu), a
druhý £len reprezentuje spin, presnej²ie strednú hodnotu operátora126 spinu ~

2
~σ, pôsobiaceho na

spinor (polovicu bispinoru), s vlastnými hodnotami (jedinej) diagonálnej zloºky Sz = ±~
2
.

Spin elektrónu (a podobných £astíc) sa £asto (a nesprávne) prezentuje ako relativistický efekt, vy-
plývajúci z relativistickej DIR. V skuto£nosti v²ak DIR, ako jedna z viacerých relativistických pohy-
bových rovníc, je �skon²truovaná� tak, aby adekvátne opisovala pravdepodobnostné vlnové excitácie
(�£astice�) práve so spinom 1

2
. Iná relativistická pohybová rovnica - vlnová rovnica EM po©a pre vek-

tor ~A (pozri kap. II.4.7) opisuje �£astice� so spinom 1 (Sz = ~). Výraz ~Jspin pre jeden fotón z kap. II.1.5
je z-ovou zloºkou spinu (v smere ²írenia), pri£om pre moment hybnosti fotónu
rovnako platí priestorové kvantovanie (kap. II.4.6) s hodnotou s = 1, av²ak len
s priemetmi ms = ±1. Absencia priemetu ms = 0 (dostupného pod©a pravi-
diel priestorového kvantovania) súvisí s nulovou hmotnos´ou fotónov. Z klasickej
predstavy momentu hybnosti ako prejavu rotácie v ur£itej rovine v kombinácii
s relativistickou kontrakciou rozmerov v smere pohybu (obr.) totiº vyplynie, ºe
pri transla£nej rýchlosti v = c (lebo m = 0) nadobúda v laboratórnej sústave
moment hybnosti len smery pozd¨º translácie.
125nem. Zitterbewegung.
126V spojitej súradnicovej reprezentácii de�nícia strednej hodnoty operátora α̂ z Dodatku O prejde na

〈α〉 =

∫
Ψ†α̂Ψ dV
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Napokon spome¬me aj relativistickú KGR, opisujúcu bez spinové �£astice�, s = 0. Ako teda vidíme,
samotná �relativistickos´� (t.j. lorentzovská symetria) neur£uje ve©kos´ ani existenciu spinu. Z forma-
lizmu kvantovej mechaniky vyplýva, ºe operátor spinového momentu hybnosti je generátorom rotácií
- v tomto prípade rotácií �okolo vlastnej osi £astice�. Spin - jeho existencia aj ve©kos´ vyjadrujú
teda vlastnosti objektu výlu£ne s oh©adom na takéto rotácie. V Dodatku O sme ukázali, ºe unitárne
posunutie stavu (v smere x) o kone£nú vzdialenos´ ∆x dosiahneme aplikovaním operátora e

i∆x
~ p̂x

na tento stav. Toto pravidlo v²ak platí pre unitárnu transformáciu stavu pozd¨º akejko©vek dyna-
mickej premennej X , generovanú hermitovským operátorom premennej kánonicky konjugovanej ku
X . Patria sem dvojice (x, px),..., (ϕx, Jx),... Rotáciu stavu okolo osi z o uhol ∆ϕz teda dosiahneme
aplikovaním operátora e

i∆ϕz
~ Ĵz .

Na²a �£astica� je v priestore rozloºená ako pravdepodobnostné pole ψ(~r, t), jej rotáciu �okolo vlastnej
osi� (£iºe v pokojovej sústave �£astice�, ~L = 0) generuje operátor Ĵz = Ŝz, a na²ím stavom je
kon�gurácia vnútorných stup¬ov vo©nosti po©a ψ v kaºdom mieste a £ase. Ak ide o skalárnu �£asticu�,
je ψ skalárom s jediným (vo v²eobecnosti komplexným) stup¬om vo©nosti - ve©kos´ou skaláru, a
rotácia �okolo vlastnej osi� o ©ubovo©né ∆ϕz ho nezmení. Ak ide o vektorovú �£asticu� (akou je
fotón), je jej vlnovou funkciou vektor s tromi vnútornými stup¬ami vo©nosti - komponentami vektora
v kaºdom bode (ψ → vektor EM po©a - EM potenciál ~A(~r, t)). Rotácia vektora o 2π je identitou,

ei
2π
~ Ŝz = ei

2π
~ ms~ = e±i2π = 1 lebo ms = ±1

(V pokojovej sústave sa spin zachováva, takºe diagonálny operátor Ŝz nahrádzame vlastnými hodno-
tami.) Ak ide o spinorovú �£asticu� (akou je elektrón), je Ψ spinorom s dvoma komplexnými stup¬ami
vo©nosti (�spin hore� a �spin dole�), a rotácia o 2π okolo osi z (v kaºdom bode) znamená

ei
2π
~ Ŝz = ei

2π
~ (± ~

2) = e±iπ = −1 lebo ms = ±1

2

Táto transformácia síce je unitárnou (lebo | − 1| = 1), ale vlnová funkcia zmení znamienko (£o
nemá vplyv na pravdepodobnos´). Identitou je teda rotácia o 720°! Tento podivný výsledok ©ah-
²ie pochopíme, ak si v kaºdom bode (£aso)priestoru predstavíme �pripnutý� abstraktný vnútorný
N -rozmerný priestor, kde N je po£et vnútorných stup¬ov vo©nosti. Spinor má 2 komplexné, £iºe 4
reálne rozmery, a je teda (na rozdiel od vektora) rozmerovo nekompatibilný s fyzikálným 3D pries-
torom. Pri rotácii fyzikálneho priestoru (£iºe pozorovate©a) sa preto tento vnútorný priestor trans-
formuje odli²ne.127 (Dá sa v²ak ukáza´, a vy²²ie uvedený vz´ah pre celkový moment hybnosti ~J to
potvrdzuje, ºe rotácii vektora odpovedá spinorová transformácia Ψ†~σΨ.) Kvanti�kátorom rotácie
vnútorného priestoru je práve spinové kvantové £íslo s.

Spinové stupne vo©nosti môºeme teda identi�kova´ ako polariza£né stupne vo©nosti. V kap. I.4.2
sme prezentovali dve �ortogonálne� polarizácie gravita£nej vlny, odpovedajúce pooto£eniu v na²om
3D priestore o 45°! Znamená to, ºe vnútorný priestor gravita£ného po©a sa otá£a �dvojnásobnou
rýchlos´ou� v porovnaní s na²im priestorom, £omu odpovedá spin s = 2. Predpokladané (dosia©
experimentálne nepotvrdené) kvantum gravita£ného po©a - gravitón je teda �£asticou� so spinom 2.
V²eobecne platné kvantovanie momentu hybnosti by v tomto prípade viedlo na 5 stavov jeho priemetu
s magnetickými kvantovými £íslami ms = ±2,±1, 0. Ke¤ºe v²ak ide o objekt ²íriaci sa rýchlos´ou c,
z rovnakých dôvodov ako v prípade fotónu sa realizujú len dva krajné priemety ms = ±2, príslu²né
k uvedeným kvadrupólovým polarizáciám.

Je spin pohybom? O pohybe v pokojovej sústave �£astice� môºeme hovori´ len v zmysle stacionárnej
rotácie pravdepodobnostného po©a bez jeho zmeny (�£o prite£ie to odte£ie�), podobne ako pri orbitál-
nom pravdepodobnostnom toku na stacionárnych �kruºniciach�, £i lineárnom pravdepodobnostnom
127V �na²om� 3D priestore predstavujú smery pohybu �hore� a �dole� ten istý stupe¬ vo©nosti. Pre spinory v²ak

pojmy �spin hore� a �spin dole� vyjadrujú dva ortogonálne stupne vo©nosti. Zmena z �hore� na �dole� totiº vyjadruje
rotáciu pozorovate©a/prístroja v 3D o 180°, £o v spinorovom priestore znamená (ortogonálnu) rotáciu o 90°.
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toku v rovinnej vlne (kap. II.3.5). Z h©adiska rozdelenia pravdepodobností a stredných hodnôt v²ak
k ºiadnej £asovej zmene nedochádza.

II.5.6 Pauliho vylu£ovací princíp.

Zmena znamienka spinoru pri rotácii o 360° má dopad aj na vzájomnú zámenu spinorových �£astíc�.
Predpokladajme dve identické spinorové �£astice� A a B, rozlí²ite©né len �polohami� ~rA, ~rB. V kvan-
tovom kontexte to znamená, ºe amplitúda pravdepodobnosti tejto kon�gurácie je ψA(~rA) · ψB(~rB).
Zámena polôh týchto �£astíc� znamená v ich pokojovej sústave rotáciu pozorovate©a o 180° (obr.), £o
je z poh©adu pozorovate©a ekvivalentné rotácii kaºdej z £astíc o 180°,

ψAB = ψAψB → ei
π
~ ŜzψA e

iπ~ ŜzψB = ... = −ψAB
Vzájomná zámena spinorov teda znamená oto£enie znamienka ich spolo£nej vlnovej funkcie,

ψA(~rB)ψB(~rA) = −ψA(~rA)ψB(~rB)

Ak by sme chceli obe tieto �£astice� lokalizova´ v spolo£nom mieste, ~r1 = ~r2 = ~r, dostali by sme

ψAB = ψA(~r)ψB(~r) = −ψA(~r)ψB(~r) ⇒ ψAB = 0

Znamená to, ºe
nerozlí²ite©né spinorové �£astice� sa nemôºu nachádza´ v tom istom priestorovom stave

- to je tzv. Pauliho vylu£ovací princíp. Ak by v²ak spinory ψA a ψB mali rôzne priemety spinu
(ms = ±1

2
), boli by uº rozlí²ite©né, a mohlo by plati´ aj ~r1 = ~r2.

Pauliho vylu£ovací princíp sa pochopite©ne nevz´ahuje na skalárne (s = 0) ani vektorové (s = 1)
�£astice�. Platí vo v²eobecnosti pre v²etky druhy �£astíc� s polo£íselným spinom - tzv. fermióny,
a neplatí pre v²etky druhy �£astíc� s celo£íselným spinom - tzv. bozóny. Toto delenie �£astíc� má
zásadný vplyv na ich kolektívne správanie a ²tatistiku.

Uvedené závery sa vz´ahujú na prípady, ke¤ stav/vlnovú funkciu vieme priradi´ kaºdej �£astici�.
Situácia sa skomplikuje v prípade kvantovo previazaných objektov, ke¤ dvom £i viacerým �£asticiam�
prira¤ujeme jediný neredukovate©ný stav. Vlnová funkcia ako reprezentácia takéhoto stavu môºe
pritom by´ symetrickou alebo antisymetrickou vzh©adom na vzájomnú zámenu ©ubovo©nej dvojice
takto kvantovo previazaných �£astíc�. V kap. II.2.5 sme videli, ºe aj antisymetricky previazaná dvojica
fotónov (bozónov so spinom 1) sa preto riadi Pauliho vylu£ovacím princípom (ako pár fermiónov).

II.6 Spinový magnetický moment.

II.6.1 Pauliho rovnica.

V relativistickej teórii môºeme EM pole reprezentova´ ²tvorpotenciálom Aµ = (ϕ/c, ~A), a DIR pre
�£asticu� s nábojom q v EM poli má potom tvar

i~
∂

∂t
Ψ(~r, t) =

(
c ~α ·

[
−i~∇− q ~A(~r, t)

]
+ qϕ(~r, t) + βmc2

)
Ψ(~r, t) Ψ(~r, t) =

(
χ(~r, t)
ξ(~r, t)

)
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Nerelativistickú limitu 0 < E ∼= E0 = mc2 získame analogicky ako v kap. II.5.1, teda vy¬atím
výrazu e−iE0t/~ z rie²ení pre spinorové zloºky bispinoru Ψ(~r, t)

χ(~r, t) ∼= e−iE0t/~ψ(~r, t) ξ(~r, t) ∼= e−iE0t/~Θ(~r, t)

Úpravami a zanedbaním £lenov malých oproti E0 (Dodatok S) dostaneme nerelativistickú rovnicu
pre spinor ψ - tzv. Pauliho rovnicu (PAR)

i~
∂ψ(~r, t)

∂t
∼=


(
−i~∇− q ~A(~r, t)

)2

2m
− q~

2m
~σ · ~B(~r, t) + qϕ(~r, t)

ψ(~r, t) = ĤPauliψ(~r, t)

pri£om spinor Θ (reprezentujúci anti£asticu) v tejto limite zanikne. V porovnaní so SCHR v EM poli

Pauliho hamiltonián obsahuje dodato£ný £len s operátorom128 spinu ~̂S = ~
2
~σ. Výraz

− q~
2m

~σ · ~B = − q

m
~̂S · ~B = −~̂µs · ~B

má fyzikálny význam operátora interak£nej energie magnetického dipólu s dipólovým momentom
~µs v magnetickom poli ~B. Podiel tohto magnetického momentu a spinového momentu hybnosti (spinu)
sa nazýva spinovým gyromagnetickým pomerom,129

γs =
~µs
~S

=
q

m
pre elektrón q = −e ⇒ ~S ↑↓ ~µs

Spinový magnetický moment elektrónu je teda rovnako priestorovo kvantovaný ako jeho spin, a jeho
z-ový priemet nadobúda len hodnoty

µsz = ∓ e

me

~
2

= ∓µB pri£om |~µs| =
√

3µB

kde µB = e~
2me

je tzv. Bohrov magnetón.

Magnetické pole ~B vstupuje do hamiltoniánu aj prostredníctvom EM potenciálu ~A (vo vybranej
kalibrácii), a tým ovplyv¬uje smer pohybu �£astice�, touto otázkou sa tu v²ak nebudeme zaobera´.

II.6.2 Precesia magnetického momentu.

Pod©a zákonov klasickej fyziky by magnetické pole ~B pôsobilo na magnetický moment ~µs momentom
sily ~τ = ~µs × ~B, a menilo by jeho mechanický moment hybnosti ~S,

d~S

dt
= ~τ = ~µs × ~B = γs~S × ~B

V prípade ~B = (0, 0, B) by jednotlivé zloºky tejto pohybovej rovnice pre ~S boli

dSx
dt

= γsSyB
dSy
dt

= −γsSxB
dSz
dt

= 0

128V tom spo£íva principiálny rozdiel medzi PAR a SCHR - tá bez operátora pôsobiaceho na spinorovú £as´ vlnovej
funkcie je oby£ajnou skalárnou rovnicou.
129Pre porovnanie, klasický orbitálny gyromagnetický pomer nabitej £astice o hmotnosti m na kruºnici o polomere
r je polovi£ný, γorb = q

2m , lebo moment hybnosti cirkulujúcej hmotnosti je |~L| = mωr2, a magnetický moment

cirkulujúceho náboja ako prúdovej slu£ky je |~µorb| = IΣ = qω
2ππr

2 = qωr2

2 .
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Znamená to, ºe Sz = |~S| cosϑ je zachovávajúcou sa veli£inou (ϑ je uhol medzi ~S a ~B), kým £asový
vývoj zvy²ných dvoch zloºiek je rie²ením dvojice zviazaných rovníc

Sx(t) = |~S| sinϑ cos(ωst) Sy(t) = −|~S| sinϑ sin(ωst) ωs = γsB =
qB

m

£o je precesia ~S okolo ~B pod uhlom ϑ a s frekvenciou ωs ∼ B - tzv. Larmorova precesia.

V kvantovom formalizme interakciu spinového magnetického momentu s po©om ~B vyjadruje spinová
£as´ Pauliho hamiltoniánu

Ĥs = − q

m
~̂S · ~B = −~̂µs · ~B

Skalárny sú£in vektorov znamená, ºe operátorom je operátor priemetu spinu do smeru ~B, v na²om
prípade Ŝz,

Ĥs = −qB
m
Ŝz = −~ωs

2

(
1 0
0 −1

)
Vlastnými stavmi Ĥs (aj Ŝz) sú |ψ+〉, |ψ−〉 s energiami E± = ±~ωs

2
. Pre elektrón je q = −e, a teda

E± = ±µBB, pri£om niº²ia hodnota energie odpovedá antiparalelnej orientácii spinu vo£i ~B. Pre-
chod z jedného stacionárneho stavu do druhého je moºný len pohltením/vyºiarením kvanta energie
|E+ − E−| = ~ωs (= 2µBB pre elektrón).

V²eobecný (nestacionárny) stav je superpozíciou týchto stavov

|ψ(t)〉 = a+|ψ+〉e−iE+t/~ + a−|ψ−〉e−iE−t/~ =

(
a+e

−iE+t/~

a−e
−iE−t/~

)
kde koe�cienty a+, a− sú ur£ené po£iato£nými podmienkami, pri£om a2

+ + a2
− = 1 (normovanie).

Bez ujmy na v²eobecnosti môºeme preto poloºi´ a+ = cos(α/2), a− = sin(α/2). Stredné hodnoty
(Dodatok O) priemetov spinu na jednotlivé osi budú potom

〈Sx〉 = 〈ψ(t)|Ŝx|ψ(t)〉 =
(
a+e

iE+t/~ a−e
iE−t/~

) ~
2

(
0 1
1 0

)(
a+e

−iE+t/~

a−e
−iE−t/~

)
=

= ... =
~
2

sinα cos (ωst)

〈Sy〉 = 〈ψ(t)|Ŝy|ψ(t)〉 = ... = −~
2

sinα sin (ωst)

〈Sz〉 = 〈ψ(t)|Ŝz|ψ(t)〉 = ... =
~
2

cosα

£o kore²ponduje s klasickou precesiou, v zmysle Ehrenfestovej teorémy (kap. II.4.5).

II.6.3 Spinová polarizácia a interferencia.

V predchádzajúcom texte sme ukázali, ºe ak (klasická) £astica s nenulovým spinovým magnetickým
momentom ~µs vletí do magnetického po©a ~B = (0, 0, B), vektor ~µs bude vykonáva´ precesný pohyb
okolo vektora ~B so zachovávajúcou sa zloºkou µsz. Navy²e, ak ~B bude nehomogénne, napr. ∂B

∂z
6= 0,

na dipól bude pôsobi´ sila
~F = −∇

(
−~µs · ~B

)
→ µsz

∂B

∂z
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Pre elektrón so spinom s = 1
2
je µsz = ±µB, £o odpovedá dvom navzájom opa£ným vychýleniam

dráhy £astice. Predpokladajme pre jednoduchos´ elektricky neutrálnu £asticu, takºe pôjde o jediný
vychy©ujúci ú£inok magnetického po©a.130.

Zariadenie na obr. je Sternov-Gerlachov prístroj (SG).
Prúd (elektricky neutrálnych) £astíc, prelietajúci oblas´ou
nehomogénneho po©a medzi pólmi magnetu, je rozdelený
pod©a priemetov µsz na zväzky vychy©ované do rôznych
oblastí plo²ného detektora. Za £as preletu t medzi pólmi
sa zväzky rozídu o δz = 2 Fz

2m
t2. Pre jednotlivé kvantové

�£astice� v²ak platí aº do kolapsu na detektore

|ψ〉 =
1√
2

( |+〉z + |−〉z )

Ak sledujeme len horný kanál SGz,131 �£astica� detegovaná na D bude s istotou v stave |+〉z, o £om
sa môºeme presved£i´ zaradením ¤al²ieho SGz (obr. a). Ak v²ak namiesto SGz zaradíme SGx (obr.
b), na jeho výstupoch dostaneme s pravdepodobnos´ou 50:50 stavy |+〉x a |−〉x, lebo operátory
µ̂sz a µ̂sx nekomutujú. Ak napokon za horný kanál sekvencie SGzSGx zaradíme ¤al²í SGz (obr. c),
dostaneme s pravdepodobnos´ou 50:50 stavy |+〉z a |−〉z.

|+〉z =
1√
2

( |+〉x + |−〉x )

|+〉x =
1√
2

( |+〉z + |−〉z )

Ak detektor zaznamená �cvak�, potom (aº potom môºeme poveda´, ºe) prvý SGz pripravil �£asticu�
v stave |+〉z. Ten v²ak nie je vlastným stavom µ̂sx , £iºe následným SGx prejde �£astica� oboma ka-
nálmi s 50% pravdepodobnos´ou. Ak detektor zaznamená �cvak� napr. v dolnom kanáli posledného
SGz, história �£astice� (aº vtedy) skolabuje do sekvencie stavov |+〉z → |+〉x → |−〉z. Nekomuta-
tívnos´ µ̂sz a µ̂sx spôsobuje, ºe sekvencia SGzSGxSGz vo v²eobecnosti nezachová �pripravený� stav
|+〉z.

Z klasického poh©adu ak £astica v stave |+〉z (pripravenom prvým SGz) prelieta následným SGx,
jej magnetický moment vykonáva precesiu okolo smeru x, £ím sa mení µsz. Na výstupe z SGx

(s ostrou hodnotou µsx) má preto µsz neur£itú hodnotu, £iºe pôvodne pripravený stav |+〉z sa
nemusí potvrdi´ (následným SGz). Dá sa táto neur£itos´ eliminova´, napr. skrátením doby preletu
t £i zníºením precesnej frekvencie ωs? Nedá, ak chceme zachova´ ostrú hodnotu µsx. Tá je totiº
podmienená rozlí²ením rozbiehavých zväzkov na výstupe z SGx. Ke¤ºe princíp neur£itosti diktuje
nenulovú ²írku zväzku ∆x ≈ ~

∆px
a s tým súvisiacu rozbiehavos´ ∆px

m
t ≈ ~

m∆x
t pozd¨º SGx, podmienka

rozlí²ite©nosti zväzkov (a teda ostrosti µsx) je

δx =
Fx
m
t2 =

µsx
m

∂B

∂x
t2 >

~
m∆x

t ⇒ ∆ωst > 1

kde ∆ωs ≈ µsx
~

∂B
∂x

∆x je neur£itos´ precesnej frekvencie v dôsledku variácie po©a ~B naprie£ zväzkom.
Táto podmienka zjavne neumoº¬uje de�nova´ ostrú hodnotu µsz. Ak by sme chceli túto podmienku
�podliez´�, zväzky na výstupe SGx by sa zliali, a stratili by sme ostrú informáciu o µsx.

V²imnime si tieº analógiu medzi polarizátormi fotónov a SG: Výstupnými stavmi polarizátorov VP
resp. HP sú navzájom ortogonálne stavy |V 〉 resp. |H〉, sekvenciou VP-HP teda ºiaden fotón nepreletí
(obr. a), rovnako ako ºiadna spinorová �£astica� s magnetickým momentom nepreletí sekvenciou
kanálov SG+

x SG
−
x (obr. c).

130Pre elektrón by sme totiº museli dodato£ne uvaºova´ aj vychýlenie v dôsledku magnetickej zloºky Lorentzovej sily.
Neskôr ukáºeme, ºe existujú aj elektricky neutrálne (kompozitné) £astice s nenulovým magnetickým momenom.
131Bázové stavy detektora kaºdého z kanálov sú len |�cvak�〉 a |�necvak�〉.
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Vloºením αP resp. SG2α (α - uhol vo£i VP/SGx) do týchto sekvencií (obr. b,d) budeme registrova´
(1 − cos2 α) · 100% £astíc. Spinorovým �£asticiam� odpovedá pooto£enie o dvojnásobný uhol v po-
rovnaní s vektorovými fotónmi (kap. II.5.5).

Superpozícia stavov odpovedajúcich jednotlivým kanálom na výstupe SG nielen pripomína prelet
�£astice� sústavou ²trbín (prípadne MZI), ale fyzikálne je s ¬ou identická. Ak za sekvenciu SGzSGx

zaradíme SG−x (identický SGx s opa£ne orientovaným po©om), rozchádzajúce zvázky sa spoja do
jediného, ktorý môºeme monitorova´ následným SGz (obr.). Prvý SGz opä´ �pripraví� stav |+〉z, a
následný SGx vyrobí superpozíciu stavov |+〉x a |−〉x. Neru-
²eným prechodom do SG−x tieto dva kanály interferujú (stratí
sa informácia �welcher Weg�), a detektor za posledným SGz

zaregistruje �cvak� vºdy pre |+〉z (horný kanál, kon²truktívna
interferencia) a �necvak� pre pre |−〉z (dolný kanál, de²truk-
tívna interferencia).

Ak v²ak (bliº²ie ne²peci�kovaným spôsobom) lokalizujeme �£asticu� medzi SGx a SG−x (t.j. vyvoláme
kolaps superpozície, ºltá ²ipka na obr.), zru²íme interferenciu, a detektor bude registrova´ stavy |+〉z
a |−〉z s pravdepodobnos´ou 50:50.

Zdôraznime, ºe ak pozorovaním nenaru²íme prelet �£astice� sústavou SG, vloºenie sekvencie SGxSG−x
medzi dvojicu SGz nezmení pôvodne pripravený stav. Môºe pritom ís´ o dvojicu (navzájom inverz-
ných) SG ©ubovo©nej orientácie, £i dokonca dvojicu úplne odli²ných zariadení rozde©ujúcich a následne
spájajúcich pripravený stav do/z rôznych �kanálov�. Vo formalizme kvantovej fyziky ide o rozklad
stavu do superpozície stavov ©ubovo©nej úplnej bázy (reprezentácie, kap. II.4.1).
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CESTA K ATOMOVEJ FYZIKE

III.1 Atóm.

III.1.1 Základný model atómu.

Sú£asná predstava o vnútornej ²truktúre atómov sa rodila postupne, ruka v ruke so zdokona©ovaním
experimentálnych techník a matematického aparátu kvantovej fyziky, ako aj so zbavovaním sa vºitých
stereotypov. Rovnako ako pre elementárne �£astice� (akými sú elektrón £i fotón), aj pre atóm v²ak
platí, ºe hoci na úrovni elementárnej kvantovej fyziky sa atóm nepodobá ni£omu, £o poznáme z na²ej
kaºdodennej skúsenosti, na vy²²ej úrovni komplexity hmoty (ako napr. v chémii alebo pri skúmaní
²truktúry a vlastností materiálov) sú �hra£kárske modely� atómu nielen prípustné, ale aj (v¤aka
svojej názornosti a jednoduchosti) uºito£né. V tejto £asti v²ak na£rtneme obraz atómu vychádzajúci
z elementárnych faktov a súvislostí prezentovaných v predchádzajúcom texte.

O elementárnych �£asticiach� vieme, ºe ak sú izolované od okolia, nemá zmysel hovori´ o ich roz-
meroch. (Najlep²ím príkladom sú páry �£astíc� z kap. II.2, kvantovo previazané na makroskopických
vzdialenostiach.) Dokáºeme ich viac-menej lokalizova´ interakciou s makroskopickým okolím (£o mo-
delujeme rôznymi potenciálovými jamami, ako v kap. II.3.5). Ak v²ak elementárne £astice navzájom
silovo (napr. elektrostaticky) interagujú, vytvárajú viac-menej lokalizované zhluky aj bez pôsobenia
makroskopického okolia. To je práve prípad atómov. Dnes spo©ahlivo vieme, ºe prakticky celá hmot-
nos´ atómu je sústredená v jeho jadre,1 ktoré je ve©mi dobre lokalizované na rozmere ≈ 10−15m.
Jadro je zhlukom ur£itého po£tu nukleónov - protónov (protónové £íslo Z ur£uje chemický
prvok) a neutrónov (A−Z, kde A je nukleónové £íslo ur£ujúce izotop prvku), ktoré sami osebe
sú zhlukmi e²te elementárnej²ích �£astíc�. Podrobnej²iemu opisu atómového jadra sa venujú kap.
III.2 a III.3, nateraz si vysta£íme s faktom, ºe daný po£et protónov s celkovým elektrickým nábojom
+Ze vytvára prakticky sférickú potenciálovú jamu, v ktorej viac-menej lokalizuje odpovedajúci po£et
elektrónov (Z pre neutrálny atóm) na vzdialenosti ≈ 10−10m.

Uvedená hodnota predstavuje minimálny rozmer atómu, vyplývajúci z princípu neur£itosti: Predpo-
kladajme atóm s £íslom Z = 1 (vodík) a polomerom a. Pre neur£itosti polohy a hybnosti elektrónu
platí ∆x ≈ a, ∆px ≈ ~/a (a rovnako pre y, z). Neur£itosti kinetickej a potenciálnej energie elektrónu
sú potom

∆Ekin ≈
(∆px)

2

2me

≈ ~2

2mea2
∆Epot ≈ −

e2

4πε0a

Minimálnu energiu - základný stav atómu - dostaneme z podmienky d
da

(Ekin +Epot) = 0, £o vedie na

a ≈ 4πε0~2

mee2
∼= 0.5 nm Emin ≈ −

mee
4

32(πε0)2~2
≈ −13.6 eV (1 eV = 1.602 · 10−19 J)

1Tento fakt bol prvýkrát doloºený experimentmi H. Geigera a E. Mardsena pod vedením E. Rutherforda v r. 1911,
ke¤ skúmali rozptyl energetických α-£astíc na tenkej zlatej fólii.
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Záporná hodnota energie znamená, ºe ide o viazaný stav - na uvo©nenie elektrónu z potenciálovej
jamy jadra treba energiu doda´.

�Pohyb� nerelativistického elektrónu (a pri ignorovaní jeho spinu) v dokonale sférickom coulom-
bovskom potenciáli (nehybného) protónu - zjednodu²ený model izolovaného atómu vodíka - sa dá
exaktne vyrie²i´ pomocou SCHR. Technické detaily rie²enia presahujú záber tohto textu, uvedieme
tu v²ak jeho najdôleºitej²ie závery. Prvým je existencia stacionárnych stavov elektrónu s energiami
(vlastnými hodnotami hamiltoniánu, nezávisiaceho explicitne od £asu), nadobúdajúcimi kvantované
hodnoty

En = − mee
4

32(πε0)2~2n2
=
E1

n2

pri£om E1 = Emin je energia základného stavu. Tak ako v prípade v²etkých stacionárnych stavov (po-
zri kap. II.3.5), priestorové rozdelenie pravdepodobnosti detekcie elektrónu sa v £ase nemení, a nemá
zmysel hovori´ o pohybe v klasickom ponímaní. (Kladné hodnoty kinetickej energie odzrkad©ujú len
cirkuláciu amplitúdy pravdepodobnosti s nulovou divergenciou.) Tento výsledok bol ve©kým triumfom
rodiacej sa kvantovej mechaniky, pretoºe vyrie²il dilemu stability atómu,2 a vypo£ítané rozdiely ener-
getických hladín ve©mi presne reprodukovali série spektrálnych £iar v meraných absorp£no-emisných
spektrách vodíka (obr., s vloºeným emisným spektrom na tmavom pozadí),

1

λ
=

ω

2πc
=
Ej − Ek
hc

=
E1

hc

(
1

n2
k

− 1

n2
j

)
= R

(
1

n2
k

− 1

n2
j

)
kde R ∼= 1.1 · 107m−1 je tzv. Rydbergova kon²tanta. K vyºarovaniu (a rovnako aj pohlcovaniu)
EM energie atómom teda dochádza len pri kvantových skokoch medzi stacionárnymi energetickými
hladinami.

Silu princípu kore²pondencie (kap. II.2.2) dokumentuje �hra£kársky� Bohrov model atómu,3 ktorý
postuluje stacionárne obeºné dráhy elektrónu, na ktorých elektrón nevyºaruje. Model poskytuje
správne hodnoty stacionárnych energii na týchto dráhach na základe toho, ºe v klasickej limite
n → ∞ (teda pre vysoké hladiny so zanedbate©nými vzájomnými odstupmi) stotoº¬uje kvantované
frekvencie ºiarenia s kruhovými frekvenciami klasického obehu (a vyºarovania). Pre klasický pohyb
elektrónu obvodovou rýchlos´ou v po kruhovej orbite o polomere r okolo jadra, danej rovnováhou

2Prevládajúcou predstavou v po£iatkoch kvantovej mechaniky bol totiº model elektrónov obiehajúcich okolo jadra
(na spôsob planét), £o by v²ak muselo vies´ ku spojitému vyºarovaniu EM energie (na frekvenciách odpovedajúcich
kruhovým frekvenciám obehu) a postupnému ale rýchlemu pádu elektrónov na jadro, £iºe ku zborteniu atómu.

3Sformuloval ho N. Bohr v r. 1911. Hoci nejde o správny model, jeho historický význam pri budovaní modernej
fyziky je nespochybnite©ný.
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dostredivej Coulombovej a zotrva£nej odstredivej sily, platí

1

4πε0

e2

r2
=
mev

2

r
= ... =

L2

mer3

kde L = mevr je orbitálny moment hybnosti elektrónu. Kinetická a celková energia elektrónu sú
potom

Ekin =
1

8πε0

e2

r
E = − 1

8πε0

e2

r
= ... = − mee

4

32(πε0)2L2

Pod©a klasickej fyziky orbitujúci náboj stráca energiu vyºarovaním EM vlny na frekvencii svojho
orbitálneho pohybu ω = L

mer2 . Strata energie sa prejaví poklesom jeho momentu hybnosti

dE

dL
= ... =

mee
4

(4πε0)2L3
= ... = ω

Ak je úbytok energie ∆E nepatrný, odpovedajúca zmena momentu hybnosti sa prejaví skôr zmenou
polomeru neº frekvencie (L ∼ r2, kým L ∼ ω), a teda

∆E = ω∆L

Ak vychádzame z predpokladu, ºe tento úbytok energie sa vyºiari ako fotón, teda ∆E = n~ω, potom
porovnaním týchto dvoch výrazov dostávame ∆L = ~. To v²ak znamená, ºe elektrón v atóme môºe
existova´ len na dráhach s kvantovaným momentom hybnosti

Ln = n~ n = 1, 2, 3...

Odtia© pre polomery takýchto stacionárnych dráh platí

rn =
n2~24πε0

mee2

Pre najniº²iu dráhu n = 1 je r1
∼= 0.5Å - tzv. Bohrov polomer atómu. Aj ke¤ energie týchto

stacionárnych hladín sú zhodné s hodnotami vypo£ítanými zo SCHR, výsledky pre moment hybnosti
kore²pondujú s jeho priestorovým kvantovaním (kap. II.4.6) len pre n→∞ (ke¤ sa maximálny prie-
met Lz = n~ prakticky zhoduje s |~L| =

√
n(n+ 1) ~). Skombinovanie Bohrovho modelu s de Brog-

lieovou hypotézou λ = h/|~p| viedlo k záveru, ºe stacionárne dráhy sp¨¬ajú podmienku stojatých
v¨n, 2πrn = nλn, £o bol de�nitívny odklon od klasickej predstavy elektrónu-projektilu, a rozpozna-
nie prí£iny �kvantovania� energie na diskrétne hladiny v priestorovom ohrani£ení delokalizovaného
elektrónu.

III.1.2 Atómové orbitály.

Najdôleºitej²ím výsledkom rie²enia SCHR pre atóm vodíka je priestorové rozloºenie amplitúdy prav-
depodobnosti - vlnovej funkcie elektrónu ψ(~r). Stacionárnym stavom elektrónu odpovedajú orbitály
s priestorovo kvantovaným momentom hybnosti (kap. II.4.6). Kaºdý orbitál je teda de�novaný troji-
cou kvantových £ísel, n, l,ml. V najjednoduch²om priblíºení (so sférickým coulombovským potenciá-
lom jadra) je energia daného stavu ur£ená výlu£ne hlavným kvantovým £íslom n (kap. III.1.1).
Kaºdej energetickej hladine odpovedá práve n rôznych hodnôt ve©kosti momentu hybnosti, ur£ených
orbitálnym kvantovým £íslom l

l = 0, 1, ...(n− 1) |~L| =
√
l(l + 1) ~

Pre kaºdé l existuje 2l+ 1 priemetov ~L do zvoleného smeru, kvanti�kovaných orbitálnym magne-
tickým kvantovým £íslom ml

ml = ±l,±(l − 1), ...0 Lz = ml~

Tieto stavy |ψnlml〉 sú teda sú£asne vlastnými stavmi komutujúcich operátorov Ĥ, L̂2, L̂z.
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Ke¤ºe operátor L̂z generuje rotáciu stavu okolo osi z, v²etky jeho vlastné stavy, sp¨¬ajúce rovnos´
L̂z|ψnlml〉 = ml|ψnlml〉, sú rota£ne symetrické (obr.). Stavy s l = 0 (a teda aj ml = 0) - tzv. s-orbitály
- majú dokonalú sférickú symetriu a nulový moment hybnosti. Aj nenulový moment (pre l > 0) v²ak
znamená len rotáciu vlnovej funkcie pri nemeniacej sa hustote pravdepodobnosti ψ∗ψ. V ºiadnom
prípade teda nejde o pohyb elektrónu v klasickom zmysle, a elektrón môºeme stotoºni´ s jeho orbi-
tálom. Orbitály sa v literatúre £asto zobrazujú prostredníctvom akýchsi �rezov� v rovine yz (obr.,
sýtos´ ur£uje ψ∗ψ).

Na kaºdú energetickú hladinu teda pripadá n2 orbitálov. Elektrón v stave s kvantovými £íslami
n, l,ml v²ak môºe existova´ v dvoch rôznych spinových stavoch, |ψnlml+〉 a |ψnlml−〉 , odlí²ených
spinovým magnetickým kvantovým £íslom ms = ±1

2
, s hodnotami priemetu spinu sz = ±~

2
.

Bez prítomnosti magnetického po©a sú tieto spinové stavy energeticky ekvivalentné, a teda kaºdá
energetická hladina En je 2n2-násobne degenerovaná4 - prislúcha jej 2n2 energeticky ekvivalentných
stavov |ψnlmlms〉.

V prítomnosti magnetického po©a ~B je v²ak situácia odli²ná. Pri uváºení spinu musíme SCHR na-
hradi´ (rovnako nerelativistickou) PAR (kap. II.6.1), ktorej hamiltonián v magnetickom poli má
tvar

Ĥ =
1

2m

(
−i~∇+ e ~A

)2

− eϕ+
2µB
~

~̂S · ~B =

= −~
2∇2

2m
− eϕ− i~e

m

(
∇ · ~A+ ~A · ∇

)
+

e2

2m
A2 +

2µB
~

~̂S · ~B

Pri vo©be symetrickej kalibrácie ~A = 1
2
~B × ~r (sp¨¬ajúcej ~B = ∇ × ~A), s vyuºitím vektorových

identít ~a · (~c × ~b) = ~c · (~b × ~a) = (~a × ~c) · ~b a de�ni£ného vz´ahu pre orbitálny moment hybnosti
~̂L = ~r × ~̂p = −i~~r ×∇ nadobudne hamiltonián tvar

Ĥ = −~
2∇2

2m
− eϕ+

e2

8m
( ~B × ~r)2 +

µB
~

(~̂L+ 2 ~̂S) · ~B

Posledné dva £leny sú interak£né hamiltoniány orbitálneho a spinového magnetického momentu (kap.
II.6.2) v poli ~B, s operátormi

~̂µl =
µB
~
~̂L ~̂µs = 2

µB
~
~̂S

Rôznym priestorovo kvantovaným priemetom magnetických momentov odpovedajú rôzne energie,
£iºe pôvodné degenerované energetické hladiny sa ²tiepia na podhladiny - vzniká jemná ²truktúra

4Uvedená degenerácia platí len pre elektrón výlu£ne v coulombovskom potenciáli jadra, ∼ 1
r , £iºe v neprítomnosti

iných elektrónov, t.j. pre atóm vodíka alebo ión hélia. Situáciu pre atómy/ióny s viacerými elektrónmi opí²eme niº²ie.
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spektrálnych £iar, s rozlí²ením £iar úmerným | ~B| - tzv. Zeemanov jav.5 V nerelativistickom pri-
blíºení interaguje kaºdý z týchto momentov s magnetickým po©om samostatne, z relativistickej DIR
v²ak vyplýva (kap. II.5.4), ºe spinové ani orbitálne momenty sa nezachovávajú samostatne, a treba
ich nahradi´ celkovými momentmi s operátormi6

~̂J = ~̂L+ ~̂S ~̂µj = g
µB
~
~̂J

kde g je tzv. Landého faktor, ktorého hodnota je 1 pre £isto orbitálny mo-
ment, 2 pre £isto spinový moment, a hodnota v tomto intervale pre zmie²aný
moment. Zachovávajúcimi sa (a teda priestorovo kvantovanými) sú potom
hodnoty | ~J | a Jz s kvantovými £íslami j, mj

j = l + s, l + s− 1, ...|l − s| mj = −j,−j + 1, ...j − 1, j

J =
√
j(j + 1)~ Jz = mj~

Klasickou analógiou Zeemanovho javu je precesia ~J a ~µj okolo smeru ~B pod
rôznymi kvantovanými uhlami.

III.1.3 Periodická tabu©ka prvkov.

Pre atómy s protónovým £íslom Z > 1 poskytuje SCHR aj pri zanedbaní relativistických efektov iba
pribliºné rie²enia, v dôsledku zloºitých vzájomných interakcií medzi elektrónmi v atómovom obale.
Ak ich zanedbáme, dostávame rie²enia ako pre atóm vodíka, ale s náhradou e→ Ze v coulombovskej
interakcii s jadrom. V súlade s Pauliho vylu£ovacím princípom (kap. II.5.6) môºe by´ kaºdý orbitál
obsadený najviac dvoma elektrónmi s opa£ným spinom. Vlnová funkcia reprezentujúca orbitál je
potom (pri zanedbaní vzájomnej interakcie medzi elektrónmi v orbitále) sú£inom jednoelektrónových
vlnových funkcií, napr. základný stav atómu 2He je ψ = ψ100+ψ100−. Pre najbliº²í ´aº²í atóm, 3Li,
tretí elektrón musí uº obsadi´ ¤al²í orbitál, vo vrstve n = 2. Sférické priestorové rozloºenie náboja
−2e v obsadenej vrstve n = 1 (obsahujúcej jediný orbitál 1s) v²ak spôsobuje, ºe tento elektrón
uº �poci´uje� £iasto£ne odtienené pole bodového náboja jadra, teda Epot � 1/r, a jeho energia uº
bude (aj pre | ~B| = 0) závisie´ tieº od orbitálneno kvantového £ísla l, teda Enl. Odli²ná priestorová
kon�gurácia orbitálov podvrstiev l = 0 a l = 1 (pozri obr. v kap. III.1.2) totiº znamená rozdielnu
mieru penetrácie do vrstvy n = 1, £iºe odli²nú mieru tienenia. Energia podhladín teda vo v²eobecnosti
narastá s rastúcim l.

Po£ty stavov v jednotlivých podvrstvách s, p, d, f, ... (£iºe l = 0, 1, 2, 3, ...) sú 2, 6, 10, 14,..., a teda
v jednotlivých vrstvách n sú 2, 8, 18, 32, at¤. Pre ©ah²ie prvky sa s narastajúcim protónovým £íslom
postupne obsadzujú stavy s narastajúcim l v danej vrstve n. Nárast elektrónového tienenia v danej
vrstve pritom zaostáva za nárastom prí´aºlivého potenciálu jadra, a tým rastie aj ioniza£ná energia
(energia potrebná na vytrhnutie elektrónu z atómového obalu), a periodické maximum dosiahne pre
zaplnenú vrstvu. Po£núc vrstvou n = 4 v²ak najmä koncentrovanej²ie podvrstvy s (a neskôr aj p) pe-
netrujú do niº²ej vrstvy so slab²ím tienením, a postupnos´ zapl-
¬ovania sa naru²í. Ioniza£ná energia preto dosahuje maximá pre
hodnoty Z = 2, 10, 18, 36, 86, £o sú inertné prvky Ne, Ar, Kr,
Xe, Rn. Z rovnakých dôvodov má oscilujúci charakter aj ató-
mový polomer, s maximami pre prvky nasledujúce za inertnými.

5Tento jav pozoroval v r. 1896 holandský fyzik P. Zeeman (£ítaj zéman), Nobelovu cenu za¬ získal v r. 1902.
6Vzh©adom na pravidlá priestorového kvantovania treba kvantovomechanické s£ítavanie vektorov momentov chápa´

ako s£ítavanie ich priemetov. Klasickou analógiou s£ítania ~̂J = ~̂L+ ~̂S by bola precesia ~L a ~S okolo smeru ~J .
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III.1.4 Chemická väzba a molekuly.

Väzbe atómov do molekúl hovoríme chemická väzba. Dochádza k nej ak energia molekuly ako celku
je niº²ia neº energia izolovaných atómov. Existujú dva základné mechanizmy väzby, spravidla v²ak
ide o ich kombináciu.

Najjednoduch²ou je iónová väzba. Vzniká medzi atómami s malou ioniza£nou energiou Ei a atómami
s vysokou elektrónovou a�nitou Ea - energiou, ktorá sa uvo©ní prijatím elektrónu neutrálnym ató-
mom. Tá je najvy²²ia u atómov s jedným chybajúcim elektrónom do zaplnenia vrstvy. Zbavením
sa �vy£nievajúceho� resp. získaním �chýbajúceho� elektrónu vzniknú ióny opa£ných polarít so sféric-
kým elektrickým po©om, ktoré sa navzájom pri´ahujú, £ím sa uvo©ní energia potrebná na prekonanie
rozdielu Ei − Ea. Zmen²ovanie vzdialenosti vzájomným pri´ahovaním sa zastaví prekryvom elektró-
nových obalov, ktorý núti elektróny v dôsledku Pauliho vylu£ovacieho princípu obsadzova´ vy²²ie
energetické hladiny.

Druhým základným mechanizmom je kovalentná väzba, v ktorej atómy zdie©ajú spolo£né elektróny,
aby doplnili svoje vonkaj²ie vrstvy. Príkladom je molekula H2. Ak by sme v tomto prípade uvaºovali
s mechanizmom iónovej väzby, energetická bilancia by k stabilnému stavu neviedla. Podstatu kova-
lentnej väzby najlep²ie pochopíme, ak najprv preskúmame molekulový ión H+

2 , teda dvojicu protónov
zviazanú jediným elektrónom. V kap. II.3.5 sme videli, ºe:
1.) energie stacionárnych stavov elektrónu uväzneného v potenciálovej jame
o ²írke L sú En ∼ 1

L2 ,
2.) ak sú dve jamy oddelené dostato£ne tenkou potenciálovou bariérou V ,
existuje nenulová pravdepodobnos´ preniknutia - tunelovania elektrónu touto
bariérou aj pre En < V .
Takýmito jamami sú potenciály jadier nato©ko blízko pri sebe, ºe oblas´ vý-
skytu jediného elektrónu sa môºe tunelovaním roz²íri´ na obe jamy, £ím sa
zníºi jeho energia. Symetria jám si vyºaduje symetriu |ψ(r)|2, samotná ampli-
túda ψ(r) ako superpozícia lokalizácii v jednotlivých jamách pritom môºe by´
symetrická aj antisymetrická (obr.),

ψS =
1√
2

(ψ(r1) + ψ(r2)) ψA =
1√
2

(ψ(r1)− ψ(r2))
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V limite |r1−r2| → 0 prejde ψS na základný stav elektrónu v jame, kým ψA na prvý
vzbudený stav (pozri obr. v kap. II.3.5) - stav ψS je teda energeticky výhodnej²í.
Je to o£akávaný výsledok, lebo koncentrácia záporného náboja v priestore medzi
kladnými jadrami ich navzájom viaºe. Pre neutrálnu molekulu H2 to znamená
dvojicu elektrónov, a teda silnej²iu väzbu a men²iu vzdialenos´ jadier v porovnaní
s molekulovým iónom.

Zámena dvoch fermiónov musí v súlade s Pauliho vylu£ovacím princípom pod©a kap. II.5.6 vies´
ku zmene znamienka vlnovej funkcie páru. Antisymetrickos´ vlnovej funkcie ψS je zabezpe£ená jej
spinorovou £as´ou - spiny elektrónov sú orientované antiparalelne, a výsledný spin páru je s = 0
- tzv. singlet. Ak by sa naopak realizovala antisymetrická priestorová vlnová funkcia ψA, jej spi-
norová £as´ by musela by´ symetrickou - tzv. triplet s celkovým spinom s = 1 a tromi moºnými
priemetmi (ms = 0,±1). Pauliho vylu£ovací princíp je zodpovedný aj za nestabilitu molekuly H3:
Ke¤ºe oba elektróny molekuly H2 obsadzujú stavy 1s, tretí elektrón by musel obsadi´ vy²²í stav, £o
je uº energeticky nevýhodné.

Molekuly atómov rovnakého druhu (ako O2, N2, at¤.) sú tvorené výlu£ne kovalentnou
väzbou, u molekúl s rôznymi atómami ide spravidla o zmes kovalentnej a iónovej väzby.
V¤aka podielu iónovej väzby (resp. v¤aka rozdielu elektronegativít atómov- schop-
nosti pri´ahova´ valen£né elektróny) vykazujú viaceré molekuly elektrický dipólový
moment ~p (napr. H2O, obr.). Hovoríme o polárnych molekulách, v okolí ktorých existuje slabé
dipólové elektrické pole ~Ed ∼ 1

r3 (hoci sú elektricky neutrálne). Iné polárne molekuly s momentom

~p ′ v ich blízkom okolí sú potom pri´ahované silou ~F = −∂(−~p ′· ~Ed)
∂r

s krátkym dosahom ∼ 1
r4 . Ide

o dipól-dipólovú interakciu. Fluktuácie nábojovej hustoty v atómoch a nepolárnych molekulách
takisto spôsobujú dipólový moment �uktuujúci okolo nulovej hodnoty, £o vedie na ve©mi slabú - van
der Waalsovú prí´aºlivú interakciu, so silovým dosahom ∼ 1

r7 . Ke¤ºe v²ak takéto interakcie nijak
zásadne nenaru²ujú vnútornú ²truktúru molekúl, nemá zmysel v ich prípade hovori´ o chemických
väzbách.

III.1.5 Stimulovaná a spontánna emisia a absorpcia.

V tejto kapitole rozoberieme kvantové preskoky atómov a molekúl medzi energetickými hladinami za
ú£asti EM po©a. Tieto hladiny sú stacionárnymi rie²eniami SCHR (spravidla v ur£itom priblíºení).
Predov²etkým, musíme ma´ na pamäti, ºe slovné spojenie �prechod medzi stacionárnymi stavmi � je
oxymoron7 - stacionárne stavy sú totiº z de�nície neinteragujúce, nevymie¬ajúce si energiu s okolím
a teda trvalo si zachovávajúce energiu. Stavy, medzi ktorými dochádza k preskokom, majú teda
kone£nú dobu ºivota, ∆t, a ich energie musia ma´ prirodzenú neur£itos´ ∆E, pri£om platí

∆E∆t ≥ ~
2

Hoci táto nerovnos´ pripomína princíp neur£itosti, a v kontexte vlnového balíka (kap. II.3.1) je s ním
dokonca ekvivalentná (∆k∆x ≥ 1

2
, ∆ω∆t ≥ 1

2
), vo formalizme nerelativistickej kvantovej mecha-

niky nie je £as (na rozdiel od súradnice) dynamickou premennou ale parametrom (neprira¤ujeme
mu operátor). Fyzikálne ho v²ak za princíp neur£itosti môºeme povaºova´ v tom význame, ºe ∆t
predstavuje dobu, po ktorú nedochádza k �pozorovate©nej� zmene stavu, a teda energie.8 Význam
∆E je pritom opä´ len ²tatistický. V praxi to znamená, ºe pri meraní spektier atómov a molekúl

7oxymoron = spojenie slov protire£ivého významu
8Zmena stavu kvantového systému môºe nasta´ len interakciou - výmenou energie - s okolím (energia neinteragu-

júceho systému sa zachováva), s neredukovate©ným minimálnym ú£inkom ≈ ~.
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má kaºdá emisná/absorp£ná spektrálna £iara nenulovú ²írku, spôsobenú (popri iných vplyvoch aj)
²tatistickým rozptylom hodnôt Ej v súbore atómov.

Predpokladajme teraz ako modelový systém elektrón v jednorozmernej potenciálovej jame z kap.
II.3.5 s dvoma dostupnými hladinami E1 a E2 (E2 > E1), nachádzajúci sa v nestacionárnom stave
v podobe superpozície stacionárnych stavov

ψ(x, t) = a1ψ1(x, t) + a2ψ2(x, t) ψ1,2(x, t) = ψ1,2(x)e−iE1,2t/~ |a1|2 + |a2|2 = 1

Neur£itos´ energie tohto stavu je ∆E = E2 − E1. Pre hustotu pravdepodobnosti |ψ(x, t)|2 platí

|ψ(x, t)|2 = ψ∗(x, t)ψ(x, t) = ... = a2
1ψ

2
1(x) + a2

2ψ
2
2(x) + 2a1a2ψ

2
1ψ

2
2 cosω12t ω12 =

E2 − E1

~

Priestorové rozloºenie pravdepodobnosti elektrónu pozd¨º jamy sa mení v £ase (obr.), nemení sa
v²ak váha stavov ψ1 a ψ2, a teda ani pravdepodobnos´ �nájdenia� systému v týchto stavoch (t.j.
kolapsu do niektorého z nich pri interakcii). Bez interakcie s okolím je takýto kvantový stav len ma-
tematickou kon²trukciou, opä´ v²ak vyuºijeme princíp kore²pondencie: Odpovedajúci makroskopický
stav by predstavoval oscilujúcu nábojovú hustotu - oscilujúci elektrický dipól, ktorý je �anténou�
pre emisiu/absorpciu vektorového (spin 1) EM po©a. Takýto stav nám teda slúºi na opis interakcie
s vonkaj²ím EM po©om, ktoré modelujeme ako £asovo premennú poruchu hamiltoniánu,

HEM(t) = −eϕ(x, t) = e

∫
Exe

−iωtdx = eExe
−iωtx

(Predpokladáme, ºe vlnová d¨ºka EM vlny � rozmer atómu.) To sa prejaví £asovou závislos´ou
váhových koe�cientov, a1,2(t) - pravdepodobnosti nájdenia elektrónu na hladine E1 alebo E2 sa
budú meni´. Výpo£tom (ktorý presahuje rámec tohto textu) sa dá ukáza´, ºe ak ω ∼= ω12, naozaj
rastie pravdepodobnos´ elektrónového preskoku ψ1 → ψ2 pohltením fotónu, ale aj preskoku ψ2 → ψ1

vyºiarením fotónu. Hovoríme o stimulovanej absorpcii/emisii, pri£om ich pravdepodobnos´ závisí
od hustoty EM energie w(ω).

Predpokladajme teraz obrovský ²tatistický súbor N identických dvojhladinových systémov opísaných
vy²²ie, v tepelnom kontakte s rezervoárom o teplote T (a izolovaný od iných zdrojov energie), pri£om
N1 systémov sa nachádza v stave ψ1 a N2 systémov v stave ψ2. Pri T = 0K budú v²etky systémy
v základnom stave s energiou E1. Ak T > 0K, existuje nenulová pravdepodobnos´ tepelnej excitácie
do stavu E2. Vzbudený stav má v²ak kone£nú dobu ºivota, a po £ase samovo©ne (a náhodne) presko£í
do základného stavu E1, pri£om prebyto£nú energiu vyºiari v podobe fotónu - ide o spontánnu
emisiu. Rovnováºne prerozdelenie obsadenosti stavov pri teplote T (bez prítomnosti vonkaj²ieho
EM po©a, a pre jednoduchos´ tieº bez uvaºovania degenerácie hladín) je

N2

N1

= e
−E2−E1

kBT

Ide o dynamickú rovnováhu prechodov ψ1 → ψ2 a ψ2 → ψ1 (za jednotku £asu). Zapnutím vonkaj-
²ieho EM po©a sa táto dynamická rovnováha roz²íri aj o stimulované prechody. Ke¤ºe pravdepodob-
nos´ preskoku z daného stavu závisí od jeho obsadenosti, bude plati´

N1B12w(ω) = N2[A21 +B21w(ω)] ⇒ w(ω) =
A21

B21

N1B12

N2B21
− 1

=
A21

B21

B12

B21
exp E2−E1

kBT
− 1

kde A21, B21, B12 sú Einsteinove koe�cienty spontánnej emisie a stimulovanej emisie/absorpcie.
V tepelnej rovnováhe s EM ºiarením musí tento výraz odpoveda´ Planckovmu zákonu ºiarenia (Do-
datok E), odkia© pre ω = ω12 = (E2 − E1)/~ dostávame

A21

B21

=
~ω3

π2c3
B21 = B12
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Vidíme, ºe A21

B21
∼ ω3, £iºe podiel spontánnej absorpcie prudko narastá s rozdielom energií. Na druhej

strane, rovnos´ koe�cientov stimulovanej emisie a absorpcie by na základe vy²²ie uvedenej analýzy
pre jeden systém nemala by´ prekvapením.

V stimulovanej emisii spo£íva podstata laserov9, k ich správnej £innosti je v²ak potrebná tzv. in-
verzia obsadenosti hladín, N2 > N1, a na jej dosiahnutie sú potrebné systémy s viac neº dvoma
energetickými hladinami.

III.1.6 Výberové pravidlá pri kvantových preskokoch.

Kvantové preskoky medzi elektrónovými hladinami v atómoch a molekulách za ú£asti fotónov sú
limitované v²etkými relevantnými zákonmi zachovania, ktoré postupne preberieme.

Zákon zachovania elektrického náboja. Fotón nemá elektrický náboj, takºe jeho pohltením/vyºiarením
sa celkový náboj prirodzene zachováva.

Zákon zachovania energie-hybnosti. Sú£as´ou energetickej bilancie je aj kinetická energia atómu/mole-
kuly súvisiaca so zachovaním celkovej hybnosti pri �náraze/vymr²tení� fotónu. V¤aka hmotnosti
atómových jadier je v²ak tento efekt zanedbate©ný.

Zákon zachovania momentu hybnosti. Tu je dôleºité si uvedomi´, ºe s£ítavanie momentov hybnosti
v kvantovej mechanike je v skuto£nosti s£ítavaním priestorovo kvantovaných priemetov. Fotón má
dva moºné priemety, ±~, £iºe (výsledné) magnetické kvantové £íslo elektrónu mj sa môºe zmeni´
o ∆mj = ±1. Navy²e v²ak fotón môºe by´ aj v superpozícii týchto stavov, £omu odpovedá nulový
priemet spinu.10 Dovolený je teda aj kvantový prechod s ∆mj = 0. Ak siahneme ku klasickej predstave
oscilujúceho dipólu z kap. III.1.5, ide o interakciu elektrónu výlu£ne s elektrickou zloºkou EM po©a,
ktorá nepôsobí na elektrónový spin (ani jeho magnetický moment), £iºe

∆ms = 0 ⇒ ∆mj = ∆ml = ±1, 0

Zákon zachovania parity. Transformácia parity je inverziou v²etkých priestorových súradníc, ~r → −~r,
a takmer v²etky fyzikálne procesy sú symetrické vo£i tejto transformácii.11 Pre v²etky tzv. polárne
vektory, akými sú ~r £i ~v, transformácia parity znamená vynásobenie koe�cientom (−1)3 = −1,
kým pre tzv. axiálne vektory £i pseudovektory, akým je napr. moment hybnosti ~L = m~r × ~v, je to
vynásobenie koe�cientom (−1)6 = 1. Reprezentáciou (vlnovou funkciou) fotónu je polárny vektor
~A (EM potenciál), a teda vnútorná parita fotónu je Pf = −1. Na druhej strane, parita elektrónu
je daná sú£inom jeho vnútornej parity Pei = 1 (danej konvenciou) a paritou priestorovej £asti jeho
vlnovej funkcie, danej orbitálnym kvantovým £íslom l, Pel = (−1)l. Sú£iny parít sa pri preskoku
musia zachova´, £o vedie k podmienke

∆l = 1

(Tento zákon v zásade pripú²´a ©ubovo©né nepárne ∆l, pre fotón v²ak platí len ∆l = 1.12)

Tieto obmedzenia nazývame výberovými pravidlami pre tzv. dovolené elektrónové prechody
v atómoch a molekulách. Existuje v²ak ur£itá malá pravdepodobnos´ poru²enia výberových pravidiel,
vtedy hovoríme o tzv. zakázaných prechodoch. Navy²e viacatómové molekuly majú dodato£né

9Termín laser je akronymom - slovom skon²truovaným zo za£iato£ných písmen slovného spojenia Light Ampli�-
cation of Stimulated Emission of Radiation.

10Priemety fotónového spinu ±~ odpovedajú dvom kruhovým polarizáciam EM vlny. Ich rovnomernou superpozíciou
je lineárne (rovinne) polarizovaná vlna s priemetom spinu 0, ako ²tatistickou strednou hodnotou priemetov ±~.

11Jedinou známou výnimkou je tzv. slabá jadrová interakcia, o ktorej bude re£ v kap. III.2.4.
12Ak opä´ uplatníme klasický poh©ad (s odvolaním sa na mocný princíp kore²pondencie), ©ahko pochopíme, pre£o

nedochádza k preskoku elektrónu medzi sféricky symetrickými s-stavmi (l = 0), ako je napr. prechod 2s − 1s. EM
impulz vzniknuv²í pri takomto prechode by mal totiº výlu£ne radiálnu zloºku elektrického po©a, teda v smere pohybu
impulzu. EM vlna vo vo©nom priestranstve v²ak pozd¨ºnu zloºku nemá.
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stupne vo©nosti, súvisiace so vzájomným pohybom atómov v molekule. S týmito stup¬ami vo©nosti
súvisia rota£né a vibra£né emisno-absorp£né spektrá, ktoré stru£ne opí²eme.

Predpokladajme pre jednoduchos´ dvojatómovú molekulu rotujúcu okolo
osi prechádzajúcej svojím ´aºiskom (daným rovnos´ou m1r1 = m2r2) kolmo
na os molekuly (obr.). Moment zotrva£nosti molekuly vzh©adom na túto
rotáciu je

I = m1r
2
1 +m2r

2
2 =

m1m2

m1 +m2

(r1 + r2) = Mr2

a kinetická energia rotácie s kruhovou frekvenciou ω je

Er =
1

2
Iω2 =

L2

2I
=
l(l + 1)

2I
~2 l = 0, 1, 2, ...

kde sme uváºili obvyklé kvantovanie momentu hybnosti, odpovedajúceho tejto rotácii molekuly, a l
je tzv. rota£né kvantové £íslo. Rozdiel energií susedných hladín je teda ∆E = (l+ 1)~

2

I
. Aby v²ak

do²lo k emisii/absorpcii fotónu, musí ma´ táto rotácia charakter oscilujúceho elektrického dipólu,
t.j. musí ís´ o polárnu molekulu. Výberové pravidlo je potom

∆l = ±1

Okrem rotácie okolo spolo£ného ´aºiska existujú aj oscilácie vzájomnej vzdialenosti atómov v takejto
molekule na charakteristických frekvenciách ω0. V priblíºení harmonického oscilátora (kap. II.4.8) je
vibra£ná energia kvantovaná, s kon²tantnými odstupmi susedných hladín

Ev =

(
v +

1

2

)
~ω0 v = 0, 1, 2, ... ∆E = ~ω0

kde v je tzv. vibra£né kvantové £íslo. Výberové pravidlo pre emisiu/absorpciu fotónu je potom
prirodzene

∆v = ±1

Medzi typickými odstupmi susedných hladín v elektrónových,
vibra£ných a rota£ných spektrách molekuly sú silné nerovnosti

∆Ee � ∆Ev � ∆Er

(≈ 1eV , ≈ 0.1eV , ≈ 10−4eV)

Na kaºdú vibra£nú hladinu molekuly (v rámci danej elektróno-
vej hladiny molekuly) teda pripadá husté spektrum rota£ných
hladín (obr.) - vibra£no-rota£ný pás. Tepelná energia pri beº-
ných teplotách (≈ 300K) je ≈ 10−2eV, £iºe rota£né hladiny sú
excitované.

Ak je molekula v kontakte s okolím (inými molekulami v plyne, kvapaline £i tuhej látke), dochádza
k odovzdávaniu energie aj neºiarivými procesmi (bez ú£asti fotónov). Kombinácie ºiarivých a neºia-
rivých prechodov sa môºu prejavova´ v podobe luminiscen£ných efektov:
Predpokladajme, ºe elektrón v molekule prejde pohltením fotónu ~ω zo základnej na excitovanú elek-
trónovu hladinu do niektorého z excitovaných vibra£no-rota£ných stavov. Ak v dôsledku neºiarivých
procesov následne prejde do jedného z niº²ích vibra£no-rota£ných stavov (na danej elektrónovej hla-
dine), ºiarivý prechod spä´ do základného elektrónového stavu sa realizuje emisiou fotónu ~ω′, pri£om
ω′ < ω. Tento jav sa nazýva �uorescencia.13 Pri neºiariých procesoch môºe dôjs´ aj k zakázaným
prechodom s preklopením spinu, ∆ms = ±1. Návrat elektrónu do pôvodného základného stavu bude

13Vyuºíva sa na konverziu svetla z blízkej UV do vidite©nej oblasti, napr. v osvetlovacej technike £i pracích prá²koch.
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potom opä´ zakázaným prechodom, ktorý preto nastáva (kvôli malej pravdepodobnosti) s výrazným
oneskorením. Tomuto javu hovoríme fosforescencia.14

III.2 Jadrové sily.

III.2.1 Fundamentálne interakcie.

Fyzika atómového jadra je výrazne zloºitej²ia neº fyzika jeho elektrónového obalu, v ktorom domi-
nantnú úlohu hrá EM interakcia elektrónov medzi sebou a s jadrom, pri splnení zákonov kvantovej
mechaniky. Nukleóny (protóny a neutróny) tvoriace jadro sú totiº sami kompozitnými �£asticami�,
na stavbe a vzájomných väzbách ktorých sa podie©a nielen viacero elementárnej²ích �£astíc� ale aj
viacero fundamentálnych interakcií, ktoré postupne opí²eme.

V na²om makroskopickom svete sa merate©ne prejavujú len dve fundamentálne interakcie - gravita£ná
a EM. Priamo pozorujeme silové ú£inky im príslu²ných polí na objekty �viaºuce sa� na tieto polia.
Túto väzbu vyjadruje odpovedajúci náboj - v prípade EM po©a ide o elektrický náboj, v prípade
gravita£ného po©a je to gravita£ný náboj - hmotnos´/energia. V klasickej fyzike povaºujeme tieto
náboje sú£asne za zdroje odpovedajúcich polí. Náboje teda medzi sebou interagujú prostredníctvom
polí, ktoré sami vytvárajú.

Sú£asná kvantová fyzika v²ak tieto silové polia povaºuje za fundamentálne entity - nosite©ov energie
meniacej sa len v kvantách - fotónoch pre EM pole a gravitónoch pre gravita£né pole.15 Bez prítom-
nosti vonkaj²ích porúch (z klasického poh©adu �zdrojov� silových polí) je kaºdý mód takéhoto po©a
kvantovým harmonickým oscilátorom v základnom energetickom stave - vákuu s energiou E0 = 1

2
~ω0

(kap. II.4.7), £iºe s nulovým po£tom kvánt. Rovnaký je v²ak prístup modernej fyziky aj k látkovým
objektom - �£astice� látky, ako elektróny £i protóny, sú len kvantovanými energetickými excitáciami
príslu²ných látkových poli (elektrónového £i protónového po©a), pri£om základným stavom týchto
polí je opä´ vákuum s nulovým po£tom kvánt. Zásadný rozdiel medzi kvantovanými excitáciami
(�£asticami�) silových a látkových polí je v²ak ten, ºe kým prvé z nich sú bozóny, v²etky elementárne
a viaceré kompozitné látkové £astice (napr. protón £i neutrón) sú fermióny s polo£íselným spinom
(kap. II.5.5), riadiace sa Pauliho vylu£ovacím princípom (kap. II.5.6), a teda dovolené vlastné hodnoty
operátora po£tu �£astíc� v kaºdom móde sú len 0 a 1.16

Klasická koncepcia nábojov ako zdrojov sa do tejto modernej predstavy pre-
mieta ako energetický transfér medzi �£asticami� látkových polí prostredníc-
tvom �zvlnenia� (excitácií) silových polí: Elektricky nabitá �£astica� akoby
emitovala fotón, ktorý je vzápätí pohltený inou �£asticou�. Po£as doby ºi-
vota takéhoto fotónu, ∆t, je energia celého systému za´aºená neur£itos´ou
∆E, sp¨¬ajúcou neur£itos´

∆E∆t ≥ ~
2

14Pozorujeme ju ako svetielkovanie v tme po predchádzajúcej expozícii na svetle.
15Pripomíname, ºe fotóny aj gravitóny sú �£astice� s nulovou (pokojovou) hmotnos´ou a celo£íselným spinom s = 1

resp. 2 (kap. II.5.5).
16Pre krea£né a anihila£né operátory fermiónov, â+ resp. â, platí pre kaºdý mód namiesto komuta£ného vz´ahu

z kap. II.4.7 antikomuta£ný vz´ah {â, â+} = ââ++â+â = 1, a energia základného stavu fermionového harmonického
operátora je E0 = − 1

2~ω0.
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£o sa zvykne naivne interpretova´ ako energia fotónu �vypoºi£aná a vrátená� z/do EM vákua. Uvedený
princíp neur£itosti v skuto£nosti vyjadruje len principiálnu nemoºnos´ de�novania energie s ©ubovo©-
nou presnos´ou po£as ©ubovo©ne krátkeho £asu.17 Celková energia/hybnos´ interagujúcich nabitých
látkových �£astíc� �pred a po� takomto procese sa pritom dôsledne zachováva.18 Naproti tomu fotón
uvaºovaný v tejto interakcii ozna£ujeme ako virtuálny - na rozdiel od reálnych fotónov19 je experi-
mentálne nemerate©ný. Je preto namieste sa pýta´, £i takýto (virtuálny) fotón naozaj existuje, alebo
ide len o matematický nástroj. Túto otázku si v²ak môºeme (a mali by sme si) klás´ mimo detekcie
vºdy pri pojme �£astica�.

V prípade gravita£nej interakcie hovoríme skôr o virtuálnom zvlnení £asopriestoru.20 Dosah oboch
interakcií je nekone£ný, £o priamo súvisí s nulovou hmotnos´ou excitácií (fotónov aj gravitónov),
a dôsledkom £oho je ich makroskopický charakter. Zásadný rozdiel medzi nimi spo£íva v tom, ºe
kým gravita£ná interakcia je univerzálna - gravita£ný náboj je vlastnos´ou v²etkej hmoty/energie,
EM interakcie sa zú£ast¬ujú len objekty s nenulovým nábojom q. Hovoríme, ºe náboj je generátorom
tejto interakcie, a v £asticovej fyzike (kvantovej teórii polí) mu prira¤ujeme bezrozmerný operátor 21

Q̂ s vlastnými hodnotami (kvantovými £íslami) Q sp¨¬ajúcimi vz´ah

q = Qe

pri£om elementárny elektrický náboj e je fundamentálnou väzbovú kon²tantu �£astíc� látky na EM
pole. V základných pohybových rovniciach látkových �£astíc� (SCHR, DIR) sa ich väzba na EM pole
vyjadruje £lenom (s operátorom EM hybnosti)

q ~Aψ → e ~AQ̂ψ resp. eAµQ̂ψ

kde ψ reprezentuje látkovú �£asticu�, ~A resp. Aµ EM pole, a q ve©kos´ ich vzájomnej väzby.22

Vzdialenosti relevantné pre atómové jadro si uº vyºadujú dôsledne relativistický opis (malá vzdia-
lenos´ ⇔ vysoká energia), ktorého sú£as´ou je nielen existencia párov �£astica-anti£astica�, ale aj
premena jedného druhu �£astíc� na iný. Takéto premeny sa v atómových jadrách (a £asticových
urých©ova£och) dejú v¤aka dvom ¤al²ím fundamentálnym �silám� - slabej a silnej jadrovej inter-
akcii. Podobne ako v prípade EM interakcie, tieto �sily� pôsobia len medzi �£asticami� s odpove-
dajúcim nábojom: V prípade slabej jadrovej interakcie je týmto nábojom tzv. slabý izospin, a v
prípade silnej interakcie tzv. farebný náboj. Aj formálny opis týchto interakcii je analogický EM
prípadu - generátorom týchto interakcií (nábojom) prislúchajú vektorové polia (analogické Aµ) resp.
�£astice� so spinom s = 1 (analogické fotónom), a väzbové £leny obsahujú fundamentálne väzbové
kon²tanty odpovedajúce danej interakcii (analogické e). Dôkladný opis týchto interakcií v²ak náro£-
nos´ou výrazne presahuje rámec tohto textu, v nasledujúcich kapitolách preto ponúkneme len ich
ve©mi zjednodu²ený výklad.

17Makroskopickou analógiou je napr. nezmyselnos´ ©ubovo©ne presného de�novania frekvencie ©ubovo©ne krátko
znejúceho hudobného tónu.

18Práve na platnosti zákonov zachovania sú zaloºené metódy detekcie a identi�kácie £astíc v urých©ova£och, aké sú
napr. v CERNe.

19Za reálny jednozna£ne povaºujeme napr. fotón emitovaný elektrónom pri jeho �brzdení� na povrchu látky. Takýto
fotón reálne detegujeme ako tzv. brzdné röntgenové ºiarenie.

20Kvantová teória gravitácie dodnes nebola uspokojivo vypracovaná. Gravitáciou sa tu v²ak nebudeme podrobnej²ie
zaobera´ predov²etkým preto, ºe na atomárnej úrovni je úplne bezvýznamná.

21Uº v kap. II.4 sme nazna£ili, ºe hermitovské operátory sú generátormi ur£itých symetrií, za ktorými stoja príslu²né
zákony zachovania. V súvislosti s operátorom náboja sa k tomu vrátime v kap. III.2.4.

22V kap. II.5.2 sme poukázali na význam Comptonovej vlnovej d¨ºky λC v súvislosti s tvorbou párov �£astica-
anti£astica�, ak meranú �£asticu� lokalizujeme na rozmere ≈ λC (vysokoenergetickým fotónom, ktorému odpovedá
takto malá vlnová d¨ºka). Fyzikálne to interpretujeme tak, ºe kaºdá �£astica� je �oble£ená� do oblaku takýchto párov, o
rozmere ≈ λC . Hoci je výsledný elektrický náboj kaºdého páru nulový, oblak ako celok pôsobí ako elektrické tienenie.
Experimentálne meraný (a beºne uvaºovany) náboj q je teda len akýmsi �efektívnym� - tieneným nábojom.
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III.2.2 Kvarky, gluóny a hadróny.

Pod©a sú£asnej úrovne poznania sú základnými stavebnými prvkami atómových jadier kvarky.23

Sú to �£astice� so spinom s = 1
2
, teda fermióny (ich pohybovou rovnicou je DIR). Existuje 6 druhov

- tzv. vôní24 kvarkov rôznych hmotností, zoradených (pod©a narastajúcej hmotnosti) do 3 dvojíc
- generácií pribliºne rovnakej hmotnosti. Dvojica v kaºdej generácii sa navzájom lí²i aj elektrickým
nábojom Q a slabým izospinom I3. Kvark kaºdej vône navy²e môºe existova´ v 3 �farbách� - farebných
nábojoch r, g, b (pre anti£astice −ms, −Q, −I3 a v 3 �antifarbách� r̄, ḡ, b̄). Kaºdý kvark danej vône
tvorí teda farebný triplet, ktorého komponenty sa lí²ia len farebným nábojom.

up ur,g,b (Q = +2
3
, I3 = +1

2
), down dr,g,b (Q = −1

3
, I3 = −1

2
) a ich anti£astice ūr̄,ḡ,b̄, d̄r̄,ḡ,b̄

charm cr,g,b (Q = +2
3
, I3 = +1

2
), strange sr,g,b (Q = −1

3
, I3 = −1

2
) a ich anti£astice c̄r̄,ḡ,b̄, s̄r̄,ḡ,b̄

top tr,g,b (Q = +2
3
, I3 = +1

2
), bottom br,g,b (Q = −1

3
, I3 = −1

2
) a ich anti£astice t̄r̄,ḡ,b̄, b̄r̄,ḡ,b̄

Kvarky nesú v²etky druhy nábojov a zú£ast¬ujú sa teda v²etkých fundamentálnych interakcií. Do-
minantnou je v²ak silná jadrová (102-krát silnej²ia neº EM) interakcia, ktorej podstatou je výmena
nehmotných vektorových �£astíc� - gluónov medzi kvarkami. Na rozdiel od EM interakcie existuje aº
8 druhov gluónov, z ktorých ºiaden nie je bezfarebný. Ke¤ºe celkové farebné náboje sa pri interakcii
musia zachováva´, výmenou gluónov sa interagujúce kvarky neustále �prefarbujú�. Mechanizmus tejto
farebnej väzby ilustruje kvark (danej vône) farby r (na obr. v©avo dole), emitujúci gluón nesúci farbu r
a antifarbu ḡ (²ípka doprava). Gluón odoberie kvarku farbu r a zanechá farbu g (emi-
tovaná antifarba = absorbovaná farba). Následne je gluón pohltený iným kvarkom
(vo v²eobecnosti inej vône) farby g (vpravo dole), ktorú anihiluje svojou antifarbou,
a zanechá farbu r. Z formálnych dôvodov sa za �fyzikálny� gluón povaºuje super-
pozícia (rḡ + gr̄)/

√
2. Existuje práve 8 takýchto lineárne nezávislých kombinácii

s nenulovým výsledným farebným nábojom.

Takáto farebná �rotácia� kvarkov (bez zmeny vône) prebieha s ve©mi krátkou £asovou kon²tantou
(≈ 10−23s). Ke¤ºe gluóny nesú farebný náboj, môºu interagova´ aj medzi sebou. Dôsledkom toho je,
ºe farebné pole gluónov medzi kvarkami, na rozdiel od EM po©a, neklesá so vzda©ovaním kvarkov.
Vzájomná interakcia gluónov sústre¤uje toto pole (vyjadrené silo£iarami na
obr.) do trubice s kon²tantnou hustotou energie, £iºe od¤a©ovaním kvarkov
rastie celková energia po©a (t.j. rastie sila vzájomného pri´ahovania kvarkov), a
po prekro£ení istej hodnoty vedie k tvorbe nových párov kvark-antikvark z vákua.

Jednotlivé kvarky teda nie je moºné od seba izolova´, vytvárajú len viazané stavy (£astice) - tzv.
hadróny. Celkový farebný náboj hadrónov je vºdy nulový. Tento efekt sa nazýva farebné uzavre-
tie.25 Gluóny sú uväznené �vnútri� hadrónov26 (≈ 10−15m, £o je dosah silnej interakcie), a energiou
ich farebného po©a výrazne prispievajú k �pokojovej� hmotnosti hadrónov. V²etky hadróny majú
popri nulovom farebnom náboji aj celo£íselný elektrický náboj Q (násobok e). Delíme ich na dve
skupiny:

23angl. quark
24angl. �avour
25angl. colour con�nement
26Ke¤ºe hadróny sú kompozitné £astice, má zmysel uvaºova´ o ich rozmeroch, daných dosahom väzbovej sily. Pokia©

ide o samotné kvarky, povaºujú sa za �bodové�, £o treba chápa´ len v zmysle ich nedelite©nosti pri detekcii (rovnako
ako pri elektrónoch, kap. II.3.1).

98



Mezóny s párnym po£tom kvarkov a celo£íselným spinom sú bozónmi. Naj£astej²ie
ide o páry kvark-antikvark s rotujúcou kombináciou farba-antifarba, zabezpe£enou
neustálou výmenou väzbových gluónov (obr).
Baryóny s nepárnym po£tom kvarkov a polo£íselným spinom sú fermiónmi. Naj-
£astej£ie ide o trojice kvarkov s rotujúcimi farbami rgb alebo trojice antikvarkov
r̄ḡb̄. Mie²anie kvarkov a antikvarkov nie je v trojici dovolené - naru²ilo by sa fa-
rebné uzavretie. (Je v²ak moºné napr. v tzv. pentakvarkoch, pridaním dvojice
kvark-antikvark.)

Naj©ah²ími a najstabilnej²ími baryónmi sú nukleóny - protón a neutrón - tvoriace jadrá atómov.
Naj©ah²ie mezóny - pióny - zas drºia pohromade nukleóny v jadrách (kap. III.2.3). �aº²ie a nestabilné
(krátko ºijúce) hadróny sa vyskytujú vo vysokoenergetických reakciách (napr. v urých©ova£och).

III.2.3 Nukleóny.

Jadrá v²etkých atómov sú tvorené len kvarkami prvej generácie, u a d: Protón je baryón uud s elek-
trickým nábojom Qp = 2

3
+ 2

3
− 1

3
= 1, a neutrón je baryón udd s Qn = 2

3
− 1

3
− 1

3
= 0. Spin oboch

nukleónov je s = 1
2
, a oba majú aj magnetický moment ako �sú£et�27 magnetických momentov kvar-

kov µz = ± eQq
mq

~
2
(kap. II.6.1) - tým je vysvetlený nenulový magnetický moment neutrónu s Qn = 0.

Jednotkou magnetického momentu nukleónov, analogickou Bohrovmu magnetónu µB = e~
2me

pre elek-
trón (kap. II.6.1), je jadrový magnetón µN = e~

2mp
, kde mp je hmotnos´ protónu, a µN/µB ≈ 10−3.

Ve©kosti z-ových zloºiek magnetických momentov protónu a neutrónu sú, v¤aka rôznym hodnotám
nukleónového Landého faktoru (kap. III.1.2),

µpz
∼= +2.8µN µnz

∼= −1.9µN

Sú£et pokojových hmotností kvarkov pritom tvorí len ≈ 1% hmotnosti nukleónov - prakticky celá ich
hmotnos´ je daná väzbovou energiou, zahr¬ujúcou kinetickú energiu kvarkov a v²etkých väzbových
polí.

V²etky hadróny sú farebne neutrálne celky, nezú£ast¬ujú sa teda uº priamo silnej interakcie. Inými
slovami, bezfarebný protón £i neutrón nemôºe emitova´ farebný gluón. Väzba protónov a neutrónov
do ´aº²ích atómových jadier (prekonávajúca odpudivú EM interakciu protónov) preto nie je silnou
jadrovou interakciou. Princíp neur£itosti ∆E∆t ≥ ~

2
v²ak umoº¬uje vytváranie krátko ºijúcich bez-

farebných mezónov kvark-antikvark. Naj©ah²ími (a teda naj£astej²ími) sú 3 druhy piónov : π+ (ud̄),
27Ukazuje sa, ºe celkový spin aj magnetický moment nukleónov je zloºitou kombináciou príspevkov spinov aj orbi-

tálnych momentov kvarkov, gluónov, a navy²e mra£ien párov kvark-antikvark obklopujúcich �základnú� trojicu.
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π− (dū) a π0 (uū−dd̄√
2

). Nukleóny potom môºu emitova´ a absorbova´ takéto pióny (a v men²ej miere
aj mezóny tvorené ´aº²ími kvarkami), £o spôsobuje väzbu medzi nimi - hovoríme o zvy²kovej sil-
nej interakcii. Ke¤ºe π± majú elektrický náboj Q = ±1, dochádza touto výmenou k premene
nukleónov, p ↔ n (obr. a, detail výmeny π+ je na obr. c). Výmenou elektricky neutrálneho π0 sa
nukleóny nemenia (obr. b).

Pokojová hmotnos´ takýchto virtuálnych mezónov limituje prostredníctvom princípu neur£itosti ich
dobu ºivota, a �doletová vzdialenos´� c∆t ≈ ~

mc
ur£uje rozmer atómového jadra.

III.2.4 Slabá jadrová interakcia a leptóny.

Jedinou fundamentálnou silovou interakciou, pri ktorej dochádza k premenám elementárnych �£astíc�,
je slabá jadrová interakcia. Zaloºená je na emisii/absorpcii 3 druhov vektorových bozónov, W+, W−

a Z. Bozóny W± majú elektrický náboj Q = ±1 aj slabý izospin I3 = ±1, bozón Z je elektricky
aj izospinovo neutrálny. Farebné náboje nemajú. Na rozdiel od ostatných troch fundamentálnych
interakcií, bozónyW±, Z sú hmotné, majú teda ve©mi krátku dobu ºivota a krátky dosah (o nieko©ko
rádov men²í neº silná interakcia), dôsledkom £oho je relatívna �slabos´� tejto interakcie. (V intenzite,
£iºe po£etnosti, je o nieko©ko rádov slab²ia neº EM interakcia.)

Na slabej interakcii sa zú£ast¬ujú v²etky elementárne fermióny28 - v²etky majú totiº slabý izospin
I3 = ±1

2
. Okrem kvarkov (kap. III.2.2) sem patria leptóny - elementárne fermióny so spinom s = 1

2

bez farebného náboja (teda nezú£ast¬ujúce sa silných interakcií). Leptóny (podobne ako kvarky)
existujú v 6 vô¬ach rozdelených do 3 generácii (pod©a narastajúcej hmotnosti prvej z vôní). Neutrína
v kaºdej generácii majú takmer nulovú hmotnos´.29

elektrón e (Q = −1
2
, I3 = −1

2
), e-neutríno νe (Q = 0, I3 = +1

2
) a ich anti£astice ē, ν̄e

mión µ (Q = −1
2
, I3 = −1

2
), µ-neutríno νµ (Q = 0, I3 = +1

2
) a ich anti£astice µ̄, ν̄µ

tauón τ (Q = −1
2
, I3 = −1

2
), τ-neutríno ντ (Q = 0, I3 = +1

2
) a ich anti£astice τ̄ , ν̄τ

Emisiou bozónu W± jedným z kvarkov/leptónov dochádza k jeho premene na iný kvark/leptón
danej generácie, pri zachovaní celkového elektrického náboja aj slabého izospinu. Emisiou neutrálneho
bozónu Z sa vô¬a kvarkov/leptónov nemení (obr. a).

Emitovaný bozón sa vzápätí rozpadá na dvojicu kvarkov/leptónov nejakej
generácie, pri£om jeden z produktov rozpadu je (kvôli zachovaniu kvanto-
vých £ísel) anti£asticou. Je to proces ekvivalentný pohlteniu jedným z kvar-
kov/leptónov (obr. b). V podstate ide o výmenu bozónov medzi generáciami
kvarkov/leptónov. Takýmto procesom sa napr. rozpadá neutrón na protón,
elektrón a jeho antineutríno (obr. c). Slabá jadrová interakcia takto vytvára
mechanizmus rozpadu v²etkých ´aº²ích baryónov na naj©ah²í z nich - protón.

Pri v²etkých procesoch, v ktorých sa nezachovávajú �£astice�, sa okrem energie/hybnosti a momentu
hybnosti, elektrického £i farebného náboja a slabého izospinu, zachováva e²te nieko©ko ¤al²ích kvan-

28Toto tvrdenie nie je celkom správne, detaily v²ak presahujú rámec tohto textu.
29Otázka hmotnosti neutrín nie je v £ase písania tohto textu celkom uzavretá.
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tových £ísel. Kaºdému leptónu je priradené leptónové £íslo danej generácie, Le, Lµ, Lτ s hodnotou
±1 pre £asticu/anti£asticu, a pre kaºdé z nich platí zákon zachovania. Podobná situácia je s bary-
ónmi: Kvarkom/antikvarkom prira¤ujeme baryónové £íslo B = ±1

3
, £iºe kaºdý baryón/antibaryón

má B = ±1 (a mezóny majú B = 0), a toto £íslo sa pri interakciách rovnako v sú£te zachováva.
Za kaºdým takýmto zákonom zachovania sa skrýva ur£itá symetria (aj ke¤ nie v²etky sú zjavné).30

Dôleºitou univerzálnou symetriou je tzv. CPT-symetria - invariantnos´ zákonov vo£i sú£asnej zá-
mene £astíc za anti£astice (Charge), transformácii parity (Parity, ~r → −~r) a transformácii behu £asu
(Time, t → −t). Vä£²ina fundamentálnych interakcií zachováva C-, P- a T-symetriu aj samostatne,
slabá jadrová interakcia ich naru²uje.

Najvýraznej²ou odli²nos´ou slabej jadrovej interakcie od ostatných troch fundamentálnych interakcií
je v²ak nenulová hmotnos´ bozónov W±, Z. Vysvet©uje sa interakciou týchto bozónov s ¤al²ím fun-
damentálnym po©om - tzv. Higgsovým po©om, prostredníctvom mechanizmu, ktorého dôsledkom
je aj existencia tzv. Higgsových bozónov.31 Skalárny (s = 0) Higgsov bozón dop¨¬a a nateraz
uzatvára zoznam elementárnych �£astíc� hmoty - tzv. �tandardný model (obr., bez gravitácie).

III.3 Premeny atómového jadra.

III.3.1 Stabilita jadier.

V kap. III.2 sme ukázali, ako kvarky vytvárajú prostredníctvom gluónov nukleóny, a ako sa nukleóny
výmenou virtuálnych piónov viaºu do atómových jadier, a prekonávajú tak odpudivú EM silu medzi
protónmi. S nárastom po£tu nukleónov v jadre, A, narastá aj polomer jadra ako R ∼ A1/3. Objem
teda narastá lineárne s po£tom nukleónov, pri£om si zachováva pribliºne sférický tvar.32

Pre kaºdé atómové £íslo Z (po£et protónov) existuje viacero izotopov, lí²iacich sa po£tom neutrónov
N , a teda nukleónovým £íslom A. Len menej neº 10% z asi 3000 v²etkých známych izotopov je stabil-
ných. �isto kvantovomechanická úvaha (Z+N fermiónov v potenciálovej jame) energeticky favorizuje

30Nepochybne najznámej²ími a zjavnými sú symetrie fyzikálnych zákonov vzh©adom na translácie a rotácie £aso-
priestoru (alebo pozorovate©a), ktorým odpovedajú zákony zachovania energie-hybnosti a momentu hybnosti.

31Toto pole, mechanizmus aj bozón sú pomenované pod©a P. Higgsa, ktorý (súbeºne s ¤al²ími fyzikmi) navrhol tento
mechanizmus, spo£ívajúci v spontánnom naru²ení symetrie Higgsovho po©a, a predpovedal existenciu Higgsovo
bozónu, objaveného neskôr. Dostal za¬ Nobelovu cenu v r. 2013. Aj pokojové hmotnosti kvarkov a leptónov sa pripisujú
interakcii s Higgsovým po©om, aj ke¤ odli²ným mechanizmom. Detaily opä´ presahujú rámec tohto textu.

32Excentricita pri mierne elipsoidálnom tvare nepresahuje 20%.
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izotopy s N = Z. Ak zoh©adníme aj EM energiu narastajúcu ako Z2, narastá so Z výhodnos´ nerov-
nováhy N − Z > 0, s preferen£ne párnymi N,Z. Pribliºne izotropná povaha interakcií, stabilizujúca
sférickú symetriu pripomínajúcu uzavreté vrstvy atómo-
vého obalu, vedie na tzv. magické nukleónové £ísla
A = 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126 odpovedajúce výrazne sta-
bilnej²ím jadrám. V kaºdom prípade pre hmotnos´ M
stabilného jadra musí plati´

M < Zmp +Nmn Ev = c2(Zmp +Nmn −M)

kde Ev (>0) je väzbová energia jadra - energia, ktorú
treba jadru doda´ na jeho úplnú dezintegráciu na nukle-
óny. Graf Ev/A pre najstabilnej²ie izotopy jednotlivých
prvkov (obr.) vykazuje saturáciu pre A & 20 ako dôsle-
dok obmedzeného dosahu väzby medzi nukleónmi (len
na nieko©ko �najbliº²ích susedov�).

V²etky nestabilné jadrá sa skôr £i neskôr rozpadávajú prostredníctvom viacerých mechanizmov, z kto-
rých najdôleºitej²ie postupne opí²eme. Podmienkou nestability (a teda rozpadu) jadra je hmotnos´
pôvodného jadra vä£²ia neº sú£et hmotností produktov rozpadu. Spolo£nou £rtou v²etkých rozpa-
dových procesov je pritom ich ²tatistická náhodnos´. Ak n je ²tatisticky významný po£et identických
jadier, potom ich úbytok −dn za £as dt môºeme vyjadri´ ako

−dn(t) = λn(t)dt ⇒ n(t) = n0e
−λt

kde n0 je �pôvodný� po£et (v t = 0) a λ je tzv. rozpadová kon²tanta.33 Pre ²tatistickú rýchlos´
úbytku e²te nerozpadnutých jadier - rádioaktivitu - potom platí

−dn(t)

dt
= λn0e

−λt = λn(t)

£o znamená, ºe s poklesom po£tu e²te nerozpadnutých jadier klesá aj rádioaktivita. Relatívny po£et
rozpadov v intervale (t, t+ dt) je daný výrazom

λn(t)dt

n0

= f(t)dt

a ur£uje ²tatistické rozdelenie dôb ºivota nerozpadnutých jadier, so strednou hodnotou - strednou
dobou ºivota jadra

τ =

∫
tf(t)dt = ...

1

λ

Druhou £asto pouºívanou £asovou kon²tantou je pol£as rozpadu t1/2 - doba, za ktorú klesne po£et
e²te nerozpadnutých jadier na polovicu, £iºe n0e

−λt1/2 = n0/2. (Za £as 2t1/2 klesne n(t) na n(t)/4,
at¤.) Platí

t1/2 = τ ln 2 ∼= 0.7 τ

V SI je jednotkou rádioaktivity becquerel,34 1Bq = 1 rozpad/s.

33Kaºdý jednotlivý rozpad tu chápeme ako �skokový� proces, ktorého trvanie je zanedbate©né na £asovej ²kále dt, £o
v ²tatistickom súbore vedie na hladkú funkciu n(t).

34£ítaj bekrel, pod©a H. Becquerela, spoluobjavite©a rádioaktivity a nosite©a Nobelovej ceny za r. 1903 (spolu s M.
a P. Curieovými).
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III.3.2 Spontánny rádioaktívy rozpad jadier.

Jedným z naj£astej²ích mechanizmov spontánneho rozpadu jadier je tzv. α-rozpad, £iºe emisia
α-£astice - jadra 4

2He. Podstatou tohto mechanizmu je tunelovanie (kap. II.3.5) α-£astice poten-
ciálovou bariérou tvorenou jadrovými silami (zvy²kovou jadrovou interakciou, kap. III.2.3), a pre
protóny aj vzájomným EM odpudzovaním.35 V základnom stave jadra je pre individuálne protóny
a neutróny na najvy²²ích obsadených hladinách Ep, En táto potenciá-
lová bariéra (prakticky) nepreniknute©ná. �peci�kom α-£astice je jej
extrémne ve©ká väzbová energia, Ev(> 0) = (2mp+2mn−mα)c2, ktorá
sa v jadre uvo©ní pri tvorbe α-£astice, a následne vyuºije na pretune-
lovanie bariéry (na vy²²ej energetickej hladine, kde je bariéra ten²ia a
teda priezra£nej²ia pre tunelovanie, obr.). Schéma α-rozpadu je

A
ZX→A−4

Z−2 Y +4
2 He

U v²etkých ´aºkých jadier (so Z > 82) teda dochádza k postupnému α-rozpadu v 4 rozpadových
radoch (A = 4n, 4n+ 1, 4n+ 2, 4n+ 3), aº kým jadrá nezískavajú stabilitu. Pri rozpade sa uvo©ní
energia

Eemit = (mjadro pred rozpadom −mjadro po rozpade −mα)c2

a to preváºne vo forme kinetickej energie α-£astice, Eα,kin ≈ A−4
A
Eemit. Ke¤ºe A ≈ 200, platí

Eα,kin ≈ Eemit, £o vedie na výrazne £iarové spektrum kinetických energií vylietavajúcich α-£astíc.

Druhým základným mechanizmom rádioaktívneho rozpadu je tzv. β-rozpad. Ide o emisiu elektrónu
(β−) alebo pozitrónu (β+) z jadra, v dôsledku premeny neutrónu na protón, resp. naopak, v jadre
pri sú£asnom vzniku W∓-bozónu, ktorý sa následne rozpadne na elektrón/pozitrón a jeho antineut-
ríno/neutríno (kap. III.2.4)

β− : n(ddu)→ p(udu) +W− a následne W− → e+ ν̄e

β+ : p(udu)→ n(ddu) +W+ a následne W+ → ē+ νe

Emitované pozitróny následne anihilujú s elektrónmi za vzniku vysokoenergetických fotónových pá-
rov.36 V nestabilnom atómovom jadre môºu nasta´ oba tieto procesy, mimo jadra v²ak len β− pri
rozpade n → p (mn > mp).37 Fyzikálne je β+-rozpad ekvivakentný záchytu elektrónu z najniº²ej
vrstvy atómového obalu, n = 1 (tzv. K-vrstvy), jadrom - tzv. K-záchytu

p+ e→ n+ νe

(absorpcia £astice ⇔ emisia anti£astice, pri zachovaní leptónového £ísla). Do uvo©nených elektró-
nových stavov pri K-záchyte preskakujú elektróny z vy²²ích vrstiev obalu za sú£asného vyºiarenia
prebyto£nej energie v podobe fotónov (RTG). Schémy β-rozpadov sú

β− : A
ZX→A

Z+1 Y + e+ ν̄e

β+ : A
ZX→A

Z−1 Y + ē+ νe

K-záchyt : A
ZX + e→A

Z−1 Y + νe

35Ak by sme chceli protón prida´ do jadra, museli by sme najprv prekona´ odpudivú EM silu kladne nabitého jadra,
kým by sme prenikli do oblasti pôsobenia prí´aºlivej zvy²kovej jadrovej interakcie. Potenciálová bariéra pritom nezávisí
od smeru tunelovania, existuje teda aj pre protón unikajúci z jadra.

36Tento proces je základom tzv. pozitrónovej emisnej tomogra�e (PET).
37Doba ºivota vo©ného neutrónu je cca 15 min., naopak protón je (na ²kále veku Vesmíru) stabilný.
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Uvo©nená energia sa náhodným spôsobom prerozdelí
medzi kinetické energie emitovaných elektrónov a
neutrín � ich energetické spektrum je preto spojité.

Jadrá sa po rádioaktívnom α- alebo β-rozpade spravidla
nachádzajú v excitovaných energetických stavoch, a ná-
slednými preskokmi do niº²ích stavov vyºarujú preby-
to£nú energiu v podobe vysokoenergetických fotónov -
tzv. γ-ºiarenia s £iarovým spektrom.

III.3.3 �tiepenie a syntéza jadier.

Posledným dôleºitým mechanizmom (rádioaktívneho)
rozpadu jadier je tzv. ²tiepenie - rozpad materského
jadra na dve men²ie (spravidla nerovnaké) jadrá - frag-
menty. Platí pritom

mpred rozpadom > (m1 +m2)po rozpade

Nejde tu v²ak o spontánny proces (v prípade nestabilných jadier je totiº ove©a pravdepodobnej²ím α-
alebo β-rozpad), k ²tiepeniu jadra dochádza v dôsledku nepruºnej zráºky s iným projektilom. Typic-
kým prípadom je zráºka ´aºkého jadra s pomalým neutrónom sprevádzaná záchytom tohto neutrónu
v jadre.38 Jadro tým prejde do vy²²ieho energetického stavu, a ak tento prírastok energie/hmotnosti
prevý²i energiu potrebnú na prekonanie (pretunelovanie) potenciálovej bariéry vo£i rozpadu na frag-
menty, jadro sa následne rozpadne.39 Samotným ²tiepením jadier zvä£²a dochádza (popri uvo©není
energie) len k emisii jedného alebo viacerých neutrónov. Fragmenty - produkty ²tiepenia sú v²ak
spravidla rádioaktívne, a následne u nich dochádza k α- alebo β-rozpadu.

Kinetická energia fragmentov sa v reaktoroch (a bombách) prejavuje ako tepelná energia uvo©nená
takouto tzv. exotermickou reakciou. Z praktického h©adiska je pri ²tiepení jadier dôleºitá emisia
(dostato£ne pomalých) sekundárnych neutrónov, £ím sa dosahuje re´azovos´ takéhoto procesu,40 za
predpokladu dostato£ného - nadkritického - mnoºstva paliva (t.j. nerozpadnutých jadier).

Tzv. transuránové prvky so Z > 92 sa v prírode nevyskytujú, vyrábajú sa bombardovaním (najmä
izotopu 238

92 U neutrónmi) v reaktoroch, a sú nestabilné.

38Pravdepodobnos´ záchytu neutrónu jadrom narastá s dobou výskytu neutrónu v blízkosti jadra, je teda malá pre
vysokoenergetické neutróny.

39V tom je zásadný rozdiel medzi izotopmi uránu 235 a 238 - pre druhý z nich nepredstavuje záchyt neutrónu
dostato£ný energetický zisk. Preto je pri príprave jadrového paliva potrebné tzv. obohacovanie prírodnej zmesi
235/238 (obsahujúcej menej ako 1% izotopu 235).

40V jadrových reaktoroch sa regulovaním rýchlosti neutrónov ich interakciou s tzv.moderátormi (napr. uhlíkovými
ty£ami) riadi intenzita re´azovej reakcie.
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Opa£ným procesom ku ²tiepeniu jadier je ich syntéza - fúzia. Aby sa v²ak dve jadrá spojili, opä´
musí by´ prekonaná potenciálová bariéra vo£i ich vzájomnému priblíºeniu. Na uskuto£nenie fúzie je
teda potrebné doda´ ve©ké mnoºstvo energie, samotnou fúziou sa v²ak uvo©ní e²te vä£²ie mnoºstvo
energie (dané rozdielom hmotností vstupných a výstupných produktov). Je to teda opä´ exotermická
reakcia, aké prebiehajú vovnútri hviezd.41

Príkladmi takejto reakcie sú uzavretý vodíkový cyklus so syntézou hélia (a), a spa©ovanie vodíka na
hélium (b).

41Vovnútri hviezd je dostato£ná teplota aj (v¤aka gravita£nému stla£eniu) dostato£ná hustota jadier na zapálenie a
udrºanie takýchto reakcií, v laboratórnych podmienkach sa zatia© nedarí takéto reakcie kontrolovane udrºa´ s kladnou
energetickou bilanciou.
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DODATKY

A Skalárny a vektorový potenciál.

Pre fyzikálne realistické vektorové polia, ktoré dostato£ne rýchlo zanikajú so vzdialenos´ou od zdro-
jov (sú nulové v nekone£ne), z vektorovej analýzy vyplýva tzv. Helmholtzova teoréma: Kaºdé
dostato£ne hladké (diferencovate©né) pole ~X sa dá rozloºi´ na ºriedlové, ~Xd, a vírové pole, ~Xr,

~X = ~Xd + ~Xr ∇ · ~X = ∇ · ~Xd (∇ · ~Xr = 0) ∇× ~X = ∇~×Xr (∇× ~Xd = 0)

Platnos´ identít ∇× (∇Φ) = 0 a ∇· (∇× ~U) = 0 nazna£uje, ºe bez újmy na v²eobecnosti môºeme
písa´

~Xd = −∇Φ ~Xr = ∇× ~U

�riedlové vektorové pole je teda gradientom nejakého skalárneho po©a Φ, kým vírové pole je rotáciou
nejakého vektorového po©a ~U . Výber polí Φ, ~U pritom nie je jednozna£ný.

Magnetické pole je vírové, ∇ · ~B = 0, môºeme mu teda priradi´ tzv. vektorový potenciál ~A, kým
elektrostatické pole je ºriedlové, ∇× ~Ed = 0, a môºeme mu priradi´ skalárny potenciál ϕ,

~B = ∇× ~A ~Ed = −∇ϕ

Elektrické pole má v²ak aj vírovú zloºku, ∇× ~Er = −∂ ~B
∂t

= − ∂
∂t

(∇× ~A), a teda

~E = ~Ed + ~Er = −∇ϕ− ∂ ~A

∂t

Vo©ba polí ϕ, ~A nie je jednozna£ná, ich prípadná zmena - tzv. kalibrácia - v²ak nesmie zmeni´ polia
~E, ~B. Tejto poºiadavke vyhovuje kalibra£ná transformácia

ϕ→ ϕ′ = ϕ− ∂Λ

∂t
~A→ ~A′ = ~A+∇Λ
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B Tok energie v okolí prúdovodi£a.

Predpokladajme priamy valcový prúdovodi£ o polomere a d¨ºky L
v smere z vloºený do osi dutého uzemneného valca o polomere R
a vodivo spojený s jeho dnom. Po pripojení vrchu prúdovodi£a na
elektrický potenciál U ním preteká do dna uzemneného valca (obr.)
pri mernej vodivosti σ prúd I, generujúci v ¬om spád potenciálu a
pozd¨ºne elektrické pole, nezávisiace od r (< a)

ϕ(z) =
Uz
L

~E = −U
L
~z o =

I

πa2σ
~z o

To ale znamená, ºe v jeho okolí a < r < R existuje popri azimutál-
nom magnetickom poli aj elektrické pole s radiálnou zloºkou

~B(r) = − I

2πε0c2r
~θ o = − Ua

2σ

2ε0c2Lr
~θ o ϕ(r, z) =

Uz
L

ln(R/r)

ln(R/a)

~E(r, z) = −∇ϕ = −∂ϕ
∂r
~r o − ∂ϕ

∂z
~z o = ... =

U
L ln(R/a)

[z
r
~r o − ln(R/r)~z o

]
(na modro vyzna£ené v ©avej £asti valca) a odpovedajúci Poyntingov vektor

~S(r, z) = ε0c
2 ~E(r, z)× ~B(r) = − U2a2σ

2L ln(R/a)

[
z

r2
~z o +

ln(R/r)

r
~r o
]

= ~Sz(r, z) + ~Sr(r, z)

(na zeleno vyzna£ený v pravej £asti valca). Vidíme teda, ºe EM energia te£ie zo zdroja popri vodi£i
a postupne do¬ vniká. Celková energia pretekajúca plochou kolmou na prúdovodi£ vo vý²ke z,

E(z) =

∫ R

a

~Sz(r, z)2πrdr = ... =
πa2σU2

L2
z = UI z

L

je presne energiou, ktorá sa vo vodi£i pod touto plochou premení na teplo.

C Maxwellov tenzor napätia.

Integrálny tvar zákona zachovania hybnosti v EM poli ur£uje silu, ktorou EM pole vo v²eobecnosti
pôsobí na nábojové/prúdové rozloºenie,

~F =

∫
V

(ρ ~E +~j × ~B)dV =

∫
V

∂~πmech
∂t

dV =

∫
V

∇ ·
←→
T dV −

∫
V

∂~g

∂t
dV =

∮
Σ

←→
T · d~Σ−

∫
V

∂~g

∂t
dV

Bodový náboj nemôºe svojím vlastným elektrickým po©om silovo pôsobi´ sám na seba, a to isté
platí o magnetickom poli nekone£ne tenkého prúdovodi£a. Ak v²ak pracujeme s nabitým kontinuom
s hustotami ρ,~j, jednotlivé elementárne objemy na seba navzájom silovo pôsobia, £o je obsiahnuté
práve v tenzore

←→
T . Rozoberme fyzikálny zmysel tenzora napätia v partikulárnych prípadoch:

Predpokladajme statické rozloºenie nábojov a/alebo stacionárne prúdy vo vodi£och, generujúce sta-
tické polia ~E, ~B. V závislosti od ich kon�gurácie Poyntingov vektor (tok EM energie) môºe ale nemusí
by´ nulový, v kaºdom prípade v²ak ~g 6= ~g(t), a integrálny tvar rovnice kontinuity prejde na

~F =

∫
V

∂~πmech
∂t

dV =

∮
Σ

←→
T · d~Σ
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Zloºky Tij tenzora napätia reprezentujú statickú silu, ktorou EM pole pôsobí v rôznych smeroch na
elementárne plô²ky d~Σ povrchu pomyselného objemu nábojového rozloºenia (smerom von z objemu).
Ako príklad uve¤me doskový kondenzátor nabitý nábojom s plo²nou hustotou ±σ, a s elektrickým
po©om | ~E| = σ

ε0
v smere x: Opa£ne nabité platne sa pri´ahujú silou o plo²nej hustote 1

2
σ| ~E| = σ2

2ε0
, £o

práve odpovedá nenulovej zloºke Txx (tlaku na kon²trukciu kondenzátora). Nenulové (a záporné) sú
v²ak aj zloºky Tyy a Tzz, vyjadrujúce pnutie v rovinách dosiek v dôsledku vzájomného odpudzovania
nábojov rozloºených na ich povrchoch. Pnutie poci´uje aj solenoid pretekaný prúdom: �ahko na-
hliadneme, ºe magnetická Lorentzova sila medzi prúdom vo vinutí a magnetickým po©om solenoidu
vyvoláva tlak na steny solenoidu smerujúci do strán. Pri vytváraní polí v kondenzátore £i solenoide
sa nenulovos´ týchto tlakov/napätí prejaví v poºiadavke na výkon zdrojov.

Iným je prípad EM energie ²íriacej sa prázdnym priestorom (bez nábojov a prúdov). Tentokrát
~g = ~g(t) 6= 0, ale ~F = 0 (lebo q,~j = 0), £iºe42∮

Σ

←→
T · d~Σ− d

dt

∫
V

~gdV = 0

V prázdnom priestore zvo©me pomyselný in�nitezimálny integra£ný objem ∆t~v·d~Σ, ktorý EM energia
�preletí� za £as ∆t rýchlos´ou |~v| = c. V limite ∆t→ dt→ 0 potom dostaneme

←→
T = −~g~v

de�nitoricky so znamienkom -. Ke¤ºe ©avá strana rovnosti je tenzor, je zrejmé, ºe sú£in ~g a ~v musí
by´ dyadický (tenzorový),

~g~v =

 gx
gy
gz

 (vx vy vz) =

 gxvx gxvy gxvz
gyvx gyvy gyvz
gzvx gzvy gzvz

 = −
←→
T

Znamená to tieº, ºe vektory ~g a ~v môºu ma´ rôzne smery. Kaºdá zloºka Tij je (záporne vzatou)
j-tou zloºkou toku i-tej zloºky hustoty hybnosti EM po©a. Ak by takýto tok postupoval nábojovým
prostredím, diagonálne zloºky tenzora by v ¬om odpovedali tlaku v smere ²írenia, a mimodiagonálne
zloºky strihovému napätiu.

D Interferencia svetla na sústave ²trbín.

Predpokladajme nepriesvitnú plat¬u v rovine xy s dvomi ²trbinami pozd¨º smeru x o vzájomnej
vzdialenosti d, a paralelné tienidlo v z-ovej vzdialenosti D (� d) (obr.). Ak z oboch ²trbín vychá-
dzajú svetelné zväzky o intenzitách I0, výsledná intenzita na tienidle vo vzdialenosti y od osi ²trbín
je (kap. II.1.1)

I(y) = 2I0[ 1 + cos ∆ϕ(y) ]

Fázový rozdiel interferujúcich lú£ov je daný rozdielom ich optických dráh,
ktorý (ako vyplýva z obrázka) je d sinϑ, £iºe

∆ϕ(y) = kd sinϑ(y) =
2π

λ
d sinϑ(y) =

2π

λ
d
y

D

42Zámena ∂
∂t za

d
dt pri objemovom integráli v relativistickom zápise nerobí problém ak derivujeme pod©a vlastného

£asu.
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kde λ je vlnová d¨ºka svetla. Interferen£né maximá, resp. minimá nastanú ak ∆ϕ = 2lπ, resp. (2l+1)π,
l = 0, 1, 2..., £omu odpovedajú polohy maxím/miním

ymax = lλ
D

d
ymin = (2l + 1)λ

D

2d

E Planckov zákon.

Predpokladajme dutú kovovú krabicu v tvare kocky o strane L, naplnenú EM vlnami. Dokonalý odraz
v¨n od stien krabice odpovedá podmienke nulovej elektrickej zloºky v¨n na stenách, £o znamená, ºe
v dutine môºu existova´ len módy stojatých v¨n, a to len na ur£itých vlnových d¨ºkach

~E(x, y, z) = ~E0 sin(kxx) sin(kyy) sin(kzz) kj =
2π

λj
=
πlj
L

lj = 1, 2, ... j = x, y, z

Dosadením do vlnovej rovnice pre EM pole vo vákuu dostaneme disperzný vz´ah

ω2

c2
= k2 =

∑
j

k2
j =

π2

L2

∑
j

l2j

Tieto módy tvoria v reciprokom ~k-priestore 3D mrieºku bodov s periódami ∆kj = π
L
. Zaujíma nás

len jeden oktant (1
8
) odpovedajúci lj > 0. Po£et mrieºkových bodov v objemovom elemente 1

8
4πk2dk

tohto oktantu (£iºe módov EM vlny) je

N(k)dk =
1

8
4π

(
Lk

π

)2
L

π
dk =

L3k2

2π2
dk =

L3ω2

2π2c3
dω = N(ω)dω

Po zapo£ítaní 2 moºných polarizácií EM v¨n je objemová hustota módov (v objeme L3) v intervale
frekvencií dω (k spojitému spektru sa dostaneme limitou L→∞)

n(ω)dω =
ω2

π2c3
dω

Kaºdý mód je harmonickým oscilátorom s príslu²nou frekvenciou. Ak predpokladáme výmenu energie
medzi jednotlivými módmi a stenami krabice, v termodynamickej rovnováhe pri teplote T na kaºdý
z dvoch stup¬ov vo©nosti EM po©a (Dodatok H) pripadá pod©a ekviparti£nej teorémy zo ²tatistickej
fyziky energia 1

2
kBT . Objemová hustota energie na danej frekvencii je potom

w(ω)dω =
ω2kBT

π2c3
dω

£o je Rayleighov-Jeansov zákon. Na nízkych frekvenciách je tento zákon vo ve©mi dobrej zhode
s experimentom. Ak v²ak predpokladáme, ºe táto energia je vyºarovaná malým otvorom v stene
krabice, privedie nás to k tzv. ultra�alovej katastrofe - energia vyºiarená v celom spektre bude
nekone£ná,

∫∞
0
w(ω)dω →∞.

Ultra�alovej katastrofe sa môºeme vyhnú´ ak predpokladáme,43 ºe energia kaºdého módu na frek-
vencii ω môºe by´ len celo£íselným násobkom kvanta ~ω. Pod©a boltzmanovskej ²tatistiky pravde-
podobnos´, ºe ur£itý mód obsahuje energiu En = n~ω, a stredná energia módu s frekvenciou ω
sú

P(En) =
exp(−En/kBT )∑
n exp(−En/kBT )

Ē(ω) =
∑
n

EnP(En)

43M. Planck, 1900
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Po dosadení za En a matematických úpravách dostaneme Boseho-Einsteinovo rozdelenie

Ē(ω) =
~ω

exp(~ω/kBT )− 1

Dosadením do vy²²ie uvedenej hustoty módov v intervale dω dostaneme Planckov zákon ºiarenia
absolútne £ierneho telesa44

w(ω) =
~ω3

π2c3

1

exp(~ω/kBT )− 1

V klasickej limite ~ω
kBT

� 1, £iºe pri nízkych frekvenciách a/alebo vysokej teplote, dostaneme
Rayleighov-Jeansov zákon. Integrovanie cez v²etky frekvencie zas vedie na Stefanov-Boltzmannov
zákon

w ∼ T 4

F Comptonov jav.

Pri pruºnej zráºke fotónu s elektrónom sa musí zachováva´ celková energia aj hybnos´,

~ω + Ee = ~ω′ + E ′e Ee =
√

(mec2)2 + (Pc)2 , E ′e =
√

(mec2)2 + (P ′c)2

~~k + ~P = ~~k′ + ~P ′ ~P = γme~ve , ~P ′ = γme~ve
′

Pre jednoduchos´ predpokladajme pred zráºkou, ~ve = 0 a teda ~P = 0. Úpravou zákonov zachovania
dostávame

c2P ′2 = (~[ω − ω′] +mec
2)2 −m2

ec
4

c2P ′2 = c2 ~P ′ · ~P ′ = c2~2(~k − ~k′) · (~k − ~k′) = c2~2(k2 + k′2 − 2kk′ cosϑ)

Porovnaním pravých strán a úpravami dostaneme

2~mec
2(ω − ω′) = 2~2ωω′(1− cosϑ)

a odtia©
λ′ − λ =

h

mec
(1− cosϑ)

V prípade odrazu fotónu do pôvodného smeru, ϑ = 180, platí

P ′ = ~(k + k′) =
~
c

(ω + ω′) = γmev = γβmec

Z Comptonovho výrazu pre tento uhol vieme vyjadri´ mec = ... = 2~
c

ωω′

ω−ω′ , a po dosadení dostaneme
(kvadratickú) rovnicu pre ω′

ω + ω′ = 2γβ
ωω′

ω − ω′

ktorej kladný kore¬ je ω′ = γω(1− β), £o je výraz pre pozd¨ºny dopplerovský posuv.

44Absolútne £ierne teleso je de�nované ako teleso, ktoré pohltí v²etku dopadajúcu energiu na v²etkých frekvenciách,
a teda vyºaruje (neodráºa) so spojitým spektrom.
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G Moment hybnosti elektromagnetickej vlny.

Moment hybnosti EM vlny vo vákuu v ur£itom objeme je

~JEM =
1

c2

∫
~r × ~S dV = ε0

∫
~r × ( ~E × ~B) dV = ε0

∫
~r × [ ~E × (∇× ~A)] dV

Upravme najprv výraz v hranatej zátvorke,

~E×(∇× ~A) → εijkEjεklm∂lAm = (δilδjm−δimδjl)Ej∂lAm = Ej∂iAj−Ej∂jAi →
∑
j

Ej∇Aj−( ~E·∇) ~A

Moment hybnosti môºeme potom zapísa´ ako

~JEM = ε0

∫ [
~r ×

∑
j

(Ej∇Aj)− ~r × ( ~E · ∇) ~A

]
dV

Druhý £len podintegrálneho výrazu sa dá upravi´ ako[
~r × ( ~E · ∇) ~A

]
i

=

[
~r ×

∑
k

Ek∂k ~A

]
i

=
∑
k

Ek

[
~r × ∂k ~A

]
i

=
∑
k

Ekεilmxl∂kAm =

=
∑
k

Ekεilm[∂k(xlAm)−
δlk︷ ︸︸ ︷

(∂kxl)Am] =
∑
k

Ek[∂kεilmxlAm − εikmAm] → ( ~E · ∇)(~r × ~A)− ( ~E × ~A)

Predpokladáme reálnu situáciu, pri ktorej EM polia dostato£ne rýchlo klesajú k nule v �nekone£ne�,
a integrovaním per partes dostaneme

∫
( ~E · ∇)

~ξ

(

︷ ︸︸ ︷
~r × ~A) dV =

∑
k

∫
Ek∂k~ξ dV =

��
��

�
��∑

k

[
Ek~ξ

]∞
−∞
−
∑
k

∫
(∂kEk)~ξ dV = −

∫
(∇ · ~E)~ξ dV

Vo vákuu bez nábojov navy²e platí ∇ · ~E = 0, takºe kone£ný výraz pre moment hybnosti je

~JEM = ε0

∫
~r ×

3∑
j=1

(Ej∇Aj) dV + ε0

∫
~E × ~AdV = ~Jorb + ~Jspin

H Stupne vo©nosti elektromagnetickej vlny.

Pole ako kontinuum má nekone£ný po£et stup¬ov vo©nosti. Kaºdému bodu po©a v²ak prislúcha ur£itý
po£et vnútorných stup¬ov vo©nosti - nezávislých premenných jednozna£ne ur£ujúcich pole v danom
bode. Vektorové pole má vo v²eobecnosti 3 vnútorné stupne vo©nosti (ur£ujúce okrem ve©kosti aj
smer). EM pole je v²ak tvorené dvojicou vektorov, ~E a ~B, naivne by sme teda o£akávali, ºe EM vlna
bude ma´ 2 × 3 = 6 vnútorných stup¬ov vo©nosti, pripadajúcich na zloºky vektorov v kaºdom bode
po©a. V Maxwellových rovniciach sú v²ak jednotlivé zloºky polí navzájom previazané, a teda nie sú
nezávislé. Po£et týchto rovníc (2 vektorové a 2 skalárne, t.j. 8 rovností), jednozna£ne ur£ujúcich EM
pole, navy²e presahuje po£et 6 domnelých stup¬ov vo©nosti. Rovnice

∇× ~E +
∂ ~B

∂t
= 0 ∇ · ~B = 0
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nazna£ujú 3 väzby medzi zloºkami Ej a Bj, a ¤al²iu väzbu medzi zloºkami Bj navzájom. Ide v²ak o
väzby medzi priestorovými deriváciami, dávajúce do súvisu daný bod so svojím okolím. Aby sme sa
tohto problému zbavili, musíme prejs´ do Fourierovho obrazu, teda od premenných ~r, t k premenným
~k, ω. Tu majú uvedené rovnice tvar

~k × ~E(~k, ω) = ω ~B(~k, ω) ~k · ~B(~k, ω) = 0

Máme teda 3 + 1 podmienok zväzujúcich jednotlivé zloºky polí (v kaºdom bode fourierovského ob-
razového priestoru (~k, ω)). Po£et nezávislých stup¬ov vo©nosti EM vlny je teda 6− 4 = 2.

Ak reprezentujeme EM vlnu prostredníctvom potenciálov ϕ, ~A, opä´ by sme mohli o£akáva´ tento-
krát 1 + 3 = 4 stupne vo©nosti. Kalibra£ná vo©nos´ v²ak znamená, ºe niektoré stupne vo©nosti sú
redundantné (nadbyto£né). Väzba daná lorenzovskou kalibráciou (kap.I.3.2)

∇ · ~A+
1

c2

∂ϕ

∂t
= 0

síce eliminuje 1 redundantný stupe¬ vo©nosti, tejto kalibrácii v²ak stále vyhovuje nekone£né mnoºstvo
kalibra£ných skalárnych funkcií Λ, sp¨¬ajúcich rovnicu �Λ = 0. �al²í redundantný stupe¬ vo©nosti
môºeme redukova´ dodato£nou kalibráciou, napr. coulombovskou,

∇ · ~A = 0 (napr. ϕ = 0)

Tým je uº vektorový potenciál ~A jednozna£ne �xovaný (skalárny potenciál ϕ uº nie je dynamic-
kou premennou). Ak predpokladáme rovinnú EM vlnu ~A(~r, t) = ~A0e

i(~k·~r−ωt), potom coulombovská
kalibrácia znamená

~k · ~A0 = 0 (a to isté pre ~E0, ~B0)

£iºe EM vlna je transverzálna (prie£na), ~A0, ~E0, ~B0 ⊥ ~k, £omu odpovedajú dve prie£ne polarizácie. Ich
lineárnymi kombináciami zas môºeme vytvori´ dve navzájom opa£ne orientované kruhové polarizácie
(a naopak).

I Machov-Zehnderov interferometer.

Prenosovú charakteristiku polopriepustného zrkadla s dvojicou vstupov IN1,IN2
a dvojicou výstupov OUT1, OUT2 môºeme vyjadri´ sústavou rovníc

OUT1 = r1 IN1 + t1 IN2
OUT2 = t2 IN1 + r2 IN2

(S) =

(
r1 t1
t2 r2

)
kde rj a tj sú koe�cienty odrazu a prechodu v zrkadle, a (S) je matica tejto
sústavy rovníc. Prenos potom môºeme zapísa´ v tvare

(OUT) = (S) (IN)

Toku energie na vstup IN1 odpovedá stav |IN〉 =

(
1
0

)
, a toku na vstup IN2 stav |IN〉 =

(
0
1

)
.

Ak zrkadlo nemá pohlcova´ ºiadnu energiu, jeho matica musí by´ (v obore komplexných £ísel) uni-

tárnou. Takou je napr. (S) =

(
a b

−b∗eiϕ b∗eiϕ

)
, kde |a|2 + |b|2 = 1. Bez újmy na v²eobecnosti

môºeme zvoli´ a = eiα cos θ a b = eiβ sin θ. Ak zvolíme α, β, ϕ tak, ºe α = ϕ/2 a β = (ϕ + π)/2,
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potom (S) = eiϕ/2
(

cos θ i sin θ
i sin θ cos θ

)
. Pre ϕ = 0 poºiadavka symetrickosti (50%:50%) polopriepust-

ného zrkadla vedie na

(S) =
1√
2

(
1 i
i 1

)
Prechod zrkadlom z jednotlivých vstupov potom znamená

IN1:
1√
2

(
1 i
i 1

)(
1
0

)
=

1√
2

(
1
i

)
IN2:

1√
2

(
1 i
i 1

)(
0
1

)
=

1√
2

(
i
1

)
Prvý prípad odpovedá zrkadlu S1 v MZI z kap. II.2.1. Prenos zrkadlom S2 je potom

1√
2

(
i 1
1 i

)
1√
2

(
1
i

)
= ... =

(
i
0

)
(S2 má oto£ené vstupy a výstupy vo£i S1), £o znamená nenulovú ampli-
túdu na D1. Detegovaná energia (z de�nície kladná) je daná kvadrátom
amplitúdy, teda |i2| = 1. Naopak, pre D2 je amplitúda nulová.

Prípadné dodato£né fázové posuvy môºeme zoh©adni´ vynásobením príslu²ných prvkov matice (S)
výrazmi typu eiϕ. Ak v spodnom ramene MZI vytvoríme fázový posuv ϕ (napr. pred¨ºením ramena),

reprezentova´ ho bude matica
(

1 0
0 eiϕ

)
, a amplitúda prenosu z IN1 celým MZI bude

1√
2

(
i 1
1 i

)(
1 0
0 eiϕ

)
1√
2

(
1 i
i 1

)(
1
0

)
= ... = ieiϕ/2

(
cosϕ/2
− sinϕ/2

)
Intenzity detekcie na D1 resp. D2 sú potom cos2 ϕ/2 resp. sin2 ϕ/2. Spojitou zmenou ϕ z 0 na π tak
môºeme postupne presunú´ interferen£né maximum z D1 na D2, a minimum z D2 na D1.

J Bellove nerovnosti.

Pri predom ur£ených 8 párových kon�guráciách binárnych premenných (α, β, γ)

(+,+,+) , (+,+,−) , ... (−,−,−)

je celkový po£et párových meraní N daný sú£tom po£etností jednotlivých zrealizovaných kon�gurácií,

N = N(α+, β+, γ+) +N(α+, β+, γ−) + ...+N(α−, β−, γ−)

Zaujíma nás po£et meraní s výsledkom (α+, β−), pre ktorý musí plati´

N(α+, γ−) = N(α+, β ©ubovo©né, γ−) = N(α+, β−, γ−) +N(α+, β+, γ−)

Ke¤ºe prirodzene platí

N(α+, β−, γ−) ≤ N(α+, β−) N(α+, β+, γ−) ≤ N(β+, γ−)

dostávame príslu²nú Bellovu nerovnos´

N(α+, γ−) ≤ N(α+, β−) +N(β+, γ−)

ktorá sa dá názorne demon²trova´ na Vennovom diagrame:

N(α+, γ−) = a+ b N(α+, β−) = a+ d N(β+, γ−) = b+ c

a+ b ≤ a+ b+ c+ d
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K Vlnový balík a grupová rýchlos´.

Superpozícia dvoch (skalárnych) harmonických v¨n blízkych frekvencií
spôsobuje zázneje (pre jednoduchos´ uvaºujme rovnaké amplitúdy)

ψ1(x, t) + ψ2(x, t) = Aei(k1x−ω1t) + Aei(k2x−ω2t) = ...

= 2Aei(k0x−ω0t) cos(∆kx−∆ωt)

ω0 =
ω1 + ω2

2
∆ω =

|ω1 − ω2|
2

k0 =
k1 + k2

2
∆k =

|k1 − k2|
2

Fázové rýchlosti v¨n ψ1 a ψ2 sú v1 = ω1

k1
a v2 = ω2

k2
, a rýchlos´ záznejov - tzv. grupová rýchlos´ - je

vg =
∆ω

∆k

Zázneje s frekvenciou ∆ω tvoria amplitúdovú �obálku� pre �nosnú� vlnu frekvencie ω0, ²íriacu sa
fázovou rýchlos´ou vf = ω0

k0
. Ak v1 = v2 = vf , potom aj vg = vf . Ak v²ak v1 6= v2, potom vg 6= vf .

Môºe pritom nasta´ prípad vg > vf aj vg < vf .

Predpokladajme teraz superpozíciu harmonických v¨n zo spojitého spektra frekvencií/vlnových d¨ºok/
vlnových £ísel v tvare gaussiánu,

F (k) =
A
√
σk
e
−
(
k−k0
2σk

)2

so ²tandardnou odchýlkou σk a normovacím koe�cientom A, (závisiacim od konvencie), ktorý budeme
¤alej ignorova´. Fourierovou transformáciou

ψ(x) ∼
∫ ∞
−∞

F (k)eikxdk

dostávame priestorové rozloºenie vlny v danom £ase - vlnový balík monochromatických v¨n bez
za£iatku a konca (delokalizovaných pozd¨º celej osi x) so spojitým spektrom vlnových £ísel o ²írke
∆k ∼= σk v okolí k0. Zvo©me £as t = 0, v ktorom sú tieto vlny sfázované tak, ºe v²etky majú v mieste
x = 0 maximálnu výchylku (amplitúdu). Z vlastností fourierovskej transformácie gaussiánu vyplýva,
ºe mimo intervalu ∆x ≈ σx = 1

2σk
okolo x = 0 sa jednotlivé monochromatické komponenty s£ítavajú

s náhodnou fázou a tým sa vzájomne eliminujú.

Takýto vlnový balík sa bude ²íri´ v superpozícii jednotlivých postupujúcich komponent,

ψ(x, t) ∼ 1
√
σk

∫ ∞
−∞

e
−
(
k−k0
2σk

)2

ei(kx−ω(k)t)dk

Ak sa v²etky komponenty ²íria rovnakou fázovou rýchlos´ou vf = ω(k)
k
, £iºe ω(k) = kvf , integrál

môºeme upravi´ do tvaru∫ ∞
−∞

e
−
(
k−k0
2σk

)2

ei(k−k0)(x−vf t) eik0(x−vf t)d(k − k0) = ei(k0x−ω0t)

∫ ∞
−∞

e
−
(

q
2σk

)2

eiq(x−vf t)dq

kde q = k − k0. Po ¤al²ích úpravách dostaneme

ψ(x, t) ∼ 1
√
σx
e
−
(
x−vf t

2σx

)2

ei(k0x−ω0t) =
1
√
σx
e
−
(
x−vf t

2σx

)2

eik0(x−vf t)

Vlnový balík sa teda pohybuje ako kompaktný celok rýchlos´ou vf .

114



Ak sa v²ak jednotlivé monochromatické vlny tvoriace balík budú ²íri´ rôznymi fázovými rýchlos´ami,
rozvojom ω(k) do Taylorovho radu v okolí k0 do druhého stup¬a dostaneme

ω(k) = ω(k0) +

(
dω(k)

dk

)
k=k0

(k − k0) +
1

2

(
d2ω(k)

dk2

)
k=k0

(k − k0)2

Ozna£me vf =
(
ω(k)
k

)
k=k0

, vg =
(
dω(k)
dk

)
k=k0

a Γ =
(
d2ω(k)
dk2

)
k=k0

. Ná² balík je potom

ψ(x, t) ∼ 1
√
σk

∫ ∞
−∞

e
−
(
k−k0
2σk

)2

ei(kx−ω(k)t)dk =

=
1
√
σk
ei(k0(x−vf t)

∫ ∞
−∞

e{i(x−vgt)(k−k0)−( iΓt2
+σ2

x)(k−k0)2}dk

Pomocou série dômyselných substitúcií dostaneme integrál typu
∫∞
−∞ e

−α2
dα =

√
π, a po úpravách

dostaneme výsledný vz´ah

ψ(x, t) ∼ 1√
σx

(
1 + iΓt

2σ2
x

) e−(x−vgt2σ(t) )
2

eiθ(x,t)

kde σ(t) = σx

√
1 +

(
Γt

2σ2
x

)2

a θ(x, t) je (nepríjemne vyzerajúca) fáza postupujúcej vlny, ktorá nás

nezaujíma. (Pravdepodobnos´ nájdenia £astice bude daná výrazom ψ(x, t)ψ∗(x, t), a odtia© fáza vy-
padne.) Vidíme, ºe gaussovský vlnový balík sa ²íri grupovou rýchlos´ou vg, pri£om jeho charakteris-

tická ²írka σ(t) sa s £asom neustále zvä£²uje rýchlos´ou úmernou Γ =
(
d2ω(k)
dk2

)
k=k0

. Balík sa teda

postupne rozplynie. Je to zrejmé, ke¤ºe kaºdá z v¨n tvoriacich balík sa ²íri inou fázovou rýchlos´ou.
Grupová rýchlos´ preto má fyzikálny zmysel len dokia© je balík kompaktný.

L Difrakcia vlny na ²trbine.

Vlnenie sa pod©a Huygensovho princípu ²íri tak, ºe kaºdý bod vlnoplochy je pomyselným zdrojom
sekundárných v¨n, ktoré navzájom interferujú. Výsledkom ich interferencie v homogénnom prostredí je
²írenie pod©a zákonov geometrickej optiky. Ak rovinná vlna dopadne na hranu prekáºky, sekundárne
vlny smerujúce ²ikmo za hranu ostanú nevykompenzované - nastáva ohyb vlny - difrakcia. Ak vlna
prechádza ²trbinou, ohyb nastáva vo v²etkých smeroch pozd¨º okrajov ²trbiny. Dosah a intenzita vlny
�ohnutej� za hranami závisí od jej vlnovej d¨ºky λ, a tieº od pomeru λ ku rozmeru ²trbiny.

Na kon²truktívnej interferencii sa podie©ajú len zloºky so vzájomným fázovým posuvom ∆ϕ < π
2
,

£iºe s malým relatívnym dráhovým rozdielom ∆r
λ
. Ohyb je teda tým výraznej²í, £ím vä£²ia je λ a £ím

men²í je rozmer ²trbiny.
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Rovnako ako pri interferencii na sústave ²trbín (Dodatok D), na vzdiale-
nom tienidle za ²trbinou pozorujeme interferen£ný/difrak£ný obrazec

∆ϕ(y) = kd sinϑ(y) =
2π

λ
d sinϑ(y) =

2π

λ
d
y

D

ymax = lλ
D

d
l = 0, 1, 2, ...

M Schrödingerova rovnica.

Vynásobme HJR pre nerelativistickú £asticu (kap. II.3.4) ansatzom ψ = eiS/~,

∂S

∂t
eiS/~ +

(∇S)2

2m
eiS/~ + V eiS/~ = 0

Prvé dva £leny vyjadrime ako

∂S

∂t
eiS/~ =

~
i

∂ψ

∂t

(∇S)2

2m
eiS/~ =

i~
2m

(∇2S) eiS/~ − ~2

2m
∇2
(
eiS/~

)
=

i~
2m

(∇2S)ψ − ~2

2m
∇2ψ

a po vynásobení rovnice komplexne zdruºenou vlnovou funkciou ψ∗ dostaneme(
~
i

∂ψ

∂t
− ~2

2m
∇2ψ + V ψ

)
ψ∗ +

i~
2m

(∇2S)ψψ∗ = 0

Ten istý postup pre ψ∗ dá(
−~
i

∂ψ∗

∂t
− ~2

2m
∇2ψ∗ + V ψ∗

)
ψ − i~

2m
(∇2S)ψψ∗ = 0

S£ítaním oboch rovníc dostávame(
~
i

∂ψ

∂t
− ~2

2m
∇2ψ + V ψ

)
ψ∗ +

(
−~
i

∂ψ∗

∂t
− ~2

2m
∇2ψ∗ + V ψ∗

)
ψ = 0

Ke¤ºe ψ a ψ∗ sú navzájom nezávislé, musí plati´

~
i

∂ψ

∂t
− ~2

2m
∇2ψ + V ψ = 0 −~

i

∂ψ∗

∂t
− ~2

2m
∇2ψ∗ + V ψ∗ = 0

N Dopad elektrónu na potenciálový skok.

Predstavme si pohyb elektrónu v smere x v osi valcového potrubia, ktorého prvá £as´ je elektricky
uzemnená, kým druhá £as´ je privedená na potenciál ϕ. Vnútro oboch £astí potrubia je oblas´ou
s kon²tantným potenciálom, a rozhranie predsatvuje potenciálový skok. Elektrické pole ~E = −∇ϕ
na rozhraní, pôsobiace na dopadajúci elektrón silou

~F = −e ~E = e∇ϕ (e > 0)
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koná na ¬om prácu

W =

∫
~F · d~l = e

∫
∇ϕ · d~l = eϕ

ktorá sa prejaví zmenou jeho kinetickej energie Ekin. (Nech je prechod akoko©vek strmý, práca je
kone£ná.) De�nujme teda potenciálnu energiu elektrónu V = 0 v prvej £asti potrubia x < 0, a
V = −eϕ v druhej £asti x > 0. Ak by bol elektrón klasickou £asticou, rozhranie by spôsobilo jeho
odraz pre Ekin < V , prechod so spomalením pre Ekin > V alebo urýchlením pre V < 0.

Letiaci elektrón je v²ak reprezentovaný vlnovým balíkom, a jeho pohyb je opísaný SCHR. Rie²enie je
pomerne komplikované. Ak sa zriekneme potreby ur£i´ trajektóriu balíku v £ase, a uspokojíme sa s ur-
£ením pravdepodobnosti odrazu a prechodu (bez bliº²ej lokalizácie), vysta£íme si s ©ubovo©nou kom-
ponentou balíku s ostrou hodnotou energie, £iºe so stacionárnym stavom v tvare ψ(x, t) = ψ(x)e−i

E
~ t.

Dosadením do SCHR dostaneme

Eψ(x) =

[
− ~

2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
ψ(x)

pri£om nezaujímavú £asovú závislos´ e−i
E
~ t sme vykrátili. Pre x < 0 je priestorovým rie²ením super-

pozícia dopadajúcej a odrazenej vlny

ψ1(x) = Aeip1x/~ +Be−ip1x/~ p1 =
√

2mEkin

Pre x > 0 je rie²ením

ψ2(x) = Ceip2/~ +De−ip2x/~ p2 =
√

2m(Ekin − V )

pri£om D = 0 (ºiadna odrazená vlna). Pre Ekin > V teda máme postupujúcu vlnu so zmenenou
hybnos´ou. Ak Ekin < V , potom p2 = iκ , κ =

√
2m(V − Ekin), £o predstavuje tlmenú vlnu e−κx/~.

Rie²enia na rozhraní musia by´ �zo²ité�, £o znamená spojitos´ ψ(x) aj dψ(x)
dx

v x = 0,

A+B = C p1(A−B) = p2C

Rie²ením tejto sústavy rovníc dostávame amplitúdové koe�cienty odrazu a prechodu

R =
B

A
=
p1 − p2

p1 + p2

=

√
Ekin −

√
Ekin − V√

Ekin +
√
Ekin − V

T =
C

A
=

2p1

p1 + p2

=
2
√
Ekin√

Ekin +
√
Ekin − V

= 1 +R

V kaºdom z prípadov sa elektrón na rozhraní £iasto£ne odrazí a £iasto£ne prejde.

Vzorce pre R a T sú analogické vzorcom pre klasické vlny, kde namiesto hybností p vystupujú
charakteristické (vlnové) impedancie prostredí

R =
Z1 − Z2

Z1 + Z2

T =
2Z1

Z1 + Z2

= 1 +R

Pri impedan£nom neprispôsobení dochádza na rozhraní prostredí vºdy k odrazu. V prípade EM vlny
je Z =

√
µ0µr
ε0εr

= Z0

√
µr
εr

(Z0 =
√

µ0

ε0
∼= 377 Ω je charakteristická impedancia vákua). Pre vä£²inu

látok na optických frekvenciách platí µr ∼= 1 a index lomu n = c
vf

=
√
µrεr ∼=

√
εr. Odtia©

R =
n2 − n1

n1 + n2

T =
2n2

n1 + n2
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�rtá sa tu v²ak paradox: Hustoty pravdepodobnosti odrazeného, resp. prechádzajúceho elektrónu
majú by´ dané ²tvorcami amplitúd,

∣∣B
A

∣∣2, resp. ∣∣C
A

∣∣2. Pre prípad Ekin > V > 0 je prvá z nich men²ia
neº 1 (£o je prirodzené), druhá je v²ak vä£²ia neº 1 ! Pri klasických mechanických vlnách máme
vysvetlenie: Amplitúda vlny sa po prechode do �mäk²ieho� prostredia (men²ia impedancia) zvý²i,
tým v²ak nenarastie energia (rýchlos´ ²írenia sa zmen²í a impulz sa skráti). Pre prenos energie nie
je rozhodujúce ψ2 ale Zψ2. Ekvivalentom mechanicky �mäk²ieho� prostredia je opticky �hustej²ie�
prostredie (Z ∼ 1

n
). Podobne v prípade elektrónu je pre prenos (tok) pravdepodobnosti rozhodujúce

pψ2. V prípade odrazu do pôvodného prostredia sa p nemení, a teda vo výraze pre hustotu pravde-
podobnosti odrazeného elektrónu sa vykráti, a dostávame

∣∣B
A

∣∣2. V prípade prechádzajúcej vlny v²ak
do výrazu pre hustotu pravdepodobnosti prechádzajúceho elektrónu pribudne p2

p1
, a teda dostávame

p2

p1

∣∣C
A

∣∣2.
Má alebo nemá teda ψ2 vºdy význam hustoty pravdepodobnosti výskytu £astice? Má, ak ide o vlnovú
funkciu £astice. Na²a ψ ¬ou v²ak nie je: Rie²ili sme nestacionárny problém pohybu jednej £astice cez
rozhranie pomocou stacionárneho rie²enia SCHR - jedinej komponenty pohybujúceho sa vlnového
balíka. Podmienky spojitosti na rozhraní preto musíme aplikova´ na toky, p

m
ψ∗ψ, £ím získame správne

výsledky. Na prvý poh©ad absurdný výsledok T > 1 v²ak predsa len pripú²´a racionálnu interpre-
táciu: Pokles hybnosti p2 oproti p1 totiº zvy²uje pravdepodobnos´ nájdenia elektrónu na ur£itom
mieste v prostredí 2. Zvy²ok je uº vecou správneho normovania, a to zabezpe£íme uº spomenutým
spôsobom.

O Unitárne transformácie operátorov.

In�nitezimálne posunutie stavu |ψ〉 v smere x o δx, generované hermitovským operátorom p̂x, je
pod©a kap. II.4.4

|ψ〉 → |ψ′〉 ∼=
(

1 +
i

~
δx p̂x

)
|ψ〉

Posunutie stavu o kone£ný interval ∆x je mnohonásobným (N →∞) opakovaním in�nitezimálnych
posunutí (δx→ 0), £iºe

∆x = lim
N→∞

Nδx |ψ′〉 = lim
N→∞

(
1 +

i

~
∆x

N
p̂x

)N
|ψ〉 = e

i∆x
~ p̂x|ψ〉 = Ûx|ψ〉

(kde sme vyuºili matematickú rovnos´ limN→∞
(
1 + α

N

)N
= eα). Ke¤ºe |e i∆x~ p̂x| = 1, je zrejmé, ºe

pri takýchto transformáciách sa nemení norma stavu 〈ψ|ψ〉

|ψ〉 → |ψ′〉 = Û |ψ〉 〈ψ| → 〈ψ′| = 〈ψ|Û † 〈ψ|ψ〉 → 〈ψ|

1︷︸︸︷
Û †Û |ψ〉 = 〈ψ|ψ〉

£iºe Û †Û = Û−1Û = 1. Preto sa tieto transformácie nazývajú unitárnymi, a ich generátormi musia
by´ hermitovské operátory - v na²om prípade p̂x,

p̂x = p̂†x ⇒ U †xUx = e
i∆x
~ (

0︷ ︸︸ ︷
p̂x − p̂†x) →

(
1− i

~
δx p̂†x

)(
1 +

i

~
δx p̂x

)
∼= 1 +

i

~
δx(

0︷ ︸︸ ︷
p̂x − p̂†x) = 1

Uvedené unitárne posunutie stavu |ψ〉, generované operátorom p̂x, teda znamená nemeniace sa prav-
depodobnosti namerania jednotlivých vlastných hodnôt ©ubovo©nej veli£iny α pozd¨º osi x. Napriek
tomu v²ak výsledky meraní premennej α pozd¨º osi x môºu by´ vo v²eobecnosti rôzne, pokia© meraný
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stav |ψ〉 nie je jedným z vlastných stavov |αn〉 operátora α̂, ale náhodne do¬ho kolabuje aº meraním.
Kon²tantnou v²ak bude ²tatistická stredná hodnota 〈α〉. Tá je daná ako

〈α〉 =
∑
j

Pjαj =
∑
j

ψ∗jψjαj =
∑
j

〈ψ |αj〉︸︷︷︸〈αj|ψ〉 αj︸︷︷︸ =
∑
j

〈ψ |α̂|αj〉︸ ︷︷ ︸〈αj|ψ〉 =

= 〈ψ|α̂

{∑
j

|αj〉〈αj|

}
︸ ︷︷ ︸

1

|ψ〉 = 〈ψ|α̂|ψ〉

kde sme vyuºili rozklad stavu |ψ〉 do bázy stavov |αj〉,

|ψ〉 =
∑
j

ψj|αj〉 =
∑
j

|αj〉ψj =

︷ ︸︸ ︷∑
j

|αj〉〈αj |ψ〉

a z £isto formálnych dôvodov musí plati´ 45
∑

j |αj〉〈αj| = 1. Pre strednú hodnotu operátora
(v zmysle strednej vlastnej hodnoty) v stave |ψ〉 teda platí

〈α〉 = 〈ψ|α̂|ψ〉

Hoci sa unitárnou transformáciou táto stredná hodnota nemení, mení sa stav, |ψ〉 → |ψ′〉 = Û |ψ〉,
a nevyhnutne sa transformuje aj operátor, α̂ → α̂′. Vloºením 1 = Û−1Û do výrazu pre strednú
hodnotu dostaneme

〈ψ|α̂|ψ〉 = 〈ψ|(Û−1Û)α̂(Û−1Û)|ψ〉 = 〈ψ|Û−1(Û α̂ Û−1) Û |ψ〉 = 〈ψ′|α̂′|ψ′〉

�ubovo©ný operátor sa teda unitárne transformuje ako

α̂ → α̂′ = Û α̂ Û−1

P Kvantovanie operátorov momentu hybnosti.

De�nujme �pomocné� operátory ako komplexné kombinácie operátorov L̂x, L̂y

L̂+ = (L̂x + iL̂y)/
√

2 L̂− = (L̂x − iL̂y)/
√

2 L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z = L̂+L̂− + L̂−L̂+ + L̂2

z

s komuta£nými vz´ahmi

[L̂+, L̂−] = L̂z [L̂z, L̂±] = ±L̂± [L̂2, L̂j] = 0 [L̂2, L̂±] = 0

Operátory L̂± sú potom zvy²ovacím/zniºovacím operátorom vzh©adom na vlastné hodnoty m~
príslu²né k vektorom |ψm〉, lebo platí

L̂z|ψm〉 = m~|ψm〉 L̂z(L̂±|ψm〉) = L̂z|ψm±1〉 = ... = (m± 1)~|ψm±1〉

Hermitovský operátor L̂2 komutuje so v²etkými týmito operátormi. Pre jeho vlastné hodnoty môºeme
formálne písa´

L̂2|ψm〉 = µ2|ψm〉 (µ - reálne £íslo)

45Vo vektorovej algebre 〈a| odpovedá riadkovému a |a〉 st¨pcovému vektoru, |a〉〈a| je teda dyadický sú£in vekto-
rov, ktorého výsledkom je matica. V na²om kontexte je |αj〉〈αj | = P̂j tzv. projek£ný operátor - aplikovaním na
|ψ〉 �vyprojektuje� jeho priemet na |αj〉. Podmienka

∑
j P̂j = 1 znamená úplnos´ bázy.
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kde µ vyjadruje ve©kos´ momentu hybnosti ~L. Pre zvy²ovací/zniºovací operátor potom vieme odvodi´
vz´ah

L̂±|ψm〉 =
√
µ2 −m(m± 1) ~|ψm±1〉 ⇒ µ2 ≥ m(m± 1)~2

Spektrum vlastných hodnôt m~ je ohrani£ené zdola, resp. zhora, len ak platí

L̂−|ψmin〉 = 0 L̂z|ψmin〉 = mmin~|ψmin〉 L̂2|ψmin〉 = µ2|ψmin〉 mmin(mmin−1)~2 = µ2

L̂+|ψmax〉 = 0 L̂z|ψmax〉 = mmin~|ψmax〉 L̂2|ψmax〉 = µ2|ψmax〉 mmax(mmax+1)~2 = µ2

Z toho vyplýva
mmax = −mmin := l µ2 = l(l + 1)~2

a jednotkový pokles/nárast vlastných hodnôt m~ je obojstranne ohrani£ený, −l ≤ m ≤ l . Existuje
teda N jednotkových preskokov medzi hodnotami −l a l, £iºe l = −l+N a odtia© l = N

2
. Hodnota l

teda môºe o£ividne by´ len celo£íselná alebo polo£íselná, a pre kaºdé l existuje 2l + 1 hodnôt m,

l = 0,
1

2
, 1,

3

2
, ... m = l, l − 1, ...− l + 1,−l

Úplné oto£enie stavu o 2π v²ak v reálnom 3D priestore musí znamena´ identitu, ψ(ϕ+ 2π) = ψ(ϕ),
£o pre m = l znamená eil(ϕ+2π) = eilϕ, £iºe l môºe by´ len celo£íselné.

Identická algebra (s výnimkou poslednej poznámky) platí pre operátory momentov hybnosti ~S a ~J
z kap. II.5.4.

Q Zniºovací a zvy²ovací operátor.

De�nujme operátory â, â+ a n̂ = â+â pomocou komuta£ného vz´ahu

[â, â+] = 1 ⇒ [â, n̂] = â [â+, n̂] = −â+

Predpokladajme tieº, ºe |ψn〉 sú vlastné stavy operátora n̂ s prislúchajúcimi vlastnými hodnotami n,

n̂|ψn〉 = n|ψn〉
Potom platí

n̂ â|ψn〉︸ ︷︷ ︸ = (n̂â−
0︷ ︸︸ ︷

ân̂+ ân̂)|ψn〉 = [n̂, â]|ψn〉+ ân̂|ψn〉 = −â|ψn〉+ ân|ψn〉 = (n− 1) â|ψn〉︸ ︷︷ ︸
Znamená to, ºe stav â|ψn〉 je vlastným stavom operátora n̂ s vlastnou hodnotou zníºenou o 1 oproti
stavu |ψn〉, £iºe â|ψn〉 → |ψn−1〉. Rovnakým spôsobom môºeme ukáza´, ºe â+|ψn〉 → |ψn+1〉. Operá-
tory â a â+ nazývame preto zniºovacím resp. zvy²ovacím operátorom.

Pre vlastné stavy hamiltoniánu harmonického oscilátora pod©a kap. II.4.8 platí

Ĥ|ψn〉 = ~ω0

(
â+â+

1

2

)
|ψn〉 = ~ω0

(
n̂+

1

2

)
|ψn〉 = ~ω0

(
n+

1

2

)
|ψn〉

odkia© dostaneme správne normovanie pre operátory â, â+

â|ψn〉 =
√
n|ψn−1〉 â+|ψn−1〉 =

√
n|ψn〉
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R Moment hybnosti Diracovho po©a.

Vo v²eobecnosti, hybnos´ a moment hybnosti po©a získame z tenzora energie-hybnosti-napätia, ktorý
zas odvodzujeme z lagrangiánu daného po©a. Lagrangián pritom, v rámci ur£itej vo©nosti, kon²tru-
ujeme tak, aby dosadením do Eulerovej-Lagrangeovej rovnice viedol na správnu pohybovú rovnicu
(t.j. takú, ktorej rie²enia sú v zhode s experimentom).

Objemová hustota hybnosti Diracovho po©a, získaná týmto spôsobom, je

~g = −i~
4

(
ψ†∇ψ − 1

c
ψ†~α

∂ψ

∂t
− (∇ψ†)ψ +

1

c

∂ψ†

∂t
~αψ

)
Po dosadení £asových derivácií z DIR a úpravách dostaneme

~g = −i~
2

[
ψ†∇ψ − (∇ψ†)ψ

]
+
~
4
∇× (ψ†~αψ)

Moment hybnosti je potom

~J = −i~
2

∫
~r ×

[
ψ†∇ψ − (∇ψ†)ψ

]
dV +

~
4

∫
~r × [∇× (ψ†~α)ψ] dV =

= −i~
2

∫
~r ×

[
ψ†∇ψ − (∇ψ†)ψ

]
dV +

~
2

∫
ψ†~αψ dV

S Odvodenie Pauliho rovnice.

DIR v EM poli rozpísaná na zloºky bispinoru je (kap. II.6.1)

i~ ∂
∂t
χ = c ~σ · ~̂πξ + qϕχ+ E0χ

i~ ∂
∂t
ξ = c ~σ · ~̂πχ+ qϕξ − E0ξ

~̂π = (−i~∇− q ~A) E0 = mc2

Pre 0 < E ∼= E0 h©adáme rie²enia v tvare

χ(~r, t) ∼= e−iE0t/~ψ(~r, t) ξ(~r, t) ∼= e−iE0t/~Θ(~r, t)

a v limite
∣∣∣ i~ψ ∂ψ

∂t

∣∣∣ , ∣∣ i~Θ ∂Θ
∂t

∣∣ , qϕ� E0 dostaneme sústavu rovníc

i~ ∂
∂t
ψ = c ~σ · ~̂πΘ + qϕψ

��
��i~ ∂

∂t
Θ = c ~σ · ~̂πψ +��

�qϕΘ− 2E0Θ

a odtia©

Θ ∼=
~σ · ~̂π
2mc

ψ i~
∂

∂t
ψ =

(
~σ · ~̂π

)2

2m
ψ + qϕψ

Komponenta Θ je nepodstatne malá (|~π| � mc), a môºeme ju ignorova´. Zd¨havej²ími úpravami
dostávame(

~σ · ~̂π
)2

= ~̂π2 + i~σ · [~̂π × ~̂π] [~̂π × ~̂π]j = εjkl[π̂k, π̂l] = ... = iq(∇× ~A)jεjkl = iqBjεjkl

kde ~B = ∇ × ~A je magnetické pole. Nerelativistická DIR teda prejde na Pauliho rovnicu pre
dvojkomponentný spinor ψ(~r, t)

i~
∂

∂t
ψ(~r, t) ∼=


(
−i~∇− q ~A(~r, t)

)2

2m
− q~

2m
~σ · ~B(~r, t) + qϕ(~r, t)

ψ(~r, t)
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