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Uvod

Klasicka fyzika sa zrodila z usilia generacii myslitelov, pozorujtcich Prirodu a snaziacich sa uhadnut
jej zakonitosti. Snaha sformulovat najdené, tusené ¢i pochopené zakonitosti do zrozumitelnych wvgj-
rokov si vynucovala potrebu definovat zédkladné pojmy - akési stavebné kocky, z ktorych bolo mozné
takéto vyroky poskladat. S istou davkou zjednodusSenia historie mozeme tvrdit, Ze to, ¢o po staro-
pojmov v nepredpojatom pozorovani Prirody, a nie v mystickych a nédbozenskych predstavich (Go
v8ak nemuselo nevyhnutne znamenat odklon alebo rozpor s tymito predstavami). Napriklad zmys-
lové vnimanie veci rozmiestnenych v priestore a neustile sa meniacich takto viedlo k zrodu dvoch
zékladnych pojmov klasickej fyziky - polohy v priestore a ¢asu ako ,suradnice okamihu“ v plynuti
udalosti.

Zrod fyziky takej ako ju vnimame dnes nastal ruka v ruke s poziadavkou zakonitostiam Prirody nielen
porozumiet, ale dokazat ich aj kvantifikovat, t.j. vyjadrit v ¢iselnych mierach. Kazdy zo zakladnych
fyzikilnych pojmov musel odvtedy ,zniest* dve otazky: ,Co je to?“ a ,Kolko je toho?“. Géniovia
ako I. Newton, G.W. Leibniz a dalsi sibezne s fyzikou rozvijali matematicky aparat ako nastroj
poskytujuci jednoznéné odpovede na otazky ,,Kolko ... ?“. Pre pojmy cas a priestor tieto poZziadavky
prirodzene viedli k ich univerzdlnosti - stali sa ,javiskom s nastennymi hodinami®, v ktorom boli
rozmiestnené vSetky fyzické objekty a odohravali sa tu vSetky fyzikalne deje. Tato univerzalnost
pritom nebola nijako narusena vyberom stiradnicovych ststav a ¢asomier.

Dalsimi fundamentalnymi pojmami, ktoré sa postupne etablovali vo fyzike, boli hybnost a energia.
Motivovana pozorovanim Prirody (napr. skal ratiacich sa dolu svahom) sa prirodzenym kvantifikato-
rom ,mnoZstva pohybu® (quantitas motus, R. Descartes, I. Newton) ukazovala byt hybnost p'= ma,
a kvantifikditorom schopnosti hmoty konat mechanickt pracu (napr. roztrhnut kotol) - akejsi ,zivej
sily“ (vis viva, G.W. Leibniz) schovanej vovnitri hmoty - energia (pohybova, polohovi, tepelna,...).
Ani rozvoj matematickych metod vo fyzike, sprevadzany definovanim abstraktnejSich pojmov ako
lagrangian ¢i Hamiltonova funkcia, neznamenal odklon fyziky od ,hmatatelnych“ prejavov Prirody
- tieto nové pojmy ostali skibené s povodnymi, majicimi empiricky zrozumitelny a predstavitelny
obsah.

Toto sa vsak zmenilo s prichodom 20. storocia a rozvojom novych experimentalnych technik pri-
néasajucich objavy (nespochybnitelné vysledky merani), ktoré do jestvujucich fyzikidlnych schém ne-
zapadali. Dnes uz chapeme, Ze jadro problému nespocivalo ani tak v chybnosti schém, ale skor
v obmedzenej pouZitelnosti zdkladnijch pojmov. Ukézalo sa, Ze ak chceme Prirodu chéapat ¢oraz detail-
nejsie, a konfrontovat toto nase chapanie s vysledkami experimentov, ktorych citlivost lezi hlboko pod
prahom ndsho zmyslového vnimania, nevysta¢ime si uz s pojmami vytvorenymi v minulosti len na
zéklade nasej zmyslovej skiisenosti. Toto poznanie v8ak prichddzalo postupne a klukatymi cestami,
¢o stazovalo (a dodnes stazuje) fyzikom odhodlanie odputat sa od starych pojmov, ktoré navyse
velmi dobre sluzia v klasickej fyzike. Neostava nam teda ni¢ iné, nez do tychto starych pojmov vliat
novy, vieobecnejsi obsah (zahritujici povodny len ako limitny , klasicky“ pripad). Daf, ktora pritom
musime zaplatit, je odklon od ,hmatatelnych* predstav k abstraktnejsim, ¢asto uchopitelnym len
pomocou matematického formalizmu. Vel mi ¢asto to dokonca vyvoléva aj pocit odklonu od ,zdravého
rozumu®. Naozajstny zdravy rozum nam vsak veli drzat sa experimentalnych faktov (za predpokladu,
7e su ziskané korektne, overitelne a nespochybnitelne), a dosledne im prisposobit nase predstavy o



Prirode, nech by sa na prvy pohlad javili akokolvek bizarnymi.

Obl'ubené ucebnice tivodu do modernej fyziky (Beiser: Concepts of Modern Physics alebo Serway,
Moses, Moyer: Modern Physics) putavym a pristupnym sposobom opisuju historicky sled kl'a¢ovych
experimentov a s tym suvisiaci vyvoj fyzikalnych predstav. Vyvoj sa v8ak nikdy nevyhne omylom
a slepym ulickam, a aj ked chronologicky pristup mé nepochybné ¢aro pre zaujemcov o vijvoj po-
znania, pre Studentov fyziky budujucich si prvé predstavy o ,nepredstavitelnych® vlastnostiach sveta
mimo hranic zmyslového vnimania takyto pristup moze byt kontraproduktivnym. Na miestach vyza-
dujticich interpretaciu preto tento text dosledne prezentuje sicasny pohlad, a historicky prekonané
interpretacie komentuje len okrajovo. Predovsetkym vSak nabada citatela nepodlahnut pokuSeniu
za kazdu cenu vtesnavat modernu fyziku do klasickyjch predstav, ale vychadzajic z prezentovanych
experimentalnych faktov hladat a prijimat vysvetlenia minimalizujtce zloZitost opisu (podla tzv.
principu Occamovej britvy), hoci aj na tkor ich predstavitelnosti a ,prirodzenosti®.

Text v ziadnom pripade nie je u¢ebnicou teodrie relativity, kvantovej ¢i atomovej fyziky - tato tlohu
prenechéva dostupnym kvalitnym ucebniciam. Takisto nekonkuruje spominanym uc¢ebniciam tvodu
do modernej fyziky v ich opise klic¢ovych experimentov ¢i technickych aplikacii. Nekopiruje ani Sirku
ich zaberu - naopak, rozsiruje tento zaber o témy, ktoré podla nazoru autora doplfiaji a sceluji
obraz modernej fyziky. Na trovni zékladnych kurzov totiz nevyhnutne, a z pochopitelnych dévodov,
ostavaji mnohé otazky nezodpovedané. Pre zaciato¢nika dychtiaceho po poznani tak vznikaju ,biele
miesta na mape”, ktoré sa snazi vyplnit pomocou vlastnej predstavivosti a prirodzenej intuicie. Obe
vSak v pripade modernej fyziky zlyhavaju, a rodiaci sa obraz moze byt deformovany.

Zakladnym ciefom textu je zdoraznit, ze moderné fyzika nie je fyzikou inou (oproti klasickej) ale
len zovseobecnenou. Akokolvek bizarné su obrazy, ktoré nam moderna fyzika pontka, v limite ,bez-
nych kazdodennych“ §kil musia splynut s klasickym obrazom. Hoci v8etky zékonitosti klasickej fyziky
st jednoznacne a jednosmerne odvoditelné zo zadkonov - postulatov modernej fyziky, v tomto texte
zvac¢sa postupujeme ,yv protismere. Milnikmi na tejto ceste st pre nas klu¢ové experimenty, a maja-
kom na jej konci je stcasny obraz, oprosteny od generaciami zauzivanych ale dnes uz prekonanych
predstav, a tento obraz sa budeme snazit (tak trochu riadene) juhadnut®. Na tejto ceste budeme
postupne revidovat (v zmysle zovseobecnenia ich obsahu) zakladné fyzikilne pojmy, akymi st po-
loha, ¢as, hybnost, energia, hmotnost ¢i ndboj, vratane tych najzékladnejsich fyzikalnych pojmov -
hmotnd castica a jej pohyb. V texte sa striedaju kapitoly bohatSie na matematicky aparat s kapito-
lami s obsiahlym slovnym komentarom. Obsahom prvych st témy, pri ktorych prave matematicky
opis pontika najvystiznejsi a zrozumitelny vyklad. V pripade tych druhych ide o témy atakujtice skor
nasu predstavivost, a pri ktorych by forméalny (aj ked exaktny) matematicky aparat mohol posobit
ako neprimerand zataz.

Zmnalému ¢itatelovi isto neunikne mnoZstvo zjednodusSeni a nepresnosti, pritomnych kvoli autorovej
snahe nezatazit Citatela-zacCiatocnika prilisnymi detailami. Pre neiimyselné nepresnosti autor vyho-
vorku nema.
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CESTA K RELATIVISTICKEJ FYZIKE

I.1 Relativita priestoru a casu.

1.1.1 Lorentzove transformacie.

Zavisenie klasickej elektrodynamiky sformulovanim Maxwellovych rovnic (r. 1862) prinieslo aj za-
sadny poznatok o povahe svetla: Svetlo je elektromagntické (EM) vinenie. Podla vtedajsich predstav
vSak kazdy druh vlnenia potrebuje ku svojmu Sireniu urcité prostredie, a pre svetlo mal byt tymto
prostredim éter - blizSie neSpecifikovand substancia prestupujica celym Vesmirom. Rychlost EM
viny ¢ = \/Eﬁ%, vyplyvajuca z Maxwellovych rovnic, bola teda chapané ako rychlost vzhladom na
éter. Nebolo pritom jasné, ¢i sa Zem pri svojej rotacii pohybuje tiez vzhladom na éter, alebo ho
strhéva so sebou. Rozhodnit v§ak mohli uz vtedy pomerne presné merania rychlosti svetla Siriaceho
sa v roznych smeroch, a vektorovo sa séitavajucej s rychlostou pohybu Zeme.

K tomu mal slazit Michelsonov-Morleyho interferometer. Polopriepustné
zrkadlo v jeho strede rozdeluje la¢ zo zdroja do dvoch navzajom kolmych
ramien rovnakej dizky [, zakon¢enych zrkadlami. Pri rovnakej rychlosti vo
vSetkych smeroch lace odrazené z koncov oboch ramien interferuji na de-

tektore konstruktivne. Pri pohybe interferometra voc¢i éteru v smere jed- 3 4 >H
ného z ramien rychlostou u by malo dojst (v dosledku skladania rychlosti) Etegpetly L
k fazovému posuvu medzi interferujicimi li¢mi a naruSeniu konstruktivnej CH

detektor

interferencie. Takyto vysledok v8ak nikdy nebol zaznamenany. (Detailnejsie e
mierjerencia

sa interferenciou svetla zaobera kap. I1.1.1.)

Tento zasadny experimentalny poznatok je obsiahnuty v postulatoch $pecialnej teérie relativity,'
vztahujicej sa na pozorovatelov v inercidlnej vztaznej sustave - takej, v ktorej plati 1. Newtonov
zékon:?

1. Rychlost svetla vo vdkuu je ¢ (konstanta), bez ohladu na pohybovy stav pozorovatelov.

2. Neezistuje privilegovand vztaind sustava (éter). Zdkladné rovnice fyziky magji rovnaky
tvar vo vsetkyjch inercidlnych sustavdch.

Invariantnost rychlosti svetla v8ak rica klasické predstavy o priestore a ¢ase. Predpokladajme pohyb
Michelsonovho-Morleyho interferometra v smere jedného z ramien konStantnou rychlostou u. Pre
pozorovatela spojeného s interferometrom st drahy la¢ov v oboch ramenach rovnaké, a na detektore
nastava konstruktivna interferencia (v sihlase s experimentami). Pre  klasického“ (newtonovského)
pozorovatela v stacionarnej laboratdrnej ststave v8ak 1a¢ prechadzajuci polopriepustnym centralnym
zrkadlom v smere pohybu interferometra musi preletiet vzdialenost [ zvi¢Sent o drahu unikajiceho

1Specialnu teoriu relativity sformuloval A. Einstein v r. 1905.
2 Teleso zotrvdva v pokoji alebo priamociarom rovnomernom pohybe, pokial nati nepdsobs Ziadna sila. Pozorovatel
spojeny s inercidlnou sustavou nepocituje Ziadnu zotrva¢nu (pseudo)silu, ktora by vyvolavalo zrychlenie.



koncového zrkadla za ¢as t1, a po odraze naopak vzdialenost zmenSent o drdhu centralneho zrkadla
priblizujiceho sa za cas ts.

cti=1l+uty, = t1 = /
cC—U :
_ l — l |
clo =1 —uty = ty= c+u 0 IR il
Celkova doba preletu pozdlznym ramenom je P uts
teda ' -
2l
b1+t = < w2
c2

Pre celkovi dobu preletu prie¢nym ramenom plati (podla Pythagorovej vety)

(cts)? = I + (ut3)? = 243 = ——— a teda ty + ty # 24

éasy dopadu lacov sa liSia - tento vysledok narusuje konstruktivnu interferenciu. Experimentalny vy-
sledok vSsak neméze byt kvalitativne odlisnij z pohladu réznych pozorovatelov! Tento paradox zanikne
ak pripustime relativne skrdtenie ramena v smere pohybu interferometra a z pohladu staciondrneho

2
pozorovatela® o faktor - 5.

Vo vieobecnosti je teda dizka objektu v smere jeho pohybu relativna (ako aj pohyb samotny). Pre
pozorovatela S’ spojeného s objektom je tento objekt v pokoji, a jeho dlzka je vlastnou dizkou ['.
Laboratorny pozorovatel S vSak pozoruje tzv. FitzGeraldovu- - i S
Lorentzovu kontrakciu dlzky objektu v smere pohybu ‘ I " et

ra; ; x’

2 / 2 - 2z '

U l

l:l‘—l‘:l‘/—x, 1——:— > i ',.| "1?2
2 1 ( 2 1) 2 v tycC spojena ol Qe

so sustavou S T Iy

kde sme pouzili obvykla relativisticka notéciu

1 1
v = =
f1- V1-—p5?

Vratme sa k celkovej dobe preletu lac¢a prieénym ramenom interferometra. Pre pozorovatela S’ je to
vlastny ¢as 17" = 2%, ¢o je rozne od T = 2t3 pre pozorovatela S. RieSenim tohto paradoxu je opét
relativne ,spomalenie hodin“ v pohybujicej sa sustave z pohladu laboratdrnej sistavy - dilatacia
casu

u
F=z

T =~T'

Majme pritom na paméti, ze (v zmysle 2. postulatu) oznacenie jednej inercidlnej sustavy za labora-
tornu a druhej za pohybujticu sa je vzhladom na relativnost ich vzajomného pohybu zamenitelné.*

Prechod od opisu v jednej inercidlnej stustave k opisu v druhej sa na- ] )
zyva Lorentzovou transformaciou. Na zaklade uvedenych vztahov ‘IS S’ udalost
mozeme odvodit transformac¢né vztahy medzi priestorovymi a caso- " =

vymi stradnicami urcitej udalosti z pohladu oboch ststav.

rd i T
ut/ut! ——»
T
/ >
X T .
S: r=ut+— S —=ut' + 2 X
Y Y
3Sposob zmerania takéhoto skratenia opiSeme v kap. 1.1.3.
4Kazdy z dvojice takychto pozorovatelov zavidi tomu druhému, Ze starne pomalgie.




Odtial dostavame Lorentzove transformac¢né vztahy (LTV) sturadnic v smere relativneho pohybu
ststav

' =~z — ut) = y(x — Blct]) r =2 +ut') =~ + Blct'])
Priestorové saradnice kolmé na smer vzajomného pohybu ststav sa transforméciou nemenia. LTV
casovgjch suradnic dostaneme eliminovanim x resp. x’ v priestorovych LTV,

ct' = v (ct — Bx) ct = (ct' + pa’)

u

V limite malych rychlosti 8 = % — 0 dostdvame v — 1, a LTV prejdi na klasické Galileove
transformacie.

1.1.2 Casopriestor a Stvorvektory.

LTV nam ukazuji, ako sa prechodom od jednej inercidlnej sustavy k druhej ,mieSaju“ priestorové
a Casové siradnice - priestorova zlozka v jednej ststave je dana priestorovou aj casovou zlozkou
v druhej. Takato transformacia pripomina rotaciu pravouhlych siradnic v rovine x — y o uhol ¢:
r-ova zlozka dizky tyce Aa’ v S’ je kombinaciu z-ovej a y-ovej zlozky

v (relativne) pootocenej sustave S,

Sr A S" L
Az’ = Az cosp + Aysing (Ay’ obdobne) \ I_>/
Ax
SRS

Sucasne plati, Ze pootocenim sistavy sa dlzka tyce nezmeni, teda

-

(Az)? + (Ay)? = (A2")? + (Ay)? = L? (cos® ¢ +sin® p = 1) Ax!

Tato rovnica je formélne rovnicou kruZnice, a teda rotacia siradnicovej siistavy v rovine je ekviva-
lentn&d pohybu po kruznici so stredom v spolo¢nom podiatku siradnicovych sustav S a S’. Aj tu
najdeme podobnost s LTV, z ktorych moézeme ukazat, ze pre vzdialenosti dvoch udalosti v Case a
priestore z pohladu S aj S’ plati

(As)? = (cAt)? — (Az)? = (cAt')? — (Az')? = (As)? = konst.

Toto je pre zmenu rovnica hyperboly, a Lorentzova transformacia je teda ekvivalentna pohybu po hy-
perbole v rovine z-ct. Ak uvazime, 7e pre hyperbolické funkcie plati cosh? » —sinh? ¢ = 1, nabada nés
to vyjadrit LTV analogicky ako bezné rotécie, no nahradenim goniometrickych funkcii v uvedenych
vztahoch hyperbolickymi. Potom?®

1
- = r‘)/
V1— 2
Cela tato tivaha nas vedie k tomu, Ze Casovi os moézeme vnimat ako fyzikdlne rovnocenni pries-
torovym, a na$ 3D priestor moZeme rozgirit na 4D Easopriestor, v ktorom body priestoru (,tu®)
nahradzame Casopriestorovymi udalostami (,tu a teraz”). Jedinou netrivialnostou takejto konstruk-
cie je, ze na rozdiel od rovin z-y, y-z, x-z geometria rovin z-t, y-t, 2-t nie je euklidovska. Hovorime

o Minkowského metrike. Experimenty vSak jednoznac¢ne ukazuji, ze nas Casopriestor takym na-
ozaj je.

cosh ¢ = sinh ¢ = B~ tanhqb:B:% €(—-1,1)

Tak ako polohu bodu v 3D priestore (vzhladom na podiatok stiradnicovej ststavy) vyjadrujeme
pomocou polohového vektora 7 so zlozkami z,y, z (v kartézskych stradniciach), resp. x;, j = 1,2,3

mdcia Sir§i vyznam - zahriuje aj ¢isto priestorové rotacie sustav. Slovenska terminolégia vSak nem4 samostatny vyraz
pre ¢asopriestorové rotéacie (angl. boost), preto v tomto texte uprednostnime uzsi vyznam tohto pojmu.



(vSeobecne), polohu udalosti v ¢asopriestore vyjadrujeme pomocou polohového Stvorvektora z,,
w=0,1,2,3, so zlozkami ct,x,y, 2.5 Vyznam zavedenia $tvorvektorov spoc¢iva prave v tom, Ze pri
lorentzovskych transformaciach sa zachovava ich velkost (tym, Ze jednotlivé jeho zlozky sa ,prelievaju*
jedna do druhej) - velkost §tvorvektora je tzv. lorentzovskym skalarom.’

V euklidovskej metrike vieme velkost vektora (resp. jej kvadrat) elegantne vyjadrit pomocou skalér-
neho si¢inu, r? = 7- 7. V Minkowského metrike je vsak (kvoli znamienku minus medzi ¢asovou a
priestorovou ¢astou) definovanie skalarneho stacinu storvektorov vyzvou, ktoru literatiira riesi viace-
rymi alternativnymi spdsobmi - konvenciami. UkdZzeme tu najrozsirenejSie z nich:

1. Casovu zlozku $tvorvektora definujeme ako imagindrnu,
o N2 2 2 2 2 2
x, = (ict,T) xuxy, = (ict)” + (21)” + (22)° + (23)° = 1" — (ct)
o ~o . E t . k . L, . k st . d 8
pricom pouzivame Einsteinovu konvenciu (sumaciu cez opakujtci sa index).

2. Definujeme kazdy Stvorvektor v dvoch fyzikidlne ekvivalentnych tvaroch - kovariantnom,
3

x, = (—ct,7), a kontravariantnom, z* = (ct,7), a skalarny sa¢in v tvare

o J7— — 2 2
ttx, =zt = =1r"—(ct)
3. Kovariantny tvar definujeme s prehodenymi znamienkami priestorovej a casovej casti,
x, = (ct,—7), a skalarny si¢in v tvare

oty =x,2t = .= (ct)? —r?

V dalgich ¢astiach textu sa budeme pridrziavat prave tejto konvencie.

Neskor definujeme dalsie $tvorvektory, vSetky vSak buda mat rovnaka Struktiru X# = (Xo,f )

- Lasovia” skaldrnu cast Xy a ,priestorovi® vektorovi Cast X , a medzi inercidlnymi sustavami S a S’
sa buda A} a zlozka X, (v smere rychlosti @ relativneho pohybu S) transformovat podla LTV

X =7 (X — BX) Xo =7 (A + B
Xy =7 (X — BX) Xy =7 (X, + BXY)

—

pri splneni podmienky X2 — (X)2 = X2 — (X')2. Zlozky X kolmé na smer @ sa transformaciou
nemenia.

Zavedenie Stvorvektorov v ziadnom pripade nie je len matematickym trikom. Relativisticky charakter
¢asu a priestoru znamena, ze ¢asovy a priestorovy vyvoj fyzikalnych objektov je mozné od seba oddelit
len v nerelativistickom priblizeni, v < c. Stvorvektory st matematickymi reprezentaciami objektov
WZijacich® v ¢asopriestore, a Lorentzove transformdcie su ich rotdciamd.

1.1.3 Relativita suc¢asnosti.

Zamyslime sa teraz, ako moze stacionarny pozorovatel S zmerat kontrahovana dizku L relativisticky
sa pohybujtceho objektu, napr. vagonu, ktorého vlastna dizka (v ststave S’) je L'. Pontika sa nasle-
dovny scenar: Pozdlz trate rozostavime stacionarne detektory (v S), schopné zachytit kratky impulz
zo zdrojov na oboch koncoch vagonu, x| a xf,.

6Prevazna Cast literatiry pouZiva rovnaké znalenie z,, pre Stvorvektor ako aj jeho genericku zlozku, ¢o sa ale da
T'ahko rozlisit z kontextu.

7.Oby¢ajné* skaldry sa lorentzovsky transformuju (napr. ¢as t). Veliciny invariantné voé¢i transformacidm maji
kli¢ovy vyznam v modernej fyzike.

8V tomto zapise z,x, moze byt x, vo vizname Stvorvektora aj jeho zloziek.
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V istom okamihu sprievodca vo vagone (S’) sucasne aktivuje oba zdroje, ¢o za-

. . ol Ll
znamenaji dva konkrétne stacionarne detektory v x; a xo (S). Pomocou LTV~ S QJ—@L»
dostavame E «

L =3 —xy =9[(ah — ) +ulty — )] =L .
lebo t, = t|. Ked7e vSak v > 1, dostavame L > L', ¢o nie je o¢akdvana kontrakcia! 5 ;L,
—
S
Modifikujme meranie tak, ze zdroje impulzov sicasne aktivuje pozorovatel v S, ®.. _ .@
Cize tentokrat to = t1, a teda &
L/
cty—t) =...=BL L=.==
Y

Toto je spravny vysledok. Na prvy pohlad vidime, Ze kamehom trazu je relativnost sucasnosti.
Udalosti st¢asné v .S vo vSeobecnosti nie st sticasné v S’, a naopak. Lahko nahliadneme (z LTV),
ze zhoda na sucasnosti nastane len v pripade sumiestnych udalosti, x; = x5 ( a teda aj x| = x}).
Pri¢inou je kone¢na rychlost svetla, limitujica Sirenie pri¢innych savislosti.

Minulost a budicnost vzhladom k danej udalosti A (,teraz )

tu“) st oblasti ¢asopriestoru definované potencidlnou kauzdl- budiienost - ct
nostou: Vsetky udalosti, ktoré mohli (ale nemuseli) ovplyvnit oA _
udalost A, predstavuji jej minulost, a vSetky udalosti, ktoré T=—ct b -cAt
mozu byt ovplyvnené udalostou A, si jej budicnostou. Mi- 1 % '
nulost a budiicnost st ¢asopriestorovo ohranicené svetelnym — minulost -
kuZelom prislusnym k udalosti A, a histérie kauzalnych re- voct A . \
tazcov udalosti si svetoCiarami vovnutri kuzelu. S

TR udalost’ B

T

T udalost A
(,teraz tu”)

éasopriestorové vzdialenost bodu A od Tubovolného bodu vovnitri svojho svetelného kuzelu musi
spliat nerovnost (cAt)? > (Ar)?, ¢ize svetlo ,musi maf dostatok ¢asu“ na prejdenie danej priesto-
rovej vzdialenosti. Udalosti mimo svetelného kuzelu udalosti A nemézu s hou byt kauzalne spojené,
predstavujt akisi ,gedi zonu® - pritomnost. Plati pre ne (cAt)? < (Ar)?, a nie je mozné jednoznacne
urcit ich ¢asovy sled voci A, ¢o sposobuje relativnost sicasnosti.”

I.2 Relativistickd kinematika a dynamika.

1.2.1 Transforméacie a skladanie rychlosti.

Pohyb telies opisujme vidy vzhladom na zvoleni laboratdrnu sustavu, S. Jadrom relativistickej kine-
matiky je skuto¢nost, ze kazda inercidlna ststava sa riadi vliastngm ¢asom, ktory sa medzi stistavami
transformuje. VSetky ¢asové derivacie (rychlosti, zrychlenia, ...) vzhladom na dand ststavu sa deri-
vaciami podl'a tohto vlastného ¢asu (a odpovedajico tomu sa transformuji do inej stustavy). Zlozky
rychlosti ¥ pohybujiceho sa objektu v ststavach S a S’ st definované ako

dx . d!

U:—atd’. V., = ——
Tdt Tdr

9Kym ¢asovy sled udalosti na svetociare vovnutri kuZelu je absolitny - rovnaky pre vietkych pozorovatelov, udalost
B leziacu mimo svetelného kuZzelu udalosti A by rdzni pozorovatelia vyhodnocovali ako predchédzajicu A, sicasniu
s A, alelo aj zaostavajicu za A.

atd.




Ak sustavy S a S’ st vo vzajomnom pohybe konStantnou rychlostou v v smere osi x, potom medzi
x-ovymi zlozkami rychlosti objektu plati (na zaklade LTV) transformac¢ny vztah

, Yldx — udt] Uy — U vl 4w
Uzz—ux ::—um Ve = w!
v [dt - %] - 1+ 2%

Pre zlozky rychlosti ¥ kolmé na u sice plati dy’ = dy, dz’ = dz, ale dt’ # dt, a teda

vy o

V== V=
— ] ]
Zaujimavy je pripad v/, = ¢, teda ak sa v (pohybujicej sa) stustave S’ §iri svetlo. Z pohladu ststavy

S dostavame pre rychlost svetla
c+u

Uy = =.=c
v stlade s 1. postulatom tedrie (kap. 1.1.1). Rychlost svetla nemoze

byt Ziadnym objektom prekroc¢end. Pre ilustraciu uvedme priklad S’
Sirenia svetla v idticom vagone. Svetelny zablesk generovany v strede ur o ey
vagonu dopada sicasne (v S’) na protilahlé steny. —,

Z pohladu S sa vSak drahy zablesku v smere a proti smeru pohybu B g -

vagonu ligia o drahu prejdenti vagénom, a pri rychlosti Sirenia ¢ teda 5 P
dopady zablesku na protilahlé steny nebudu suc¢asné. Pre nesimiestné o
udalosti je sucasnost relativna (kap. 1.1.3).

Relativistické skladanie rychlosti vedia aj k modifikacii Dopplerovho javu. Pri klasickom Dopplerovom
jave zmena pozorovanej frekvencie w, voci frekvencii zdroja vilny w, je dana algebrickym s¢itavanim
rychlosti §iriacej sa vlny (napr. zvuku) ¢, a rychlosti zdroja v,, resp. rychlosti pozorovatela v,,

Cy £ U , ) . .

Wp = Wy——— (horné znamienko pre pribliZzovanie)

Cy F U
KedZe vsak klasickid vlna potrebuje na svoje Sirenie hmotné prostredie, toto prostredie tvori pre-
ferovani sustavu, vo¢i ktorej vztahujeme vetky rychlosti.!® Dosledkom toho je asymetria zdroja
a pozorovatela - ich pohyb nie je vzdjomne relativny, ale relativny voci prostrediu. Naproti tomu
relativistickh EM vlna ku svojmu Sireniu prostredie nepotrebuje (skor naopak, latkové prostredie
jej Sireniu ,prekaza®), vo vakuu neexistuje preferovana stustava a zalezi len na rychlosti vzajomného
pohybu zdroja a pozorovatela, u. Kazdy z nich v8ak meria frekvenciu svojim vlastnijm ¢asom. Pre
vzajomny pohyb pozdiZ sirenia EM vlny plati

wp = wA(1 £ B) B=-

Pre pozorovatel a prijimajiceho EM vlnu zo zdroja pohybujiceho sa kolmo na smer $irenia tejto viny
sa rychlosti neskladaji, stistavy maja vsak rozny cas, preto plati

Wp = YWz

Stoji za zmienku, Ze ak dopplerovskym radarom meriame (relativnu) rychlost pohybujiceho sa pred-
metu, vysielame EM vInu o frekvencii w, ktori pohybujtci objekt absorbuje s posunutou frekvenciou
w’ (vo svojej pokojovej stistave), a nasledne vyziari (z nasho pohladu odrazi) na rovnakej frekvencii
w’. Kedze je v8ak vo¢i nam v pohybe, odrazent vinu registrujeme s posunutou frekvenciou w” (v nasej
pokojovej sustave). K dopplerovskému posuvu teda dojde dvakrdt.

10T 4t0 preferovan stistava sama moéze byt v (relativnom) pohybe - napr. vietor ovplyviiuje &irenie zvuku. Polovnici
tento jav dobre poznaji.



1.2.2 Vlastna rychlost telesa.

Rychlosti v; v kap. 1.2.1 st definované ako strmosti zmeny zloziek polohy v case, kedze zlozky 3D
polohového vektora st parametrizované laboratornym ¢asom, x;(t). Zavedenim konceptu jednotného
Casopriestoru sa vSak cas stava stradnicou rovnocennou s x;, a pohyb telesa Casopriestorom je jeho
Sirenim vo vSetkych Styroch suradniciach. Laboratorny cas ¢ preto prestava byt dobrou spolo¢nou
nezévislou premennou. Grafy z;(t) s len akymisi 2D ,rezmi“ 4D Casopriestorovych svetociar, a
priestorové rychlosti v; uréuju strmosti tychto rezov.

Ukazuje sa byt vhodné parametrizovat svetociaru Sirenia telesa ¢asopriestorom vlastnym ¢asom
telesa!! 7, ¢ize z#(7). Vlastny cas telesa, pohybujuceho sa vzhladom na laboratérnu ststavu S,
plynie odlisne od laboratorneho ¢asu, a podla kap. I.1.1 plati 7 = ¢/, pri¢om ~ zavisi od velkosti
rychlosti telesa v S. Napriek tomu, ak si dvaja inercidlni pozorovatelia S a S’ porovnaju svoje
vlastné Casové intervaly A7 a A7’ medzi dvojicou udalosti A a B, buda rovnaké.!? Vlastny cas je
teda lorentzovskym invariantom - lorentzovskym skaldrom.

Strmost $irenia svetociar z#(7) vo vSetkych Styroch smeroch ¢asopriestoru vzhladom na vlastny cas
siriaceho sa objektu nazyvame jeho vlastnou rychlostou

dxt  dx* dt dxt drg  d(ct) dx;
(]/J = — _— _— _— = = C7 —_— = Uj

dr dt dr dt dt dt dt
Ako podiel stvorvektora dz* a lorentzovského skalara dr, aj vlastna rychlost je Stvorvektorom,

Ut = (ye,vv), a teda jeho velkost je lorentzovskym skalarom,

U, = ... = &

Znamenad, to tiez, Ze jej transformacné vztahy do inej sustavy S’ s relativnou rychlostou u v smere x
voéi S st LTV (na rozdiel od transformac¢nych vztahov pre priestorové rychlosti z kap. 1.2.1)

Uy = v(Up — BU,) U, = (U, — BUs) Uy.=Uy.:

Aka je fyzikalna interpretacial® vlastnej rychlosti? Ak sa teleso v stistave S nepohybuje, da* = 0,
Ui=v;, =0,y=1,7 =1, a Uy = ¢, ¢oznamena, Ze teleso ,starne” rychlostou c. Ak sa vSak
v S pohybuje, jeho vlastny ¢as 7 = t/~ plynie (podla S) pomalsie - jeho rychlost postupu pozdlz
¢asu sa zni7Zi na ukor postupu v priestore. Napokon, ak sa pohybuje (napr. v smere x) rychlostou ¢
(¢o v8ak dokazu len svetlu podobné ,objekty"), jeho vlastny ¢as sa (podla S) zastavi. Pre v = ¢ je
v — 00, dT — 0,a Uy aj U, — oo (z pohladu S), ale rozdiel ich kvadréatov je kone¢ny, ¢, rovnako ako
prejdené vzdialenost cdt. Nech sa teda teleso pohybuje v priestore akokol'vek rychlo, v casopriestore
sa vZdy pohybugje vlastnou rijchlostou U = ¢.1*

I.2.3 Relativistickd hybnost telesa.

Jednym z pilierov celej fyziky je zdkon zachovania hybnosti, v newtonovskej mechanike definovanej
ako p'= mu, preto pozadujeme jeho platnost aj v pripade relativistickych rychlosti telies. Predpo-

11 Ak telesu priradime jeho pokojovi stistavu S’, je to ¢as t'. Budeme v8ak pouzivat symbol 7 obvykly v literatire.
Pre zivé organizmy je vlastny ¢as biologickym ¢asom.

12T4to skuto¢nost je jadrom tzv. paradoxu dvojéiat - inercidlneho kozmonauta a jeho pozemského dvojcata.
Napriek tomu, Ze si navzajom zavidia pomalsie starnutie, ich biologické hodiny tikaju rovnako, lebo ich pohyb je
relativny. V redlnom experimente vSak kozmonaut po névrate na Zem je naozaj mladsi nez jeho pozemské dvojca.
Kozmonaut na svojej okruznej ceste totiz nie je inercidlnym, a tym je relativnost naruSena.

13V&imnime si, Ze v definicii U* je 2* merané v laboratérnej ststave, kym ¢as je merany hodinami na (pohybujtcom
sa) telese. V jeho pokojovej telesa sa totiz jeho poloha nemend.

14Je to ako pohyb prstom na mape severovychodnym smerom kongtantnou rychlostou: Cim viac zahnete na sever,
tym pomalSie postupujete na vychod. Na§im severom je Cas - ¢im menej sa hybete v priestore, tym rychlejsie starnete.
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kladajme teda nepruznu zrazku dvoch telies o rovnakej hmotnosti m. Za laboratérnu sistavu S si
zvolme taziskovi stustavu dvojice, v ktorej (konstantné) rychlosti telies pred zrazkou st v; = v a
vy = —v, a po zrazke a spojeni vy, o = 0. Celkova hybnost sa oc¢ividne zachovava.

v -0 -

0 - 0 v
. =0 orp
S @ @ — @0 -5 ® @ — @0

Ststavu S’ zvolme tak, aby v nej pred zrazkou bolo v}, = 0, ¢ize vzajomna rychlost ststav je u = —v.
Podla klasického skladania rychlosti by platilo v; = 2v a v},, = v (a celkova hybnost by sa opét
zachovala). Podla relativistickych vzfahov (kap. 1.2.1) vSak

—~
~—

V— =0

o — 2
S L

C

! _ / _ _
vy=..=0 Vigg=...=0

a celkova hybnost v sistave S’ sa podla tohto vypoctu zjavne nezachovdva. Kedze relativistické
skladanie rychlosti je nespochybnitelné, ako vychodisko z tohto paradoxu sa pontika revizia pojmu
hmotnost. Naozaj, zachovanie celkovej hybnosti zabezpe¢ime ak hmotnosti m; jednotlivych telies
v kazdej sustave nahradime tzv. relativistickymi hmotnostami

fel m;

m;

kde v; st rychlosti tychto telies v danej sustave,'”> a m; si tzv. pokojové hmotnosti telies, me-

rané v sustavach s nimi spojengch.'® Pre hybnost telesa o pokojovej hmotnosti m, pohybujticeho sa
rychlostou v v danej ststave, potom plati spravny relativisticky vztah

(r'—) ﬁz—’ymﬁ P, = ymuv, atd.

pricom v zavisi od velkosti rychlosti v (nie jej zlozky). Zavedenie relativistickej hmotnosti je lakavé,
lebo prirodzene zabezpedi, Ze Ziadne teleso nemoze presiahnut rychlost c. Pre v — ¢ totiz m™ — oo,
a na jeho dalgie zrychlenie by bola potrebna nekonecna sila/energia (F = m”a). Stadium zloZitejsich
(krivoc¢iarych) pohybov vak ukazuje, Ze koncept relativistickej hmotnosti je slepou ulickou.'” Novsia
literatira sa preto tomuto konceptu désledne vyhyba.

Konzistentny relativisticky formalizmus, reSpektujtci zakon zachovania hybnosti, je vybudovany na
myslienke pohybu telies v casopriestore a vypocte kinematiky a dynamiky telesa pomocou jeho
vlastného casu 7. V fiom je hybnost telesa definované pomocou jeho vlastnej rijchlosti U= ~U (kap.
1.2.2), teda P= m(y¥). Koncept relativistickej hmotnosti sa tymto stal prebyto¢nym, a (pokojové)
hmotnost zostava lorentzovskym skalarom. Takto definovana hybnost tvori potom tiez Stvorvektor,
P* = (yme, 15), ktorého priestorovou ¢astou je vektor splitajuci zakon zachovania hybnosti,

i i
P“:mU“:mdi: da” dt

dat dt B — wmit
dr "t ar — ymu

Aky je v8ak fyzikalny vyznam jeho ¢asovej zlozky, ymc? Uréity vhlad ziskame ak preskimame jej
nerelativisticka limitu:

102 1 1
PozL — mc(l—l——v—) :—<m02+—mv2>

[1 w2 i< 2 ¢? c 2
c2

157 doraziiujeme, ze kazdému telesu v danej ststave prislicha ing relativisticky faktor 7;, zavisly od jeho rychlosti
v;. Overenie zdkona zachovania je teda pracné.

16Znamena to, ze kazdému telesu priradime vlastni pokojovii stistavu. V nafom priklade teda v skuto¢nosti uvazu-
jeme viac suradnicovych ststav nez len S a S’.

1"Navyse, neinvariantna hmotnost nezapada do ramca modernej casticovej fyziky.




Druhy ¢len v zatvorke je znamy vyraz pre (nerelativisticka) kineticki energiu, kym prvy ¢len rozmeru
energie od pohybu nezavisi. Kinetickd energia telesa, aj ta relativisticka, pri rychlosti v je dana préacou
sily F' = %’ potrebnej na zrychlenie telesa z pokoja na rychlost v, ¢ize

l l v
Ekin == / ﬁ : dl = / Mdl = / 'Ud(’ym/l)) = — /ymCQ — mc2
0 0 0

dt per partes

Hladany vyraz ymc = (Epy, +mc?)/c je teda dany sactom relativistickej kinetickej energie a akejsi
pokojovej energie telesa,
Ey = mdc?

Tato rovnost, oznacovana ako ekvivalencia energie a hmoty /hmotnosti,'® vyjadruje, Ze substan-
cia, ktort vnimame ako hmotu kvantifikovani svojou hmotnostou, je koncentrovanou formou energie
(s obrovskym prevodnym koeficientom ¢?), pricom do hmotnosti moézu vstupovat rézne formy energie
(chemicka, EM, atd.). Taktiez to znamend, 7e vo fyzikalnych, chemickych, biologickych, atd. proce-
soch sa hmota vnimana prostrednictvom hmotnosti moze premieriat na (to ¢o vnimame ako) energiu,
a naopak. Pre celkouvi relativisticka energiu telesa (vratane energie pohybu) plati

E = ymc?

a tasové zlozka Stvorhybnosti vyjadruje prave tito energiu. Stvorvektor hybnosti je teda P* = (E/c, 13),
a jeho velkost je lorentzovskym skalarom,

PUP, = .. = (%)2 — (P)? = (me)? E? = (P’ + (mc®)?

Ako stvorvektor sa P transformuje medzi sustavami podla LTV, &ize ,¢asova* zlozka - energia a
spriestorové* zlozky - hybnost sa navzajom ,prelievaji“, pricom sa zachovava rozdiel ich kvadra-
tov. Ekvivalencia hmotnosti a energie ma zasadny vyznam pre pochopenie previazanosti energie a
hybnosti:

energia < hmotnost hybnost < pohybujica sa hmotnost

Inercidlny pohyb je vSak relativny. Uvedeny vztah pre energiu pripista aj Spekulaciu o objektoch
s nulovou hmotnostou,
m =0 E =|P|c

Ked7e viak stcasne musi platit P = ymv a E = ymc?, jedinou moznostou je v — oo, ¢o znamena
v = c. Objekty s nulovou hmotnostou by sa teda museli Sirit rychlostou c. A naopak, objekty Siriace
sa priestorom rychlostou v = ¢ musia mat nulovi hmotnost. Na druhej strane ale P*P, = (mc)? = 0,
¢o vyvolava pochybnosti ohladom fyzikalnej realnosti takychto objektov. Viac o tom v kap. I1.1.4.

1.2.4 Relativistické pohybové zakony.

Klasicki newtonovskd mechanika je zalozena na trojici Newtonovych zakonov. Prvy z nich vymedzuje
obor aplikovatelnosti lorentzovskych transformacii - inercidlne sistavy. Druhy - zakon sily - formuluje
zékladnt pohybovi rovnicu klasickej mechaniky

18 A. Einstein, 1905



Spravny relativisticky vyraz pre hybnost telesa (v laboratornej sistave S) je v8ak podla kap. 1.2.3
P = ~y(v)mu, kde ~y(v) zavisi od velkosti rychlosti telesa (z pohladu S). Pésobenim nenulovej sily
viak teleso zrgchluje, v =v(t) a teda aj v = ~(t). Relativisticky vyraz pre silu je preto

dP  dy dv , (0-a)7

mv+ym— = ... =y"m-——:;
c

F== =
dt — dt dt

+ yma

Na rozdiel od nerelativistickej mechaniky, F ™ ad len ak v 11 a@. V dosledku toho sa bude pre dvoch
pozorovatelov S a S’ vo vzadjomnom pohybe sila lisit nielen velkostou ale aj orientaciou. Hfadame
preto tvar zakona sily invariantng voc¢i LTV.

Prvym krokom je zavedenie vlastného ¢asu telesa (kap. 1.2.2) a definovanie §tvorzrychlenia

avr  d*zt du# dy dvy v-a (Vv-a)d  a
[ e et e —_ 7 a et et 4 _— —_
A dr arr ~ a7 (dtc’ dt" +7a> =7 ( c e y?

Tento nie prili§ lakavy vyraz ponika nasledujtce zavery:
- pre @ || U prejde na y* (%2, a@),
va

- v limite malych rychlosti v < ¢ prejde na (T , c?),
- plati U*A,, = 0 - stvorrychlost a Stvorzrychlenie st ortogondlne.

Pokojovd sustava zrijchlujiceho telesa nie je inercidlnou sustavou. Pozorovatel v nej sice vidi teleso
(aj seba) v pokoji, v = 0, sdm vsak pocituje zotrvacni silu, a jej odpovedajiice vlastné zrychlenie
a’. Ak tomuto telesu v kaZdom okamihu priradime inercidlnu ststavu S’ spojent s nim len pre
danyj okamih - aktsi okamZitii pokojovi sistavu'®, pohybujicu sa voci laboratérnej sistave S
konstantnou rychlostou momentdlne sa zhodujicou s okamzitou rychlostou telesa v(t), mozeme medzi
sustavami S a S’ pouzit LTV. Potom pre vlastné zrychlenie telesa v .S’ plati

a/2 — A,MA;L A/ — (0,6/)

Na druhej strane, pre pozorovatela v laboratdrnej stustave S sa rychlost telesa ¢ neustale meni kvoli
zrychleniu d@. V kazdom okamihu preitho plati A*A, = ... = 7%? pre d@ || ¢ alebo v*a? pre @ L ©.
Pritom ale, ako pre kazdy Stvorvektor, musi platit A"A, = A*A;,, odkial dostavame

) =g a) =~ay v =(v(t))

Inercidlny pozorovatel, neustale prestupujici z jednej okamzitej pokojovej sistavy telesa S’ do dru-
hej, moze teda neobmedzene dlho pocitovat napr. konstantni zotrvaénu silu (t.j. @’ = konst.), kym
z pohladu S zrychlenie telesa @ postupne klesa do nuly pre v — ¢ (7 — o0).

KedZe m je lorentzovskym invariantom, moZeme dalej definovat $tvorsilu?® F* = (Fy, F ) ako

dP* dU#
wo_ oYY
7 dr mn dr

= mA*

Porovnanim s predchidzajicimi vyrazmi dostavame pre vektorovi zlozku tohto Stvorvektora
F = ~F'. Skalarna zlozka Fy zas o¢ividne reprezentuje vgkon sily, ked7e odpovedajtca zlozka Stvor-
hybnosti je Py = E/c, a plati

dP,
Fo=—

dT_CdT_mch_mC Y = ...=my g = mMAy

¥angl. co-moving
20V literattre najdeme pre ttto velicinu ndzov Minkowského sila, a obvykle sa oznacuje symbolom K* (namiesto
tu pouzitého F*).
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Kedze vykon sily je

E . = A (2L
d _ 7. ng(v a)(v- )

o 2 +ym(v-a) = ... =y"'m(v- a)

mozeme §tvorsilu zapisat v tvare F* =~ <ﬁﬁ ﬁ) Pre F 1 ¥ (€0 je napr. pripad dostredivej sily)

c ?

je vykon nulovy (sila meni iba smer, nie kineticki energiu pohybu).

Pokial ide o 3. Newtonov zdkon - zdkon akcie a reakcie, jeho platnost v relativistickej fyzike je
obmedzené na lokdlne interakcie, ked st interagujuce objekty A a B sumiestne. Fyzika v8ak pozné
aj interakcie ;na dialku®, sprostredkované fyzikalnym polom (gravitacné, EM, atd.). Podla kap. 1.1.3
v pripade nestimiestnych objektoch je sticasnost relativnou - nesimiestne udalosti sticasné v ststave
S nie st sucasnymi v S’. Interakcia ,na dialku* sa totiz musi 8irit konecnou rychlostou. Newtonovska
poziadavka ﬁA(t) = —Fp(t) v tychto pripadoch nie je invariantnd voéi S — S’. Korektné uchopenie
tohto problému, v zmysle zakona zachovania celkovej hybnosti, musi zahrnuat aj hybnost fyzikalneho
pola sprostredkujiceho interakciu nesumiestnych objektov. Tejto otazke sa budeme venovat v dalgich
Castiach textu.

I1.2.5 Relativistickd hybnost kontinua.

Uvazujme teraz hmotu spojite rozlozent v priestore s objemovou hustotou p, a Studujme pomyselny
nehybny maly objem V' o celkovej hmotnosti m

m:/pdV

Predpokladajme d'alej, Ze naSa hmota moze volne spojite ,,vtekat’“ a ,vytekat* cez plochu povrchu X
tohto objemu lokalnou rychlostou #. Pri hustote toku?! J= pv pripada na infinitezimélnu plosku
3. tohto povrchu (vektor orientovany wvon z objemu) tok j - dZ, a celkovy tok povrchom X je

@:%}-di = /v-j'dv
n Gauss v

Ak je celkovy tok kladny - viac hmoty teie v smeroch dS, (¢ize von z objemu) nez naopak, znamen4
to, ze mnozstvo hmoty v nasom objeme sa zmensuje

_ dm_ d pdV /@dv
T

dt dt
Z rovnosti Tavych stran dostavame rovnost podmtegralnych Vyrazov
dp
+V-53=0
ot

¢o je rovnica kontinuity - zakon zachovania ,hmoty*. Relativisticky prepis do ststavy pohybujicej
sa vo¢i pomyselnému objemu si vyZzaduje pomerne pracné transforméacie (zahrhujice kontrakciu ob-
jemu). Vidime vsak, ze vyrazy cp a j fyzikalne odpovedaju skalarnej a vektorovej zlozke objemovej
hustoty tvorhybnosti j* = (cp, J), za predpokladu, Ze p = vpy a teda aj j = ypo¥ (kap. 1.2.3), kde
po je vlastna hustota v jej pokojovej sistave.?? Rovnako premenné ¢ a 7, podla ktorych derivujeme,
st zlozkami §tvorvektora x*, a pomocou LTV vieme ukazat, ze
0
8(015))

0o (0 40 0 _ (0
67(075’)_7 J(ct) Ox o~ '\ oz

2 Hustotu toku latky definujeme ako mnozstvo (hmotnost) latky pretefené za jednotku ¢asu jednotkovou plochou.
22Tento argument je konzistentny s definovanim relativistickej hybnosti ym@ namiesto m# v kap. 1.2.3, resp. zave-
denim derivacii podla vlastného Gasu 7.
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¢o st opat LTV (s otofenym smerom (). Znamena to, ze tieto operdtory su tiez zlozkami Stvorvekto-

rového operatora - Stvordivergencie 0, 83 = (%, V), resp. Ot = % = (%, —V). Rovnica

kontinuity sa potom dé zapisat ako skalarny sucin Stvorvektorov,

ot =

¢o je lorentzovsky invariant - zakon zachovania plati vo vSetkych inercidlnych ststavach. Ekviva-
lencia hmotnosti-energie navyse dodava tomuto zédkonu hlbsi vyznam: Vo fyzikalnych procesoch sa
hmota premienia na roézne formy energie a spitne na rozne formy hmoty, majic svoju hybnost pri
priestorovych translaciach. Zachovavajticou sa substanciou je teda hmota-energia-hybnost.

I.3 Relativita elektromagnetizmu.

I1.3.1 Transformacie elektromagnetického pola.

V klasickom elektromagnetizme (EM) je elektricky naboj ¢ zdrOJom elektrického pola E a pohybuyucz
sa naboj (elektricky prad) qv je zdrojom magnetického pola B. Presnejsie, naboj je zriedlom E
a prid nabojov vytvara vir B. Vyjadrené prostrednictvom objemovej hustoty naboja p a plosnej
hustoty pridu ;

p—)eov-ﬁ pﬁz}'—hsOCQng

kde ¢ je elektrickd konstanta (parmitivita vakua) - jedna z fundamentalnych konstént fyziky.

O tom, ¢i sa naboj pohybuje alebo nie, v8ak rozhoduje relativny pohyb pozorovatela, ktory lorent-
zovsky ,prelieva’“ P do zloziek ] a naopak. Preto, tak ako v kap. [.2.5, aj tu st cp a j zlozkami
Stvorvektora j#, spliiajiceho rovnicu kontinuity

Ot =

Tentokrat v8ak p = & namiesto p = 77, a relativistickd kontrakcia objemu V' v smere relativneho

pohybu vyzaduje, aby p = ypo (po - vlastnd hustota), pri zachovani lorentzovskej invariantnosti m a
q. Rovnica kontinuity je tu zdkonom zachovania elekirického ndboja.

Je teda zrejmé, ze aj polia E aBsa transformuji navzajom pri zmene pohybového stavu pozoro-
vatela. Ako priklad skimajme polia v okoli priameho vodica, v ktorom elektricky prud I prenésaju
zéporné naboje (elektrony) na pozadi kladne nabitej mriezky. Ak I = 0, tak B = 0, a ked’Ze kladny a
zaporny naboj dlzkového segmentu vodica st vykompenzované, tak aj E=0.Ak I # 0, tak B #0,a
navySe kladny a zaporny naboj vodica su v relativnom pohybe voci sebe. Pozorovatel v okoli vodica
vtedy vnima vo vSeobecnosti rdzny pohybovy stav ,refazcov® kladného a zaporného naboja pozdlz
vodi¢a, a teda roznu mieru ich kontrakcie - ¢ize ndbojového zhustenia. Kladny a zaporny naboj uz
nie si dokonale vykompenzované, a pozorovatel zaznamena E # 0.

v_ v_
i} —————o o+ s+
B v, |
+ + + + S — S’
= u
> F1
B& T@— U
+q
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Zvol'me si sistavu S pohybujicu sa pozdlz vodica tak, ze velkosti rychlosti oboch nabojovych retazcov
(v opa¢nych smeroch) st rovnaké, vy = —0_. V nej nepozorujeme nébojovii nerovnovéhu, a E = 0,
tok naboja oboch polarit vSak generuje B #£ 0. Na naboj +¢, pohybujuci sa pozdiz vodi¢a v smere
priadu rychlostou @ (v S), posobi magneticka Lorentzova sila E, = qu X é, a pritahuje ho k vodicu.
V ststave S’, pohybujticej sa vo¢i S tou istou rychlostou u, je vsak tento naboj v pokoji, a F,=0
(hom B #+ 0) Pozadovany rovnaky silovy uc¢inok na q vSak zabezpeci elektrickd Lorentzova sila
F, = ¢E v désledku nerovnakého nabojového zhustenia (7, # —_) v 5.

Transformacné vztahy medzi zlozkami E a B sa najlahsie daju ziskat z ivahy o doskovom konden-
zatore nabitom plo$nym nabojom =+o. Pokial kondenzétor lorentzovsky transformujeme kolmo na
jeho dosky, ich vzajomna vzdialenost sa sice skrati, homogénne pole E, = = medzi nimi, rovnobezné
S 1, to v8ak neovplyvni. Preto

E; = Ex éize E‘/‘ = E”

Pri transforméacii pozdlz dosiek dojde k nébojovému
zhusteniu v smere 1, preto

E\ —E;
NavySe sa v tejto konfiguracii generuje aj plosny prid
Fyoi, a odpovedajice magnetické pole B, = Ez‘; Vg

Porovnanim dvoch ststav s roznymi u, (a analogicky s doskami oto¢enymi do roviny = —y) dostaneme
napokon transformac¢né vztahy

E, = 11E, = B(cB.)] E. = 4[E. + B(cB,)] By = |EL+(@x B).]
teda
cB, = v[cB, — BE,] cB, = v[cB, + BE.] B =~ [EL -3 (ﬁ X E) }
' i
Transforméciu B néjdeme z Gvahy o dlhom solenoide s dlzkovou hustotou zavitov n, priadom I
a polom B, = pgnl. Z pohladu pozdlzne sa pohybujﬁcej stustavy S’ sa solenoid skracuje, a teda
n' = vn, ale aj ¢as v iom plynie pomalsie, ¢ize [ = fydt, = ~I'. Vo vysledku
B, =B, Cize B| = By

Za pov8imnutie stoja dva Specidlne (a dolezité) pripady:

Ak B=0: B = — % (T x E) (pre zaujimavost porovnaj s ‘)B = -V x E)
AKE=0: E =ixB (pre zaujimavost porovnaj s dE =V x B)

Magnetické pole je teda relativistickiim prejavom elektrického pola - klasicky EM je dosledne relati-
visticky. Aj vyraz pre Lorentzovu silu ostava v platnosti v kazdej ststave,

F=q(E+7xB)

pricom pri lorentzovskej transformacii S % S sa vektory E , B transformuji podla uvedenych vzta-
hov, a rychlost naboja v sa relativisticky sklada s transformacnou rychlostou 4. Zavedenim Stvorsily
F# (kap. 1.2.4) dostaneme

ldE’ q(

f:yﬁ:yq(ﬁ—i—ﬂ’xg) v =(v) Fo = VUE)

cdr ¢
Fo reprezentuje vykon sily, a nezavisi od B - magnetické pole pracu nekond. Hoci transformacné
vztahy medzi zlozkami E B maJu tiez Struktiru LTV, E a B netvoria Stvorvektory (nevieme im
priradit odpovedajice skalary).

23Relativistickou reprezentaciou EM poli je 4 x 4 tenzor EM pola s nulovou diagonalou, ktorého mimodiagonélne
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1.3.2 Elektromagneticky potencial.
Alternativnou reprezentiaciou EM pola st potencialy ¢, ff, dané definiénymi vztahmi (Dodatok A)

Fo_v,-24 Fovxi

Ich kombinacia s Maxwellovymi rovnicami vedie na

1. 10 1 o .10
_vo Op=—pt20 O==-2 _v? O=v.A4-%

ni- Lo
5002‘] €0 ot c? Ot? 2 ot

Defini¢né vztahy v8ak poskytuji potencidlom tzv. kalibracni volnost, pretoZe transformécie

> oA
— A+ go—)gp—at

S
o
<
=

nezmenia fyzikdlne polia E , B. Skalarnu funkciu A méZeme teda zvolif tak, aby spliala podmienku
LA = 0, a tym dosiahneme

1 - 1 L 10p

OA = Op = — O=V-A 0
? 50p v +028t

—>5J
£0C?

Vektorové polia E, B nie st stcastou §tvorvektorov. Pomocou transformac¢nych vztahov pre polia
E, Ba defini¢nych vztahov pre /T, v sa v8ak da ukézat, ze tieto potencily si zlozkami §tvorpoten-
cialu A" = (¢/c, /T) V uvedenych vyrazoch potom rozpozname kombinacie §tvorvektorov A#, j* a
0y, pomocou ktorych dostaneme

1
02‘7

DA = (9"9,) A* = 9, A" =0

€o

¢o je relativisticky zapis nehomogénnych Maxwellovych rovnic pri tzv. Lorenzovej kalibracii?!
9, A" =0,

Lorentzova sila, posobiaca na pohybujtci sa naboj ¢, vyjadrena pomocou potencidlov je

DA - "

djp
g S+ (0 V)A+ V(e — - A)

F= L=
at 9

kde sme uvazili, ze operator celkovej ¢asovej zmeny pola z pohladu pohybuyuceho sa ndboja, 4 2i» zahfha
samotni casovi zmenu pola aj jeho priestorovi zmenu -V pozdlz trajektorie naboja. Po taprave
dostaneme

i(pﬂzfl) =-V [Q(so—ﬁ-ff)]

Vyraz v pravej zatvorke predstavuje akusi zovseobecneni potencidlnu energiu naboja (zavisiacu aj od
jeho rychlosti), a Tava zatvorka je zovSeobecnenou (kadnonickou) hybnostou, ktora je st¢tom ki-
nematickej hybnosti (danej pohybom) a EM hybnosti naboja, ktorej fyzikilny vyznam analyzujeme
v kap. 1.3.4.

zlozky st zlozkami E a B. Stretnete sa s nim v kazdej ucebnici teérie relativity, v tomto texte sa v8ak bez neho
zaobideme.
24L,. Lorenz nie je totozny s H.A.Lorentzom, autorom LTV.
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1.3.3 Energia a hybnost elektromagnetického pola.

Uc¢ebnicové manipulace s dynamickymi Maxwellovymi rovnicami pre vikuum bez nabojov a pridov

. 0B . 10E
E=—— B=——
VX ot VXB=5%
vedd na rovnosti
a EQ QBQ . . .
87“;’ +v-S=0 w:so(%) S = eo(E x B)

kde w pozname ako objemovi hustotu energie EM pola, a gje tzv. Poyntingov vektor vo vyzname
hustoty toku tejto energie. Uvedenda rovnica kontinuity je teda zdkonom zachovania energie pola vo
vdkuu. Rovnako ako v pripade predchadzajicich substancii - hmoty ¢ naboja (kap. 1.2.5 a 1.3.1),
aj energia pola sa lokdlne plynule meni a spojite premiestituje v priestore. Hustota energie a jej
tok st zlozkami $tvorvektora hustoty toku energie - Poyntingovho Stvorvektora S* = (cw, 5),
splhajtaceho rovnicu

05" =0

Predstavu o toku energie ziskame z nasledujucich prikladov. Vieme, Ze vo vakuu sa EM pole siri
ako priecna vina, s vektormi ELlB kolmgymi na smer jej Sirenia, ktorym je prave smer vektora S.
Energia sa vsak $iri aj vtedy, ak samotné pole je staciondrne:

Ak uvazime bezny kus priameho valcového vodi¢a o polomere a a dizke h,

- I pretekaného pridom [ vytvarajucim napatovy spad U = E'h a magnetické pole

g h 8 B = m na jeho povrchu, potom tok energie povrchom valca ¥ = 2wah je

s} fz Sy =.. = UI , ¢ize energia spotrebovavana vo vodici na teplo sa don §iri

z okolia, v smere 5’, nie vnutrom vodica. Prad vo vodici transportuje kinetick,
teda mechanicki (nie EM) energiu. (Detailnejsi vypocet je v Dodatku B.)

~

5] B . . ) . , . .
g P 0 Poc¢as nabijania kondenzatora pridom [ narastd medzi jeho kruhovymi do-
S

o
Sanac

«S skami o polomere a vzdialenymi od seba h elektrické pole, %—]f # 0, ¢o je

posuvny prid generujuci rovnaké magnetické pole ako prud I, a vektor S opéat
smeruje z okolitého priestoru do objemu kondenzétora cez jeho okraje o ploche
Y} = 2mwah. Narast energie pola v kondenzatore odpoveda toku tejto energie.

Sirenie energie teda vo vSeobecnosti nemdzeme stotoznit so Sirenim pola ¢i viny. Hoci vravime, Ze
pole je nositelom energie, jej lokalizacia ¢i trajektorie v tomto poli st problematické. Tento zaver
bude mat zasadny vyznam v dalSich ¢astiach textu.

Relativisticka ekvivalencia hmotnosti a energie £ = ymc? naznacuje, Ze tak ako hmotnosti pri-
radujeme ekvivalentnii energiu, energii EM pola by sme mali priradif ekvivalentn hmotnost.?®
Hmotnost-energia je pritom skalarnou komponentou $tvorvektora hybnosti (kap. 1.2.3). Fyzikalny
vyznam Poyntingovho vektora je teda dvojjediny - urcuje nielen hustotu toku energie ale aj obje-

movu hustotu hybnosti EM pola
w —
9" = (—7g>
C

Ekvivalencia hmotnosti a energie je aj ekvivalenciou hybnosti a toku energie. KedZe Poyntingov
Stvorvektor splita rovnicu kontinuity 9,S* = 0, a Stvorvektor hybnosti pola je g = C%S“, splnené
bude aj rovnica kontinuity

g=

le (QL

oug" =

2>Naozaj, ako uvidime neskor, podstatnt ¢ast hmotnosti atému tvori energia vzajomnej interakcie elementérnych
Castic (kvarkov) tvoriacich atémové jadro, a nie ich samotné hmotnosti. Nejde vak len o energiu EM pola.
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Pre ilustraciu uvazujme stojaci vagéon o hmotnosti M, ktorého stena emituje smerom dovnttra EM
impulz o energii 0 F. Zo zdkona zachovania hybnosti vyplyva, 7Ze hybnost impulzu musi byt kompen-
zovand opacnou hybnostou vagénu, Mwv, teda

— oF
’ A MU -
4 LO_O_ c
Poloha taziska stustavy sa v8ak bez posobenia vonkajsej sily nemoze zmenit ! Obe
poziadavky budu splnené ak sa za ¢as 0t, ked impulz preleti drahu c¢dt, vagon posunie o

oE

Mc?
Presun hmotnosti M je kompenzovany presunom energie-hmotnosti impulzu. Kedze v8ak rychlost
Sirenia EM energie (vo vakuu) je ¢, takejto hybnosti odpoveda nulovd pokojovd hmotnost. O hmotnosti
EM pola ma teda zmysel hovorit len ako o ekvivalente jeho energie. Potom aj hybnost EM pola
odpoveda presunu energie pola, a to aj v pripadoch, ked samotné pole je statické (ako v uvedenom
priklade s valcovym vodi¢om).

0x = vit = cot

Predpokladajme teraz EM vlnu postuptjicu vakuom v smere osi z, linedrne polarizovanu tak, ze
E= (0,E,,0) a B= (0,0, B.), dopadajiicu kolmo na plochu vol'nych nabojov q. Oscilujuca elektricka
zlozka vlny posobi na tieto naboje silou ¢F, a vyvola ich oscilaény pohyb v smere ° okamzitou
rychlostou v, (t). Magneticka zlozka pola sposobi zakrivenie tohto pohybu silou qu,B, do smeru °,
¢ize do smeru Sirenia viny. Celkova Lorentzova sila je

F=q(E+7x B)=quB.1°+q(E, — v,B.)§°
Kedze pre vinu vo vakuu plati |E| = ¢|B| a |7] < ¢, posledny ¢len v zétvorke mozeme zanedbat. Pre
stredny vykon sily (P) a jej stredntt hodnotu (F') plati®®
1

(P) = (-F) = ... = q(v, ) (F) = = a{o, BT = 0, BT = (P)i* = <%>

o

EM vlna teda odovzdava nabojom hybnost p' v smere svojho Sirenia - pdsobi na nabojovi plochu X

5 s WE) |/ dp \| _ da
tlakom Ziarenia - =g )| = %

tkor svojej energie).

<%>‘ = ¢|(g)|. Vd'aka svojej hybnosti vina kona pracu (na

1.3.4 Elektromagnetickad hybnost naboja.

Uvahy z predchadzajucej kap. 1.3.3 sa skomplikuju pridanim elektrickych nabojov a pradov o hus-
totach p a j do Maxwellovych rovnic.?” Obvyklou manipuldciou rovnic dostaneme Poyntingovu
teorému

ow 5 = o

—+V-S+E-5=0

ot J

kde posledny ¢len (pribudnuvsi do predchadzajiicej rovnice kontinuity) je objemovou hustotou vykonu
Lorentzovej sily posobiacej na naboje a konajicej mechanicki pracu. Ak vo vyraze pre objemovil
hustotu Lorentzovej sily hustoty nabojov a pradov vyjadrime pomocou poli F, B, ktoré vytvaraju,

po istej namahe dostaneme

L L L 108 p=eV-E
—pF+jxB=..=v.T -2 o . B}
f=r / c? ot j:esocQVxB—go—%f

26Dosledna a realisticks analyza by si vyzadovala zapocitat aj ttlm pri urychlovani nabojov.
2"Inymi slovami, v kap. 1.3.3 sme s EM polom pracovali akoby so samostatnou entitou, bez ohladu na jeho povod
¢i zdroje. Teraz do tohto scenara pridavame naboje a prady, ktoré si samy osebe zdrojmi EM poli.

16



kde ‘T je Maxwellov tenzor napétia so zlozkami T;; = ¢, (E;E; — 36;;E*) +e,c* (B;B; — 36;;B%).
Lorentzova sila sposobuje zmenu mechanickej hybnosti ndbojov, Tava strana tejto rovnice je teda
¢asovou zmenou jej objemovej hustoty mecn, ¢ize f = ‘9”’5—;6". Posledny ¢len v rovnici je zase ¢asovou
zmenou hustoty hybnosti EM pola § = goﬁ x B (kap. 1.3.3). Pre objemovu hustotu celkovej hybnosti
potom plati

0 or

(e +§) = ==V T

i Tmeer +9) =
pri¢om ¢len V-? reprezentuje lokalny tok hybnosti (dovnitra infinitezimalneho objemu) prostrednic-
tvom EM pola. Fyzikidlny vyznam tenzora napiétia je detailnejSie analyzovany v Dodatku C. Uvedena
rovnica kontinuity je zdkonom zachovania celkovej hybnosti:

EM pole odovzdava ndbojom (mechanicki) hybnost bud na ikor vlastnej hybnosti pola
alebo jej pritokom z okolia.

Opét vidime, Ze hustota toku energie pola (reprezentovaného Poyntingovym vektorom) je sucasne
hustotou jeho hybnosti. To ale sposobuje, Ze tato rovnica sa od predchadzajucich rovnic kontinuity
lisi svojou Struktirou - skalary si nahradené vektorom a vektory tenzorom. Moézeme ju vSak vnimat
ako usporny zapis troch ,obvyklych* rovnic kontinuity, pre kazdu j-tu zlozku vektora 7 (ako skalar)

a j-ty riadok tenzora (ako odpovedajici vektor),
or; - -
a—t]—V-Tj:O T; = (Tj1,Tj2, Tjs)

Tiez nas napadne, Ze vektor ¢ je relativisticky zviazany (do Stvorvektora) s hustotou energie pola
w, SO svojou rovnicou kontinuity %—1;’ + V- S = 0 ako 0-tou zlozkou relativistickej stvorice rovnic.
Rozsirenim 3 X 3 tenzora napétia na 4 x 4 tenzor energie-hybnosti-napétia

w L@@
7]

dostavame relativistickt rovnicu kontinuity?®

oM = v =0,1,2,3

0,0 =0

—

V pripade linearne polarizovanej rovinnej EM viny $iriacej sa vakuom v smere £°, £ = Ey°, B
nadobuda ©" najjednoduch$i mozny tvar

1100
1100

Yo 2

S e
0000

Nenulové zlozka O = T}, odpoved4 tlaku Ziarenia z predchadzajicej kap. 1.3.3.

Ststredme sa vSak na kIicovy pojem - hustotu hybnosti EM pola, § = eoE x B. Tentokrat si
explicitnymi zdrojmi EM pola skimané néboje (a prudy), hybnost EM pola (ako tok energie) teda

28V udebniciach elektrodynamiky sa pri odvodzovani zakonov zachovania obvykle prechiadza medzi rovnostami pre
objemové/plosné hustoty a integralnymi rovnostami (vyuZzivajic Gaussovu vetu). Pre ¢asové derivacie to znamena
prechod od % pre hustoty k % pre objemové/plosné integraly. Hoci EM je relativisticky, dosledny pristup vyzaduje
zapocitat relativistickt kontrakciu integra¢nych objemov/ploch. Zavedenim derivacie podla vlastného casu a relativis-
tickej hybnosti (kap. 1.2.3) tento problém zanikne.
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musi nejako suvisiet s hybnostou tychto nabojov. Vyuzijic defini¢ny vztah B=VxA (kap. 1.3.2)
zapiSeme ¢ ako

B, , L ; . 0B
50E><(VXA):go[E(V-A)—f—A(V-E)—Ax(VxE)]: E(V- A)+A8 + A x %t
0

Ak predpokladame statické homogénne EM pole a potencial fixujeme coulombovskou kalibrdciou
V- A =0, dostavame

s = [ 0V = [ Apdv=qA
Tento vyraz nazyvame EM hybnostou naboja ¢, a jeho fyzikadlny zmysel pochopime z nasledovne;j

uvahy: Predpokladajme prstenec o hmotnosti m rovnomerne nabity ndbojom ¢, v osi ktorého lezi vo-
di¢ pretekany pridom I. Tento prad generuje v osovej vzdialenosti r od vodic¢a pole

2 _.;I A( ) v smere pridu, ¢ize rovnaké pole pozdlz prstenca. Pocas poklesu pridu z I na
0 je vsak %i) == Sr) # 0. Pole E (rovnakej hodnoty pozdiZ prstenca) posobi na
e prstenec silou F' = ¢F, a po dobu jeho poklesu t udeli prstencu mechanicki hybnost
t t aA 0
S = 0A(r S S
pmech—q/ Edt = —q ()dt——q/ dA = qA = ppu
0 o Ot A

Prstenec, povodne v pokoji, teda ziskal vypnutim priadu mechanicki hybnost p,.., na tkor svojej
EM hybnosti pgar, ktora mal v stave pokoja, resp. na tikor hybnosti EM pola. EM hybnost naboja
teda interpretujeme ako hybnost vizby pola a ndboja - tzv. minimalnej vizby, ktord odpoveda
hybnosti EM pola. Ak by bol prstenec povodne v pokoji pri vypnutom prade, pmech = Pem = 0,
ziskal by jeho zapnutim mechanickd hybnost proti smeru pradu, precn = —q/f, a stucasne EM hybnost
P = qA (v smere pridu).

Celkové - kdnonickd hybnost nabitého telesa v EM poli (kap. 1.3.2) je teda
ﬁcelk = ﬁmech + ﬁEM =mv + qg
Prechodom k relativistickému $tvorvektorovému zapisu dostavame (kap. 1.2.4 a 1.3.2)

C

kde 0-ta zlozka odpoveda relativistickej energii rozsirenej o potencialnu energiu naboja (fize vizbu
naboja na skaldrnu zlozku pola),

1
Pl = - [’ymcz + QSD}

Pri takych konfiguraciach EM pola, v ktorych sa ststava nabojov nachédza na wzavretyjch krivkdch
vektora A sa jej EM hybnost meni na EM moment hybnosti: Ak by v nasom priklade namiesto
priameho vodic¢a bol v osi nabitého prstenca tenky dlhy solenoid s polom B (pozdlz osi prstenca),
mimo solenoidu v miestach nabojov by sice bolo B= 0, ale vektor A = 0 by sa uzatvaral do kruznice

pozdlz prstenca. Nablty prstenec o polomere r by mal EM moment hybnosti 77 x qA Pocas vypinania

prudu v solenoide by E (r) = aA 7é 0 pozdlz prstenca vyvolalo jeho rotaciu - mechanicky moment

hybnosti. Celkovy moment hybnostl by sa pritom opét zachovaval.

1.3.5 Co je to vlastne hybnost?

Newtonovskd mechanika viaze pojem hybnost na pohyb hmotnych objektov. Aj v pripade hmoty
rozlozenej do kontinua sme schopni identifikovat jej pohyb, a ni¢ na tom nemeni ani relativisticka
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korekcia na vlastng ¢as pohybujiicej sa hmoty, mu' (¢i pt/) — ymd. Relativisticka ekvivalencia hmot-
nosti a energie v8ak klasickym vnimanim hybnosti uz zatrasie, najmé ak ide o energiu pola Siriacu sa
rychlostou ¢, ¢ize pola bez pokojovej hmotnosti. V pripade EM pola ako nositela energie (schopnosti
konat mechanicki pracu na nabojoch) sme identifikovali hybnost ako tok jeho energie. V pripade
energie pola §iriacej sa priestorom formou viny hybnost pola stotoziujeme s hybnostou viny. Pre-
zentovali sme v8ak aj situacie, ked obe zlozky EM pola su statické, a energia pola sa napriek tomu
5iri.2® Takato ,skryta“ hybnost pritom plnohodnotne vstupuje do zakona zachovania celkovej hyb-
nosti. Vo vSeobecnosti teda hybnost pola nie je viazand na pohyb pola. Jedinym nespochybnitelnym
je tvrdenie, Ze
hybnost je tokom energie.

V pripade telesa s nenulovou hmotnostou mozeme jeho energiu lokalizovat do jeho objemu, a tok
energie stotoznit s jeho pohybom. Priestorova lokalizacia energie pola je vSak vo vSeobecnosti proble-
maticka, a na ,mapovanie” pohybu energie pola mame k dispozicii len abstraking objekt - Poyntingov
vektor S.

Hybnost a energia st vSak relativistivky zviazané - ¢o je pre jedného pozorovatela energiou, pre
druhého je jej tokom, teda hybnostou. Tvrdenie, Ze hybnost je tokom energie, preto nemdzeme
povazovaf za jej definiciu.?® Sktisme si preto poloZit otazku, ¢o je to energia. V pripade pola je
energia prejavom jeho ezistencie - préazdny priestor bez pola je priestorom bez energie. Pre teleso
s nenulovou hmotnostou je tato energia ekvivalentom jeho hmotnosti - absencia pokojovej energie
telesa je teda absenciou telesa samotného. Plati, ze

energia je prejavom bytia a hybnost je jeho tokom.

Takato definicia viak nespliia lorentzovskt symetriu: Vztah energie a hybnosti je ekvivalentny vzfahu
¢asu a priestoru. Cas je stucastou jednotného ¢asopriestoru, rovnocennou s priestorom. Pretrvavanie
bytia v ¢ase je jeho tokom pozdlz ¢asovej stradnice, ekvivalentnym toku priestorom. Lorentzovské
definicia teda znie, Ze

energia-hybnost je tokom bytia v casopriestore.

Ak bytie (existenciu) urcitej ,lorentzovskej* substancie kvantifikujeme veli¢inou X*, a o¢akavame jej

kvantitativne zachovavanie, musi platit
0, X" =0

Nase mentalne nastavenie lorentzovska symetriu (a teda ani fyziku) celkom nerespektuje - tok pries-
torom vnimame ako pohyb, kym tok ¢asom ako pretrvdvanie.®' Z pohTadu teodrie relativity st viak
tieto pojmy lorentzovsky symetrické (prostrednictvom lorentzovskach transformacii sa pohyb ,pre-
lieva® do pretrvavania, a naopak). Tok (v zmysle pohyb) bytia ¢asopriestorom mozeme teda spokojne
nazyvat aj pretrodvanim bytia pri transldcii v casopriestore. V matematickej fyzike zaujima vyznacné
miesto tzv. Noetherovej teoréma,?? podla ktorej kaZdej spojitej symetrii prishicha urcitd zacho-
vdvajica sa velicina. Ak je fyzikdlny systém symetricky vo¢i posuvu na casovej osi, zachoviva sa
jeho (celkova) energia.3® Ak je systém symetricky voc¢i posivaniu priestorovej siradnice (¢o je ekvi-
valentné jeho pohybu vzhladom na suradnicovy systém), zachovava sa (pocas postivania) prislusna
zlozka jeho hybnosti. Napokon, tieto pravdy vieme vy¢citat aj z jednej z Hamiltonovych rovnic
(zédkladnych rovnic klasicke] teoretickej mechaniky),

dp;  OH _

= =0
dt+an

29Pripomeiime, ze EM vlna ku svojmu $ireniu vyZaduje casovi zmenu oboch zloziek pola.

30Nie je mozné definovat pojem pomocou jeho samotného.

31Pre nage zmyslové vnimanie a evolu¢ne podmienené mentalne nastavenie je jednota ¢asopriestoru absurditou. Ak
vSak doverujeme experimentalnym faktom a doverujeme fyzike, potom si musime priznat, ze naSe zmysly a mozog nés
obcas klamu, ze urcité ,yveci a javy su len iliziou, a Ze objektivny fyzicky svet je trochu iny nez ako ho vnimame.

32pomenované podla matematicky Emmy Noether

33Celkova energia systému sa moéze menit len interakciami s okolitym svetom. Systém bez takychto interakcii je
staciondrny.
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kde H je klasicky hamiltonian, reprezentujuci energiu systému (H = E), a ¢;, p; st zovSeobecnend
siradnica a k nej prislusné zlozka hybnosti. Ak sa hamiltonian - energia telesa nemeni pocas trans-
portu pozdlz suradnice g; (¢ize ak je jeho bytie symetrické vzhladom na jeho presun), nemenf sa jeho
hybnost.?*

V nasledujucich ¢astiach textu zistime, Zze v mikrosvete pojem pohyb straca zretelny klasicky obsah,
¢o sa prejavi na nejasnom vyzname ,kvantifikitorov pohybu, akymi si poloha, hybnost, moment
hybnosti ¢i kinetickd energia. Vyssie uvedené tvahy a zavery nam umoznuji sformulovat v8eobecnej-
Sie, ale aj abstraktnejSie definicie tychto pojmov:

Energia objektu je mierou pretrvdvania jeho bytia pri posuve casu.
Hybnost objektu je mierou pretrvdvania jeho bytia pri posuve priestoru.
Moment hybnosti objektu je mierou pretrvdvania jeho bytia pri rotdcii priestoru.

V tychto formulaciach ,sedime na telese“ a hybeme ¢asopriestorom. Mozeme vSak zmenit uhol po-
hladu, ,presadnit si* do laboratérnej stustavy a pozorovat pohyb a ,starnutie” telesa.

I.4 Od Specialnej relativity ku vSeobecnej.

1.4.1 Princip ekvivalencie.

Zakony EM a §peciédlnej teorie relativity nam nedovoluji uvazovat o okamzitom posobeni na dialku.

Ak dve od seba vzdialené telesd na seba navzdjom silovo posobia (podla Newtonovych zakonov),

musi existovat entita, ktord toto posobenie sprostredkiva - silové pole. V pripade Lorentzovej sily

ide 0 EM pole, vzajomné pritahovanie hmotnijch telies sa deje prostrednictvom gravitaéného pola,

pricom zdrojom tohto pola je hmotnost/energia. Podla Newtonovho gravitaéného zakona je

silové posobenie gravitaéného pola telesa o hmotnosti M na teleso o hmotnosti m vo vzdialenosti r
KJNTTLM -0

Fe = —mNG(7r) = mG(7,)

kde ky je Newtonova gravitaéni konstanta, a

IiNM
r

¢() = g(r) = =Ve(r)

si potencidl a intenzita tohto gravitacného pola, odpovedajica gravitacnému zrijchleniu. Pre obje-
movi hustotu hmotnosti p(7) (ako Zriedla gravitaéného pola) plati

—V - §(7) = V2)(F) = dmryp(7)

Problémom tohto zékona (z pohladu teorie relativity) vsak ostéva okamZité posobenie na dialku.?

Zasadny obrat v chapani gravitacie prinieslo poznanie, ze ta istd hmotnost, ktora je zdrojom gravi-
tacie, je aj zdrojom ,odporu vo&i zrychlovaniu.

34T4to rovnica silno pripomina rovnicu kontinuity, len veli¢iny st prehodené. Tentokrat nesledujeme staticky po-
myselny objem a tubytok energie z neho na tkor jej vytoku, ale pohybujici sa pomyselny objem, ktory spomaluje ak
pocas presunu nabera energiu, a zrychluje ak sa jej zbavuje.

35 Je to pripad analogicky s Coulombovym zdkonom v elektrostatike, kde rieSenim je roziirenie na elektrodynamiku,
zahriiujicu magnetické pole. RieSenie pre gravitaéné pole ukdzeme v kap. 1.4.3.
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Gravitacnd a zotrvacnd hmotnost si ekvivalentné.?®

Dosledkom tejto rovnosti je, Ze pozorovatel v kabine zrijchlujiicej nahor so zrychlenim a@ v beztiaZo-
vom stave (napr. kozmonaut na vesmirnej lodi) nedokéaze rozligit svoj stav od stavu v kabine v pokoyji
v gravitacnom poli, ak @ = —g - v oboch pripadoch posobi rovnakym tlakom na podlahu. Zrychlu-
juca sustava je neinercidlna, a z pohladu inercidlneho pozorovatela v laboratornej stustave je tlak
kozmonauta na stenu zrychlujicej kabiny spésobeny zotrvacnou pseudosilou. V zmysle uvedenej ek-
vivalencie sa potom za pseudosilu moze povazovat aj gravita¢na sila. V tomto duchu je sformulovany
Einsteinov princip ekvivalencie:

Gravitacné pole je ekvivalentné zrijchlujicej sustave - mozeme ho vytvorit alebo zruit zrijchlenim.
Sustava volne padajica v gravitacnom poli je teda inercidlnou sustavou.’

Pozorovatel v nej nedokaze svoj stav odligit od stavu pokoja, t.j. volne sa vznasa, akoby nanho nepo-

sobili Ziadne sily.3® Relativnost gravitécie/zrychlenia dokumentuje aj nasledovna situécia: La¢ svetla

prenika zboku do zrychlujucej kabiny (obr.), a z pohTadu laboratérnej sustavy S sa Siri priamodciaro.

7 pohladu neinercidlneho pozorovatela S’ v kabine sa vsak lu¢ zakrivuje akoby e d

gravita¢ne padal. Vieme pritom, Ze svetelny 1a¢ sa (v rovnorodom prostredi) iri e

po najkratSej drahe - znamena to, Ze priestor zryjchlujicej kabiny je z pohladu e
g

pozorovatela S’ zakriveny. Podla principu ekvivalencie to isté plati o gravita¢nom g ﬁ

o N

poli - gravitdacia zakrivuje samotny priestor.

Relativnu zakrivenost priestoru v zrychlujicej sustave dokumentuje aj tzv.
Ehrenfestov paradox: Laboratérny pozorovatel pozoruje relativisticku
kontrakciu dizky L = L'/y meradiel pripevnenych na obvode rovnomerne
rotujiceho disku (obr.), v porovnani s ich vlastnou dlzkou L. Na druhej
strane, polomer disku R je kolmy na obvodovi rychlost rotacie, a teda je
pre oboch pozorovatelov rovnaky. Pre obvod disku teda (z pohTadu S) plati
[ = v27 R, ¢ize rotujaci disk - neinercidlna ststava s dostredivym zrijchlenim
- méa zakrivenid geometriu.

Ako uvidime dalej, zrychlenie/gravitacia deformuje nielen priestor ale aj cas. LTV, platné medzi
inercidlnymi ststavami, uz nemozno mechanicky pouzit pri transformaciach do/z neinercialnej st-
stavy. Ulohou vSeobecnej tedrie relativity je preto najst taky opis fyzikalnych procesov, ktory
zrovnopraviiuje vsetkijch pozorovatelov, nielen tych inercialnych.

1.4.2 Metrika zakriveného ¢asopriestoru.

Zakrivenie Casopriestoru vyjadrujeme zmenou metriky oproti Minkowského metrike plochého caso-
priestoru (kap. I.1), v ktorej pre vzdialenost dvoch udalosti plati

(As)? = (Al — (AP

Potreba zmeny vyplyva uz z newtonovskej fyziky. Predpokladajme kabinu o vyske A Startujicu v ¢ase
t = 0 zo zeme z = 0 so zvislym zrychlenim g (obr.). Zdroj Z (na strope) vysiela nadol sériu svetelnych

36Hoci sa touto otazkou zaoberal uz I. Newton a dalsi fyzici, vyznam tejto ekvivalencie pochopil az A. Einstein.

3TPredstavte si, Ze sedite v Zelezni¢nom vagone bez okien. Ako zistite, ¢ vasa pokojovd stistava je alebo nie je iner-
cidlnou, ked ste v nej (z definicie) v pokoji? Sktumate, ¢ pocitujete horizontélny tlak resp. tah od operadla - zotrva¢nu
pseudosilu. To isté plati aj vo vertikdlnom smere, akurat Ze na tlak od podlahy sme zvyknuti a neuvedomujeme si ho.

38Kozmonaut v beztiazovom stave v skuto¢nosti pada volnym padom. V beZnom Zivote sme na gravitatné pésobenie
zvyknuti, nami pocitovany stav pokoja vSak nie je stavom bez silového posobenia.
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pulzov v ¢asoch ty,t; + Aty, ..., a detektor D (na podlahe) ich prijima v ¢asoch 4
tp,tp + Atp, ... (pre jednoduchost predpokladajme t; = 0 a malé rychlosti, takze  z=

- F; B
relativisticka dilataciu ¢asu a kontrakciu dlzky moZeme zanedbat). Pre okamzité
polohy zdroja a detektora v réznych ¢asoch plati
D
1, 1, “4
2p(t) = 59t 2z(t) = gt +h
Zz(tz) - ZD(tD) = CtD =h Zz(tz + Atz) — ZD(tD -+ AtD) = C[tD -+ AtD — (Zfz + Atz)]

Kombinovanim (predpokladajuc kratke periody pulzov, AtQZ, p — 0) dostavame
h
c

Pre pozorovatela D teda medzi dvoma po sebe idiacimi pulzmi ubehol kratsi ¢as neZ pre pozorovatela
Z. Pre frekvencie svetla vz p ~ 1/Aty p v zrychl'ujicej kabine to znamena dopplerovsky posuv spektra
medzi zdrojom Z a prijimac¢om D na opa¢nom konci kabiny. Podl'a principu ekvivalencie to plati aj
pre kabinu v pokoji v gravita¢nom poli, pricom gh = |¢z—¢p|, ¢o je rozdiel gravitaénych potencialov.

Cas plynie pomalsie v silnejSom gravitacnom poli

so zdpornej$im potencidlom ¢p (pamétajme, ze ¢(r) < 0, ¢(oc0) - 0).39 Tato skuto¢nost sicasne
limituje platnost jedného zo zakladnych postulatov Specidine; relativity:

Pre neinercidlne siustavy je rijchlost ¢ je invariantom len lokdlne!

Ak teda mame teleso Z o hmotnosti M a polomere R so Ziariacim povrchom (¢(R) = — “%M), detektor

D vo velkej vzdialenosti od jeho povrchu (¢(oco) — 0) nameria gravitaény €erveny posuv

Vp = Vg <1 + Qbilj)) = UVyz (1 — Kgiy)

~

Ako vidime, kvoli korekcii na ¢asovy interval At (1 + ;%) >~ Aty /1 + i—f ma Casopriestorovy interval

v newtonovskej metrike tvar
As? = (1 + 20—?) AN — Ar?

Na tomto priklade vidime, ako sa pritomnost gravita¢ného pola premieta do deformacie metriky ¢a-
sopriestoru. Opis gravita¢ného pola teda moéZzeme uplne nahradit opisom metriky a jej ¢asopriestoro-
vych variacii. Na metriku ¢asopriestoru potom nahliadame ako na ostatné druhy poli (napr. EM pole).
Zakrivenie ¢asopriestoru vSak ovplyviuje charakter pohybovych rovnic, obsahujtcich ¢asopriestorové
derivécie. Tie totiZ reprezentuji (infinitezimalne) zmeny dynamickych premennych pozdlZ asopries-
torovych suradnic, a ak sa pozdlz nich menf aj samotny ¢asopriestor, prislusné derivacie musia takito
zmenu zahrnat.*® Pohyb telesa pod vplyvom gravitacie - volny pad - sa potom stava inercidlnym
pohybom po najkratsej drahe, tzv. geodetike, danej C¢asopriestorovym zakrivenim. Stcasne vsak
kazdy hmotny objekt (latka aj pole) svojou hmotnostou/energiou vplyva na toto zakrivenie.

Hmota zakrivuje casopriestor, a zakrivenie casopriestoru ovplyviiuje pohyb hmoty.

Deformaécia metriky, vyvolana pohybujicou sa hmotou, sa moéze
sirit priestorom (lokalnou) rychlostou ¢ ako prieéne polarizovana
gravitaéna vlna, s dvoma nezavislymi moédmi kvadrupdlovej C"@ @ ¢$®

polarizacie (obr.).

39Naozaj, s narastajicou nadmorskou vyskou na povrchu Zeme pozorujeme zrijchlovanie chodu hodin - ¢asu, pri-
blizne o 1ns za defi na kazdych 100m nadmorskej vysky.

40Mame na mysli ndhradu ,oby¢ajnych® derivacii tzv. kovariantnymi derivaciami. Ich technické detaily st nad
ramec tohto textu.
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1.4.3 Gravitaécné Maxwellove rovnice.

Analogia medzi Coulombovym zakonom v elektrostatike a Newtonovym gravitaénym zakonom,
s hmotnostou v tlohe gravitaéného naboja, je neprehliadnutelna (s jedinym rozdielom neexis-
tencie zdporného gravitacného naboja). V kap. 1.3.1 sme ukézali, Ze elektrické a magnetické polia
sa relativisticky transformuji jedno do druhého. Vieme tiez, ze prie¢ne EM viny sa mozu §irit len
vdaka neustalej vzajomnej premene elektrickej a magnetickej energie. A napokon vieme uz aj to, ze
gravitacné viny sa $iria prdzdnym priestorom obdobne ako EM vlny. Skuimajme teda tito analdgiu
hlbsie.

Uvazujme dvojicu paralelnych (nekone¢ne) dlhych homogénnych hmotnych tyéi A,B s pokojovymi
dlzkovymi hustotami pa, pp vo vzdjomnom pozdlznom pohybe konstantnou rychlostou ¥, a testo-
vaci objekt hmotnosti m, umiestneny symetricky medzi ty¢ami a v kIude voéi ty¢i B (obr.). Pred-
pokladajme, Ze gravitacné posobenie oboch ty¢i na testovaci objekt je vzdjomne vykompenzované.
(Ide o analogiu tlohy z kap. 1.4.3.)

) A A 0
; v 5
Fa T
Fy
S me S‘ m @ r
flf Flf —
.
) B B 0
V ststave S (spojenej s tycou B a testovacim objektom) rovnovaha sil Fy = —Fp znamena pg = ypa

(v > 1), kvoli relativistickej kontrakeii dlzky pohybujcej sa ty¢e A. (Pokojovd hustota tyce A teda
musi byt y-krat mensia oproti ty¢i B.) V ststave S’ spojenej s ty¢ou A potom plati

FANpA:%B Fp ~p5 =7’pa = Fp # Fy

Rovnovéaha sil musi vSak existovat aj v tejto ststave, ¢o si vyzaduje existenciu dodatocnej sily F*
zavislej od rychlosti v. Kvoli analogii s EM pripadom tito silu nazyvame gravitomagnetickou.
Gravita¢na sila mé teda dva zdroje - gravitoelektrické pole o intenzite Eg = ¢ (,$tandardné“
pole newtonovskej graviticie) generované hmotnostou, a gravitomagnetické pole gg generované
pohybujicou sa hmotnostou (ako analog magnetickej indukcie E).‘“ Kombinovanim LTV pre trans-
formécie sil a rychlosti vieme celkovi gravita¢ni silu pésobiacu na objekt o hmotnosti m, pohybujtci
sa (v danej referen¢nej ststave) rychlostou @ v gravitatnom poli tvorenom hmotou pohybujicou sa
rychlostou v, vyjadrit v lorentzovskom tvare

—

ﬁ:m(ﬁg+ﬁx4§g) B, = xﬁg E, =g

le <y

kde faktor 4 je korekcia na malé zakrivenie ¢asopriestoru, ktoré $pecialna relativita nezahriuje.*?
Pre statické rozlozenie hmoty s hustotou p platia vztahy (odpovedajice newtonovskej gravitacii a
analogické s elektrostatikou)

0F, _,

ot

#1Jednym z dosledkov gravitomagnetizmu je absencia vzdjomného pritahovania paralelngjch svetelnych lucov - gra-
vitomagneticka sila (pri rychlosti ¢) presne kompenzuje vzajomné (gravitoelektrické) prifahovanie energie. Naopak,
drahy antiparalelnych lucov sa navzajom ovplyviuju.

42Tieto vzfahy sa dajt odvodif z linearizovanej Einsteinovej rovnice gravita¢ného pola (zédkladnej rovnice vie-

obecnej teorie relativity - diferencialnej rovnice pre metriku ¢asopriestoru, zakrivovani hmotou/energiou) v prisluinej
limite (a kalibréacii).

V'Eg:—4ﬂﬁNp VXEQZO
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Lorentzovskymi transformaciami tohto statického pola (kap. 1.4.3) dostavame rovnice pre gravitaéné
pole tvorené hmotou pohybujicou sa rychlostou v - tzv. gravita¢né Maxwellove rovnice

. _ ~ OB
V- E,=—4rknp V-B;=0 Vng:—a—tg
= 477‘/{]\[—) 1 aﬁg - 5
VXBQZ—T‘]—}-C—ZW kde ] = pv

Od rovnic EM pola sa lisia len zdporngm znamienkom pred zdrojmi p, j, tvoriacimi $tvorvektor
?

j* = (ep, 7), ¢o odzrkadluje vzajomné pritahovanie hmotnosti (na rozdiel od odpudzovania nabojov
rovnakej polarity). Rovnako ako v EM pripade, kombinéciou tychto rovnic dostavame vlnové rovnice

a 105 LY S
OE, = —4ky (vp+ C——]> 0B, = % (V X j)

¢o pri absencii zdrojov p, 7 vedie na homogénne rovnice s rieSeniami v tvare gravita¢nych vin s gra-
vitacnym Poyntingovym vektorom, hustotou energie viny a zdkonom zachovania celkovej energie
hmoty a pola/viny*?

N c? . 1

Sy (Ey % gg) Wy =

ow, -

(E: +*BY)

4K N 8Tk N

Rovnica kontinuity pre hybnost vlny je zakonom zachovania celkovej hybnosti hmoty a pola/viny

2 (S L
<_g>+v'?g>:_(pEg+jXBg)

ot \ 2

kde ﬁ) je 3x3 Maxwellov tenzor napétia pola (vlny) - jeho zlozky su ©7F-zlozkami tenzoru energie-

hybnosti pola
My wg S /C
O = ( S,/c %)
9 9

v tplnej analogii s EM pripadom z kap. 1.3.4. Treba v8ak pripomenut, ze maxwellovska limita je
limitou plochého Casopriestoru, a spada do oboru sSpecidlnej relativity. Vo vseobecnej teorii relativity
sa energia gravitacného pola/viny premieta do zakrivenia ¢asopriestoru, a silovéa interakcia s hmotou
do volného pohybu hmoty po geodetikdch. V tomto zmysle nedochadza k transféru energie-hybnosti
medzi polom a hmotou - gravitacna sila neezistuje, a teda ©4” = 0. MoZeme to interpretovat tak, Ze
energia-hybnost pola/viny ©4", vystupujica v scendri s plochym casopriestorom, sa spotrebuje na
jeho zakrivenie.

43Zaporné znamienka na pravych strandch odrazaju gravitacné pritahovanie a poziadavku nulovej potencialnej
energie v nekonecnej vzdialenosti od zdrojov.
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CESTA KU KVANTOVEJ FYZIKE

II.1  Foton.

I1.1.1 Sirenie svetla ako interferencia vin.

Nagu cestu ku kvantovej povahe fyzikalnej reality za¢neme rydzo klasickymi tivahami o §ireni svetla.!
Z ucebnic geometrickej optiky vieme, ze li¢ svetla sa z medzi miestami A a B v opticky homogénnom
prostredi $iri po priamke, a vo vSeobecnosti (v prostredi s meniacim sa indexom lomu) po trajek-
torii, ktorej odpoveda najkratsi ¢as. Na druhej strane, z vinovej mechaniky (a svetlo je vlna) pozname
Huygensov princip, podla ktorého kazdy bod vlnoplochy (mnoziny bodov
s rovnakou fazou vlny) je zdrojom sekundarnej viny (obr.), pricom tieto
sekundarne vlny navzajom interferuji. Sfriace sa vlnenie je vysledkom
(konstruktivnej aj destruktivnej) interferencie sekundarnych vin. Takyto
scenér je predstavitelou realitou pri vineni hmotnych prostredi (napr.
na vodnej hladine). Interferenéné obrazce v8ak pozorujeme aj pri svetle
iriacom sa wvdkuom, a to na detektoroch (tienidlach) za Strbinami
M v nepriesvitnych prekazkach. Aj Sirenie svetelného luc¢a po priamke si
destruktivna () takto dokazeme vysvetlit ako konstruktivnu interferenciu drah dlzkovo
interferencia . (T) e . . R . . R .oty . .
sa lisiacich od priamej o menej nez polovinu vinovej dlzky A (pojem lic¢

smery §irenia viny
vinoplochy Y : y

o zahfha tieto drahy v limite A — 0), bez prispevkov od zakrivenejsich
G dréh, ktoré navzajom interferujiu destruktivne (obr.).
= - G"
L W e Stale sa vSak mozeme pytat, ¢i sa svetlo 8iri z A do B naozaj po vset-

A*“ / o “Ogp kych moznych drahach, alebo ide len o matematicky ,vypoctovy trik".
Uvazujme preto rovinnu svetelni vinu dopadajicu Sikmo na zrkadlo, a
detektor snimajtci intenzitu odrazeného svetla.

konstruktivna interferencia

Na detektor D dopadaju lace odrazené len od - b D

malej plosky zrkadla, v stlade so zdkonom ~ ~

odrazu (a). Ak teda zvySok zrkadla pokry- |
jeme absorp¢énou vrstvou (vsetko dopadajice
svetlo pohlti), intenzita svetla snimana de-
tektorom sa nezmend (b). Ak vSak tato vrstva
bude tvorit mriezku s otvormi s periodou A (c), intenzita detegovaného svetla sa zmend (zvys$i alebo
znizi, podla posuvu mriezky po zrkadle). Vysvetlenim je, Ze svetlo sa naozaj siri po vietkych moznijch
drdhach, a vytvorenim vhodnej mriezky sme zamedzili destruktivnej interakcii navzajom blizkych
drah. Detektor preto prijima oproti predchadzajicim pripadom prebytok navzajom interferujiacich
lacov z roznych smerov (s nejakym fazovym posuvom voéi la¢u odrazenému podla zakona odrazu).

a b c

I Kvoli nazornosti budeme hovorit o svetle, mame v§ak na mysli &irenie EM vin vo vSeobecnosti.
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Pripomenne, Ze podstatou interferencie svetla je séitavanie okamzitijch vyjchyliek oscilujicich poli
E(7,t) jednotlivych interferujicich vin (s ohTadom na ich fdzy), a nie ich intenzit. Vysledné elek-
trické pole v kazdom mieste (linearneho prostredia) je totiz superpoziciou jednotlivych zloziek,
E(rt) = Zj E;(7,t). Intenzita svetla v danom mieste je potom Gmerna energii pola, I ~ |E|*.
V pripade interferencie dvoch zloziek rovnakej frekvencie plati

—

E\(7,t) = BelFrmet=e) = [ eile1(7)—wt) J(F) 1) = Byel(e2(—0)

fmw/

—

B[+ | Bar)| + 28070 - Bal) coslin(7) — a(7)

— —

El (F7 t) + E2 (F7 t)

2 . -
m:/pmwﬂmoﬁ:m

I(F) ~

Ak E\(7) L Ey(F), k ziadnej interferencii nedochéadza, a I(7) = I,(7) + Io(7). Pre Ey(7) || Es(7) plati

1(7) = 1(7) + L(F) + 2¢/ 1 (7) Io(7) cos[ipr () — @2(7)]

Vysledna intenzita svetla sa teda interferenciou zosiliuje alebo zoslabuje, v zavislosti od fazového
?

rozdielu Ap(7) = @1(7) — pa(7)
interf. maximé pri Ap = 2k7w inter. minima pri Ap = (2k + 1)7 k=0,1,2..

Pojem intenzita teda pre nas ma zmysel len pre vysledok interferencie. Treba tiez zdoraznit, ze pre
pozorovanie ostrych interferen¢nych efektov (t.j. jasného rozdielu medzi konstruktivnou a destruk-
tivnou interferenciou) je potrebné dostato¢ne koherentné, teda monochromatické svetlo. Rozdiely
faz interferujicich zvizkov su totiz urcené vlnovou dlzkou svetla. Pre nemonochromatické svetlo sa
interferenéné miniméa jednej vlnovej dizky prekryvaju s maximami inej.

Uvazujme teraz plosny fotodetektor - zariadenie konvertujice lokdlnu intenzitu dopadajiceho svetla
(tok EM energie na dané miesto plochy detektora) do ur¢itej formy zaznamu - ,fiary” (priradenej
k tomuto miestu) o vyske imernej detegovanej intenzite svetla. ,Mapa* 9
detegovanej intenzity po prechode svetla siistavou Strbin pozostava zo
ststavy miest vysokej intenzity dopadajiceho svetla (v dosledku mno-
holiicovej konstruktivnej interferencie), oddelenych tmavymi miestami
(Dodatok D). Nulova alebo miziva detegovana intenzita pritom nie je
dosledkom nedostupnosti tychto miest 1Gémi z jednotliviich $trbin, ale O irts
dosledkom dokonalej destruktivnej interferencie lacov zo véetkgch Strbin. dopadajiceho svetla
Zakrytim ktorejkolvek zo $trbin totiz ovplyvnime vsetky miesta ,mapy*.

e e

\||4

L

11.1.2 Interferujtci foténm.

Vyska celého interferenéného obrazca na sistave Strbin z kap. 1I.1.1 sa skaluje s vykonom zdroja
svetla - pri poloviénom vykone je poloviénd vyska vSetkych ciar. Ak vSak nastavime vykon zdroja
svetla na mizivid Groven,? plosny detektor uz nezaznamena naraz cely interferenény obrazec, ale ¢a-
sovy sled jednotlivych lokdlnych impulzov. Vyvolava to zdanie, akoby tok EM energie nebol plynuly,
ale giril sa v akychsi energeticky aj priestorovo mikroskopickych ,balikoch” - foténoch?, a plynu-
lost makroskopického toku energie bola iba ilaziou.* Pri dostato¢ne nizkej intenzite dopadajiceho
svetla fotony postupne po jednom pribiidaji na detektore. Miesto detekcie jednotlivého fotonu je na

2Praktickym riesenim je zvicSovanie hribky absorbujtcej prekazky pri danom vykone zdroja.
3Tento nazov pochadza od amerického fyzikalneho chemika Gilberta Lewisa.
4Uvidime v8ak, Ze takyto zaver je unahleny a nenéalezity.
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prvy pohlad ndhodné, po Case vSak zistime, Ze najviac foténov detegujeme v miestach prislichaji-
cim interferenénym maximéam, a (takmer) ziadne fotony nezaregistrujeme v miestach prislachajicim
interferenénym minimam. Ak detekéné zariadenie dokdze zobrazit mapu pocetnosti registracii, po
dostato¢ne dlhom case dostaneme ostry interferenc¢ny obrazec, rovnaky ako v pripade intenzivneho
osvetlenia.

doba pozorovania

Presnost priestorovej lokalizacie foténu na detektore je limitovana rozliSovacou schopnostou detek-
tora. Detekcia fotonu je pohltenim EM energie telesom detektora, a jeho rozliovacia schopnost je
dana schopnostou lokalizovat miesto tohto energetického transféru. Predstavme si aktivnu plochu
detektora ako raster izolovangch ,fidiel“. Zamezdenie interakcii medzi susediacimi ¢idlami (kazdd
interakcia je vymenou energie) potom umozni lokalizaciu fotonu jedinym ¢idlom. Ukazuje sa vSak, 7e

foton je tak maly ako malé vieme urobit jeho cidlo.

Existencia interferen¢ného obrazca nas nuti verit, ze kazdy ,balik* energie prislichajicej registrova-
nému fotonu sa Siri sicasne celou sustavou Strbin. Umiestnenim dodato¢ného detekéného zariadenia
priamo v sustave Strbin v8ak registrujeme zaznam (foton) vzdy len v jednej zo Strbin, a nie sti¢asne vo
viacerych strbinach. Tento vysledok nas zasa utvrdzuje v predstave, ze kazdy ,balik” energie preché-
dza jedinou Strbinou, nezavisle na existencii ostatnych Strbin, a ze vysledny interferenény obrazec je
suc¢tom ,balikov“ z jednotlivych Strbin. Ak vSak nechame svetlo prechadzat vzdy len jednou S$trbinou
pri zakrytych zvySnych, a toto opakujeme pre vSetky Strbiny, vysledny stcet zaznamov Ziadnu inter-
ferenciu nevykazuje.” Kazdy ,balik” energie teda dokaZe interferovat sam so sebou len ak ho nechame
yherusene prechadzat sucasne alternativnymi trajektoriami ako vinu. Ak sa ho v8ak pokiusime pocas
Sirenia lokalizovat (tzv. ,welcher Weg* experimenty®), sprava sa ako projektil - castica. Pre takéto
spravanie sa ustalil nazov vlnovo-¢asticovy dualizmus. Jeho podstatou je téza, ze fyzikdlna realita,
ako nam ju odhaluje experiment, zavisi od volby typu experimentélnej ,otazky“ (¢i chceme merat
vlastnosti vlny alebo ¢astice). Znamena to vsak tiez, ze

neexistuje pasivny pozorovatel objektivne] reality - vidy je jej aktivnou sicastou.”
Neskor uvidime, ako sa tomuto principu prispésobuje aj matematicky formalizmus ,novej“ fyziky.
Protichodné ¢rty vlnovo-casticového dualizmu vSak nedokazeme sklbit v ramci klasickych predstav
o Sireni hmoty a energie, a pri formulovani spolahlivej teorie (reSpektujicej experimentélne fakty)
musime pripustit, Ze zakony mikrosveta sa mozu priecit ,zdravému rozumu“.®

Ani po viac nez storo¢i badania sa nepodarilo sformulovat taka fyzikalnu predstavu, ktora by uspo-
kojivo zodpovedala vSetky nase otazky (a nebudeme sa o to pokisat ani v tomto texte). Podarilo sa
vSak sformulovat G¢inny matematicky aparat, ktory s neuveriteInou presnostou koregponduje s expe-
rimentom. Prave tato jeho u¢innost nas nabada sa pytat, do akej miery (a ¢ vobec) pojmy a nastroje

5Toto by nemalo byt prekvapenim, ved ani pri intenzivnom osvetleni nedostaneme interferencny obrazec, ak regis-
trujeme svetlo vzdy len z jedného otvoru a postupne s¢itavame intenzity z jednotlovych otvorov. Zial’, detekcia fotonu
znamend pohltenie celej jeho energie, nie je preto mozné registrovat dany fotéon priamo v Strbine a vzapéiti aj na
vzdialenejSom detektore (umoziujucom interferenciu).

Snem. ,,ktord cesta*. Modern4 fyzika sa z vicsej ¢asti rodila v nemecky hovoriacom prostredi.

"V Kklasickej fyzike existuje pojem idealne meranie - meranie neovplyviujice merany objekt. Opakovane uvidime,
ze v mikrosvete takéto meranie nie je mozné.

8Popustit uzdu fantazie vo fyzike je dovolené, niekedy dokonca Ziaduce, mala by vak existovaf aspoi principidlna,
moznost experimentéalneho overenia novych myslienok, alebo nadej, Ze v buducnosti sa taki moznost najde. Prikladom
z histoérie fyziky je Einsteinov (a Lorentzov a Minkowského) népad zjednotit ¢as a priestor do ¢asopriestoru, podporeny
experimentami (Michelson - Morley).
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tohto aparatu (niektoré z nich uz pozname, s niekolkymi d'alsimi sa zoznamime) reprezentuja objek-
tivnu fyzikdlnu realitu (tak ako v klasickej fyzike), a do akej miery si len pragmatickym vypoctovym
nastrojom (bez ;hmatatelného* obsahu) v style ,ml¢ a pocitaj!/“.? Aktudlny vieobecne prijimany fy-
zikalny obraz mikrosveta sa natol’ko prie¢i prirodzenej intuicii, Ze z didaktickych dévodov ho budeme
budovat postupne. Opierat sa budeme o kli¢ové experimenty, ktorych ulohou ¢asto nebude urcity
pracovny predpoklad potvrdit, ale ho vyvrétit.

V pripade vysSie opisaného experimentu by nasa argumentacia mohla byt takato: Jednotliva a ,bo-
dova“ detekcia fotonov na plosnom detektore (tienidle), ako aj detekcia fotonov v jednotlivych strbi-
néch, svedcia v prospech obrazu fotonu ako castice-projektilu. Interferencia kazdého fotonu samého so
sebou, pozorované pri nenarusenom prelete siistavou $trbin, vSak takyto obraz spochybiiuje. MoZeme
sa ho pokusit zachranit jednym z nasledujicich scenarov:

1. Foton-projektil sice prechadza jedinou Strbinou (ako sa na projektil patri), ale ,ktosi“ mu urcuje
drahu a miesto dopadu, aby sme pozorovali inteferenény obrazec. Tym , ktosi“ moze byt len vina
(lebo len viny interferuji) - EM vlna. Potom by ale foton a EM vlna boli dve rézne entity, a fyzika
by okrem teorie EM pola potrebovala teoriu interakcie pola a foténov. Taku teériu vSak neméame.
Tento scenar teda problém neriesi, len ho presiva inam.

2. Foton je projektil (lebo je ,bodovo“ detegovany), a vlna urcujica miesto jeho pravdepodobného
dopadu je cisto matematickym ndstrojom. Viac nevieme a ani nemusime vediet - ml¢ a pocitaj!
Pri makroskopickom pocte fotonov takato vina vyvolava ,jilaziu“ fyzikilnej (t.j. meratelnej) EM
viny. Makroskopicky meratelna intenzita EM pola je emergentna - vznikd/vynara sa z obrovského
mnozstva mikroskopickych udalosti, pri¢om na mikroskopickej Grovni ako pojem nemd zmysel.*
Tento scenar je slubny (vypocty veda k spravnym vysledkom). O Sireni ,redlneho” fotonu-projektilu
vSak nehovori ni¢. Ak je vSak takyto Siriaci sa fotén-projektil nedostupny fyzikadlnemu opisu, jeho
miesto vo fyzikdlnom obraze sveta je otazne.

3. Foton nie je klasicka ¢astica-projektil, ale podivny objekt (aké v nasom svete na makroskopickych
skalach nepozorujeme), ktory a7 do okamihu detekcie fyzicky existuje v superpozicii viacerych loka-
lizovatelnych poloh, a moze teda prechadzat sicasne vetkymi Strbinami. Interferovat sim so sebou
vSak moze len ak pozdlz kazdej svojej alternativnej trajektorie ,eviduje svoju okamzitt fizu. Faza je
atribitom periodickych dejov, kazdy foton by teda musel existovat v superpozicii akychsi vnatornych
oscilatorov. Su tu vSak dalsie problémy: Alternativne trajektorie medzi zdrojom a miestom detekcie
(cez vietky mozné Strbiny) sa ligia dlZkou. Fotén ako balik EM energie ma nulovi hmotnost, musi
sa preto pohybovat len rychlostou c. Po rézne dlhych drahach by na miesto detekcie dorazil nielen
s roznymi fazami (¢o je podmienkou vzniku interferenéného obrazca) ale aj v roznych casoch (¢o je
pre interferenciu bodového objektu problém).!* Musel by byt aspoi ¢iasto¢ne delokalizovany aj pozdlz
drdh $irenia. Potom uZ ale naozaj neexistuje dovod povazovat ho pocas letu za projektil.'?

Foton v 3. scenari je fakticky vlnou, presnejsie vinovym balikom s nenulovymi rozmemi vo v8etkych
smeroch. Mohlo by vsak ist o ,matematicka” vlnu v zmysle 2. scenéra, pricom superpozicia poloh
by bola chapana len ako vypoc&tovy nastroj bez ontologického'® vyznamu. Fotén by mohol byt aj
kratkym EM impulzom, no jeho nenulové rozmery pre zmenu nevysvetluji ,bodova®“ detekciu. Ok-

Yangl. ,,shut up and calculate!"

10Takymto emergentngm pojmom je napr. teplota - pojem, ktory na mikroskopickej Grovni neexistuje. Nase makro-
skopické videnie sveta je zalozené prave na takychto ilaziach.

11(v]asy sbriletov by sme vedeli zjednotit len za cenu predpokladu, Ze rozne dlhym drdham prislachaja rozne (a
dokladne vyladené) rychlosti, a rychlost ¢ je len akousi ,zdanlivou - zinterferovanou® rychlostou. Aky by to malo v§ak
dopad na fazy a interferenciu?

12E&te aj v ¢ase pisania tohto textu sa mozeme stretnit s tvrdenim, Ze v mikrosvete takéto projektily existuja. Ak
by to aj bola pravda, nebol by dovod nazyvaf ich projektilmi ani ich za také povazovaf. Zirafa s plutvami a ziabrami,
Zijuca v oceanoch, jednoducho nie je zirafou. Mozno je to zralok.

13 ontologickyj = spojeny s redlnou fyzickou existenciou
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rem toho, ziaden zo scenarov nevysvetluje vyber konkrétneho miesta detekcie (interferencia uréi len
viac ¢i menej pravdepodobné, ako aj tplne nepravdepodobné miesta), a nedotyka sa ani podstat-
nej vlastnosti fotonu - kvantovania jeho energie. Bez presvedc¢ivych odpovedi na tieto otazky si
vysSie uvedené scenare iba predbeznymi §pekulaciami. Potrebujeme sa o foténoch dozvediet viac,
prostrednictvom inych experimentov, a tomu sa venuji nasledujtce kapitoly.

I1.1.3 Foton ako kvantum energie.

V predchadzajicej kap. 11.1.2 sme predstavili foton ako balik energie. Prvé experimentalne dokazy
existencie foténov sa viazu tzv. vonkajsi'* fotoelektricky jav (fotoefekt). Ide o emisiu elektronov
z povrchu kovu pri pohlteni EM Ziarenia. EM energia Fg); absorbované elektronom sa prerozdeli na
vystupna pracu E, (energiu potrebnii na vytrhnutie elektronu z povrchu kovu, charakteristicka
pre dany material) a ,prebyto¢ni“ kineticku energiu uvolneného elektronu,

Povodnym experimentalnym zariadenim bola vakuova elektronka (obr.). EM Ziare- U
nie fotoefektom vyrézalo z uzemnenej katody elektrony, a pri kladnom andédovom
napati tieto elektrony viedli prad elektronkou. Prad bol amerny poc¢tu emitovanych
elektronov, a teda narastal s vikonom EM ziarenia. Naopak, prilozenim zaporného
napitia na anédu boli emitované elektrony odpudzované a brzdené, a pri urcitej %\;\
hodnote |eU,| = Ej;, prad elektronkou zanikol. Zmeranim tohto zéverného napitia
bolo mozné ur¢it maximalnu hodnotu FEj;,. Ocakavalo sa pritom, Ze hodnota U, T

1} katéda

bude (rovnako ako priad) zavisiet od EM vykonu. Toto o¢akavanie sa vSak nenapl-
nilo. Namiesto toho sa ukazala linearna zavislost U, od frekvencie EM Ziarenia,

andda

leU,| + E, = hw

kde b = 7=, a h = 6.626... - 107**Js je tzv. Planckova konstanta. Vysvetlenim tohto javu'® je,
ze EM Ziarenie odovzdéva elektronom energiu v elementarnych kvantach, pricom energia kvanta je
umernd vyjlucne frekvencii Ziarenia,

E = hw

Emisia jedného elektrénu nastane pohltenim jedného kvanta EM energie Aw - fotonu. S rastiicou
intenzitou Ziarenia narastd pocet pohltenych fotonov a teda aj pocet emitovanych elektronov, nie
vSak ich kineticka energia - ta narastie len zvySenim frekvencie EM Ziarenia. Motivaciou k tomuto
(na ta dobu revolu¢nému) predpokladu o kvantovani energie bol jeho tispech pri opise tepelného
Ziarenia.

Co je tepelné ziarenie? Zo skusenosti (aj bez znalosti z termodynamiky) vieme, Ze ak dame do tepel-
ného kontaktu dve telesa o roznych teplotéch,!® teplo z teplejsieho telesa bude pridit do chladnejsicho
v snahe vyrovnat teploty. Pokial je tento systém izolovany, po urc¢itom ¢ase musi déjst k vyrovnaniu
teplot. Transfér energie medzi telesami viak nemusi prebiehat len vdaka ich priamemu kontaktu (do-
tyku) ¢ vdaka pradeniu okolitého prostredia (vzduchu, vody,...) medzi nimi, ale aj prostrednictvom

1 Existuje aj vnitorny fotoefekt, pri ktorom elektrény v polovodi¢och neopustajt povrch, ale prestupuji z valenéného
do vodivostného pasu, a tym zvySuju elektricka vodivost. VyuZziva sa v optoelektronike.

15Vysvetlenie fotoefektu predlozil v r. 1905 A. Einstein, za ¢o mu bola neskor (1921) udelena Nobelova cena. Zasadny
podiel na experimentalnom objave fotoefektu mé vSak aj bratislavsky rodak Philipp Lenard, jeden z prvych laureatov
Nobelovej ceny za fyziku (1905).

6Teplotu telesa mozeme (pre naSe potreby) definovat ako mieru energie naakumulovanej vo wvnitornom pohybe
jednotlivych ¢asti objektu vzhladom na jeho tazisko.
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EM energie vyzarovanej a pohlcovanej povrchom telies.!” Podla Stefanovho - Boltzmannovho
zakona (Dodatok E) vykon EM Ziarenia povrchu telesa narasta s jeho teplotou ako 7% (v kelvi-
noch !),'® pricom energia Ziarenia je rozloZena do spektra frekvencii, typického pre dany material.'®
Idealizované teleso schopné absorpcie a emisie na wvsetkyjch frekvenciach nazyvame absolatne Cier-
nym telesom,?® a rozloZenie hustoty energie w(w) v jeho emisno-absorpénom spektre pri danej
teplote urc¢uje prave Planckov zakon?' (Dodatok E)

viditelnd oblast

() Fuw3 1 5000 K !
w(w) = 5
m2c3 exp{kBﬂT} —1 §
£
resp. 3]
8mh 1 £-
The ‘e
w(A) = - £
A° exp{/\l?BT —1 &1
(lebo w = 2mc/\ a dw = (—)2me/N\?).

0 05 1 15 2 2.5 3
A (um)

Do priestoru uzavretého stenami, temperovanymi na urcita teplotu, vyzaruju tieto steny EM vlny a
stcasne ich aj pohlcuja. V ustalenom stave pohltia presne to ¢o vyziaria - hovorime, ze Ziarenie je
v termodynamickej rovnovdhe so svojim okolim, a mozeme mu teda priradit teplotu.?? Prave takito
situaciu predpokladame pri odvodzovani Planckovho zédkona: EM pole v dutine sa sklada z moédov
stojatych vin, pri¢om energia kazdého modu sa moze menit len o nasobky elementarnych kvant fiw
- foténov. Okrajovymi podmienkami dané diskréine spektrum modov sa v limite nekoneéne velkej
dutiny stava spojitym.

Velkost kvanta energie moédu s frekvenciou w je uréend hodnotou hA. Téato fyzikdlna konStanta je
teda akousi fundamentalnou mierou kvantovanosti Prirody na trovni mikrosveta. V limite A — 0
kvantovanost vymizne, a vratime sa do sveta nasej skiisenosti a klasickej fyziky. VSimnime si fyzikalny
rozmer Planckovej kongtanty, Js:kngQ. Tento rozmer maji vo fyzike dve znadme veli¢iny - moment
hybnosti (resp. st¢in hybnosti a polohy/vzdialenosti) a a€inok - akysi kvantifikitor ,yynalozeného
tsilia® pri pohyboch a dejoch vSetkého druhu.?® MoéZeme sa teda domnievat (spravne, ako uvidime
neskor), Ze prave u¢inok je tou kvantovanou veli¢inou, a ze

v prirode neexistuju procesy, ktoryjch ucinok by bol mensi nezZ h.

17Zem je ohrievand ziarenim pochadzajicim zo Slnka. Temperovani miestnost ohrieva zmrznutt zéhradu aj cez
presklené plochy kvalitnych okien, lebo si priesvitné pre EM vlny.

18Clovek o teplote 37°C vyZzaruje (cez plochu cca 1m? svojho povrchu) vykon cca 500W a stcasne pohleuje cca 400W
z okolia na izbovej teplote 22°C.

190 tom, aké frekvencie dana latka moze pohltif a aj vyziarit, rozhoduje §trukttra latky na mikroskopickej tirovni
- typ atémov a molekil, chemické vizby, atd. Toto spektrum je akymsi ,,odtlackom prstov* danej latky.

20Farbu telesa vnimame v dvoch pripadoch: Bud’ je teleso rozzeravené natolko, Ze vyrazne vyzaruje aj vo viditelnej
Casti spektra (vtedy ho vidime aj v tme), alebo ho musime osvetlif viditelnym svetlom. Tie zlozky spektra, ktoré
teleso nedokaZe pohltit, sa odrazia od povrchu a urcuju jeho farbu. Povrch, ktory vSetko pohlti, ni¢ neodrazi a preto
je Cierny.

21Sformuloval ho M. Planck v r. 1900, a dostal zair Nobelovu cenu za rok 1018.

22Napr. vesmirny prazdny priestor (vo velkej vzdialenosti od hviezd) ma teplotu mensiu nez 3K, vdaka pritomnosti
tzv. reliktného mikrovlnného Ziarenia. Spektralne rozloZenie energie tohto Ziarenia totiz odpoveda Planckovmu
zékonu pre takuto teplotu.

23V teoretickej mechanike sa i¢inok definuje ako ¢asovy integral lagrangidnu. Prave minimalizaciou t¢inku ziskavame
skuto¢né trajektorie pohybu, a pod. Priroda sa chova tisporne.
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Neexistuje teda ani transfér energie z jedného systému na druhy (napr. z telesa do Ziarenia), ktorého
uc¢inok by ,,podliezol” tento limit.

11.1.4 Je foton c¢asticou?

Rozoberieme teraz otazku, ¢i foton ako kvantum emitovanej a absorbovanej energie je aj siriacim sa
kvantom, teda casticou. Nasvedcuje tomu ,bodova” detekcia ako pri castici-projektile. Je tiez zrejmé,
7e emisia a absorpcia fotonu je transférom nielen energie ale aj hybnosti, typickej pre projektil. Kedze
musi platit rovnost

E* = (hw)* = (mc*)* + (p)*c” — hw = |ple
pre hybnost foténu dostavame

. -0 - - w
P=—p°=hk k| ==
C

kde k je vlnovy vektor prislichajiaci EM vine. Spomenime niektoré dalSie experimenty, ktoré néas
podnecuju k casticovej interpretacii foténu.

Prvym je Dopplerov jav: Ak sa zdroj EM vlny od pozorovatela wvzdaluje rychlostou u, dochadza
k tzv. €ervenému posuvu - prijimana frekvencia je mensia oproti vysielanej, w, = w,y(1 — )
(kap. 1.2.1). Z klasického pohTadu tok energie EM vlny sice nezavisi od jej frekvencie, energia ani
jej tok (Poyntingov vektor §) v8ak nie su lorentzovskymi invariantmi - zdroj a pozorovatel sa ne-
zhodnu na ich velkosti. Pri¢inu treba hladat v relativistickych transformaciach amplitidy viny, lebo
S~ ExB ~ FE?, kedze EM vlna v prazdnom priestore je transverzilna, a plati E, = cBj.
Transformac¢né vztahy medzi zdrojom a pozorovatelom su E| = ~v[E, — f(c¢BL)] = vE[1 — f]
(kap. 1.3.1). V limite v — ¢ dokonca E| — 0 (lebo f — 1,7 — oo ale pomalsie). Tok energie sa
potom dopplerovsky transformuje s faktorom v2(1 — 3)2.

Ak sa na emisiu/absorpciu viny divame ako na emisiu/absorpciu foténov, potom ich energia E = fw
sa transformuje ako frekvencia, w, = w,y(1 — ), a v limite u — ¢ pre pozorovatela fotony ,vyhasni*
tplne. Tok energie je vSak okrem energie fotonov dany aj frekvenciou ich emisie/absorpcie, ktoré sa
transformuje rovnako ako frekvencia vlnoploch pri Dopplerovom jave, ¢ize tiez s faktorom (1 — ).
Vysledny faktor je teda 72(1 — )2, rovnako ako pri klasickom pohlade. Pri pribliZovani zdroja
k pozorovatelovi sa, rovnako z klasického aj kvantového hladiska, faktor (1 — ) zmeni na (1 + 3),
a Cerveny posuv na modry (k vysSim frekvenciam). V ramci tejto avahy nam teda ni¢ nebrani
predstavovat si tok energie priestorom ako tok diskrétnych c¢astic-fotonov.

Rovnakym spdsobom sa zvykne interpretovat aj Comptonov jav?! - rozptyl ,nalietajtcich* foténov
na nabitych casticiach, spravidla elektronoch. Podstata javu, odhliadntic od technickych detailov,
v Casticovej interpretacii spociva v tom, 7e cast energie hw fotonu sa pri zrazke odovzdéa (volnému)
elektronu o hmotnosti m, ako prirastok jeho kinetickej energie, a foton sa ,odrazi* (ako projektil) so
zmensenou energiou hw' pod ur¢itym uhlom 9, pri su¢asnom zachovani celkovej energie aj hybnosti.
Pre vlnovi dizku dopadajiceho a odrazeného foténu sa d4 odvodit vztah (Dodatok F)

h

MeC

N =X =Ac(1—cos?) Ao =

kde A¢ je tzv. Comptonova vlnova dizka elektronu, ktorej fyzikilny vyznam a dolezitost ozrejmime
neskor. Toto je vysledok z pohladu laboratornej ststavy. V ststave spojenej s elektronom nedéjde

240bjavil ho v r. 1923 A.H.Compton, a dostal zait Nobelovu cenu (1927).
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k transféru energie na elektron,?® takze fotén sa odrazi s rovnakou energiou, w’ = w. Comptonovsky
posuv energie fotonu je teda relativisticky jav, rovnako ako Dopplerov efekt, a vypocet (Doplnok F,
pre jednoduchost pre odraz o 180°) ukazuje, Ze si v skuto¢nosti totozné.

Uz v casti 1.3 sme sa vSak poudili, ze tok energie je procesom sui generis, nestotoznitelny s tokom
akejkol'vek latky vratane pola (pozorovali sme tok energie aj v statickych poliach). Rovnako uz vieme,
ze toku energie odpoveda aj hybnost, a ze teda ak takyto tok dopada na testovaci objekt (detektor),
je schopny konat mechanickd pracu rovnid pohltenej energii. Tok energie ma teda rovnaké prejavy
ako projektil, bez potreby inej substancie v tlohe , kuriera“. Otazkou je len to, ¢ nespochybnitelné
kvanta energie v procese emisie a absorpcie maji objektivnu a samostatnt kvantovani existenciu aj
v procese §irenia. Predstava foténov ako volne sa Siriacich kvant energie - castic - by mala zmysel,
ak by sme takého castice dokéazali lokalizovaf. Nevyhnutne nulovd hmotnost takychto hypotetickijch
Castic (kedze sa 8iria rychlosfou ¢) znamena, ze
pre foton neexistuje vlastnd pokojovd sustava.

V nej by mal totiZ foton nulovii hybnost, a jeho energia by bola E = /(mc?)2+ (pc)2=+v/0+0=0
- foton by neexistoval.?® Ako sme uZ naznacili v kap. 1.2.3, §tvorvektor hybnosti foténu P* by mal
nulovi velkost. Foton ako ¢astica-projektil teda neeristuje. Iluzia ,Casticovosti® je vyvolavana vijlucne
kvantovanym transférom energie /hybnosti medzi EM polom a latkou. Uz pri odvodzovani Planckovho
zékona (kap. I11.1.3) EM pole v dutine tvorilo energetické kontinuum, rozlozitelné do médov stojatych
vin (pre jednoduchost v jednom rozmere)

E(z,t) = 2Eq sin(k;x) sin(wit) = Eg cos(kjx — wit) — Eg cos(kyix + wit) k= 2)\—7T = %
!
kde k; st ur¢ené okrajovymi podmienkami. Hoci stojati vinu moézeme formaélne rozdelit na opacne
postupujice viny, energia v dutine sa nesiri. Kazdy bod stojatej vlny je harmonickym oscilatorom
s frekvenciou modu, w;, s amplitidou meniacou sa v priestore ako 2FEjsin(k;x). Kvadrat tejto am-
plitady ur¢uje energiu kazdého oscilatora. Celkova energia modu je dané integralom cez celd dlzku
dutiny, je teda rozlozena pozdlz stojacej viny. Ak by sme cheeli tento energeticky obsah kvantovat
- déavkovat® do foténov, kazdy z nich by bol rovnako delokalizovany. Predstava takychto kvant je
neopodstatnend a nezmyselna. Nespochybnitelny je v8ak (experimentalny) fakt, Ze energia celého
modu sa moze menit len po kvantach hw;.?” Tento tbytok/prirastok energie je delokalizovany po-
zdlZ celého modu, ¢ize transfér energie z/do moédu znamena skokowi zmenu celej jeho konfigurdcie.
Mozeme teda urobit definitivny zaver, ze
foton nie je casticou ale udalostou - kvantom transféru energie/hybnosti.

Kedze ide aj o transfér hybnosti, javi sa nam foton ako projektil, a to pri emisii (Ziari¢ dostane
spatny raz) aj absorpcii. Len v takomto zmysle sacasna fyzika chape fotony, a takto interpretuje
experimentalne pozorovania, vratane interferencie na Strbinach, tepelného ziarenia, fotoelektrického,
Dopplerovho ¢ Comptonovho javu.28

Zakladnou vlastnostou fotonov je, ze vSetky fotény daného moédu EM vlny majia rovnakid energiu
hw, a 7e tato energia je dalej nedelitelnd. Suvisi to s neredukovatelnou velkostou ucinku akéhokol'vek

25 Volny elektron ako elementarna ¢astica nemé vnttorné stupne volnosti, ktoré by boli schopné akumulovat energiu,
a kineticka energia v jeho pokojovej ststave je nulova.

26 Ani pokrodcilejsie kvantové teérie nemajii aparat na lokalizovanie foténu-¢astice pocas jeho existencie. V mieste a
okamihu detekcie uz foton neexistuje - jeho energia sa prave absorbovala.

2TPredstavme si napr. flasticku s kvapalinou proti kaslu. Jej uzaver je konstruovany tak, aby transfér kvapaliny
z flagticky na lyzicku prebiehal po kvapkach - kvantach. Kvapalina samotné v8ak tvori kontinuum, vo flasticke aj na
lyzicke. Rovnako je to s energiou.

Z8Koncept castice je viak hlboko zakoreneny vo fyzike (lebo koregponduje s naou zmyslovou skisenostou), a stéle
mé svoje miesto aj v modernej kvantovej fyzike, ale len v kontexte detekcie. Predstava projektilu moze slazit len ako
nazorna didaktickd pomocka ¢i ,skratka“ (ako napr. pri vysvetlovani Comptonovho javu), nesmieme ju vSak chapat
doslova. Svoje miesto vo fyzikdlnom obraze maju len objekty, ktorym vieme priradit adekvatny matematicky opis.
Foton-projektil takym urcite nie je.
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procesu (transféru energie), h. Nedelitelnost energie fotonu principidlne neumoziuje jej pohltenie
sticasne viacerymi priestorovo rozlisitelnymi a navzdjom izolovangmi ¢idlami.?® Preto detegujeme
foton vzdy v ,bode* (na makroskopickej skale), akoby bol bodovou ¢asticou-projektilom.

11.1.5 Spin foténu.

EM vlna je tokom energie-hybnosti, pricom hustota hybnosti (Vo Vakuu) je g = S/c = ng x B
(kap. 1.3.3). V idealizovanej nekone¢nej rovinnej vine s vektory E B kolmé na smer &frenia viny, k.
V reélnej vine (zvizku lac¢ov) o kone¢nych prieénych rozmeroch sa vak E , B uzavtaraji v pozdlznom
smere,?® a Poyntingov vektor S ma aj zlozky kolmé na k. EM energia teda okrem toku v smere k

aj cirkuluje v rovindch L k. Takito cirkulujica EM hybnost predstavuje moment hybnosti viny
(Dodatok G),

fEM:/FxgjdV:...zso/Fx ZEjVAjdV—i—eo/ExdeV:forb—i—fspm
J

Prvy clen, J,., je tzv. orbitalny moment hybnosti, a sivisi s nehomo-
génnym priestorovym rozloZenim intenzit poli vo zviizku (a tiez zavisi od
vol'by suradnicového systému), a nezavisi od polarizacie viny. Je nenulovy
pre helikidlne alebo inak deformované vlnoplochy. Jeho meratelnym
tcinkom je orbitalny pohyb nabojov oZiarenych takouto vlnou (obr.).
Pre dokonale rovinné vlnoplochy je nulovy. Orbitalny moment nie je
intrinzickou vlastnostou viny, a v dalsom texte sa nim nebudeme zaoberat.

Druhy ¢len, Jgpp, je tzv. spinovy moment hybnosti, a sivisi vglucne
s kruhovou (resp. eliptickou) polarizaciou vlny - je intrinzickou vlastnostou
EM vlny. Pri dopade na nabité objekty vyvolava ich rotdciu okolo vlastnej
osi (obr.). EM vlne (kruhovo polarizovanej v rovine z—y, Siriacej sa v smere

z) v tvare
| X4

Az, t) = Ag(Z° £ ig°)elF==eD k=kz°
odpovedaju polia

A1) iwA(z,1t) B(z,t) =V x A(z,t) = ik x A(z,t) = k x

E(z,t) = = -

Casové stredné hustoty energie a hybnosti vlny st
€, = - - o (w)
(w) = 5(\El2+chl2) = ol E|* = eow’ A} (§) = —2°
a Casova stredna hustota spinového momentu fspm je

<t75pin>i = Zl:% %{E_:* X /_f} = ... = i@go

29Existuji elementarne procesy, pri ktorych sa energia jedného pohlteného foténu prerozdeli medzi viacero &astic,
ale to su procesy ,na dva kroky“, sprostredkované polom ,na pozadi“. Podobne by sme mohli hovorit aj o transfére
energie foténu do viacerych susediacich ¢diel prostrednictvom ich vzdjomnijch interakeii.

30Vo vakuu bez nabojov st E aj B virovymi polami, uzatvarajucimi sa do seba na okrajoch svetelného zvizku
prostrednictvom zloziek pozdiZnych so smerom Sirenia.
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kde znamienko = rozliSuje dva vnitorné stupne volnosti EM pola vo va-
kuu (Dodatok H), ktoré mézeme reprezentovat prostrednictvom lavotoci-
vej (L) a pravotocivej (R) kruhovej polarizacie (obr.). Moment hybnosti
(v danom objeme) pre jednotlivé polarizécie je potom

> E
o=t [ Wy 5B
W W

Ak opét redukujeme intenzitu dopadajicej EM viny natolko, Ze registrujeme jednotlivé fotony s ener-
giou E = hw, spinovy moment hybnosti kazdého fotonu - spin - bude

, E
Jopin = £—3° = £h7°
w

Velkost spinu kazdého fotonu je teda h, a smeruje vzdy do/proti smeru $irenia EM energie. Konvenéne
priradujeme hodnotu +h polariza¢nému stavu |L) a —h stavu |R).2! Diskrétna hodnota spinu je
dosledkom kvantovanosti energie (resp. ac¢inku).

Z predchadzajiceho textu v8ak vieme, Ze foton nie je objekt (Castica-projektil) ale udalost - transfér
kvanta energie, hybnosti a aj momentu hybnosti z/do EM pola. O momente hybnosti detegovaného
fotonu teda mé zmysel hovorit len ako o naraste momentu hybnosti detektora (alebo iného pohlcuju-
ceho objektu) o prislusnti hodnotu, +A. Takyto spin je atribitom?? fotonu, hoci v pripade EM vin sa

stretavame aj s pripadmi (Jspin)cer = 0, Co si vyzaduje dalsie vysvetlenie. Polarizacii svetla sa teda
povenujeme aj v nasledujicom texte.

I1.1.6 Polarizacia svetla.
Rovinni EM vlnu, Siriacu sa vakuom v smere z, mdzeme zapisat v tvaroch
E(z, t) = (E;éw + Eyeiwy) ilkz—wt) — (aa?o + bgj"ei“") Eyetkz=wt)

£ o B

a = =
VI Eal? + | Ey? |Ea|® + | Ey[?

(Z°,7° st jednotkové vektory v prislusnych smeroch) alebo pomocou stlpcového - tzv. Jonesovho
vektora,

EO = ei@z |Em|2 + ’Ey|2 Y = Py—Px

nl a i(kz—w
E(z,t) = ( b )Eoe (kz—wt)

pre zlozky ktorého musi platit |a|* 4 [be’?|* = 1. Pomer zloziek ¢ a rozdiel faz ¢ odpovedaju dvojici
nezavislych vnitorngch stuphov volnosti pola. Ekvivalentnym vyjadrenim vnutornych stupiov vol-
nosti s dva navzajom opacne kruhovo polarizované stavy |L),|R) (z predchadzajucej kap. 11.1.5),
v ktorych st vektory E, a Ey navzajom posunuté o ¢ = +m/2 (e*™/? = +i), a ktorych Jonesove

vektory s3? Lo X 1
m-75(1) m=-35(-)

31Symbolom | ) budeme oznacovat stav objektu vzhladom na uréit premennti. V tomto pripade je touto premennou
orientacia kruhovej polarizacie. Konvencia fixuje, ¢i cirkulaciu pozorujeme v smere alebo proti smeru §irenia.

32 atribiit — podstatnd, nenahraditelna ¢ast

33VoIba znamienka =i je vecou konvencie.
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Tieto stavy tvoria bazu?* stavov, korespondujicu s mikroskopickym ,foténovym* pohladom. Mak-
roskopicky meratelna polarizacia EM vlny je totiz, podobne ako interferenény obrazec na tienidle,
emergentnym prejavom obrovského poctu detekcii jednotlivijch fotonov. Linedrnou kombindciou -
superpoziciou - tychto bazovych stavov mozeme zostrojit lubovolny polarizaény stav pola,

|X) = (aLe“"L|L> + aRewﬂR)) gilkz—wt)

Ak je vlna dopadajica na detektor v stave |L) (¢ize ar, = 1, agr = 0), alebo |R) (ag = 1, ar, = 0),
registrujeme len fotény so spinom +h, resp. —h. Pri superpozicii registrujeme fotony oboch spinov,
a to s pravdepodobnostami a?, resp. a%. Dolezitou je takd superpozicia, v ktorej a; = ag, €ize
ked amplitidy a teda aj energie opa¢ne polarizovanych zloziek st v rovnovéhe - vtedy pre stredni

hodnotu spinu (cez stbor foténov) plati

<j5pin> = <j8pm>+ + < me>_ =0

¢ize vysledny moment hybnosti je nulovy. Pri tejto polarizacii registrujeme fotény oboch spinov
v pomere 50:50. Ide o linedrnu polariziciu, pri¢om rovina polarizacie je ur¢end fazovym rozdielom

¢ = pr—pr. Hodnotam ¢ = 0, resp. m konvenciou priradujeme horizontdlnu, resp. vertikdlnu rovinu
(eiiﬂ'/Q — :i:’L),

|H>=%(\R>+\L>):...:(é) \V):%(\R>—|L>):...:(?)

Tieto vektory tvoria alternativnu iplni bazu. Linearnej polarizacii pod uhlom 0 voci smeru z v tejto

baze odpoveda Jonesov vektor |0) = ( Z?jg ), a kruhové polarizacie st dané superpoziciami
1 , 1 .
L) = —= ([H) +i[V)) |R) = —= ([H) —i]V))

V2 V2

Zavedme teraz popri stlpcovijch vektoroch |a) = ( Zl ) aj riadkové vektory (a| = (a; ag) ako
2

alternativny opis polariza¢nych stavov s rovnakym fyzikdlnym vijznamom. Pomocou nich elegantne
definujme skalarny stéin (v analégii so skalarnym sti¢cinom vektorov)?

- b
a-b— (a]b> = (CL1 CLQ) < b; ) = a1b1 + asby

Kedze zlozky Jonesovych vektorov st komplezné Cisla, plati (a| = |a)*. Fyzikalny vyznam skalarneho
stucinu polariza¢nych stavov je analogicky geometrickému vyznamu skaldrneho sucinu vektorov - ide o
priemet jedného stavu/vektora do druhého. Bézové vektory v kazdej baze st navzajom ortogondlne,®®
teda s nulovym priemetom,

)=o) - iy =2 (1) =

Vyuzijic optické vlastnosti istych materidlov, vieme vyrobit tzv. polarizatory, na vystupe ktorych
existuje len svetlo definovane;j polarizacie. Bez ohfadu na konkrétny fyzikdlny mechanizmus,?” ich

34Prechodom od jednej bazy k druhej sa meni charakter stupiiov volnosti, zachovava sa viak ich podet.

35Stipcové vektory |a) sa v kvantovom formalizme nazyvaju ket-vektormi, a riadkové vektory (a| bra-vektormi,
lebo ich skaldrny su¢in ma tvar bra-ket (angl. zatvorka).

36Doslovny vyznam slova ortogondlny je ,kolmy“. Vo fyzike viak tento pojem pouzivame vo vieobecnej$om vyzname
,hezavisly* ¢i ,vzajomne sa vylucujici. Vo vektorovej reprezentacii ho vyjadrujeme nulovgm skaldrnym sucinom.

37TRozne druhy polarizatorov vyuzivaja rézne fyzikilne mechanizy, ktoré vsak pre potreby tohto textu nie st pod-
statné.
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opera¢ny princip je spolo¢ny: Definuja vlastni ortogondlnu dvojzloZkovi béazu, jednu zlozku dokonale
prenasaju a druhi ,odstrania“ (v idealizovanom pripade). Reprezentujeme ich pomocou Jonesovych
matic

10 00 cos?d sin 6 cos 6
<HP>:(O O) (VP):(O 1) (QP):(SiHGCOSG sin29)

w-3(07) w0

Pre idealne bezstratové polarizatory plati
(RP)|R) = [R) (LP)|L) = |L) (HP)|H) = [H) (VB)[V) =1V)
(LP)|R) = (RP)|L) = 0 (HP)|V) = (VP)[H) =0

Ako priklad uvazujme prechod vertikdlne polarizovaného svetla pravoto¢ivym kruhovym polarizato-

=3 (4 (1)) =) =

)+0

alebo

(RP)|V) = (RP)—= (|R) — |L)) =

7 Nois

Vysledkom je pravotocivo polarizované svetlo s intenzitou zniZenou o faktor

.12
)

75’ = % Naozaj,

v linearne polarizovanom svetle st kruhovo polarizované zlozky zastipené v pomere 50%:50%.

Podobne, prechod vertikilne polarizovaného svetla Sikmym polarizatorom 6P je (6P)|V) = sin6|6),
¢ize intenzita svetla (kvadrat amplittdy) sa zmensi o faktor sin® @, ¢o odpoveda priemetu amplitidy
dopadajiceho svetla do smeru polarizatora. Zdalo by sa teda, ze tloha polarizatorov je ¢isto ,pa-
sivna“ - 7z dopadajiceho svetla vyberti a prenesii len .t svoju“ zlozku (ak v dopadajicom svetle
existuje). Naozaj, sustavou skrizenych polarizatorov HP a VP Ziadne svetlo neprejde - v horizontalne
polarizovanom svetle (po prechode prvym polarizatorom) totiz Ziadna vertikdlna zlozka nie je,®

(VP)(HP)|X) = (VP)au|H) = 0 X) = aulH) +av|V)
Ak v8ak medzi skrizené polarizatory vlozime polarizator 0P, dostaneme

(VP)(6P)(HP)|X) = (VP)(6P)agy|H) = (VP)ag cos0|0) = ay cos@sinf|V) # 0
b > ] >
|H>+|V>§ 1) ‘“Im’ |H>+|V>% |H> % 0> ﬂlﬂm’ |V>

Na vystupe sustavy sa objavilo vertikilne polarizované svetlo, ktoré po prechode prvym polarizéto-
rom ,neexistovalo®! Ulohu polarizatorov teda nemozno povazovat za ¢isto pasivnu. Ziaden paradox
vSak nevznikne, ak si uvedomime, zZe kazdy polarizator rozklad4d dopadajtice svetlo na svoje zlozky.
Vseobecnejsie,

kaZdy pristroj rozloZi dopadajice svetlo do superpozicie vlastngch bazovijch stavov

- v tom spod¢iva ,aktivna® tuloha pristroja (polarizatora). Rozklad na lubovolni vhodni (pripustni)

superpoziciu bazovych stavov nie je len skvelym matematickym trikom, ale ukazuje sa byt vernym

obrazom fyzikalnej reality. A ako uvidime, vo svete kvantovej fyziky je tym jedinym spravnym obra-
39

zom.

38V maticovom zapise je postupnost polarizatorov sprava dolava.
39Pojem sprdvny tu vyjadruje stlad tedrie s experimentom.
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11.1.7 Polarizacia fotonu.

7 predchadzajuceho textu je zrejmé, ze v pripade fotonu musime rozliSovat medzi jeho spinom a po-
larizdciou.*® Spin fotonu, ako jeho intrinzickd vlastnost, je vnitornym momentom hybnosti, ktorého
kvantovy charakter sme uz nacrtli v kap. I1.1.5, a neskor sa mu budeme venovat podrobnejsie. Na
druhej strane, polarizacia fotéonu je abstraktnej$i pojem, ktory odvodzujeme od polarizacie EM
vlny, ¢o je sice makroskopicky meratelnd vlastnost, ako sme vSak uviedli v kap. I1.1.6, je to vlastnost
emergentnd: Detekcia viny v stavoch |L),|R) je vyslednicou makroskopického poctu detekeii fotonov
so spinom +h resp. —h, kym detekcia linedrne polarizovanej viny je vyslednicou makroskopického
poctu detekcii fotonov so spinmi +h aj —h (v pomere 50:50). Linedrne polarizovany foton je teda
matematickou konstrukciou - superpoziciou foténu so spinom +h a —h. Hoci takyto foton nikdy
nenameriame(!), md zmysel (ako postupne uvidime) pracovat s abstraktnymi bdzovymi polarizac-
nymi stavmi fotonu |L),|R) aj |H),|V) rovnako ako v pripade makroskopickej EM vlny, a s ich
pomocou (superpoziciou) definovat akykolvek polariza¢ny stav jednotlivého fotonu. Treba vSak mat
na pamiti, ze iba polarizatna baza |L),|R) je sucasne aj spinovou bazou, kym bazovym stavom
|H),|V') odpovedaju neurcité spinové stavy - superpozicie stavov £h.

Rozoberme aj ,aktivnu“ ilohu polarizatorov (opisana v kap. I11.1.6) pre jednotlivé fotony. V pripade
EM vlny sa prejavuje zmenou jej meratelnej polarizdcie. Naozaj, v schéme

1 1

(HP)|R) (HP)\& ([H) —ilV)) = —%|H)
st vstupujuca pravoto¢iva aj vystupujica horizontalna polarizacia viny makroskopicky meratelnymi
faktami. V pripade jedného fotonu by vSak meranie jeho spinu davalo jednoznacény vysledok len pre
vstupujuci foton |R) - detektor by jeho pohltenim ziskal moment hybnosti —A. V pripade vystupu-
juceho foténu |H) by bol vysledok merania spinu vopred neurcity - s rovnakou pravdepodobnostou
by prirastok momentu hybnosti detektora mohol byt 4. Ak nas vSak namiesto spinu zaujima pola-
rizdcia fotonu, su oba jeho polariza¢né stavy (pred aj za polarizatorom) jednoznacné, aj ked kazdy
v inej bdze. Kym pre vstupujici fotéon bola ,prirodzenou baza |L), |R), polarizitor nam ,ynutil* ina
- svoju bazu |H),|V).

Teraz je namieste hlb8ie rozobrat aj tlohu detektora. Podla kap. 11.1.4 pojem ,foton pred detek-
ciou musime chéapat len ako potencialitu, ktord sa zrealizuje aZ v okamihu detekcie. Neurcitost stavu
pred meranim, reprezentovana vdzZenou superpoziciou vsetkych potencidlnych vijsledkov, sa pritom
tyka vsetkych stupriov volnosti. V pripade prechodu sustavou $trbin (kap. I1.1.1) neexistuje pred de-
tekciou trajektoria fotonu (reprezentujica casopriestorové stupne volnosti) - inak by sme nedostali
interferen¢ny obrazec! Ak do $trbin vlozime detektory, v okamihu zéznamu v jednom z nich nastava
kolaps tejto superpozicie (alternativnych trajektorii jednotlivymi $trbinami) do jednoznaéného vy-
sledku (konkrétnej Strbiny). Tento mechanizmus sa vztahuje aj na vnitorné stupne volnosti (spin,
polarizaciu) pri vhodne zvolenom detektore. Kazdy detektor totiz ,ponika® spektrum - bazu svojich
moznych makroskopickych stavov (napr. hodnoty displeja, polohy rucicky, zvukové signaly, atd.),!
a foton-udalost zrealizuje s vaZenou pravdepodobnostou jeden z nich. Znamené to, Ze stupen volnosti
(veli¢ina, vlastnost) fotonu korelujici s bdizou detektora nadobudne v okamihu detekcie konkrétnu
hodnotu. Ostatné stupne volnosti fotonu, nekorelujtce s bazou detektora, nadalej ostavaji neurcité
(v superpozicii). Tu sa priklady:

Pre detektory v §trbinach (korelované s priestorovymi stupfiami volnosti - trajektoriou fotonu) mozu
byt takymito bazovymi stavmi |[1) (= ,cvak, detekcia) a |0) (,ticho®, Ziadna detekcia). Stavy |1)
a |0) si pritom rovnocenngmi vysledkami merania. Meranie a kolaps teda nastane aj ked foton

40Pri §tudiu odbornych textoch (a nielen tych) doporu¢ujeme najprv si ozrejmit, v akom kontexte a vyzname dani
autori jednotlivé pojmy pouzivaju.
4Langl. pointer states
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nie je zaregistrovang - pochopitelne, len za predpokladu Ze existuje nenulova pravdepodobnost, Ze
zaregistrovany moze byt.*? Stavy takéhoto detektora nie st korelované so spinom/polarizéciou fotonu,
tieto stupne volnosti ostavaju neurcité.

Kolaps superpozicie pri merani nastdva len v bdze detektora.*s

V nasom priklade s polarizatorom HP detektor za nim ,ponuka* bazové stavy |1) pre foton ,spravnej*
polarizacie |[H), a |0) v pripade polarizécie |V), ¢ize baza detektora je korelovana s bazou polarizatora,
|H),|V). (Stav spinu pritom ostéva neurcity.) Tu je vSak potrebnd ista opatrnost pri interpretacii:
Kolaps superpozicie nastava aZ v okamihu merania detektorom (nie polarizarotom). Znamena to, ze
samotny tok energie polarizitorom je tiez v superpozicii bazovych stavov detektora az do okamihu
detekcie*® - detektor akoby retroaktivne ,rozhodol (na zéklade vysledku merania, [1) alebo |0)) o
prelete ¢ neprelete energie. (Tejto podivuhodnej vlastnosti kvantového sveta je venovana celd kap.
I1.2.) Polarizator HP takto ,pripravuje (v zmysle detekcie) jednotlivé fotony - kazdy detegovang foton
bude s istotou v stave |H). Takto bol ,pripraveny* polarizatorom RP do stavu |R) aj vstupujuci foton
v nasom priklade. Kazdy z polarizatorov vSak redukuje pocet fotonov (v zmysle detekcie na koneénom
detektore).

I1.2 Kvantova previazanost.

11.2.1  Vlnova funkcia.

Doteraz ziskany fyzikalny obraz procesov vedicich k pozorovaniu interferenénych javov na stustave
Strbin z kap. 11.1.2 vyzera takto: EM energia sa 8iri stistavou $trbin ako makroskopicka vina (jej tok je
urceny Poyntingovym vektorom), a transfér energie EM pol'a na detektor v miestach urcenych Sirenim
viny (a teda interferenciou) prebieha v kvantéach - fotonoch. Nedelitelnost kvant zarucuje, 7e transfér
kazdého kvanta musi byt lokalizovang do priestorovo nedelitelnej oblasti (v ramci priestorovej rozli-
Sovacej schopnosti detektora). Nadalej otvorenou ostéva otazka vyberu konkrétneho miesta detekcie
(spomedzi moZnych, interferenciou vybranych lokalit). Ciastotné svetlo na tento azda najzlozitejsi
problém vrhne analyza experimentov s Machovym-Zehnderovym interferometrom (MZI).

MZI v zékladnej zostave je tvoreny kombindciou péaru polopriepustnych
zrkadiel S1, S2 s parom nepriepustnych zrkadiel R1, R2, rozdelujicou sve-
telny tok do dvoch ramien. S1 a S2 odrazaji 50% dopadajuceho svetla
a zvysnych 50% prepustaju v smere dopadu. Svetelnd vina ziska fazovy
posuv 180° pri odraze od opticky hustejSieho prostredia (s va¢sim inde-
xom lomu n), a 0° pri odraze od opticky redsieho prostredia (na obr.
Neierna > Malta > Mhielas 0drazivé rozhranie je zvyraznené Cervenou).

Kazdy prechod viny hribkou polopriepustného zrkadla (ny)i4) vnesie dodatoény fazovy posuv ¢.
Mozné drahy lucov zo zdroja koherentného svetla 7 do detektorov D1 a D2 st:

Z—S1 —R1—8S2—Dl1 Z—S1 —Rl1—8S2—D2
) 180 180 ) 180 @

12V pripade, 7e detektory st umiestnené len v niektorjch zo sistavy $trbin a vSetky zaznamenajt |0) pri prelete
balika energie touto stustavou, dochadza k ciastoénému kolapsu - z povodnej superpozicie trajektérii su vylacené tie
s detektormi.

43V inych bazach, ktoré nie st s bazou detektora korelované, dochédza meranim len k prerozdeleniu vihovych
faktorov superpozicie.

44Predpokladime tu, Ze kaZdy prelet energie polarizatorom musi byt registrovany detektorom.
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Z—S1 — R2— 52 — D1 Z— Sl — R2 — S2 — D2
180 180 b 180 180 2%
pricom dlzka oboch ramien je rovnaka. Vlna sa §iri oboma ramenami, a za S2 nastava interferencia.
Je zrejmé, ze vlna v oboch ramenéch dorazi do D1 vo faze (konstruktivna interferencia) a do D2
v protifaze (deStruktivna interferencia).*> Ak by sme do jedného z ramien vlozili dosticku premenlive;
hriabky, postupnou zmenou fazového posuvu by sa tlohy detektorov vymienali. Kvantitativny opis
tohto experimentu je v Dodatku I.

Ak zniZime intenzitu svetla natolko, Ze registrujeme jednotlivé fotony, registruje ich wvgluéne DI1.
Nastava konstruktivna interferencia, pricom kaZdy foton interferuje sim so sebou. Energia odpove-
dajuca fotonu teda musi tiect oboma ramenami siuc¢asne. Ak hned za S1 zaslepime jedno z ramien,
energia do detektorov zarucene potecie tym druhym, a k ziadnej interferencii nemoze dojst - fotony
budu detegované ndhodne a s rovnakou pravdepodobnostou v D1 aj D2.

Na druhej strane, ak namiesto toho nahradime S2 obojstrannym dokonalym zrkadlom (alebo ho od-
stranime tplne), ¢im tiez zabranime interferencii, k zéznamu doéjde vzdy len na jednom z detektorov,
a to ndhodne (50%:50%), napriek tomu, Ze energia sa mozZe Sirit obomi ramenami (tak ako v pripade
povodného S2). Zaznam detektora akoby identifikoval, kadial tiekla energia. (Ziskali sme informéciu
swelcher Weg* za cenu straty interferencie). Kedze vSak ni¢ nebrani energii sirit sa oboma ramenami,
musime predpokladat, Ze foton (potencialita detekcie) sa $iri v superpozicii oboch ramien (oznac¢me
ich podla zrkadiel, R1 a R2). Kazdé rameno teraz vSak vyusti do konkrétneho detektora R1—D1,
R2—D2, takZe superpoziciu stavov fotonu mozeme zapisat ako

1
|v) = E (|R1,D1) + |R2,D2) )

Tento vyraz je (vo v8eobecnosti komplexnou) amplitidou pravdepodobnosti detekcie fotonu v da-
nom mieste/detektore, a nazyvame ho vinovou funkciou.*® Pravdepodobnost (rovnako ako inten-
zita/energia) je kvadratom amplitudy, teda

P =(l¥)* =) [¥) = (¥lv) =

1
= 5 ((RLDI[RLDI) + (R1,D1|R2.D2) + (R2,D2[R1,D1) + (R2,D2|R2,D2))

Kedze vsak stavy |D1) a |D2) st navzéjom ortogondlne (detekcia jedného fotonu v D1 a D2 sa
navzajom vylu¢uja), (D1|D2) = 0, prostredné dva (interferen¢né) ¢leny st nulové, a

L 1
P = 5({RLD1RLDI) + (R2D2|R2.D2)) = (P1 + P2)

Pravdepodobnosti detekcie foténu v D1 a D2 st teda v pomere 50:50, a kazdej detegovanej udalosti
- fotonu - je ,priradeny” prislusny kanal (,welcher Weg“). Je tu v8ak zadrhel: Mo6zeme totiz uvazo-
vat aj také vzdialenosti medzi S1 a S2, ktoré nam dovoluju rozhodnut o ponechani povodného S2
alebo jeho vymene (a tym zruseni interferencie) ,davno® po tom, ¢o vlna vnikla do ramien!’ - na
vysledku sa v8ak ni¢ nezmeni ! Musime teda predpokladat (z rovnakych dévodov ako v kap. I11.1.7),
7e az do okamihu detekcie (Tubovolnym z detektorov) je foton v superpozicii oboch moznosti, a az
detekcia rozhodne o tom, ktord z moznosti sa zrealizuje. Meranie sposobuje kolaps superpozicie do
jediného konkrétneho bdzového stavu, akoby sa energia fotonu Sirila len jedngm z kanalov. Kedze sa
v8ak energia 8iri v redlnom ¢ase (kone¢nou rychlostou), opéat vznika dojem, Ze kolaps retroaktivne

45D1, resp. D2 koresponduje s miestom interferenéného maxima/minima na tienidle za ststavou §trbin z kap. I1.1.2.
MZI je teda analogicky dvojstrbinovému - tzv. Youngovmu interferometru.

46 Definicnym oborom takto zavedenej funkcie je mnozina pomyselnych trajektorii a detektorov. V tejto ¢asti textu
pojem wlnovd funkcia volne zamiename s pojmom stav. Presnejgiu Specifikiaciu zavedieme v kap. 11.4.

47Aj ked rychlost irenia energie ramenami je = ¢, takyto experiment sa dd technicky zrealizovat.
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ovplyviiuje predchadzajuce Sirenie energie. Fyzika v8ak stoji na viere v kauzalnost, a takyto pohlad
musime odmietnut.

Hoci st v naposledy uvazovanom pripade oba kanély od seba izolované uz od S1, udalosti na detek-
toroch D1 a D2 - potencidlne fotony - si korelované v tom zmysle, ze redlnym sa stane vzdy len jeden
z nich. Transfér nedelitelného kvanta energie musi nastat v celistvosti, ¢ize priestorovo nedelitelne.
Foton si teda musi svoj detektor ,vybrat“. Ak sa pohlti v jednom, druhy (pripadne d'alsie) musi ostat
bez zéznamu. Je to ten isty mechanizmus, akym prebieha detekcia na tienidle za ststavou strbin.
Vlna prechadzajica $trbinami zasahuje celid plochu tienidla, s amplitidou rozlozenou podla zakoni-
tosti vinenia (interferencie), ale nedelitelné kvantum energie mu odovzda v jedinom bode (rovnako ako
v pripade vyziarenia fotonu médom stojatej viny v dutine z kap. 11.1.4), bez ohladu na vzdialenosti
potencidlnych miest detekcie. V okamihu detekcie dochadza ku skokovej zmene konfigurdcie celého
pravdepodobnostného pola (7, t) - kolapsu vlnovej funkcie, bez ohludu na vzdialenosti. V mieste
detekcie 1p — 1, a vSade inde ¢ — 0. Takato okamzita priestorova korelacia (7, t) v celom priestore
sa nazyva kvantova previazanost.*® Budeme sa fiou podrobnejsie zaoberat v d'alsich kapitolach, a
poskytne nam hlbgi vhlad do tajov kvantového sveta. Kolaps superpozicie ako okamzity skokovy pro-
ces v celom priestore pritom nesivisi so Sirenim energie®® (ta sa nemoze sirit vicSou rychlostou nez
¢). Mimo merania sa vSak vlnova funkcia foténu (ako potencialita transféru energie) 8iri priestorom
rovnako ako EM vlna.

Ndhodnost miesta detekcie - transféru kvanta energie - je podla sicasnej fyziky principidlna, a je
fundamentdlnou vlastnostou mikrosveta. Ako ukdzeme v kap. 11.2.3, nie je dan& naSou neznalostou
pri¢iny ¢i neschopnostou ju najst, a teda nemé ani zmysel sa na takuto pri¢inu pytat. Prvok na-
hodnosti, vSadepritomny v kvantovom svete, je pritom zviazany s pojmom superpozicia (typickym
pre linedrne systémy, akymi si viny). N&§ mentalny problém vysporiadaf sa so zéverom, ze foton
(v zmysle potencialnej udalosti - detekcie) nema drahu, nas priviadza k abstraktnej predstave o ,akoby
Castici” v superpozicii vsetkyjch dostupnyjch drah. Opis fotonu pomocou vinovej funkcie sa potom stava
opisom ,fastice*? v superpozicii dostupnych stavov (v tomto pripade dréh). Z hladiska merania je
o¢akavané miesto detekcie fotonu (pred samotnou detekciou) v superpozicii dostupnych (a pripadnou
interferenciou vymedzenych) miest, a kolaps vinovej funkcie je okamzitym skokovym kolapsom tejto
superpozicie stavov v prospech jediného urcitého stavu.

Vlnové funkcia v sebe pritom zahriiuje 4iplni informaciu o stave objektu (fotéonu), teda o vsetkych
jeho stupnoch volnosti. Ako sme uz opisali v kap. 11.1.7, superpozicia a jej kolaps pri merani sa
vztahuju tiez na vSetky stupne volnosti, v zavislosti od spésobu detekcie. Ostava eSte vyjasnit vztah
medzi vinovou funkciou fotonu a EM vinou. Vlnova funkcia ¢, ktoré je pre individudlny foton iplngm
ale pravdepodobnostnym opisom s prvkom nahodnosti, pre makroskopicky pocet fotonov sa (vdaka
vlastnosti fotonu, o ktorej bude re¢ neskor) stava klasickou EM vlnou s ,hmatatel nymi“ prejavmi. Ide
o ukazkovy priklad toho, Ze n4s doverne zndmy ,klasicky” svet je emergenciou novej kvality z kvantity
¢ohosi odlisného (a nam cudzieho). Rovnako ako sa z kvantity ndhodnych bodov na tienidle vynori
kvalitativne novy objekt - interferenény obrazec.

11.2.2 Principy koreSpondencie a komplementarity.

V predchadzajicom texte sme videli, ako sa makroskopicky fyzikalny obraz sveta vynara z mikrosko-
pického v limite obrovského poc¢tu mikroskopickych udalosti. Fyzika mikrosveta preto musi byt vybu-

4Bangl. quantum entanglement. Tento pojem zaviedol E. Schrédinger, a oznacil ho za najcharakteristickejsu ¢rtu
kvantovej mechaniky.

49Nedochadza teda k rozporu s teériou relativity. K tejto otazke sa eSte vratime neskor.

50Pojem castica je podvedome spajany s predstavou projektilu. Aby sme kvantové objekty od tejto predstavy odlisili,
budeme ich v celom texte dosledne uvadzat ako ,¢astice” (s ivodzovkami).
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dované na tomto principe - tzv. principe kores§pondencie. Dalsou ukazkou platnosti tohto principu
je skiimanie dvojzvizkovej interferencie so sic¢asnym pouzitim polarizatorov. Predpokladajme dvoj-
Strbinovy - tzv. Youngov interferometer, doplneny rozdielnymsi linedrnymi polarizatormi, HP
resp. VP, umiestnenymi bezprostredne za jednotlivymi Strbinami, 1 a 2. Kedze pre amplitady EM
vin prechadzajicich jednotlivymi Strbinami a polarizatormi bude platit E, L Eg, je pochopitelné
(pozri kap. I1.1.1), Ze ku 7ziadnej interferencii svetla nedojde.

Rovnaky vysledok musi vzist aj z Givah na trovni foténov: Bez pritomnosti polarizatorov je kazdy
foton v superpozicii stavov |H) a V'), priCom tato superpozicia je rovnakd pre stavy foténu v oboch
Strbinach, [¢1) a [1)s). Vyslednd vinova funkcia je v superpozicii tychto stavov,°?

1
E(Wl) + [1h2))

Na vzdialenom tienidle za $trbinami (plosnom detektore fotonov) teda pozorujeme, ako jednotlivé
fotony postupne vytvaraju interferen¢ny obrazec (kap. 11.1.2), s lokdlnou pravdepodobnostou

¥) =

P(r) = W) = ... = % { W1 (M)]101(F)) + (a2 (P)[92(7) + 2(1 (7)[¢02(7)) }

VloZzenim linearnych polarizatorov rozdielnej orientacie za Strbiny sa priestorové stupne volnosti
vlnovej funkcie, |11(7)) a |[1(7)), previazu s polarizacnymi stupiiami volnosti, |H) a |V), a vlnova
funkcia nadobudne tvar

1
E(Wl,H) + 12, V)

Interferencény ¢len vo vyraze pre pravdepodobnost (|¢) bude
2(¢1, H|1po, V) = 0 lebo (H|V) = 0 - bazové polarizacie si navzajom
ortogonalne, a k interferencii preto nedojde.

) = =)+ 7)

.

Tradi¢ny sposob interpretacie je taky, Ze tentokrat dokaZeme vlozenim dal§ich polarizatorov HP
alebo VP kazdému registrovanému foténu priradit konkrétnu $trbinu, a teda sme schopni ziskat
informéciu ,,welcher Weg“. Vynara sa nam obraz fotonu-projektilu s konkrétnou trajektoriou, a ten
nepriptsta interferenciu. NezaleZi pritom na tom, ¢i takato moZnost naozaj vyuzijeme (vloZenim
dodato¢ného polarizatora) a informéaciu ,welcher Weg* ziskame, podstatna je principidlna moznost
tito informéaciu ziskat. Interferencia patri do vlnového obrazu, v ktorom niet miesta pre Castice-
projektily a ich trajektorie. Vzajomna nezlacitelnost ¢asticového a vlnového obrazu fotéonu (a nielen
fotonu) sa nazyva princip komplementarity.? Na zéklade predchadzajtceho textu vSak uz tusime,
7e sucasnéd interpreticia je subtilnejsia.

Historia hladania adekvatnej interpretécie stvorila aj (mylna) predstavu, Ze interakcia fotonu-pro-
jektilu s polarizatorom pri $trbine jeho trajektériu predsa len ovplyvni dostatoCne na to, aby sa
interferenény obrazec ,rozmazal“.>® Neopodstatnenost takéhoto predpokladu dokaZeme, ak do zostavy
s rovinnymi polarizatormi pri Strbinach vlozime pred detektor dodato¢ny kruhovy polarizator, napr.
RP - opéat totiz vznikne interferenény obrazec! Dovod je ten, ze RP rovnako (50%) prepusta viny |H) a
|V), aplati (RP)|H) = f|R> a (RP)|V) = f|R) polarizécia oboch zloziek sa zjednoti. V tradi¢ne;

*INespecifikovany (vieobecny) polarizaény stav |X') = (av|V) + ag|H)) je pre obe zlozky vlnovej funkcie rovnaky,
preto ho v tomto zapise modzeme vynechat. Ak by sme ho vo vinovej funkcii chceli explicitne uviest, zépis by mohol
vyzerat ako

1 1
NG ([th1, X) + |ih2, X)) = NG (1) + [¥2)) | X)
Vyraz |X) by v8ak (ako multiplika¢ny koeficient) na interferenciu nemal vplyv.
52(0ba spominané principy sformuloval v r.1927 N. Bohr. Nobelovu cenu ziskal uz predtym, v r. 1922.
53V prvopoéiatkoch kvantovej mechaniky podobny néizor zastdvali aj niektori jej vyznamni protagonisti, napr.
W. Heisenberg.

) =

41



interpretécii nie je teda mozné rozlisit ,,odkial fotén priletel*. Informacia ,,welcher Weg* bola zmazana,
takejto zostave preto hovorime kvantovy zmizik ¢i kvantova guma.’* Ak by sme namiesto RP pred
detektorom pouzili LP, zjavil by sa komplementdrny interferenc¢ny obrazec (s vymenenymi polohami
minim a maxim). Za zanikom interferencie teda nemozno vidiet polarizitormi narusena geometriu
domnelych ,trajektorii“ fotonov.

I1.2.3 Skryté premenné a Bellove nerovnosti.

7 klasickej fyziky pozname situécie, ako napr. expléziu izolovaného telesa v pokoji, pri ktorej vznikni
dlomky letiace roznymi smermi, pri splneni zdkona zachovania hybnosti, > . il = Plprea = 0.
Hybnosti jednotlivych tlomkov ostavaju (v izolovanom systéme) tymto zdkonom navzajom previa-
zané, a to isté plati aj pre ich momenty hybnosti. Pre jednoduchost sa budeme zaoberat najjedno-
duchsim pripadom dvojice ,dcérskych® telies, vSetky kvalitativne zavery vsak ostanu v platnosti pre
ich Tubovolny pocet. Pokial pozname pociatoCny stav, tak meranim previazanej zachovavajicej sa
veli¢iny (napr. momentu hybnosti) jedného 7 telies spozndme stacasne aj hodnotu tejto veli¢iny u
druhého z telies, bez potreby samostatného merania.

V klasickej fyzike vychadzame z  trividlneho” predpokladu, ze (idealnym klasickym) meranim danej
veli¢iny len odhalujeme jej aktudlnu hodnotu spred merania. Ako sme v8ak zistili v kap. II.1 na pri-
pade fotonu, hodnoty dynamickych premennych (ako poloha ¢i moment hybnosti - spin) kvantovych
objektov mimo merania vo vSeobecnosti neezistuji - st neurcité, v superpozicii moznych meratel nych
hodnét, a prave meranie danej premennej vyrdba kolapsom superpozicie jej ndhodni ostrii hodnotu.
Pre dvojicu previazangch kvantovych objektov A a B to vSak znamend, Ze hodnoty previazanej veli-
¢iny st neurcité pre obidva objekty, a meranim jedného z nich skokom skolabuje superpozicia hodnot
pre oba. Meranim veli¢iny X pre A teda okamzite vyrobime odpovedajicu hodnotu X pre B, nech je
od A Tubovolne vzdialené! S takymto okamzitym posobenim na dialku (nerespektujicim rychlostny
limit ¢) sme sa uz stretli pri kolapse vlnovej funkcie (kap. I1.2.1), a nazvali sme ho kvantovou pre-
viazanostou. V pripade vinovej funkcie vsak islo ,len o abstraktny matematicky objekt“, okamzité
vzajomné ovplyvnenie dvojice ,fyzickych objektov* na dialku vSak vyvolava pochybnosti o uiplnosti
nasho opisu kvantového sveta vo svetle teorie relativity.®

Kandidatom na rozlastenie tohto rébusu mala byt existencia tzv. skrytych premennych - akéhosi
skrytého kodu ,neseného” kazdym objektom ale nezahrnutého do ndsho matematického opisu kvoli
jeho (domnelej) neuplnosti, a predur¢ujiceho vysledok merania (kolapsu) dynamickych premennych.
Takymto sposobom by mohla byt odstranena vSadepritomné nahodnost vysledkov merani. Vdaka
tymto skrytym premennym by mohli byt aj trajektoria fotoénu-projektilu, ¢i aktualna hodnota jeho
spinu pozdlz trajektorie fyzikdlnou realitou, ,do¢asne* nedostupnou kvoli neuplnosti aparatu. Obraz
kvantového sveta by sa tak stal bliz§im nasej makroskopickej realite.

Ukézalo sa, ze existenciu skrytych premennych vieme potvrdit ¢i vyvratit experimentdlne, a to na
zéklade splnenia ¢ nesplnenia tzv. Bellovych nerovnosti.’® Pre skiimané kvantové objekty (napr.
fotony) vyberme trojicu takych navzajom nezavislych dynamickych premennych, o, 5 a 7, ktoré
mozu pri merani nadobudat len dva vysledky, + a —. Takymito premennymi si napr. registrova-
nie/neregistrovanie fotonu po prechode linearnym polarizatorom v troch réznych orientéciach. Pred-
pokladajme, ze dokazeme opakovane generovat dvojice takychto objektov (napr. fotonov) A a B,
kvantovo previazangch tak, ze hodnoty odpovedajicich si premennych st pri merani A aj B vizdy
rovnaké (s = ap, atd.). Zrealizujme sicasné merania na Statisticky vyznamnom mnozstve takychto

angl. ,,quantum eraser”. Ulohu takéhoto kvantového zmiziku hra aj polopriepustné zrkadlo S2 v MZI z kap. I1.2.1.
55Najprominentnej§im ,,pochybovadom® bol az do konca svojho Zivota A. Einstein.
56J. Bell, 1964. Zomrel skor, ne7 nobelovsky vybor stihol zhodnotit jeho prinos.
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dvojic, pricom nezdvislo na sebe vyberame meranti premennt, «, [ alebo v (napr. aafg, yacp, a
pod.). Ak zvolime rovnakii premennii pre A aj B, prirodzene dostaneme rovnaké vysledky, + alebo
—. Pri volbe réznych premennych mozu byt vysledky rozne. Ak sme meranim napr. asfp dostali
(+, —), vieme, ze musi platif oy = + = ap, g = — = Ba.

Pri existencii skrytych parametrov, dopredu urc¢ujicich vysledky merania, je pre takto previazané
pary s rovnakymi a jednoznacngmi hodnotami pre vetky tri premenné moznych len 23 = 8 konfigura-

cii (o, 5,7): (+,+,+), (+,+,—),...(—, —, —), pricom tieto parové konfiguracie sa generuju ndhodne.
Ozna¢me symbolmi typu P(a+,v—) pravdepodobnost, 7e pri parovom merani detektor A zmeria
ay = + a detektor B zmeria v = — (a analogicky pre ostatné premenné a vysledky). Bellova

nerovnost (odvodenie v Dodatku J) pre P(a+,v—) je potom

Plat,y-) < Plat, ) + P(B+,7-)

a Statisticky subor merani musi pri existencii skrytych premennych spliiat takéto nerovnosti. Pocetné
spolahlivé experimenty vSak jednoznacne dokazali opak.

Pre ilustraciu predpokladajme, Ze a, 3, s merania s linedrnymi polarizdtormi pod uhlami 0°.6, 20
vodi referentnému smeru, a vysledky +/— znamenaju registraciu/neregistraciu fotonu za polarizé-
torom. Pravdepodobnost registrécie/neregistracie fotonu v pripade linedrne polarizovaného svetla
zavisi od uhla medzi smerom polarizacie svetla a smerom polarizatora ako P = cos? Aé, resp. sin® Af
(kap. 11.1.6). V pripade ndhodného smeru polarizacie svetla (pre Statisticky subor generovanych pre-
viazanych parov) pribudne faktor (cos? Af) = % Pre vyrazy v Bellovej nerovnosti to znamena

1 1 1
P(0+,20—) = 5 sin? 26 PO+,0—) = 3 sin? @ P(6+,20—) = 5 sin? @

a ma platit
% sin® 20 < sin® 6

¢o celkom isto meplati pre # < 45°. Existenciu skrytych premennych, ktoré by dopredu urcovali
vysledky merani, musime preto vylicit. Neurcitost vysledku kazdého takéhoto merania je teda prin-
cipidlna - ostra hodnota wvznikne az samotnym meranim. Dolezité (a pre nas klasicky pohlad na
svet nepredstavitelné) pritom je, ze v pripade individualneho merania jedného z dvojice kvantovo
previazanych objektov okamZite ovplyvnime vysledok merania druhého, nech st Tubovolne od seba
vzdialené.5” Vo forméalnom opise to znamena, 7e meranim (ktoréhokol'vek z nich) skolabuje cel4 ich
spoloénd vinovd funkcia - z kvantového hladiska teda tvoria aZ do kolapsu jeden nedelitelny kvantovy
objekt. Kvantova previazanost ,Castic* (potencialit) vznika pri ich vzéjomnej interakeii, ich pocet je
pritom fubovolngy (nemusi ist len o pdry), a zanika kolapsom ich (spolo¢nej) vinovej funkcie. V tomto
zmysle je kolaps previazaného paru ¢i trojice identicky s kolapsom jedinej ,castice” (kap. 11.2.1).

Okamzity a¢inok merania v jednom mieste na vlnovi funkciu v mieste Tubovolne vzdialenom pritom
neprotire¢i teorii relativity. T4 totiz limituje len rychlost Sirenia hmoty/energie, a (v kontexte infor-
matiky) aj vyuZitelnej informdcie. Kolaps vlnovej funkcie nepredstavuje Sirenie ani jednej z nich. Pre
pozorovatelov (detektory) A a B st vysledky merani jednotlivych ¢asti kvantovo previazanych parov
v naSej tuvahe celkom ndhodné. O ich korelacii (v ramci kazdého paru) sa mozu dozvediet len ndsled-
ngm porovnanim nameranych vysledkov (pri beznej komunikécii). Nie je teda takymto spdsobom
mozné Sirit uzitoéné informéacie nadsvetelnou rychlostou.

5TToto pochopitelne plati len v idealizovanom svete, v ktorom na dva kvantovo previazané objekty neposobia
ziadne okolité vplyvy. V redlnych laboratérnych podmienkach sa kvantova previazanost prejavuje len na limitovanych
vzdialenostiach, ktoré vSak so zdokonalovanim experimentélnych technik neustéle narastaju.
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I1.2.4 Experimenty s oneskorenou vol'bou.

Experimentéalne skiimanie kvantovo previazanych pdrov kvantovych objektov poskytuje zasadné od-
povede na nase nejasnosti ohladom fyzikdlnej reality mikrosveta. Kvantovo previazané fotony su
laboratorne pripravované na rozne sposoby (najcastejSie tzv. metodou SPDC®®), pricom korelova-
nymi dynamickymi premennymi st spravidla zlozky hybnosti alebo polarizacia.

Predpokladajme experiment, v ktorom detekciou jedného fotonu z kazdého paru, a, skimame interfe-
renciu, kym druhy z paru, b, ma poskytnut informaciu ,,welcher Weg“. Principidlna schéma takéhoto
experimentu na sistave s dvoma Strbinami a s moznostou kvantového zmizika je na obr. Jednotlivé
fotony zo zdroja Z prechadzaju dvojicou Strbin, 1 a 2, a nasledne st pohltené SPDC-krystalom K,
ktory generuje kvantovo previazané pary a, b, v superpozicii prechodu materskych fotéonov oboma
Strbinami. Stav paru vieme zapisat ako

1
) = E (lal,bl) + |a2,b2))

Kazdy foton a postupuje priamo na detektor Dy, na ktorom (ne)oc¢akdvame interferenény obrazec.
Odpovedajuci foton b postupuje na sistavu detektorov identifikujtcich (domnely) prechod konkrét-
nou Strbinou.

Ak by S; a Sy boli dokonalé zrkadl4, kazdy
foton b by bol zaznamenany jednym z de-
tektorov Dy, Ds, ktoré akoby urcili Strbinu,
ktorou kazdy matersky foton preletel. Fotony
a by v8ak na detektore Dy neinterferovali.

zzl

Naopak, ak by S; a Sy boli dokonale prie-
pustné, vsetky fotony b by po odrazoch od
zrkadiel R dopadali z oboch stran na polo-
priepustné zrkadlo Ss, odkial by sa ndhodne
(50:50) odrazali alebo prechadzali na detek-
tory D3 a Dy4. Zrkadlo S; teda posobi ako
kvantovy zmizik, mazuci informéciu ,,welcher
Weg*“. Na Dqy by teda podla predchadzaju-
ceho textu malo dojst k interferencii. Ziadnu
vsak nepozorujeme!

Vysvetlenie je nasledovné: Ak S; a Sy st dokonalé zrkadla, alternativne vetvy fotonu b sa previazu

s detektormi Dy a Do,
1
1Y) = —=(l]a1, D1) + |az, Da) )

Kedze (D1|D2) =0 a (Dq]|D1) = (Dy|Dsy) = 1, pravdepodobnost detekcie v Dy alebo Dy bude

S

Pz = ) = (Yl) = .. = %( (arlar) + (azlaz) ) = P1 + P2

a k ziadnej interferencii na Dy nedojde (Py2 su pravdepodobnosti, ze foton ,preletel“ Strbinou 1
resp. 2). Naopak, pre S; a Sy dokonale priepustné buda obe alternativne vetvy b na vystupe S;
v superpozicii prechadzajiceho a odrazeného fotonu. Odraz od opticky hustejSieho prostredia vnesie

58 Spontaneous parametric down-conversion - konverzia jednotlivych dopadajicich foténov v §pecidlnych materidloch
na kvantovo previazané pdry foténov. Ich energie a hybnosti st ne§pecifikované, v sicte vSak odpovedaju energii a
hybnosti dopadajiceho fotéonu.
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fazovy posuv m (™ = —1), a ak kaZdy prechod zrkadlom danej hribky vnesie fazovy posuv /2
(e'™/? = i), potom

L (D3 +4D4))

by) — —(iDs) + [Da)) ) >

7%

Celkova vlnova funkcia je potom

[¥) = 5 [la1)(i[Ds) + [D3)) + [a2)([Ds) +i[Da) ) | =

N —

- % [(ila1) + |az) )|Ds) + (|a1) + ilaz) )|D4) ]

Kedze (D3|Dy) = 0 a (D3|D3) = (D4|Dy) = 1, pre pravdepodobnost detekcie v D3 alebo Dy
dostaneme

D3 D4

A A\

™~ ~ ™~
*

Para = (YY) = [ Cilar) + |a) ) (ilar) + laz) )™ + (Jar) +dlaz) )(Jar) +ilaz) )" ] =

T

D3 D4
1 7 - N 7 S N
= 7 {ailar) + {asfaz) — 234arfaz)} + (arfar) + (az]as) + 2344eriaz)} |

kde sme vyuzili rovnost (af* — o) = —23{a*f} = +23{F*a}. Je to ten isty vysledok ako P o
z detektorov Dy o oznacujucich ,,welcher Weg®, a interferenciu na Dy nepozorujeme. Ak vSak skiimame
¢iastkové vysledky prislichajuce detektorom D3 a Dy samostatne, kazdy obsahuje (preskrtnuty) in-
terferencény ¢len. Ak pomocou ¢asovej korelacie experimentélne sparujeme udalosti registrované v Dy
a Ds, resp. Dg a Dy, dostaneme odpovedajice interferenéné obrazce. K interverencii teda dochddza,
kedZe su vSak interferen¢né ¢leny navzajom v protifdze, vo vyslednom obrazci splyni (a interferenciu

zamaskuju).

D 0 korelované s D3 a D4

D korelované s Dy

o korelované s D

Ak Sy a Sy budi polopriepustné, vinova funkcia bude obsahovat (s ur¢itou vahou) ¢leny prisluchajice
vSetkym detektorom. Fotony a registrované detektorom Dy moézeme potom rozdelit do dvoch skupin:
Fotény a korelované so zaznamami detektorov D; a Dy nevytvaraja interferencény obrazec, kym fo-
tony a korelované so zdznamami detektorov D3 a D4 sami so sebou interferuji. Tradi¢né vysvetlenie
je také, ze v pripade prvej skupiny detektory Dy a Dy urcuji ,,welcher Weg*“ a tym ruSia interferenciu.
NajzaujimavejSou ¢rtou takéhoto experimentu je vSak moznost manipulacie optickych dlzok jednot-
livych kanalov tak, ze fotony a buda detegované na Dy skdr nez fotony b na detektoroch Dy - Dy,
a vysledky sa pritom nezmenia! Akoby detektory D; - Dy retroaktivne urcili, ¢o maju ,robit” fotony a.
7 kauzalneho hladiska zas akoby si kazdy foton a ndhodne ,yyberal®, ¢ bude alebo nebude interfe-
rovat na Dy (a tomu sa prisposobi vyber detektora pre foton b).>® Pochopitelne, takéto tvahy st
neakceptovatelneé.

59E3te naivnejSia interpreticia by znela, ze matersky fotén si dopredu ,yyberie®, & prejde jedinou Strbinou alebo
obomi.
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Zaver je taky, ze kazdy kvantovy objekt (individualny foton ¢i previazany par fotonov) je pred detek-
ciou v superpozicii vietkych dostupngch alternativnych stavov (zastipenych v jeho vlnovej funkeii),
a v okamihu detekcie skolabuje do jedného z nich, s pravdepodobnostou danou vidhovym faktorom
v superpozicii. V pripade previazaného paru (resp. trojice, §tvorice...) fotonov ide o jeding kvantovsy
objekt - nezdlezi na mieste a poradi detekcie - kolaps nastava pri prvej z nich. Informécia ,,welcher
Weg* je pritom len zdanlivym urcenim ,trasy fotonu“, je len korelaciou urcityjch vysledkov spomedzi
celého dostupného spektra (superpozicie).

Predstavuje teda vlnova funkcia fyzikdlnu realitu, alebo je len matematickou pomdckou? Je jej kolaps
fyzikalnym procesom, alebo ide len o vypoctovy trik? Stroha odpoved znie, Ze 1) predstavuje hranicu
toho, ¢o nam foton (a ako uvidime neskor, nielen foton) o sebe ,dovoli poznat. Hoci sa opisany
scenar vymyka z rAmca naSej zmyslovej skiisenosti, je jedinou ,realitou”, ktorit dnes mame.®® Aké-
kol'vek predstavy idice za tito hranicu postradaji oporu v matematickom aparate aj principialnych
experimentalnych moznostiach fyziky, a preto st vykazané do sveta metafyziky.

I1.2.5 Symetrickost vinovej funkcie.

Skumajme dvojicu fotéonov a,b, generovanych zdrojmi Z;,Z,, dopadajicu sy-
metricky z oboch stran na polopriepustné zrkadlo (rovnaké ako v predchadza-

jucej kap. 11.2.4), a zaznamenanych detektormi D;,Dy (obr.). Podla kvanto- 7,084 LW,
vého principu superpozicie kazdy z foténov mus? byt po interakcii so zrkadlom )
v superpozicii ,prechadzajiceho” a ,odrazeného®, ¢ize v superpozicii zdznamov D, D,
oboch detektorov, ’

1 , 1 )
[¥1) = E( —|D1) +i[D2))la) |th) = E(_’D2> +4[D1))[b)

Uvazujme najprv pripad, ked fotony nie si kvantovo previazané, a dokdZeme ich rozligit len podla
¢asu detekcie (su registrované s ¢asovym odstupom). Amplitady pravdepodobnosti detekeii sa s¢ita-
vaju, ¢ize

1

() = ) + ) = —= { (4lb) — [a))[D) + (ila) — [0))[D2) }

Rozdelenie pravdepodobnosti dostaneme z vyrazu P = (¢|¢), kde
. 1 . 4
(Y] =) = 7 { (=] = {al)(D1] + (—i(al — (b]){D2| }
Rorzlisitelné st teraz nielen detektory, (D1|Dg) = 0, ale aj fotony, (a|b) = 0, a teda

P = .. = { {ala)(Di[Dy) + (5)(D1[Ds) + fala)(DalDy) + (BIB)(DalDa) } = 3 + 2+ 2+ 2 (=2)

N J/ J/ N J/ J/ 2

av D, bvD, av D, bv D,

Znamena to, Ze kazdy z fotonov bude, s polovi¢nou pravdepodobnostou a nezévisle na sebe, dete-
govany v D; alebo Dy. Ak v8ak oba fotony zaregistrujeme naraz a nebudid nijak inak rozliSitelné,
la) = |b), pravdepodobnost sa zmeni na

P = . = 5{2(ala)(DalD1) + 2(ala)(Da|Ds) } = 5 { 2alap, + 2alap,} =1+1 (=2)

obidva v D,  obidva v D,

¢ize oba fotony vzdy zaregistruje len jeden z detektorov.

60Navyse je posviiteny enormnym technologickym pokrokom za ostatné dekady.
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Predpokladajme teraz, e fotony st kvantovo previazané,®' napr. prostrednictvom svojich spinov,

a su teda uplne opisatelné jedinou neredukovateInou vlnovou funkciou. Najprv rozoberme pripad
superpozicie navzajom rovnakijch spinov, \/Li( |R)|R)+ |L)|L)), ¢ize fotony st opét nerozlisitelné. Po
interakcii so zrkadlom dostavame

1 : : : :
¥) = m{ ({[D2) = [D1))[R) - (i[D1) = [Do))|R) + (i|D2) — [D1))[L) - (4|D1) — |D2))[L) } =

—1
2v/2

a pre pravdepodobnosti®?

{ (ID1)[D1) + [D2)[D2)) [R)|R) + ([D1)[D1) + [D2)[D2)) [L)|L) }

1 T 1 1 1

P=.. = g{ 2(R|R)p, +2(L|L)p, +2(RIR)p, + 2(L|L)p, } = 1 + 1 + 1 + 1 (=1)
Cize opat registrujeme oba fotony na spolo¢nom detektore. Rovnako ako v predchadzajicom pri-
pade (nepreviazanych fotonov), fotony su nerozlisitelné, a teda ich vzéjomnou vymenou sa vinova
funkcia nezmeni. Hovorime, 7e vlnové funkcia je symetricka vodi zdmene dvojic.%® V takychto pri-
padoch maji astice tendenciu k zhlukovaniu® v spolocnom stave (v tomto pripade detektore).
Prave tendencia k zhlukovaniu foténov do jediného stavu ma za nasledok, zZe vinova funkcia tohto
stavu ,prerastie” do koherentnej makroskopicky pozorovatelnej EM viny. Symetrickym je aj kvantovo
previazany stav dvoch rozligitelngch fotonov, \%( |R)|L) + |L)|R)).

Napokon uvazujme® dva rozligitelné fotony v kvantovo previazanom stave \/Li( |R)|L) — |L)|R)).
Ide o antisymetricky stav - vzijomnou zamenou c¢astic nadobudne vlnova funkcia opac¢né zna-
mienko. Interakciou so zrkadlom po tprave dostaneme

1
[v) =...= E{ [D1)|L)|D2)|R) — [D1)|R)[D2)[ L) }
P = .= L{{LILip, (RIB)p, +(RIB)p, (LIL)p, } = 5 + 5

Tentokrat st previazané fotény registrované navzajom opacnymi detektormi. Kvantové objekty opi-
sané antisymetrickymi vlnovymi funkciami sa dosledne vyhybaji zhlukovaniu.% Ako neskor uvidime,
vdaka tejto vlastnosti existuje hmota (latka) v tej podobe ako ju pozname.

61Fotony v kvantovo previazanych stavoch, pripravené metédou SPDC, vznikaji v spolocnom zdroji, pomyselné
zdroje 71,72 v naSej schéme v tomto pripade len symbolizuji smer dopadu na zrkadlo.

62VInova funkcia kvantovo previazaného paru je amplitidou pravdepodobnosti detekcie pdru, a teda pdrovd prav-
depodobnost je normované na 1 (namiesto 2).

63Vztahuje sa to aj na zamenu I'ubovolnej dvojice v n-asticovej vlnovej funkecii.

64angl. bunching

65Podrobnostami pripravy uvazovanych stavov %( |RY|L) £ |L)|R)) sa tu nebudeme zaoberat - podstatné je, ze sa
daju technicky pripravit, a Ze sa navzajom liSia priestorovou konfiguraciou vyslednych spinov. O nieco viac sa dozvieme
v kap. I1.4.6 o priestorovom kvantovani momentu hybnosti a v kap. III.1.6 o vyberovych pravidlach pri kvantovych
preskokoch.

6 angl. anti-bunching
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11.3 Elektron.

I1.3.1 Dualny charakter elektréonu.

Novodoba histéria elementarnych ¢astic zacala plynit na prelome 19. a 20. storodia Studiom
tzv. katédovych li¢ov emitovanych z katody Crookesovej trubice.®” V zriedenych plynoch pri
dostatoénom andédovom napéti vznikal elektricky vyboj, pri dopade tychto lic¢ov na luminiscencny
povrch jeho svetielkovanie, a pri ich dopade na miniatdrnu turbinu jej rotacia. Odklananim laca
elektrickym alebo magnetickym polom sa ukazalo, Ze ide o tok castic - elektrémov, ktoré okrem
hybnosti a pokojovej hmotnosti nest aj elektricky naboj®

me. = 9,11 - 103 kg ge = —e = —1,602-1071C

Veli¢ina e je tzv. elementarny niboj, a je fundamentalnou fyzikalnou konstantou. Existencia nenu-
lovej pokojovej hmotnosti evokuje klasickd predstavu hmoty a ndboja rozlozenych v urcitom objeme
- idealne guli o polomere r.. Stotoznenim energie elektrostatického pola vytvoreného takouto nabitou
gulou s relativistickou pokojovou energiou elektréonu definujeme tzv. klasicky polomer elektronu,
1 €2 9 1 e

= Mec re = =~ 2 81810 ""m

E= - 2
4dmeg mec

4meg e

Ako vsak coskoro uvidime, ide o naivnu predstavu. Stcasné experimentalne moznosti, umoziujuce
lokalizovanie elektréonu s radovo vic¢Sou presnostou, navySe ukazuji, ze problém experimentalneho
lokalizovania elektronu (detektorom) sa podoba problému lokalizovania fotonu (kap. 11.1.2) - detego-
vany elektron je nanajvys tak velky ako rozliSovacia schopnost detekcie.

Prevrat v nahTade na elektron (aj vSetky ostatné Castice latky) nastal pri pozorovani rozptylu elek-
tronového zvizku na povrchu latok s pravidelnou (periodickou) krystalickou $truktirou - pozoroval
sa interferencny obrazec.%? Krystalova mriezka totiz posobi na viny ako difrakénd mriezka (podobna
tej, ktort opisujeme v kap. I1.1.1). Podmienkou interferenénych maxim je dsind = I\, [ =0,1,2...
(Dodatok D), kde d je v tomto pripade periodicita mriezky atomov, a o je uhol odrazeného zvizku
vo¢i norméle na plochu mriezky (pri kolmom dopade vlny na mriezku). Vinova dizka ), odpove-
dajica meranym interferen¢nym (difrakénym) obrazcom pritom suvisela s hybnostou dopadajucich
elektronov podla vztahu z kap. 11.1.4

h - -

< = BlE| = |71 = ym o
Zmenou urychlujiceho elektrického napétia sa menila hybnost dopadajucich elektronov, a odpo-
vedajico uvedenému vztahu aj interferenény obrazec. Tento vysledok bol potvrdenim hypotézy™
o dudlnom (vlnovo-Casticovom) charaktere Castic, podla ktorej kaZdej castici s nenulovou hybnos-
tou prisltcha tzv. de Broglieova vlnova dizka™ )\ = %. Vinovy charakter elektronovych zvizkov

potvrdzuje aj vytvorenie interferenéného obraca pri prechode sistavou $trbin, analogicky pripadu
fotonov (kap. 11.1.2).

67 Crookesova trubica je vybojka naplnen zriedenym plynom. Za jej vynalezcu sa povazuje W. Crookes. Experimenty
zésadného vyznamu na nej uskutocnovali mnohi vyznaéni fyzici, ako P. Lenard, H. Hertz ¢i W. Rontgen.

%80Objav elektrénu je pripisany J. J. Thomsonovi v r.1897, (Nobelova cena v 1r.1906), a jeho elektricky naboj bol
experimentélne ur€eny R. Millikanom v r. 1910 (Nobelova cena 1923).

69Z4sadné experimenty boli uskuto¢nené v r. 1927 C. Davissonom a L. Germerom, a nezavisle G. P. Thomsonom.
Davissonovi a Thomsonovi bola za objav vinovych vlastnosti elektréonu udelend Nobelova cena v r. 1937. Ir6niou osudu,
Thomsonov otec, J .J. Thomson, je laureatom Nobelovej ceny za objav elektrénu-castice.

708 touto hypotézou prigiel v r. 1923 L. de Broglie (¢itaj ,,de broj*), Nobelovu cenu ziskal v r. 1929.

"' Tento zaver mozeme aplikovat aj na makroskopickeé telesa, ktorym viak odpoveda nemeratelne mala vinova dizka,
Gize vinové vlastnosti makroskopickych telies su nepozorovatelné.
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Dvojica vztahov .
E=hw p = hk

teda tvori matematické piliere vlnovo-¢asticového dualizmu, ktory sa vztahuje rovnako na fotény aj
elektrony (a ostatné Castice). Ostré hodnoty w a |k| v8ak reprezentuju tiplne delokalizovani rovinna
vlnu, a teda neodpovedaji predstave ,bodovej* ¢astice.”

Definovat vlnova dlzku méa fyzikalne zmysel len pre vinu o pozdlznom rozmere (v smere Sirenia)
podstatne prevy§ujicom ), teda pre objekt dostato¢ne pozdlzne delokalizovany. V pripade foténov
s m = 0 plati £ = pc, a uvedené vztahy vedi na A = ;}—y‘j = 27”, pri¢om

podla predchadzajticeho textu nemame potrebu ,Siriaci sa foton* lokali-
zovat. Pre objekty s m # 0 vSak ocakdvame priestorovu lokalizaciu (po-
kojovej) hmotnosti, ¢o je protichodna poziadavka k definovaniu vlnovej
dlzky. RieSenim preto musi byt kompromis - ¢iastoné priestorova loka-
lizacia za cenu neurcitosti v stanoveni A. Vo fyzike vin pozname takyto
objekt - vlnovy balik (Dodatok K), tvoreny superpoziciou harmonic-
kych vin zo spojitého intervalu A, s nenulovou vyslednou amplitiadou
na dlzke Az (v smere irenia pozdlZ osi x).

Fazova rychlost prisluchajica vine o de Broglieovej vinovej dlzke je

W Aw
V= =

h hw E  yme 2
kK 2r 2mp p p ymwu v

¢o zjavne neodpoveda rychlosti hmotnej ¢astice v. Na druhej strane, vinovy balik sa Siri grupovou
rychlostou v, (Dodatok K). Pre voInu relativistickd Casticu (t.j. Siriacu sa relativistickou rychlostou)
plati

E 2 ?
E = \/(pc)? + (mc?)? w==c k:z—l—(%) vp=c 1—|—(@)

Oc¢ividne vy > ¢ (a nemoze teda predstavovat Sirenie hmoty). Na druhej strane,

d 2
— o =%y (<o

T ()

Rychlost vinového balika teda odpoveda rychlosti klasickej Castice! Pre voInt nerelativistickt ¢asticu
plati

v

p?  (hk)? E  hk? w  hk P mv v
2m 2m h  2m k- 2m 2m 2m 2
_dw Rk p
Yo = dk  m m v
Pre nehmotni ¢asticu (fotén) plati™
E = hw = pc = hkc w = kc Vp=C=10Vy =70

Zosuladenie obrazu Siriaceho sa vlnového balika s lokalizovanym casticovym charakterom detekcie
opat vedie k pravdepodobnostnej interpretéacii: Vlnova funkcia ¢(z) v tvare vinového balika vyjad-
ruje potencialitu detekcie - kvadrat jej amplitudy urcuje pravdepodobnost detekcie Castice v danom

2Cim ostrejdi je interferen¢ny/difrakény obrazec pri rozptyle elektronov na krystalovej mriezke ¢i pri prechode
ststavou $trbin, tym viac sa obraz elektronov vzdaluje od predstavy ,bodovych® Gastic.
"Posledné rovnosti platia len pre vikuum. V latkovom prostredi vo vSeobecnosti v # v, # c.
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mieste. Prednostou tohto konceptu okrem néazornosti je fakt, Ze jeho ¢asopriestorovy opis odpoveda
Sireniu energie/hybnosti/signalu. Prisudzovanie hlbgieho vyznamu vinovému baliku v§ak nema oporu
vo fyzike. Kvoli matematickej jednoduchosti navyse ¢astice obvykle reprezentujeme pomocou harmo-
nickych vin s ostrgmi hodnotami frekvencie, vlnového ¢isla a odpovedajicej de Broglieovej vlnovej
dlzky.™ KedZe (ako uvidime) zakony kvantovej mechaniky st linedrne - plati princip superpozicie -
z rieSeni pre harmonické vlny vieme vzdy ,skomponovat® rieSenie pre realisticky vlnovy balik.

I1.3.2 Princip neurcitosti.

Koncept vlnového balika ako pravdepodobnostnej reprezentacie Castice naznacuje existenciu prin-
cipidlnych obmedzeni v presnosti sicasného predpovedania polohy a hybnosti ¢astice. VInovy balik
totiz lokalizuje pravdepodobné miesto detekcie (v jednom rozmere ) na intervale o, ktory nepriamo
timerne zavisi od spektrdlnej sirky balika o) (Dodatok K),

1
Ox0k 2 5
pri¢om rovnost odpovedé prave gaussovskému baliku.” Priradenie de Broglieovej vinovej dizky k hyb-
nosti Castice znamen& o, = hoy, ¢o vedie na Heisenbergov princip neurcitosti’® (v jednom
rozmere x)

AxAp, = 0,0p,, > g
Pri jeho interpretécii sa musime dosledne vyhnit nedorozumeniam. Predovsetkym, neurcitost (resp.
neistota) neznamend nepresnost. Polohu ¢astice totiz mozeme zmerat s Tubovolnou presnostou, aki
nam poskytuje experiment, a to isté plati o merani hybnosti. Ako sme vSak zistili pri $tudiu fotonu
v kap. 1.1, dynamické premenné kvantovych objektov (akymi st aj poloha a hybnost) pred meranim
neexistuji - meranim ich hodnoty vytvdrame (neodhalujeme existujice hodnoty), spomedzi ,,ponuky*
danej pravdepodobnostnym opisom zohladriujicim spésob merania. Kazdy typ merania definuje bdzu
ortogondlnych (vzajomne odliSitelnych) vysledkov merania (napr. ktory detektor, ktord bunka na
plognom rastri, akd hodnota na digitélnej stupnici, a pod.),”” a stav kvantového objektu (vinova fun-
kcia) vyjadreny v tejto baze ako superpozicia bdzovjch stavov poskytuje pravdepodobnosti realizacie
jednotlivych bazovych hodnot. Pri merani polohy/hybnosti ¢astice (v jednom rozmere) tvoria bazu
dostupné (t.j. pravdepodobné) rozlisitelné hodnoty x a p, v ramci intervalov ~ o, a 0,,. Lubovolna
takato dvojica ostrijch™ hodnot je dostupna meraniu (s rozdielnou pravdepodobnostou). Predmetom
neurcitosti je len aktudlna sirka tejto ,ponuky®, teda o, a 0,,. Ak teda ,pripravime” vlnovy balik s ur-
¢itou priestorovou Sirkou o,, meranie hybnosti nahodne (s vazenou pravdepodobnostou) vygeneruje
hodnotu p, z intervalu o,, > %.79

T

Kazdy akt merania vSak sposobi kolaps vinovej funkcie (kap. 11.2.1) - vlnového balika. Predpokla-
dajme, Ze vlnovy balik o priestorovej sirke o, podrobime meraniu polohy, a polohu ¢astice stanovime
s presnostou merania ¢,. Tym poévodna priestorova Sirka balika skolabuje do o, — 0., a odpovedajico
vzrastie jeho spektralna Sirka o, — %. Meranim polohy teda ovplyvnime pripadny bezprostredne
nasledujici vysledok merania hybnosti (a naopak). Inymi slovami, ak stanovime (t.j. vytvorime)

"Pre nazornost mézeme tieto hodnoty stotoznit so stredom vlnového balika.

"Presveddit sa o tom mozeme pomocou Fourierovej transformécie.

"6Sformuloval ho v r. 1927 W. Heisenberg, Nobelova cena mu bola udelend v r. 1932.

"TAj v pripadoch merania spojite sa meniacej premennej, akou je poloha & hybnost, je vysledkom realneho merania
diskrétna hodnota, odlisnd od najblizsej susednej. (Tuto diskrétnost mozeme prisadit limitovanej citlivosti merania.)

"80strost tychto hodnot je dana len citlivostou samotného merania.

79Prehdstavme si Casticu uzavreta v jame o §irke L. Meranie jej hybnosti bude nahodne produkovat hodnoty v intervale
Ap > 57
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polohu objektu s presnostou/neurcitostou o,, neurcitost hybnosti o, (t.j. interval hodnét, ktoré
mozeme bezprostredne namerat, a to s lubovolnou presnostou), bude podliehat principu neurcitosti.

Na zéklade principu neurcitosti mozeme interpretovat aj ohyb svetelnych ¢i elektronovych lacov na
Strbine (Dodatok L): Pre Castice $iriace sa v smere x v neohrani¢enom priestore plati

=0=Ap,=0= Ay — o0 y—" v
V Strbine 8irky d st v8ak Castice lokalizované v smere y (obr.) —
py =0
Ay—oc  TpivApy

h
— >
Ay d:>Apy_2d

Nadobudnuté neurcitost hybnosti v smere y znamena rozptyl la¢ov do stran - ohyb, minimdlne pod
uhlom 9, pre ktory plati

A, ho_ AN
p,  2dp, 2dh  2nmd
Uhol prvého interferenéného/difrakéného minima (¢ize prvej dolnej hranice pre pozorovany rozptyl)
je Vmin = splhajici uvedent nerovnost.

sind &2 ¢ =

A
2d°
Neexistencia skrytgch premenngch (kap. 11.2.3) diskvalifikuje tivahy, podla ktorych by princip neur-
Citosti iba odrazal neznalost takychto premennych, predurc¢ujicich vysledky merania polohy ¢i hyb-
nosti. Rovnako chybnou je lakava predstava, Ze zdrojom neurcitosti je vSadepritomny vplyv merania.
Uvahy tohto typu mozu vyzerat nasledovne: Hladanie polohy elektronu je ako hlfadanie predmetu
v tme - zasvietime nan. Priestorova rozliSovacia schopnost svetla je v8ak ohranic¢end jeho vlnovou
dlzkou, Az ~ As. Pre hybnost foténov to znamena py = %, a odpoveda zmene hybnosti elektronu
pri interakcii s fotonom, Ap, ~ py. Nevyhnutna neurcitost hybnosti elektronu, ziskand ,meranim®
jeho polohy je teda Ap, = Alx > ﬁ. Hoci je tato tvaha spravna, poukazuje len na neredukova-
telny ucinok akéhokolvek merania na kvantovy objekt. Takto vzniknuté neurcitost vSak len spadé
do ramca (a nikdy ,nepodlezie“ dolni hranicu) principidlnej neurcitosti, stvisiacej s neexistenciou
ostrijch hodnot dynamickijch premenngch (polohy a hybnosti) pred meranim. Zakladné premenné
klasickej mechaniky sa opét ukazuju byt emergentngmi a rydzo makroskopickymi pojmami, ktoré
prechodom z makro- do mikrosveta stracaji jasny vyznam.

11.3.3 Interferencia elektronov na stustave Strbin.

Experimenty s elektronmi prelietajicimi ststavou Strbin veda k rovnakym zaverom ako obdobné
experimenty s fotonmi (kap. I1.1.2). Ak nechame jednotlivé elektrony neruSene preletief stistavou
Strbin, po mnohonésobnej detekcii sa vynori interferenény obrazec. Ak vSak elektrony lokalizujeme
v niektorej zo Strbin, napr. detekciou foténov rozptylenych na elektronoch pri danej Strbine, interfe-

ren¢ény obrazec zmizne.5°
h ZAZNAM (U
uy i £ i £
| e e | e ™y
ZDROJ \ P ZDROJ H‘“\—\‘_ I e
” = . -
72 | perextor f5 zazan (2. | DETEKTOR |

¢

Oblibenym argumentom je, 7e interferenény obrazec sa rozmaze v dosledku interakcie elektrénov
s fotonmi, detekciou ktorych je mozné ziskat (domneld) informaciu ,,welcher Weg*. Podmienkou je
viak, ze fotony dokdzu rozliSit Strbiny, teda Ay < g, kde d je vzajomné vzdialenost Strbin. Elektron

80Pri uvazovanej detekcii elektrénu v §trbine takyto elektrén, na rozdiel od foténu, nezanikne a d'alej sa iri, pricom
nemoZzeme zanedbat poruchu Sirenia v dosledku interakcie - detekcie.
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takouto interakciou s foténom ziska prie¢nu neurcitost hybnosti dp = % > %. Na detektore vo

2XeD
R

vzdialenosti D to znamend prie¢ne rozmazanie § = %D > %%D =
interferenénych minim a maxim (Dodatok D).

Zmatocnost tohto argumentu opat preukazeme experimentom s kvantovo previazanymi pdrmi elek-
tronov. Uvazujme s dvojicami elektronov s opa¢nymi hybnostami (obr.), kde zaznam na jednom
z detektorov vlavo ur¢i konkrétnu $trbinu - ,,welcher Weg* pre prelet druhého elektronu. Interfe-
ren¢ny obrazec nevznikne, hoci k Ziadnemu rozptylu pri Strbine nedochadza.

L6
1]
~ 1 - ~ 1 &
e )
DETEKTORY 2 I - s I Eh
s )
< ~ - < ~ <
ZDROJ N} = ZDROJ ] ¢
E ' DETEKTOR f§— DETEKTOR E ' peTexToR %
l

Ak v8ak detektory vlavo nahradime jedinym, ktory smery dopadajucich elektronov nerozlisi, opit
pozorujeme interferenény obrazec. Nahrada dvojice detektorov jedinym je kvantovym zmizikom (kap.
I1.2.2), ktory informéaciu ,,welcher Weg* vymazal. Kolaps spolo¢nej vinovej funkcie pdru na detek-
toroch vlavo v jednom i druhom pripade priecne lokalizuje elektrén letiaci Strbinami. Ak je tato
lokalizacia presnejSia nez ~ g, interferenény obrazec sa rozmaze - nie vSak zrazkou/rozptylom ale
samotnym kolapsom a principom neur¢itosti. Nezélezi pritom (kap. 11.2.4), ktory z detektorov kolaps

sposobil.

Vo formalizme stipcovych a riadkovych vektorov, ktory sme pouzivali pre fotony, je amplitida prav-
depodobnosti, ze elektron v stave |Z) generovanom zdrojom sa ocitne v stave |j) v Strbine j, dana
skalarnym su¢inom (j|Z), a amplituda pravdepodobnosti prechodu zo stavu |j) do stavu |D) na de-
tektore za Strbinami je (D|j). Amplitada procesu Z — j — D je potom (D|j){j|Z). Ak je dostupnou
informécia o prelete elektronu konkrétnou $trbinou j, potom pravdepodobnost tohto procesu je

Pz-j-0) = (D)1 2)|"

Pravdepodobnost detegovaného stavu |D), bez ohlTadu na vyber §trbiny, je potom pri dostupnosti®!
informacie ,,welcher Weg* pre vSetky Strbiny

Piz—p) = (D|Z) Z| (DIH)H1(512)) ZPHD (Z—3) ZP(Z—n—m

Ak vsak informacia ,,welcher Weg“ nie je dostupné, potom

> (DIi)il2)

J

2
Pizp) = (D|Z)]* = + ZPH%D

- s¢itavaju sa amplitidy a nie pravdepodobnosti. Dochadza k interferencii nezrealizovangch (nede-
tegovanych) potencialit.

11.3.4 Pohybova rovnica elektrénu.

Interferenéné experimenty s elektronmi ukazuji, Ze elektrony sa za urcitych okolnosti chovaji ako
vlny, rovnako ako fotony. V oboch pripadoch tieto viny opisujeme prostrednictvom vlnovych funkcii
v tvare rovinnych harmonickych vin (resp. ich balikov - superpozicii)

(7, t) = (7, t)ei(E~F—wt) — oo (7, 1)l FT-EO/b

81Jej dostupnost pritom nemusi byt vyuzita, dolezité je len to, %e bola makroskopicky zaregistrovana, t.j. Ze nastal
kolaps vlnovej funkcie.
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vo vyzname komplexnych amplitid pravdepodobnosti detekcie castice v danom mieste a ¢ase. V kap.
I1.1 sme ukazali, 7Ze pre makroskopicky pocet fotonov sa ich vlnova funkcia stava EM vlnou, ktorej
Sirenie vo vakuu opisuje vlnova rovnica (odvodena z Maxwellovych rovnic)

2
Dwz(é%—vz)wzo v — E,B,A
FElektrony su vSak objekty s nenulovou pokojovou hmotnostou, pre ktoré tato rovnica (opisujica
Sirenie rychlostou ¢) nemoze platit. Pri hTadani adekvatnej pohybovej rovnice elektrénu moZzeme
vychadzat z klasickej mechaniky hmotnych telies.®2 T4 popri tradiénom newtonovskom formalizme
pontka ekvivalentny hamiltonovsky alebo lagrangeovsky formalizmus. Zaklad v prvom z nich tvoria
Hamiltonove rovnice pre zlozky zovseobecnengch suradnic ¢;(t) a k nim pridruzenych hybnosti

p;(t)%
dg; _ OH dp; __oH

dt — Op; dt dq;

kde H(g;,pj,t) je klasicky hamiltonian vo vyzname celkovej energie telesa. V lagrangeovskom for-
malizme je zas teleso charakterizované lagrangianom £(q;, §;,t) - rozdielom kinetickej a potencialne;

energie (¢; = %), a trajektoriu telesa urcujeme z podmienky extrému (mi-

nima) aéinku S, definovaného ako q
2 , ds , E b
S = / ,C(q],q],t)dt % = E((]j,(]j7t) ’___’rf’ :
t1 ' i /t
Prechod od jedného formalizmu k druhému je vyjadreny vztahom qr';v’ T :%S:o
. t t t
H =p;q; — L ' ?

U¢inok potom mézeme zapisat ako

to q;j(t2) to
S = / [pjq; — H]dt = / pidg; — / Hdt
t1 q;(t1) t1

Tento vyraz mozeme vnimat ako drahovy integral medzi bodmi (g;(t1),t1) a (g;(t2),t2) v rovinach
q; — t (pre kazdy stupenn volnosti j), pre ktory musi platit

4(t2) 9g t2 93
S(q;(t :/ —dq'+/ —dt
(g;(¢)) o 96,0 )

Porovnanim podintegralnych vyrazov dostavame

qj ot
Prva z rovnic ma v kartézskej sustave tvar p' = VS, a znamend pohyb telesa v smere narastu
tc¢inku, kolmo na plochy S = konst (presne tak ako sa vlna Siri v smere kolmom na vinoplochy -
plochy konstantnej fazy). Druhé z rovnic je tzv. Hamiltonova-Jacobiho rovnica (HJR). Ide o
alternativnu formulaciu klasickej mechaniky (popri newtonovskej, lagrangeovskej a hamiltonovskej),
ktoréa, ako hned uvidime, zblizuje ¢asticové a vlnové hladisko.

82Takymto postupom mozeme mikroskopicktl zékonitost uhddnut, v ziadnom pripade nie odvodit! Naopak, spitny
postup je, v zmysle principu korespondencie (kap. I1.2.2), orienta¢nou ,skuskou spravnosti uhadnutia. Definitivnym
overenim spravnosti je experiment.

83Kanonicky zdruZenymi parmi zovieobecnenych siradnic a hybnosti st nielen x — p, atd., ale napr. aj uhol ¢ a
prislusny moment hybnosti L, a pod.

93



Predpokladajme nerelativisticki ¢asticu s potencialnou energiou V' # V(7 t), ¢ize pohybujicu sa
volne (bez vonkajSieho silového posobenia, F' = —VV = 0). Jej hamiltonian je H = E = % +V,
a HJR ma v kartézskych siradniciach tvar

95  (VS9)?

—_ = 1%
ot 2m +

Bez silového posobenia sa jej celkova energia sa zachovava, F = —a—f = konst. Znamena to, ze

5]
S = —FEt+ f(7), kde f(7) je lubovoIna funkcia polohy. Potom p'= V.S = Vf(7), a odtial f(7) = p-7.
U¢inok ma teda tvar
S=p-7—Et

ktory pripomina fdzu de Broglieovej viny - vlnovej funkcie castice v tvare rovinnej monochromatickej
viny® (7, t) ~ ¢/ s vinovym vektorom k = j/h a frekvenciou w = E/h. Klasickd casticové
mechanika nas teda priviedla k Sireniu de Broglieovej viny - kazdej pohybujicej sa klasickej castici
mozeme priradit pomyselnid vinu s vlnoplochami definovanymi kong§tantnou hodnotou tucéinku S.
Uvedena HJR pre nerelativisticki ¢asticu s ansatzom® (7, t) = e*¥")/" n4s zasa privedie (Dodatok
M) k Schrédingerovej rovnici (SCHR)%

o(T,t h2 . ~
m% = VR + V()

Toto je pohybova rovnica nerelativistického elektronu. Postup uvedeny v Dodatku M nie je do-
statoCne vSeobecny na to, aby mohol byt povazovany za jej odvodenie - SCHR je postulovand, a
jej spravnost pre nerelativistické ¢astice je potvrdenda experimentami. Na druhej strane, dostatocne
vSeobecnym postupom dokazeme zo SCHR odvodit HJR ako limitny pripad pre h — 0. Klasicka
nerelativistickd mechanika je teda limitnym pripadom kvantovej mechaniky.

Podobnt situdciu pozname v optike: Vinovd optika opisuje Sirenie vin eSert/? = eilz—vst)/A
(A = \/27) a ich interferenciu. Ekvivalentom a¢inku v optike je tzv. optickad draha

tp tp tp
Sopt:/ cdt:/ n(f’)vfdt:/ n(r)dl

ta ta ta

kde n(7) je index lomu prostredia. V limite X — 0 (relativne voéi priestorovej rozlisovacej schopnosti)
sa vlnové vlastnosti stracaju (vzdialenosti interferenénych maxim a minim st dané vinovou dfikou), a
svetlo sa medzi bodmi A a B §iri vo forme lica sledujiceho minimdlnu optickt drahu, 65, = 0- to je
limita geometrickej optiky. Pre de Broglieovu vlnu je vlnovou dizkou X = Z = %, a vlnovy charakter
(s interferenciou) pozorujeme vdaka nepatrnej hmotnosti mikroskopickych ¢astic. Pre makroskopickée
telesa v8ak X — 0, a ku konstruktivnej interferencii vsetkych myslitelnych drah medzi A a B (obr.
v kap. I1.1.1) prispievaji len drahy s nepatrnou variaciou fazy, §S = 0, blizke klasickej trajektorii.
HTadanie takejto trajektorie pomocou principu minimalneho tcinku je teda analogiou geometricke;j

optiky. Pre dané p odpoveda X — 0 klasickej limite A — 0.

I1.3.5 Casovy vyvoj elektronu.

SCHR z predchadzajicej kap. 11.3.4 opisuje ¢asovy vyvoj nerelativistického elektronu, v zmysle hus-
toty pravdepodobnosti jeho detekcie v priestore, p(7,t) = [¢*(7, t) (7, t)|. Opravnene ocakivame,

84Planckova kongtanta A rozmeru #¢inku tu vystupuje z ¢isto rozmerovych dévodov.

85Nemecky vyraz ,Ansatz“ vo fyzike pouzivame vo vyzname predpokladaného (ofakavaného) tvaru riesenia tlohy.
V tomto ansatze pre jednoduchost uvazujeme |¢)| = 1, a jeho normovanostou sa tu nebudeme zaoberat.

86 Tato rovnicu postuloval E. Schrédinger v r. 1925, Nobelovu cenu ziskal v r. 1933.
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7e tato pravdepodobnost sa v Case zachovava, teda ze plati pre fiu rovnakd rovnica kontinuity ako
pre iné formy hmoty-energie, skiimané v predchadzajicich ¢astiach textu. Presved¢ime sa o tom
manipulovanim s komplexne zdruzenym parom SCHR, v symbolickom zapise

h2
¢*[SCHR] — [SCHR]*¢ : (w ¢ o ) 5 — (V' V) — pVZ*)
¢o sa da prepisat ako

dp _ 0(*y) _ m - - —th, *
2% o V- @'V —pVp*) = =V - j )= 5 WV —yVYT)

kde j(7,t) je tok hustoty pravdepodobnosti. Ak dosadime (7, t) v tvare rovinnej viny e/@™F0/h

dostaneme j = pZ, ¢o odpovedd klasickej hustote toku pv. Rovinna de Broglieova vlna s ostrou
hodnotou hybnosti je v8ak uplne delokalizovana (bez zaciatku a konca), a ked sa zameriame na
pomyselny objem V ohrani¢eny plastom o ploche ¥, vina takymto objemom preteka (vtekd na jednej
strane a vytekd na druhej), pricom celkovy vytok z objemu je nulovy,

]{j-di:/v-de:O = /@dv—— pdV =0
> % %

Znamena to, ze pravdepodobnost namerania elektrénu v Tubovolnej ¢asti priestoru sa v ¢ase nement,
o je zrejmé aj z toho, 7e pre takdto vinu () = e *F¥" a teda ¢* nezavisi od asu. Takyto stav
nazyvame stacionadrnym stavom elektronu, a napriek nenulovému toku (hustoty) pravdepodob-
nosti nemame fyzikdlny dovod hovorit o jeho pohybe v klasickom zmysle. Charakteristickou ¢rtou
stacionarneho stavu je konstantnd ostrd hodnota energie.

Realistickejsim obrazom viac-menej lokalizovaného elektronu je vsak podla kap. I1.3.1 vlnovy balik ako
superpozicia rovinnych vin réznych de Broglieovych vinovych vektorov a hybnosti j = hk. Vdaka
linearite SCHR. je jej rieSenim cely balik aj kazd4 z jeho harmonickych komponent samostatne.
Dosadenim p-tej komponenty (7, t) = /P E0/" do SCHR, pre volnd ¢asticu (V = 0) dostaneme

2 2 h(k)2
poity = Dy o op= L, MB)
2m 2m 2m
Grupova rychlost balika je potom v, = ‘Zl‘,;’ = 2 a &irenie balika touto rychlostou je redlnym sirenim

pravdepodobnosti a teda pohybom elektronu. Lokélna zmena pravdepodobnosti v ¢ase ako aj spektrum
energii v baliku - superpozz’cz'a namiesto jedinej ostrej hodnoty - znamenaju nestacionaritu stavu.
Navyse koeficient I' = de = (Dodatok K) sposobi, ze priestorovd Sirka balika (pre jednoduchost
predpokladame Jednorozmerny pripad a gaussovské rozdelenie hybnosti) narasta s ¢asom ako

F2t2 h2t2
0:(t) = opli—oy [ 1 + —— = ato\/l +—

Am2ol|i—o

teda tym rijchlejSie, ¢im mensia je oblast jeho poc¢iatofnej lokalizacie o,|—o. T4 totiZz urcuje sirku
spektra hybnosti o, (ktoré sa bez posobenia vonkajsich sil neméze menit, hoci 0,,(¢) narastd), a ¢im
je sirsie o,, tym skor sa balik harmonickych vin rozfazuje. Volny elektron ako vlnovy balik povodne
lokalizovany na svojom klasickom polomere 7. (kap. I1.3.1) by sa za 1s rozptylil na vzdialenost
102m!®” Vinovy balik teda nemozno stotoznit s elektronom inak ne ako rozdelenie pravdepodobnosti
detekcie. Na druhej strane, nielen balik ako celok, ale ani jeho priestorové rozSirovanie sa nemoze
sirit vacsou rychlostou nez ¢, ¢ize prilisnd pociatofné lokalizacia elektronu (do ,bodu”) naréza na
principialne relativistické obmedzenie.

87Naopak, pre makroskopické objekty by si pozorovatelné rozsirenie vyzadovalo astronomicky &as.
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Postupny rozpad vlnového balika ako riesenia SCHR by nemal byt prekvapenim, SCHR pre volni
Casticu je totiz formalne identicka s rovnicou Sirenia tepla & rovnicou difuzie. (V oboch pripadoch sa
podiato¢né sustredené teplo ¢ zhluk ¢astic postupne rozplyva.) Naopak, pohybova rovnica fotdnu vo
vakuu vedie na disperzny vztah w = ke a teda I' = 0 - vlnovy balik foténu sa vo vikuu nerozpada.

Predstavme si teraz vlnovy balik dopadajici na rozhranie potencidlov - potencidlovy skok ko-
nec¢nej vysky V, a uvazujme dobu dostatocne kratku, takze sa jeho rozpadom nemusime zaoberat.
Podrobnejsia analyza tejto tlohy je v Dodatku N. Balik sa chovi ako bezna vlna - ¢iasto¢ne sa od-
razi od rozhrania s povodnymi (len opa¢ne orientovanymi) hybnostami jednotlivych zloziek balika,
p1 = V2mEy;,, a ¢iastocéne prenikne do druhého prostredia, kde sa v pripade FEj;, > V bude §irit s
pozmenenymi hybnostami p, = \/2m(Ey;, — V). Az akt merania sposobi kolaps superpozicie odra-
zenej a postupujicej viny do jediného miesta detekcie elektronu-castice. V pripade Ey;,, < V' buda
hybnosti zloziek prechadzajicich rozhranim imagindrne, ¢o znamené, zZe tieto vlny sa na vzdialenosti
~ h/|pe| utlmia. Ak by v8ak oblast s V' > Ej;, tvorila len tzku (v porovnani s A/|ps|) bariéru,
vlna fiou prenikne, a ¢asticu mozeme (s istou malou pravdepodobnostou) detegovat na druhej strane
bariéry (nepreniknutelnej pre klasickt ¢asticu). Hovorime vtedy o tunelovom jave.

Napokon sktimajme casovy vyvoj elektronu ,uvizneného* vo vymedzenom priestore. Najjednoduch-
Sou situaciou je jednorozmernd potencialova jama modelovana potencidlnou energiou V' (z) = 0 pre
x € (0,L) a V = oo mimo tohto intervalu. Pohyb klasickej ¢astice (v jednom rozmere) by bol pohy-
bom po tsecke s odrazmi od stien v x = 0, L. Pre elektréon ako de Broglieovu vlnu st steny tentokrat
rovnako nepreniknutelné (lebo V' — o0), a teda ¢ (x) = 0 mimo intervalu = € (0,L). Okrajové
podmienky (0) = (L) = 0 priptstaja len rieSenia SCHR v tvare stojatyjch vin

/2 , /1 . , ,
wn<x7 t) — Z sin ?esznt/h — i (emﬂ'x/L + efmﬂz/L) esznt/h n— 1’ 27

kde koeficient \/% vyplyva z normovacej podmienky fOL v*hdx = 1, 7e elektron je s istotou v jame.

Z tejto poziadavky tiez vyplyva, ze vlnova funkcia musi byt komplexnd (jej oscilacie ju nesmu vy-

nulovat, a |e”"#!/" = 1). Pripustné diskrétne hodnoty de Broglieovych vlnovych dlzok A, = 2&
odpovedaji hybnostiam a energidm
nh 2 n2h?
2L 2m  8mlL?
: 2
Priestorové ohranicenie vlnovej funkcie nevyhnutne vedie ku diskrét-  p4 l A ‘lﬁ‘ ~
nemu spektru hybnosti a energii, ¢o sved¢i o vinovom charaktere | Y VoV
elektronov. Grafy |1 (z)|? uréuji lokalnu pravdepodobnost namerania e I ¥al
elektronu-castice v jednotlivych stavoch, a ta sa v case nemeni (*¢) e L /{ﬁ\
nezévisi od ¢asu). Stavy 1, v nadej jame su staciondrnymi. Nemalo by g V.
B i Sy = frrrrasancna

nas mylit, ze sme tymto stavom priradili nenulové hybnosti p,. Kaz-
dému takémuto stavu totiz prislichaji dve hodnoty, +p, = /2mkE,
(¢ize superpoziciu pohybu v oboch smeroch). Pre stav n = 1 je neurcitost hybnosti o, ~ 57 a neur-
¢itost polohy o, &~ £, a plati

h _ h

ep)
Hodnoty +p,, ktoré mozeme v jednotlivych stavoch namerat, spadaji do neurcitosti hybnosti, a in-
terpretujeme ich preto ako hodnoty vyrobené meranim (neexistujice pred meranim).®® Ani v takychto
stavoch 1, teda nie je fyzikdlne opodstatnené hovorit o (klasickom) pohybe elektronu v jame.

0p0p &

Stoji tiez za zmienku, Ze v limite velkych energii, n — oo, ¢o je klasickd limita, sa pravdepodobnost
namerania elektronu stava rovnomerne rozlozenou v celej jame, ¢o by odpovedalo klasickému po-

88Podrobnejsi vhlad ziskame po prestudovani kap. I1.4.
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hybu ¢astice, v stlade s principom korespondencie (kap. I1.2.2). Naproti tomu pre malé n rozdelenia
pravdepodobnosti nemaja klasicky analog.

Elektron sa vsak v naSej jame moze nachadzat aj v superpozicii stacionarnych stavov 1,,. Takyto stav
je uz mestacionarny - nema ostri hodnotu energie (je v superpozicii hodnét E,,), jeho ¢asovy vyvoj
je netrividlny (superpozicia funkeii e=*#*/")  a priestorové rozloZenie pravdepodobnosti namerania
Castice Y™ sa v Case meni.

Inou (idealizovanou) variantou wviazaného stavu je elektron na kruznici.*® Pri fixovanom polomere r

je jedinou priestorovou premennou uhol ¢, a laplacian V2 v polarnych stradniciach sa redukuje na

%2%. Poziadavka jednoznacCnosti vinovej funkcie v kazdom bode kruznice - tzv. periodickd okrajovd

podmienka ¥(¢) = (¢ + 2mn) - opitf obmedzuje mozné de Broglicove vlnové dlzky na tie, ktoré
spliajia podmienku

252

n\, = 27r pn:i@ E, = nh

r 2mr?

Opéf teda existuji staciondrne stavy s energiami E,, a vlnovymi funkciami v tvare

1 ) ) )
w ¢,t — ezngf) + e*”“b e*'LEnt/h
(0.) = 3= (e o)
so statickym rozlozenim pravdepodobnosti pozdlZz kruznice. O pohybe elektronu médzeme hovorit len
v pripade nestacionarnej superpozicie takychto stavov.

Ak v8ak v staciondrnych stavoch elektréonu neméme hovorit o jeho pohybe v klasickom chépani, aky
je fyzikalny vyznam nenulovijch ostrijch hodnot kinetickej energie? Ukazuje sa, Ze (napriek privlastku
kinetickdi = pohybovd) v stacionarnych stavoch tato veli¢ina vyjadruje len mieru nenulového toku
pravdepodobnosti pri jej nulovom vijtoku, ¢ize pri nemeniacej sa pravdepodobnosti. Konstantnost (a
nenulovost) energie znamené pretrvavanie stavu v ¢ase (pozri kap.I.3.5).

11.3.6 Je elektron casticou?

Hoci interferencéné experimenty jednozna¢ne poukazuju na vinovy charakter elektronu, Casticovy
charakter elektronu sa zda byt posobivo dokumentovany vytvorenim jasnej trajektorie pri prelete
hmlovou komorou.”°

Treba v8ak mat na paméti, Ze viditelné stopy (obr.) nezobrazuju samotni ¢asticu
(elektron), ale hmlovy kondenzét okolitych par v ulohe ,detektora® (aktuélne;j)
polohy ¢astice. (Podobny tikaz vidame za istych podmienok na jasnej oblohe po
prelete tryskového lietadla - samotné lietadlo pritom nemusi byt vidno.)

V skutoc¢nosti tieto pozorovania nijak neprotirecia vlnovému obrazu elektronu. V kap. I1.3.5 sme
opisali pohyb elektréonu prostrednictvom Siriaceho a rychlo sa rozpadavajiceho vinového balika, ktory
v okamihu merania skolabuje na rozmery dané rozliSovacou schopnostou detektora. Na rozdiel od
fotonu viak elektron (vdaka svojej nenulovej hmotnosti, ale nielen nej) detekciou nezanikne, a ak
neostane viazany na detektore, moze sa dalej vol'ne §irit ako vinovy balik. Prave toto sa deje v hmlovej
komore - rozptyl elektronu-balika na zhlukoch molekidl presytenej pary sposobuje ,permanentny*
kolaps balika do rozmerov tychto zhlukov. Vysledkom tohto neustale sa opakujiceho procesu je
suvisla ,trajektoria“. Prilozenim EM poli mozeme pozorovat jej odpovedajice zakrivenie, ¢o je vSak
len dosledok zakona zachovania hybnosti v EM poli (kap. 1.3).

891de o zjednodugeny jednorozmerny model ,,pohybu* elektronu v elektrickom poli jadra atému. Potencidlnu energiu
v hamiltonidne nahradime tym, Ze elektréonu ,predpiSeme* vyskyt len na kruznici.

90Hmlov4 komora je uzavretd sklena nidoba naplnena presytenou parou (napr. vody alebo alkoholu). Prelietajtica
energeticka Castica ionizuje molekuly pary, ktoré posobia ako kondenza¢né centra a vytvaraja viditelna hmlova stopu.
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Natiska sa otézka, nakol'ko ,makroskopicky* musi byt detektor, aby sposobil kolaps balika - vinovej
funkcie. (St v tomto pripade zhluky molekil ,dostato¢ne makroskopické*?) Interakcia mikroskopic-
kého objektu s detektorom sa totiz tiez deje na mikroskopickej irovni - napokon kazdé makroskopické
teleso sa sklada z mikroskopickych ¢asti(c), riadiacich sa kvantovymi zékonitostami. Kde je teda hra-
nica medzi makro- a mikrosvetom?! Odpoved hladajme v nasledujicom zjednodusenom modeli
kvantového merania.

Zakladnou vlastnostou kvantovych objektov je (vo vSeobecnosti) neexistencia ostrych hodnot ich dy-
namickych premennych. Stav takéhoto objektu preto charakterizujeme koherentnou®® superpoziciou
vhodne zvolenych stavov |1);), napr. stavov s ostrgmi hodnotami nejakej premennej (poloha, hybnost,
polarizacia, $trbina...), s amplitidami pravdepodobnosti a;,

) = Z a;|v;)

Kazdej dostupnej hodnote meranej veli¢iny odpovedd urcity stav |P;) ¢idla detektora.”® Prvou fazou
merania je kvantové previazanie zloziek |¢;) s odpovedajtacicmi stavini ¢idla. Cidlo je vSak v nepretr-
7itej interakcii s neprebernym mnozstvom stupiiov volnosti makroskopického okolia, a kvantovym
previazanim s nimi sa narusi koherentna superpozicia amplitid pravdepodobnosti v prospech su-
perpozicie pravdepodobnosti - tento proces sa nazyva dekoherencia. Stucasne sa nekontrolovanym
vplyvom vonkajsich faktorov zrealizuje uréity konkrétny stav |¢;, P;). Schématicky

a kolaps

J

)| P) = <Zajle>> [Py PN ey, Py SRS (g )

Takéato schéma pochopitelne nie je vycerpavajiucim opisom kvantového merania (a problém nahod-
nosti len posiva o tiroven vyssie), pontka vsak urcity kvalitativny fyzikalny nacrt procesov stojacich
za pojmom kolaps stavu. V tomto duchu tiez dokresluje mechanizmus permanentného kolapsu elek-
tronovej viny v hmlovej komore v désledku makroskopického mnozstva interakcii medzi molekulami

pary.

Casticovy charakter elektronu (a podobnych objektov) je teda len iliziou, ktora vznika pri interakcii
s makroskopickymi objektami, v désledku kvantovaného transféru energie, hybnosti, momentu hyb-
nosti ¢i elektrického naboja. Hoci neruseny casovy vyvoj elektronu ma jednoznacne vinovy charakter,
predstava elektréonu ako projektilu je nazornou pomockou, tplne postacujicou najméa v situaciach,
ked nas zaujima prave transfér energie, hybnosti, naboja a pod.

II.4 NAc¢rt formalizmu kvantove] mechaniky

I1.4.1 Stavy a reprezentacie.

V predchadzajucich ¢astiach textu sme sa oboznamili so zakladnymi odlisnostami opisu kvantového
sveta od klasického opisu, akymi st pravdepodobnostny charakter dynamickych premennych - neexis-
tencia (vo v8eobecnosti) ich ostrych hoddt mimo merania, neredukovatelng vplyv kazdého merania
na stav meraného objektu, ¢i vzajomna nekompatibilita urcitych dvojic dynamickych premennych,

91T4to pomyselnd hranica sa v literatiire ¢asto oznacuje ako Heisenbergova britva.
92Priviastok koherentnd oznatuje kvantovi superpoziciu, jednotlivé zlozky ktorej navzajom interferuji.
93 Anglosaska literattra pouZiva vyraz pointer.
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vyjadrend principom neurcitosti. V tejto a nasledujicich kapitolach naznacime zakladny forméalny
ramec kvantovomechanického opisu ,castice®.

Zakladnym pojmom tohto opisu je stav ,castice“. V klasickej mechanike je tymto stavom bod
vo fdzovom priestore s ostriymi hodnotami suradnic a hybnosti, urcujicimi aj odvodené mechanické
premenné (ako moment hybnosti, energia, a pod.).** Princip neuréitosti vSak takito definiciu stavu
nepripasta. Kvantovomechanicky stav [¢) sice predstavuje tiez uplny dostupny opis ,Castice”, bez
skrytgch premenngch (kap. 11.2.3), ten v8ak spociva v ostrych hodnotéach len amplitid pravdepodob-
nosti namerania konkrétnych hodnot dynamickych premennych. Vychadzame z prirodzeného predpo-
kladu, Ze kaZdej z moznych nameratelnych hodnot danej dynamickej premennej opisujucej ,Casticu
prislicha odligitelny stav (,vyrobeny“ meranim). Je preto rozumné rozlozit stav ,astice pred me-
ranim prave do bdzy tjchto stavov. V kap. I11.2 sme rozkladali stav meraného objektu (fotonu) do
diskrétnej ortogondlnej bazy polarizatorov alebo detektorov, napr.

[) = ¥1|D1) + ¥o|Da) + ... = > 45[Dy)
j

pri¢om oc¢akavanym vysledkom bolo ,cvaknutie* jedného z detektorov D; s (vo vSeobecnosti komplex-
nou) amplitiidou pravdepodobnosti 1, odpovedajacou priemetu® stavu |¢) do stavu |D;), a teda
s pravdepodobnostou

P(D;) = [(Dj|¥)[* = ... = [¢y]”

Zovseobecnime tento postup pre lubovolni realnu pozorovatel'ni®® dynamickt premennt «. Pred-
pokladajme ur¢ity pocet diskrétnych®” moznych vysledkov merania, a;, a im odpovedajicich stavov
objektu po merani, |o;). Neur¢ity stav pred meranim potom vyjadrime ako superpoziciu tychto na-
vzajom ortogondalnych stavov,

) = zj:@/}ﬂ%‘) = zj: )by = z]: ) () (aglo) = djn
(]

Pravdepodobnost namerania diskrétnej hodnoty a4, (¢ize transformacie [¢) — |ay) ) je

2 2
Plo) = o] 9)* = |{cul Z@/)ﬂ%‘) =D tilanlay)| = [i{anlan)® = [kl = vivn

Vol'ba bazy stavov |a;), do ktorej dany stav |¢)) rozkladame, ur¢uje reprezentaciu, v ktorej kazdy
stav opisujeme prostrednictvom vlnovej funkcie” v podobe spektra amplitad v; bazovych stavov.
Pre diskrétne spektrum bazovych stavov mozeme vSeobecny stav vyjadrit aj ako vektor

o
vy = ¥

94Zameriavame sa tu len na objekty bez vnitornej struktiry (,hmotné body“), a bez vnttorného pohybu.

95 Amplitida pravdepodobnosti preklopenia jedného stavu do druhého je dana ich skalarnym sticinom, podobne ako
pri priemete jedného vektora do smeru druhého, teda |¢) - [D;) — (D;[¢)) (pozri kap. I1.1.6). Na zaklade konvencie
je poCiato¢ny stav vpravo, a komplezne zdruZeny koncovy vlavo.

9%ang. observable - tento pojem sa pouziva v tvare podstatného mena.

97Spomenuli sme uz, ze vysledkom kazdého redlneho merania je (kvoli jeho limitovanej presnosti) sibor diskrétnych
hodnét, a to aj v pripade spojite sa meniacej premennej. Spojitym spektram hodnét preto nebudeme venovat vela
pozornosti.

9% Premennou vo vilnovej funkcii ako amplitide pravdepodobnosti namerania je spojitd alebo diskrétna veli¢ina
urcujtica reprezentaciu. Vyraz 1; oznacuje funkénti hodnotu priradend j-tej diskrétnej hodnote tejto premennej.
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Takto sme v kap. I1.1.6 vyjadrovali stavy fotonu v polarizaénych bazach /reprezentaciich, a rovnaky
zapis by sme mohli pouzit pre fotony v baze detektorov v kap. I1.2. VSimnime si tiez, ze vztah pre
amplitadu pravdepodobnosti koncového stavu |3)

(Bly) = BIZ\% = >_{Blag)asle)

musi formalne platit pre lubovolny stav |3), t.j. aj taky, ktory nie je jednym z bazovych stavov |a;).
S takymto pripadom sme sa stretli v kap. [1.3.3 pri interferencii elektronu za sistavou strbin, kde bazu
|a;) tvorili polohy §trbin, a koncovym stavom |/3) bola poloha zdznamu na detektore. Stav (stavovy
vektor) [¢) mozeme teda rozkladat do lubovolnej bazy /reprezentacie s prisluinymi koeficientami ;.
Toto pravidlo je jednym zo zékladnych principov kvantového formalizmu.

V pripade rozkladu do spojitej bazy premennej o (napr. o = = alebo p,) plati

~ [1a)al)da = [ lays(a)da

Reprezentaciou stavu je namiesto n-komponentného vektora vinova funkcia spojitej premennej, ¥ (a).
Pre konkrétnu hodnotu o' je amplitida pravdepodobnosti jej namerania

w() = {e'l) = [(@la)lalu)da = [(ala)ita)da lebo® (o/[a) = 6o’ — a)
V takomto pripade vSak hovorime o pravdepodobnosti namerania hodnoty z intervalu da: okolo «,
P(a,da) = [¢(a)Pda = ¥*(@)y(a)da = p(a)da

kde p(a) =9¥*(a)(a) je hustota pravdepodobnosti.

11.4.2 Operatory.

V kap. 11.3.4 sme ukéazali, ze vztah pre nerelativistickii energiu Castice sa premieta do jej kvan-
tovomechanickej pohybovej rovnice (SCHR) za pomoci diferencialnych operdtorov, nahradzajucich
dynamické premenné, a pdsobiacich na vinova funkciu,

p2 ] h2

Ak totiz dosadime do SCHR vlnovi funkciu v tvare (7, t) = /@™ B/ dostaneme

w( ) = 7 7vb<7_"7 t) _Zhvw(ﬁ t) = Ifw(ﬁ t)

Dovod nahrady klasickych premennych operatormi je zrejmy: Ostré hodnoty tychto premennych pred
ich meranim vo vSeobecnosti neexistujii - meranim ako neredukovatelnym zasahom do povodného
stavu ich ,yvyrabame®.

Meranie je vZdy transformdciou stavu.

99Gymbol () v tomto pripade oznacuje Diracovu é-funkciu.
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Ulohou matematického formalizmu je poskytnit predpovede vysledkov merani. Je teda prirodzené, ze
matematickymi nastrojmi budd prave ur¢ité operatory posobiace na stav/vlnova funkciu a uskutoc-
nujtce prislugni transformaciu.'® Aby sme spravne pochopili zmysel operatorov v SCHR, musime
sa najprv zaoberat matematickym formalizmom operatorov vo vSeobecnosti.

Ak dany stav |¢) reprezentujeme v béze stavov |a;), jeho transforméciu |¢) 9, |¢) sposobent

01O mozeme vyjadrit ako

|9) = Oly) = 02]: i) {ayl¢) = %:OICW (o)

&islo

lineArnym operatorom

Vinova funkcia - amplitida pravdepodobnosti, ze vyslednym stavom po transformaécii bude jeden
z bazovych stavov |ay), je

(@lé) = (oad 3 Olay) {aylu) = Y- (anlOlas) fay )
Ok J ! ¥i

Viraz (a|Ola;) je amplitadou ,priemetu transformovaného bazového'®? stavu Ola;) do |ag).

Tymto spoésobom moézeme napr. opisat meranie horizontalnej polarizacie vertikdlne polarizovaného
svetla po prechode pravoto¢ivym kruhovym polarizatorom (kap. 11.1.6)

=

(Velkost vyslednej amplitidy je 50% povodnej.) Je zrejmé, ze (ozk\()|ozj> = Oy; je prvkom matice
(v tomto priklade matice (RP)). Vo vektorovom vyjadreni stavov maju teda operatory tvar matic, a
transformécia stavu je nasobenim vektora prislu$nou maticou. Vyraz

Or = Z Okjth;
J

(H|(RP)|V) = ... = <H;\%|R> = L (H|R) = ..=

N | .

je vztahom medzi priemetmi stavov |¢) a |¢b) do bazy |a;). Maticové prvky operatora teda zdvisia
od volby bdzy - reprezentacie. Pre vinové funkcie v spojitijch a-reprezentaciach plati

¢(a) = OY(a)
kde O ma tvar diferencidlneho operatora v a-reprezentacii.

Osobitnt pozornost si zasluhuju pripady, ked je stav objektu symetrickym vzhIadom na danu trans-
forméciu. (Ako priklad mozeme uvazovat prechod horizontélne polarizovaného svetla horizontalnym
polarizatorom.) Vo formalnom zapise to znamena

Ola) = Ola)

kde O je (vo vieobecnosti komplexné) ¢7slo. Stav |a) spliiajici tito rovnost nazyvame vlastnym
stavom operarora O, hodnotu O jemu prislichajiucou vlastnou hodnotou operatora, a tato
rovnost sa nazyva vetou o vlastnych stavoch a vlastnych hodnotach operatora. Z hladiska
line4rnej algebry ide o vlastny vektor a vlastni hodnotu matice O, pre ktora plati

det(O — 01) =0 1 - jednotkova matica

1000y aky typ transforméacie v pripade jednotlivych operatorov ide, rozoberieme v kap. 11.4.4.

101 Qperatory budeme v tomto texte oznatovat so ,strieSkou®.

102Predstavme si transformaciu generovant operatorom O ako rotaciu kartézskej stiradnicovej bazy okolo pociatku
o urcity uhol, vyraz O|aj> ako jednotkovy bazovy vektor j/ pootocenej béazy, a vyraz (ak\0|aj> ako jeho priemet do
bazového vektora k povodnej bazy.
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RieSenia tejto rovnice tvoria spektrum vlastnych hodnét, a kazdej prislicha urcity vlastny stav.
Viacnésobné (opakujice sa) korene rovnice su tzv. degenerovanymi vlastnymi hodnotami operé-
tora, spoloénymi viacerym vlastnym stavom. Osobitne dolezitymi st hermitovské operatory, kto-
rych vlastné stavy st ortogonalne a vlastné hodnoty st redlne ¢sla.'% Pozorovatelnym veli¢indm
v kvantovej mechanike preto priradujeme prave hermitovské operatory, ktorych vlastné hodnoty su
dostupnymi rozlisitelnymi vysledkami merani.

Uvazujme meranie veli¢iny «, ktorej priradime operator & s diskrétnym spektrom vlastnych hodnot
«; a im odpovedajicimi vlastnymi stavmi |a;). Ak vghodne zvolime'® rozklad vieobecného (neur-
¢itého) stavu meraného objektu [¢)) do bazy vlastnijch stavov tohto operatora, ¢iZe a-reprezentaciu,

dostaneme
Y) = Z ;) (o) = Z )y

aly) = ZOAAO‘J (ajlv) = ZO‘J|O‘J (o)
J
Ked7e posledny vztah plati pre Tubovolny stav |¢), mozeme ho z tejto rovnice formélne eliminovat,
a dostavame tzv. spektralny rozklad operatora

&= ajlay) (o]
;

Kazdy z ¢lenov sumy ,yvylapne* z potencidlne meraného stavu |¢) jeden z vlastnych stavov |a;), pri-
radi mu vlastnd hodnotu «; (jednu z nameratelnych hodnot) a amplitidu pravdepodobnosti name-
rania (a;|1). Tymto sposobom operator (nahradzajici klasicki dynamicka premennt) ,predpoveda”
pravdepodobné vysledky merania. O konkrétnom vysledku vsak rozhodne kolaps stavu |¢). Nahodny
vyber konkrétneho skolabovaného stavu |o;) nie je do matematického formalizmu zahrnuty, a na jeho
matematickom opise dodnes neexistuje zhoda. Kolaps teda ostéva principidlnym prvkom néhodnosti.
Ak v8ak koncept merania vo fyzike ma mat zmysel, musime pozadovat, aby bezprostredne po sebe
nasledujiice identické merania ddvali identicky vijsledok.'®® V kontexte kvantovej mechaniky to zna-
mena, 7e ak prvym meranim neurcitého stavu - superpozicie nastane jej kolaps do urcitého stavu,
bezprostredne nasledufice identické meranie tento stav poturdi. Prvok nédhodnosti tu uz absentuje.
(Opét ako ilustracia moze slazit polariza¢na schéma (HP)(HP)|X) —(HP)|H) — |H).)

Z vety o vlastnych stavoch a vlastnych hodnotach Tahko zistime, Ze v a-reprezentécii je operator &
v maticovom zapise diagondlny, a plati (o|dla;) = oj(ow|a;) = a;0,,. Potom amplittida pravdepo-
dobnosti stavu |ax) po transforméacii ) — |¢) = &) je

o = (axl@) = (aulafy) = Z<ak‘a‘% (ajly) = Za] aglag) (o) = ap(arlv) = aryy,
J
Aplikovanie operatora & v a-reprezentacii (¢ize operatora premennej uréujicej reprezentdciu) na
vlnovi funkciu teda znamen4 prosté vynasobenie prislusnou hodnotou premennej (vlastnou hodnotou
ay). Operator inej premennej (nez je premennd urcujica reprezentaciu) v8ak uz vo vSeobecnosti
nemusi byt v tejto reprezentacii diagonalny, a situacia pri jeho aplikovani je zlozitejSia, ¢o rozoberieme
v nasledujicich kapitolach.

103Hermitovské operatory spliiaji podmienku O = O = (O*)T (T - transponovany). Pre ich vlastné stavy plati
(€l0lg) = Otglé) ((£l01€)" = (€|0T]g) = 0" (¢le) 0'=0 = 0"=0
((€01¢7)” = (€'10"1€) = ('101€) = O(¢'le) (€0len)” = ©'Ele) = 0'Ele)  (0-0)E18 =0

104V principe mézeme zvolit fubovolni bazu a teda reprezentaciu, je to len otdzka vyhodnosti.
105Mame na mysli merania, ktorych ¢asovy odstup je zanedbatelnsyj vodi charakteristickym Casom, za ktoré sa stav
meraného objektu pozorovatelne zmeni vdaka svojmu vyvoju/pohybu.
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11.4.3 Operatory v stiradnicovej reprezentacii.

Ako vyplyva z predchadzajticeho textu, dynamické premenné (ako poloha, hybnost, energia, a pod.)
kvantovych objektov vo vSeobecnosti nemaji mimo merania ostré hodnoty, a ich vyskyt v pohybovych
rovniciach (napr. v SCHR) by bol bezobsazny. Uplna dostupna informécia o stave kvantovej ,Zastice”
je obsiahnuta v stavovom vektore |1), pripadne vo vinovej funkcii ¥ («) premietajucej stavovy vektor
do konkrétnej a-reprezentdcie, a informéaciu o (pravdepodobnych) hodnotach dynamickych premen-
nych ,Castice® mozeme ziskat len aplikovanim prislunych operatorov. Preto aj v SCHR namiesto
samotnych dynamickych premennych vystupuju ich operatory. Tvar tychto operatorov pritom zavisi
od vijberu reprezentdcie. NajprirodzenejSou (nie v8ak nevyhnutne najvyhodnejsou) je stradnicova
reprezentacia, v ktorej vinovi funkciu rozkladame do bazy |7),

() = (Fly)

a vyjadruje amplitudu pravdepodobnosti namerania Castice v danom mieste 7. V tejto reprezentacii
je podla kap. 11.4.2 posobenie operatora 7 na vinovi funkciu ¥ (7) prostym nasobenim 7,

r) =77 — () = 7(r)

Toto pravidlo plati pre operatory vietkych dynamickych premennych zavisiacich (v tejto reprezen-
tacii) len od polohy, napr. pre operator potencidlnej energie

V() () = V(r)(r)
Operator hybnosti vsak od polohy nezavisi. Pri jeho konstrukcii v suradnicovej reprezentécii vy-
uzijeme skutocnost, ze veta o vlastnych stavoch a vlastnych hodnotach operatora, p|p) = p|p)
(kap. 11.4.2), v tejto reprezentacii znamenéa

(FIp|p) =0 (F|P) = D7)
~——

kde vyraz (7|p) = 15(7) je siradnicovou reprezentaciou vlastného stavu operatora hybnosti. Takym
je nepochybne rovinnd vlna s ostrou hodnotou hybnosti, (7, t) = €’ Pr=EY/h - Aby tato vlnova
funkcia splhala uvedend vetu, musi platit

(F|p|P) = —ihV (7 |F) = —ihVi;(7)

kedze —ihVipy (1) = p(7). Na zaklade toho pre rozklad vseobecného stavu |¢) do spojitej bazy
operatora p, [i) = f D) (P|w)dp (kap. 11.4.1), v siradnicove] reprezentacii dostaneme
F1716) = [(FI519) @10} = ~ih¥ [ (F15)(516)d5 = ~ihV (7 |6) = ~ihvi(7)
Operator hybnosti v siradnicovej reprezentacii ma teda tvar
5 0 '
p = —1ihV Dy = —zha—z atd.

Klasické vyrazy obsahujice hybnost preto v siradnicovej reprezenticii nahradzame vyrazmi s tymto
operatorom, aplikovanym na fubovolni vinovi funkciu (ktord nemusi prislachat vlastnému stavu [p’)).
Ak napr. () = a P/ 4 qyet® /0 (£ 4)5) dostaneme

ﬁlb(fj = —ihV@/}(F) = alﬁ16i(ﬁlﬂ/h + a2ﬁzei(ﬁ2ﬂ/h = o(r) # ZW(F)
Operator nerelativistickej kinetickej energie dostaneme z klasického vyrazu nahradou p'— ﬁ, ¢ize

2 R _ hv 2 —h2
B =2 o Bti) = Ty = Ty
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SCHR elektronu, ktorej vSeobecny tvar (nezévisly na reprezentécii) je

o )
Zhah@ = H[¢y)

v stradnicovej reprezezentacii (1) — (7, t)) nadobudne tvar z kap. I1.3.4, s hamiltonidnom ako
operdtorom celkovej energie

~

=" v

2m

I1.4.4 Komutatory a transformacie.

Princip neuréitosti (kap. 11.3.2) kladie obmedzenie na stcasni lokalizovatelnost siradnice a k nej
konjugovanej (pridruzenej) hybnosti, napr.

AzAp, >

DO | St

Cim presnejSie lokalizujeme jednu veli¢inu, tym $ir$i je interval meranim dostupnych hodnoét konju-
govanej veli¢iny. Ak sa elektron (alebo ina ¢astica s m # 0) nachadza v stave |p,), ¢ize vlastnom
stave operatora p,, plati Ap, — 0 a teda Ax — oo - Castica je uplne delokalizovand. Stav Castice je
superpoziciou vietkych moznych stavov |x) - to je pripad rovinnej viny e®=*=F0/" Naopak, vlastny
stav |x) operéatora & je uplne lokalizovanyg, Ax — 0, Ap, — 00, a je superpoziciou vSetkych moznych
stavov |p,). Ziadny vlastny stav operatora z teda nie je vlastnym stavom operétora p,, a naopak.

PodTla kap. I1.4.2 je operator veli¢iny definujtcej reprezentéciu v maticovom zapise diagondlny. V dis-
krétnej siradnicovej reprezentacii je diagondlnou matica z, matica p, musi preto byt nediagonalnou.
(V hybnostnej reprezentécii by to bolo presne naopak.) Z linearnej algebry vieme, Ze siu¢in dvoch
matic je komutativny len ak sa obe daju diagonalizovat sicasne, ¢o nie je pripad dvojice Z, p, - tieto
operatory nekomutuji, a to v Ziadnej reprezentacii. Vidime to aj pri ich postupnom aplikovani na
vinovu funkciu () v spojitej suradnicovej reprezentacii

0 0 0
E(pat) = @ (—zh6w> = —ihx aﬁ Pa(dv) = —m —(wy) = —ih (w + xa—f)

(i operator identity). Posledna rovnost s komutatorom operatorov je vyJadrenlm principu neurci-
tosti, a plati pre v8etky konjugované dvojice zloziek vektorovych operatorov 7" a p' v kaZdej reprezentd-
cii. Pomocou tohto komutéatora napr. polahky najdeme tvar operatora T v hybnostnej reprezentacii,
W(pe) = (pe|t0). V nej totiz p, = p., a z komutatora vyplynie & = zh—z

7 uvedeného sa mozeme dovtipit, ze komutujice operdtory maju spoloéné spektrum vlastniyjch sta-

vov,1%% a v tychto stavoch siicasne ostré vlastné hodnoty. Napr. elektron v stave |p) , ktory je vlastnym

stavom operatorov py, py, P, Mé sucasne ostré hodnoty p,, py, p., lebo plati
[pj, D] =0 [Z,%%] =0 &}, i) = Spind

Tieto tzv. kAnonické (fundamentalne) komutaéné vztahy maju svoj klasicky predobraz v ka-
nonickych Poissonovych zatvorkach

{pj,pe} =0 {zj,2:} =0 {25, 0k} = 6jn

106pripad degenerovanych spektier je trochu zloZitejsi.
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V ziadnom pripade nejde o ndhodni podobnost, hoci v klasickej mechanike ziadny princip neurcitosti
neexistuje. Poissonova zatvorka sa totiz vo vSeobecnosti da zapisat ako

oa Ob  da Ob 90 0 02 0N —~— N
“W?3®@f@@)§3@@f@@ﬁ*“““

J=z,y,z
kde @' = {a, -} je klasicky poissonovsky operator priradeny premennej a, posobiaci na premenni

b. Plati tiez A
dlb: {a,-}b: {a,b} = —{1)7@} — —{b7.}a = —b/a

V pripade premennych p, a z dostaneme

o, D0 o e o
;o R Pz Pz De Pz O = ——
Dy {p17 } j:xZ’%Z (axj ap] apj aj}j) 227 81'] apj apz (9$ ax
~1 _ _ a
O

V klasickej mechanike je stav telesa urceny bodom v jeho fdzovom priestore (z;,p;), a poissonovské
operatory ]53, :i:; transformuji tento stav pozdlz konjugovanej stradnice /hybnosti. Napr. pre funkciu
f(z,p,) definovanti na fazovom priestore je jej posunutie v smere x o dx (ekvivalentné posunutiu
stradnice x v opa¢nom smere)

of (x,pe)

Son . f(x,pe) + 0x {ps, -} f (2, p2)

f(xapa:) — f(fL’ - 51’71%) = f(xapx) -
Analogicky, poissonovsky operator &’ sposobi posunutie f(z,p.) — f(x,p. — dp.). Plati teda

(o) =~ ==

8px

(Dosadenim x resp. p, za f dostaneme vyssie uvedené kanonické vztahy.)

Klasicky stav telesa ako bod vo fazovom priestore je v kvantovej mechanike nahradeny stavovym
vektorom |1) (v abstraktnom priestore stavovych vektorov), a jeho infinitezimélna transformécia,
napr. z-ova translacia generovana operatorom p, (v suradnicovej reprezentacii) je

) = 1) = (1=dn Y 0 = (14 pbon ) 1) = Ul

Uy
Ked7e operator p, je hermitovsky, nim vytvoreny operator U, je unitarny (Dodatok O), ¢ize plati
U, =U; U, = 1.

Tak ako stav |¢) nahradza klasicky bod fazového priestoru, operator f (Z, pr) nahradza v kvanto-
vej mechanike klasicku funkciv f(z,p,), definovani na fazovom priestore. Infinitezimalna unitarna
transforméacia operatora je potom (Dodatok O)

A P A 7 A 1

f— f=ufu (1+7—i6xﬁx>f(1—ﬁ5wﬁi):
Tato transformécia ma identicka Struktiru ako predchadzajica klasickd transformacia funkcie f,
pricom

fny (Fhe— ped) = f+ 00 [

IIZ

fl

{pmy } — %[Axa ]
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Dosadenim f(z,p,) = = resp. f (Z,pr) = & dostaneme nenulové fundamentalne komuta¢né vztahy.
Nenulovost Poissonovych zatvoriek typu {z;, p;} = 1 naznacuje, ze konjugované premenné nie si na-
vzajom nezavislé - poissonovsky operator jednej z paru ovplyviiuje druha.'®” Klasicky (newtonovsko-
leibnizovsky) infinitezimdlny kalkulus v8ak umoziuje toto vzajomné ovplyviovanie zanedbat, a vSetky
dynamické premenné reprezentovat komutujticimi ¢islami. Naproti tomu v kvantovej fyzike existuje
neredukovatelny tc¢inok i # 0, a na poradi vzdjomne konjugovangch transformdcii zdleZi - operétory
takychto veli¢in navzajom nekomutuji. (Koeficient i pritom zabezpecuje ich hermitovost.)

K kap. II1.3 sme predstavili princip neurcitosti ako ddsledok vlnovo-Casticového dualizmu, vdaka
ktorému sme mohli kvantové ,astice reprezentovat (v pravdepodobnostnom vyzname) prostred-
nictvom vinovych balikov. Teraz vidime, Ze podstata principu neurcitosti je fundamentalnejsia, a
spodiva v neredukovatelnosti kvanta icinku akejkoI'vek transformaécie, ¢o je aj pri¢inou nadhrady vset-
kych pozorovatelngch dynamickych premennych operdtormi. Nahrada Poissonovej zatvorky v tlohe
generatora transformacie (vo vSeobecnosti, nielen v pripade polohy /hybnosti) komutatorom
1
{.,.} - h[’]

sa nazyva kAnonickym kvantovanim, a na fundamentalnej trovni definuje prechod od klasicke]
ku kvantovej mechanike.V klasickej limite i — 0 operatory prejdi na klasické premenné, ktoré
vZdy komutuji. Samotny (de broglieovsky) vlnovo-casticovy dualizmus teda nie je pri¢inou principu
neurcitosti ale jeho dosledkom.

11.4.5 Ehrenfestova teoréma.

Predpokladajme teraz, Ze stav |¢)) sa vyvija s ¢asom - pochopitelne, podla SCHR

O ol
ot = HY) ot

Stredna hodnota I'ubovolnej dynamickej premennej « v stave ) je (a) = (¢¥|a|y) (Dodatok O), a
pre jej casovy vyvoj plati

d{o) d <! o} L0l
o d aly) = ——lay) + <\at!¢>+<¢!&’7—

= LU\ HAI) + () — (1) = (0l ) + (ol [, 6] )

Vyrazy na pravej strane st stredné hodnoty, plati teda

d{a)y i, o~ 0
2 CH A i
s+ (%)
Opét mozeme vidiet koreSpondenciu s klasickou mechanikou, v ktorej ¢asovi zmenu lubovolnej
funkcie f(g;,p;,t) definovanej na fazovom priestore moézeme pomocou Hamiltonovych rovnic (kap.
I1.3.4) zapisat ako
df 0fdq; Ofdp;, Of Of0H Of O0H (9f

W o o om0~ UG

= (Y|H (H' = 1)

S odvolanim sa na kdnonické kvantovanie (kap. I1.4.4) mozeme sformulovat analogicky vztah pre
¢asovy vyvoj operdtorov - tzv. Heisenbergovu pohybovi rovnicu

dé i - 9a
g ale 22
a ~plh et

107Touto myslienkou sa zaoberal vo svojich filozofickych tvahich uz Zénén z Eley v 5. stor. pr.n.l.
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Ak operator & nezavisi explicitne od c¢asu, posledny ¢len na pravej strane vypadne. Ak navySe &
komutuje s hamiltonidnom, operator ani jeho stredna hodnota sa v case nemenia. Tento zaver odzr-
kadluje vyzna¢né postavenie hamiltonianu ako generdtora casového vijvoja (ako vidime aj zo SCHR).

Ako priklad uvedme operatory x-ovej suradnice a hybnosti (nezavisiace explicitne od ¢asu): V su-
radnicovej reprezentécii plati

lebo [p2, 2] = ... = —2ihp,.

e a () (G ve) )= (50)

lebo [V(z),p,] = ... = iha‘g—f). Vztahy pre stredné hodnoty operdtorov teda odpovedaja klasickym
8V(m)> ~ av8(<z>))

ox

vztahom medzi veli¢inami (v priblizeni < - to je tzv. Ehrenfestova teoréma.

I1.4.6 Operatory momentu hybnosti.

Na zaklade predchadzajticeho textu vieme, ze operatory priradené dynamickym premennym sa v sku-
to¢nosti generatormi (nezanedbatelnych) transformécii stavov. Stav kvantového objektu sa pri ta-
kejto transformaécii vo vSeobecnosti meni, st vSak pripady, kedy dana transformacia vykaze symetriu
stavu - transformovany stav je identicky (v zmysle rozligitelnosti) s povodnym. To sa pripady viast-
nych stavov daného operatora. Operatory zloziek hybnosti st generatormi priestorovijch transldcii
pozdl7 konjugovanych stradnic, v stradnicovej reprezentacii Dj = —ih%. Hamiltonidn - operéator
celkovej energie je generdtorom casového vyvoja stavu, ¢ize transldcie v case, H = ih%. Rotacny
pohyb v klasickej mechanike charakterizujeme momentom hybnosti L =F7x p, oCakdavame teda,

7e operatory priradené zlozkAm momentu hybnosti buda generatormi rotdcii okolo jednotlivych osi.
Formélne priradenie je

=

5 . . 0
L=7xyp L, =9p. — 2p, — —ih (y— — z—) atd.

(v sauradnicovej reprezentacii). Prechodom k polarnym suradniciam v jednotlivych rovinach dosta-
neme
0

j;j — _jh— (¢ - uhol rotacie okolo osi j)
00,

V kap. I1.3.5 sme riesili jednorozmerny pohyb elektrénu po kruznici o polomere r, a hamiltonidn mal

tvar R
. A2 72 2 2
7 N 9 =57
2m, 2m, r20¢% 21

¢o koresponduje s klasickou energiou pohybu hmotného bodu po kruznici s momentom zotrvacnosti

_ (on)?

I = m.r?. Stacionarnymi rieSeniami boli stavy s ostrymi hodnotami E, = 57> a teda s ostrymi

hodnotami kvadrdtu momentu hybnosti L? = n?h?, a s degenerovanym spektrom j}, lebo L, = +nh
odpovedaji dvom roznym stavom rotacie. StiCasne ostré hodnoty znamenaja

[H,L% =0 [H,L]=0

¢ize hodnoty L, zachovdvagice sa v case (kap. 11.4.5). Prechodom do 3D priestoru sa vSak situécia
zmeni: Nielen polomer kruznicovej trajektorie r sa (v dosledku principu neuréitosti) ,rozmaze“ o
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Ar, ale fyzikdlne neakceptovatelnym bude aj obmedzenie ¥ (7) na rovinu rotécie, lebo rovina - napr.
xy - znamend v 3D ostri hodnotu z, ¢ize Az — 0, a podla principu neurditosti Ap, — oo, ¢o je
nefyzikdlne. Nemoze teda ist o ,pohyb* v rovine, a vektor L musi (v Tubovolne zvolenom kartézskom
stradnicovom systéme) obsahovat vSetky tri nenulové zlozky, ¢ize pre lubovolnu kartézsku zlozku
musi platit L; < \E\ V klasickej mechanike navyse plati

{L;, Ly} = ejuly (¢jw - Leviho-Civitov symbol)

¢o znamena, e rotacie okolo roznych osi nekomutuji ani v klasickej fyzike.'%® Kanonickym kvanto-
vanim tohto vyrazu (kap. I1.4.4) dostavame komutacné vztahy

[[A/j, [A/k] = ih{fjkli/k

ktoré vyjadruju, ze ostri hodnotu méozeme priradit vZdy len jednej zo zloZiek - spravidla ju oznacujeme
ako z-ovi. Ostatné dve zlozky st zatazené neurcitostou

h R
AL,AL, > §|(Lz)| ((L.) - stredna hodnota operatora L)

KedZe operatory momentu hybnosti generuju rotacie, ich vlastngmi stavmi musia byt stavy s rotacnou
symetriou. (Takymi st napr. stacionarne stavy elektronu v sféricky symetrickom centralnom poli
atomového jadra, ako uvidime v kap. I111.1.2.) Pre stavy s rota¢nou symetriou vzhladom na os z musi
platit (rovnako ako pre ¢asticu na kruznici v rovine zy)

L. |tm) = mh|ib) m - celé &islo

kde m sa (z historickych dovodov) nazyva magnetické kvan-
tové ¢islo. Kvantovanie z-ovej zlozky momentu hybnosti L
znamega, 7e pri danej velkosti ]E] existuju len urcité prie- g
mety L do osi z - hovorime o priestorovom kvantovani
momentu hybnosti. Neurcitost zloziek L,, L, koresponduje
s klasickou predstavou precesie vektora L okolo osi z pod

kvantovanym uhlom. Samotné velkost L je tiez kvantovana
(Dodatok P)

1Ll =+/1(l+1)h 1=0,1,2,...

pricom m=1[,l—1,...— 1+ 1,—1[. Pripad [ = 0 odpoveda stavom s dokonalou sférickou symetriou.

m=0

m=-1

Ak ide o staciondrne stavy, musi okrem [ﬁz, [A/Z} =0 platit
(L%, H] =0 [L.,H] =0

Nenulovy moment hybnosti Castice potom interpretujeme len ako rotujici pravdepodobnostny tok
(kap. I1.3.5) okolo osi symetrie, pri nemeniacej sa hustote pravdepodobnosti ¢*1 (analogicky ako pri
rovinnej vlne), ¢ize bez potreby uvazovania o pohybe castice v klasickom zmysle.

Dolezitym vSeobecnym poznatkom vyplyvajicim z uvedenej analyzy je, ze ak je nejaké energeticka
hladina (vlastnd hodnota hamiltonianu) degenerovand, t.j. ak existuje viacero rozligitelnych stavov
s touto hodnotou energie, musi existovat operdtor spésobujici tito degenerdciu a komutujici s ha-
miltonidnom. V tomto pripade je nim L..

108Pgotocenia okolo réznych osi nekomutuja.
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11.4.7 Elektromagneticky potencial v kvantovej mechanike.

Pre casticu s nabojom ¢ v EM poli, reprezentovanom EM potencialmi ¢ a A (kap. 1.3.2), vstupuje
skalarny potencial do vyrazu pre jej potencialnu energiu,'® V = gy, kym vektorovy potencial je
sucastou celkovej (kanonickej) hybnosti prer = Doneeh 4+ qA (kap. 1.3.4). KedZe vyraz —ihV je opera-
torom celkovej hybnosti, vo vyraze pre kinematicky hamiltonian (reprezentujici kinetickd energiu)
musi byt EM hybnost odé¢itand. SCHR v EM poli potom nadobudne tvar

1/) ! —(—ihV — gA)? + qp| ¥
m

Potencialy v8ak nie st urcené jednoznacne, a zavisia od vyberu kalibracie (kap. 1.3.2 a Dodatok A).
Poziadavka invariantnosti SCHR voc¢i kalibra¢nej transformécii

A— A+ VA g0—>g0—%—/t\

si vyzaduje transformdciu vinovej funkcie

(7 t) — (7, t) = D/ ap( 1)

(Pre overenie sta¢i dosadit.) Predpokladajme oblast B=VxA-= 0, E = -V — %’f = 0, a na
zaciatku poloZme A=0, gp = 0. Zmenou kalibracie, t.j. volbou funkcie A(7,t) # 0 dostaneme nové

hodnoty A= VA a ¢ =—2 & v tomto pripade znamen!!

7 t
g\ (7, t) = / gA - dr — / qpdt
0 to

pricom 77y, tg st zvolené Tubovolne, a nezalezi na integra¢nej drahe. SCHR. pre vlnové funkcie pred a
po tejto transformacii s
7712 0

- _ B L_. . ™2 /
@/) 5 V) & @hat@/) = {Qm( ihV — qA)" + qp|

8t’

V kap. 11.3.4 sme ku SCHR dospeli vychadzajic z Hamiltonovej-Jacobiho formulacie mechaniky,
v ktorej déinok nadobuda tvar (v kartézskych siradniciach)

S(F(t)) = / dr—/Hdt

Vlnovi funkciu ¢astice sme hladali v tvare ¢ ~ e3/" pricom pre volnd ¢asticu platilo S = p-7— Et.
Je zrejmé, ze uvedeny vyraz qA(7,t) je akymsi rozsirenim u¢inku pre ¢asticu v EM poli - rozsirenim
mechanickej hybnosti o EM hybnost qff, a energie volnej Castice o potencidlnu energiu qp, teda
eS/h 5 i(S+aM/h 7 kap. 1.3.4 sme sice identifikovali meratelny t¢inok vektorového potencialu a
jeho miesto v zdkone zachovania hybnosti, ni¢ nam vSak nebranilo interpretovat ho ako posobenie
pola E prostrednictvom vzfahu E = —%—?. Ako v8ak hned uvidime, v kvantovej fyzike je situécia
odlisna.

Uvazujme najprv opéit idealizovany ,pohyb“ nabitej ,Castice” wiazanej na kruznici o polomere R
z kap. 11.3.5, tentokrat vSak uvazujme v osi kruznice (,nekonec¢ne dlhy) solenoid o polomere a < R
uzatvérajici v sebe magnetické pole B = (0,0, B) (obr.). V oblasti mimo solenoidu je B = VxA =0

109Tné formy potencialnej energie, napr. gravitacnt ¢ deformaéni, tu neuvazujeme.
10y relativistickom zépise by transformacia vlnovej funkcie vyzerala ako ¢ — e~ A"dz)/h Tato kapitola je
vSak o nerelativistickom opise.
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a obvyklej coulombovskej kalibracii V - A=0 vyhovuje potencidl

o
Ar ) = 2 g o= [B.dS—ra’B=d A.d i I
06) = 572 [ 8 =i g 7
: - : o ) '\ @ P
kde ® je magneticky tok solenoidom a ¢° je azimutalny jednotkovy vek- 5o |
tor. Operéator V v cylindrickych stiradniciach tu bude mat jedina nenu- }“‘) 11
lovi zlozku %a%' Hamiltonian teda bude mat tvar (r = R, ¢ = 0) PRI
. 1 o qb-\> 1 (.
H — —h— — —&° = — L I AH°
2mR2( "9 27r¢) 21( ¢)
s vlastnymi hodnotami zavisiacimi od smeru rotacie castice
B D\’ q®
E.x=— =0,1,2, .. L,~ =nh
DY ( n <I>0) " FEMT S

kde &y = g je tzv. kvantum magnetického toku. V porovnani s vysledkom z kap. I1.3.5 energia

stacionarnych stavov zavisi od pola v solenoide, napriek tomu, 7e pozdlz kruznice je B =0. Aj tento
vysledok sa da interpretovat klasicky: Magnetické pole sa muselo niekedy zapnif, a vtedy pozdlz
kruznice existovalo % = —E, ¢o sposobilo zmenu hybnosti/energie oproti stavu B =0. Dolezitejsie
pre nés viak je, ze hladiny FE,, uz nie su dvojnasobne degenerované (pre oba smery rotacie) ako v kap.

11.3.5. Odpovedajice vlastné stavy sa
U (d) ~ i(noFE [Ad) _ i(né¥§ [ ARds) _ ei(n¢%>¢

Uvazujme teraz dvojStrbinovy experiment s takymto solenoidom s konstant-
nym polom (%—f = 0) umiestnenym medzi $trbinami tak, aby pomyselné
drahy nabitej ,Castice* lezali v oblasti B = V x A = 0 (obr.). Castica®
sa §iri od zdroja Z k detektoru D cez dvojicu Strbin rychlostou o, pricom
Lpocituje” meniaci sa EM potenciél ff, ¢im sa meni jej kdnonickd hybnost
(kap. 1.3.2)

dA  8A - - n d .
%I%—F(U-V)A%V(U- ) — T x (VA dt(mv—i—qA)——qV(}q—ﬁ‘A)
Mechanicka hybnost mu sa teda nemeni.!'' Pre klasicki ¢asticu by toto bol uplny opis. Kvantovd
LCastica“ je v8ak Siriacou sa wvinou, a priestorovo sa meniaci potencial A vstupuje do jej fazy Zvazky

prechédzajice Strbinami 1 a 2 interferuji na detektore D s dodato¢nymi fazovymi posuvmi f1 2 A dl
a rozdiel ich faz, ovplyviujuci vysledok interferencie, je

q P P A A i P
A= [A-dl— [ A-dl) =+ ¢ A-dl=2r—
h(/1 /2 ) hY{ "%

Tento vysledok nezavisi od vol'by kalibracie potencidlov, sa nazyva Aharonovovym-Bohmovym
javom. Analogicky efekt je pozorovatelny pri interferencii zvizkov $iriacich sa oblastami s roznym
skalarnym potencidlom ¢ pri F = 0, pricom fazovy rozdiel je

([ o)

H17Zmenu mechanickej hybnosti by sposobila len Lorentzova sila

msz(ﬁﬂLﬁXK):q(—W— 5 +17XM> =
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Polia E, B (nulové v oblastiach Sirenia zviizkov) teda akoby nelokdlne (na dialku) ovplyviiovali
experimentalne pozorovatelne vysledky! Ak trvame na lokalnosti kazdej interakcie, potom musime
uprednostnit potencialy o, A ako adekvatny opis EM pola. Vektorovy potencial Aj je vlnovou funkciou
volného fotonu, kym skalarny potencidl ¢ sa viaze na hustotu elektrického naboja, V2o = —p/e, a
polia E , B st ich emergentnymi makroskopickymi prejavmi.

I1.4.8 Kvantovanie elektromagnetického pola.

Venujme sa na avod pravdepodobne najdolezitejsiemu fyzikdlnemu modelu - harmonickému oscila-
toru. Klasickym predstavitelom (jednorozmerného) harmonického oscilatora je teleso o hmotnosti m
na pruzine o tuhosti s, klasicky hamiltonidn ktorého je

0 ka?

H = Ekm +V = % + 7
KedZe V ~ 22, je to tiez hamiltonian ¢astice pohybujicej sa na dne parabolickej potencidlovej jamy.!!2
Riegenim pohybovej rovnice (bez budiacej sily) si harmonické kmity s vlastnou frekvenciou
= \/g . Prechod ku kvantovomechanickému formalizmu znamené ndhradu dynamickych premen-

nych H,p,r operatormi f[,ﬁ,i v prislusnej reprezentacii, a dosadenim do SCHR. Takéto rieSenie
presahuje ramec tohto textu, a nebudeme sa nim zaoberat. Vieme vSak uZ, Ze pre priestorovo via-
zanu ,fasticu“ (bez ohladu na tvar potencidlovej jamy) bude jej energetické spektrum kvantované,
a pomocou triku toto spektrum vypocitame. Upravme najprv nas hamiltonian do bezrozmerného
tvaru, normovaného na energiu hwy,

~

H 1 o MWy e

_ _p2yoxe
s omhan? T o +

Spominany trik sa podoba tomu, ktory sme pouzili pri priestorovom kvantovani momentu hybnosti
(Dodatok P) - definujeme ,pomocné* operatory a,a" ako komplexné superpozicie

—1

N A N A N 1 A
A:<X+z'P) &+:<X—z’P> X=ja+aty  P=Ta-ah
pri platnosti komuta¢nych vztahov [z,p] = ih = [X,P] = % = [a,a™] = 1. Dosadenim do
hamiltonidnu dostaneme

A 1 1 1

Q>
Q>

Odtial je zrejmé, 7e¢ H a novy operitor f (komutuji a teda) maji spolo¢né vlastné stavy |i,)
s prislugnymi vlastnymi hodnotami FE,, resp. n, pre ktoré musi platit

Je tiez zrejmé, 7e operator n je hermitovsky, a teda jeho vlastné hodnoty n si redine ¢isla, vyjadrujice
pocet energetickych kvant Awy na danej hladine F,. Podla Dodatku Q tiez vidime, Ze n sa meni
celociselne. Najnizsej - zakladnej hladine odpoveda n = 0, pri¢om nenulovost Ey = %hwo je dosledkom
principu neur¢itosti.!*?

H2Dglezitost tohto modelu spociva v tom, Ze pre malé vijchylky z rovnovahy je dno kazdej hladkej a nie plochej jamy
parabolické, a v tomto priblizeni bude ¢asovy vyvoj harmonicks.

H3T4t0 hodnota sa v literattire ¢asto oznacuje ako energia nulovych kmitov. Ide vSak o staciondrny stav (s prav-
depodobnostou |¢(x)|? nezavisiacou od ¢asu), a o kmitoch nemd zmysel hovorit. (Nazov prameni z klasickej analogie
s oscilatorom, v skuto¢nosti v8ak ide len o $pecifickt - parabolickd - potencidlova jamu.)
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Najdolezitejsim zaverom je pre nas konstaniny energeticky rozdiel medzi susediacimi hladinami. Ener-
gia takéhoto systému sa teda meni len v diskrétnych kvantach hwy. Prave takto sme v kap. I1.1.3
predstavili jednotlivé moédy EM pola, vyzarujtice kvanta energie - fotény. EM pole mézZeme teda
opisovat ako sistavu takychto harmonickych oscilatorov s roznymi vlastnymi frekvenciami jednotli-
vych modov. Operator n = a*a je potom akoby operatorom poctu kvant - fotonov v danom mode,
a operator at resp. a je krea¢nym resp. anihilaénym operatorom, pridavajicim/odoberajicim
foton do/z daného moédu. Hamiltonian daného EM modu v objeme V je

-\ 2
H= 520 /(E2 + (¢B)?)dY = %0 (8—A> + AV x A)?| dv

V kap. 11.4.7 sme poukézali na to, Ze v kvantovej fyzike je adekvatnou reprezentaciou EM pola
vektorovy potencial A. Vo vyraze pre hamiltonian vidime aj formdlnu analégiu s energiou mechanicke;j
viny,'* a teda formdinu analogiu kvadratickych ¢lenov s ¢lenmi P? a X? v hamiltoniane harmonického
oscilatora. Vektorovy potencial vSak nie je meratelnou veli¢inou, a ak chceme reprezentovat EM
pole prostrednictvom meratelnych veli¢in, akymi sa vektory E a B, potrebujeme skonstruovat ich
hermitovské operatory. PouZzijeme opit ten isty trik, a definujeme pomocné veli¢iny!!s
E=FE+icB E =E—icB
EM hamiltonidn potom vyjadrime ako

H=3 /(E2 + (eB)?)dY = %/5*&0} = ‘;—Og*w

Ak toto pole predstavuje jediny mod o frekvencii wy, potom sa nika stotoznenie tohto klasického
vyrazu s kvantovym hamiltonidnom!®

%5*5)} s H = hw, <n>§) ~ hwoita

pricom pomocné veli¢iny £, £* povysime” na hermitovsky zdruZené operatory!’

515 . [ 2hwy 1 2hw
EXESETE=|— at Q
— ( 1 gOV a ) <Z gov a)

Poslednym krokom je definovanie hermitovskijch operatorov

E= E+er \/> a—a") \/7 -
- 2 2€0V EoV

N E — S+ A
p=2"% M _ (a4 at) = o 2o
2ic 2c2e,V 02€0V
Tak ako P a X (a p, #), ani E a B navzdjom nekomutuji, a s uvazenim [a,a"] = 1 napravime
nedésledny prechod od klasického ku kvantovému hamiltonianu,
. 1
H= o) /(E2 + (eB)*)dV = ... = hwy (fﬁa + 5)

4Nech struna o tuhosti x” a hmotnosti m’ (jednotkovej dizky) kmita s vychylkou Z TOVIIOVAZNE] polohy ¥(x), potom
kinetickd a potencialna energia kmitov (na jednotku dizky) st Ep, = 2m (‘%’) a Epp = 1k:’ (‘%’) )

15Takto definovana veli¢ina £ sa v literattire nazyva Riemannov-Silbersteinov vektor. Maxwellove rovnice vo

vékuu (bez nébojov) potom mézeme vyjadrif v tvare —icV x € = % a V-E=0.
16Clen 3hwo dany principom neurditosti nateraz ignorujeme, ¢o viak vzapéti napravime.
117Herrmtovsky zdruZené operétory, akymi sa ET.E, ale aj at,a, nereprezentuji meratelné veli¢iny, hermitovskymi

v8ak budi ich kombinécie.
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Podobnym sposobom moézeme pomocou kreac¢nych a anihila¢nych operatorov kvantovat Poyntingov
vektor S = c?eo £ x B na operator hybnosti foténu. Superpoziciou operatorov linedrne polarizovanych
modov \/Li (af + i) ) moZzeme kreovat pravo/lavotodivy kruhovo polarizovany foténovy stav, ktory

zas koreSponduje s klasickym momentom hybnosti EM viny J = & [7x (E x B)d3F.

I1.5 Relativisticka c¢astica.

11.5.1 Kleinova-Gordonova rovnica.

Nerelativistickdi SCHR, tispesne opisuje spravanie elektronov (a podobnych ¢astic) pri energiach vy-
razne mensich nez pokojova energia elektronu mec?. Opis relativistickych efektov si v8ak vyZzaduje
aby pohybovéa rovnica mala lorentzovsku symetriu - ¢asové a priestorové derivacie musia v nej vystu-
povat v rovnakom rade (¢o nie je pripad SCHR). Vychadzajme z relativistického vztahu pre energiu
volnej hmotnej castice

E? = (po)? + (me?)?

Nahradou dynamickych premennych operatormi, £ — ih% a p — —ihV, dostaneme Kleinovu-
Gordonovu rovnicu''® (KGR)

1 0%¢ 9 1 1 Ao h
- — —¢=0 leb U —¢=0 Ao=—=—
2 Ot2 Vo + 7\%‘@5 alebo ¢+)_‘20¢ T o me

kde Ac je redukovana Comptonova vinova dlzka (kap. I1.1.4). Je to vlnové rovnica, ktorej rieseniami

s harmonické rovinné viny ¢ ~ e/@™E0/h gplnajiace disperzny zakon
E\’ 9 of,o 1 mc? c D
Z) =P =B+ =) = (k) + W, Wmin = — = — k==

Ak sa vlna mé volne §irit, musi jej vlnovy vektor byt redlny. Tento disperzny zakon vsak ukazuje,
7e tato poziadavku splhaja len frekvencie w > wiin. Pre w < wi, je vlnovy vektor imaginarny,
k =1k, a ¢ ~e "7, ¢o je vlna zanikajuca na vzdialenosti ~ Ac.

Tento zéaver plne koreSponduje so stcasnym pohladom na kvantové ,Castice* ako udalosti, nie pro-
jektily. Vlnova funkcia ¢(7,t) reprezentuje €asticové pole ako fundamentdlnu substanciu pre dany
druh ,,¢astic”. Vo svojom zdkladnom stave, ktory pripomina kl'udnt vodnu hladinu, Ziadne vlnenie ne-
existuje. Lokalnou interakciou s tymto polom vyvolame excitaciu pola, ¢(7,t) # 0, ktora sa moze
sirit od jej zdroja, podobne ako vlna na vodnej hladine. Takito vlna pritom prenasa energiu, hybnost
aj ostatné zakladné charakteristiky daného Casticového pol'a (napr. elektricky naboj ¢ spin). V mies-
tach nenulovej amplitidy pola moZeme s pravdepodobnostou |¢|? registrovat kvantovani interakciu
s makroskopickym detektorom, ktord interpretujeme ako dopad castice. Minimalna energia, potrebna
na vytvorenie takejto $iriacej sa ,Castice”, je Awmin, ¢0 odpovedd prave jej pokojovej energii mc?.
7 uvedeného disperzného zakona tiez vyplyva, ze kazdej harmonickej zlozke vlnovej excitacie - vino-
vého balika - bude odpovedat iny vinovy vektor (wp, je rovnaka pre vSetky zlozky), a bude sa Sirit
inou rychlostou - balik sa bude rozpadavat.

Ak ¢asticu charakterizuje elektricky naboj ¢ a nachadza sa v EM poli, celkova hybnost ¢astice po-
zostéava okrem mechanickej aj z EM hybnosti ¢A (kap. 1.3.4). V hamiltoniane teda pribudne nielen

18Tqto rovnicu navrhli v r. 1926 nezévisle na sebe E. Schrédinger, O. Klein, W. Gordon a V. Fok.
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potencidlna energia V = qy, ale aj v kinetickom hamiltonidne bude mechanickd hybnost vyjadrena
ako Pineeh = Pear — qA. Prechod k operatorom v stiradnicovej reprezentacii znamena

Dretie — —ihV 7= Prmeeh = —ihV — qA

a operatorova verzia vzfahu pre relativisticka energiu (¢ize KGR) bude'"

2
{ih% — qu} O(F, 1) = & | (—ihV — gA)? + (mc)?| o(7, 1)

KedZe ¢ a A tvoria tvorvektor A* = (¢/c, A) (kap. 1.3.2), mozeme KGR nabitej ,fastice* v EM
poli zapisat v elegantnom tvare

(ihd, — qA,)(ihd" — gA")¢ — (me)*¢ = 0

Nerelativistickd limita znamend, ze vSetky energetické ¢leny st zanedbatelné voci pokojovej energii
LLCastice®, E'% Ey = mc?, a z ¢asovej zavislosti ¢(7,t) vyjmeme oscilacie s pokojovou energiou Ej,
B(7,t) = e~Eot/ha) (7 1), Pre (7, t) potom dostaneme rovnicu'?

Yy 2 %p2/2m
—ihV — qA(T, 1) =
m—g (7, t) = ( : ) + qo(7 1) | (7 t) W(7,t) = o7 =i(EE — Eo)i/n
t m

¢o je SCHR v EM poli.

I1.5.2 Castica a anti¢astica.

Rovnicu kontinuity pre wolnid ,Casticu® dostaneme z KGR analogickym postupom ako v pripade
SCHR v kap. I1.3.5,
¢* 0%¢

¢"[KGR] — [KGR["¢ : 2o PV

82 *

ot?

v 7 e b b4 4 < /Lh/
¢o sa da prepisat (konvenc¢ne po vynasobeni %) ako

o ih [,.06  0p ih C o
azmcz( ot ¢at)+v'g—m<¢v¢ 9V9) =0
» i

Oproti rovnici kontinuity podla SCHR je tu zasadny rozdiel: Vyraz pre objemovia hustotu prav-
depodobnosti p mdéze byt zdporny! Tento zaver vylucuje interpretéciu tejto rovnice kontinuity ako
zakona zachovania castice. Znamena to, 7e relativisticky ¢asovy vyvoj, dany KGR, pripasta zmenu
poctu castic. Dalsim problémom je, Ze disperzny zakon pre riesenia KGR v tvare /@™ E0/" pripusta

energie volngch Castic (kap. 11.5.1)
E = fcv/p? + (me)?

H9Pamitajme, 7e vyrazy v hranatych zatvorkach st operdtory!
120pguzijeme priblizenie

d 2 o .
{ihat _ qu} e_lEot/htb =, (Egzb — 2Byqpy) + QihE()gt/}) e~ iEot/h

kde sme v zatvorke zanedbali vietky ¢leny neobsahujtuce Ejy.
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vy . - - 4 17 . h v s ¥ . f -k,l |
Cize aj zdporné energie volnych ,castic”, ¢o je nefyzikalne!

Oba rozpory vyrieSime ak pripustime, ze ¢ a ¢* reprezentuju dva druhy ,Castic”, navzajom komplexne
zdruzenych - Castice a antiCastice. Pre E < 0 mdZzeme formélne pisat

G FT=BO/h _ =i (=)= Blt)/h

¢o odpoveda pohybu anticastic s E > 0 naspdt v case. Sucasne, ak naboj Castice je ¢, potom naboj
anticastice je —q.'?! (Elektricky neutralne Castice si sami sebe anti¢asticami.) Rovnica kontinuity, po
vynasobeni jednotlivych poli prislusnym nabojom, je potom zdkonom zachovania elektrického ndboja,
bez ohladu na pocet Castic a anticastic. To ale znamené, ze KGR nie je pohybovou rovnicou jedinej
Castice!

V nerelativistickej limite vS8ak KGR — SCHR, ktora je pohybovou rovnicou jednej Castice. Potreba
uvazovat aj s antiasticami vznika pri energidch porovnatelych s pokojovou energiou Castice/anti-
Castice, Ey = mc?. Napriklad pri prilisnej lokalizacii polohy ¢astice moze v dosledku principu neur-
¢itosti narast rozptyl hodnét jej hybnosti a teda kinetickej energie na troven Ey. Ak na rozliSenie
,polohy* ¢astice pouzijeme napr. svetlo s takou vlnovou dizkou, Ze energia fotonov je hw = % ~ Ly,
dochédza pohltenim fotonu ku generovaniu novej identickej astice/anticastice.'?? Pre neurcitost po-

lohy castice potom plati

e he _h

h
Axr ~ —
v Ap hw  mec*  me

Comptonova vinova dizka danej ,castice teda definuje rozmer, na ktorom sa straca jej jednocasticovy
charakter - nemé fyzikalny zmysel lokalizovat samostatni ,Casticu” presnejSie nez na rozmere == Ac.
Comptonova vinova dlzka danej ,¢astice” st¢asne prostrednictvom principu neur¢itosti limituje obor
platnosti nerelativistickej (jednocasticovej) teorie.

Napriek relativistickému zovseobecneniu SCHR a opisu novych relativistickych javov, ani KGR ne-
priniesla uspokojivi kvantitativnu zhodu s experimentalnymi vysledkami pre relativisticky elektron
(a jemu podobné ,astice). Dovodom je nenulovy spin elektronu, o ktorom pojedname v dalsom
texte. KGR v8ak ostéva spravnou relativistickou pohybovou rovnicou bezspinovgch ,Castic®.

11.5.3 Diracova rovnica.

Ak pozadujeme od relativistickej pohybovej rovnice elektronu pravdepodobnostni interpretdciu (t.j.
platnost rovnice kontinuity pre pravdepodobnost, ako v pripade nerelativistickej SCHR, na rozdiel od
KGR), musime hladat rovnicu s ¢asovymi (a tym automaticky aj priestorovymi) derivaciami prvého
radu, ¢o pri zachovani Struktiry kvantovej mechaniky znamené rovnicu formalne v tvare SCHR, ale
s hamiltonidnom zavisiacim od hybnosti linedrne. Pri platnosti relativistického vztahu pre energiu
volnej Castice to znamend

g - -
ih%—t = HV = c\/p? + (mc)? ¥ = c(@-p+mep)v

kde @, 8 vy$pecifikujeme umocnenim poslednej rovnosti. Odtial vzidu podmienky

a0 + apo; = 25jk 62 =1 &jﬁ + ﬁ&j =0

121Girenie ndboja uréitym smerom je pri obrateni toku ¢asu Sirenim opa¢ného naboja opaénym smerom.
1227 58kony zachovania energie aj hybnosti sicasne vyzaduji generaciu hned niekolkijch castic.
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Ich splnenie vSak znamené, ze &, 8 si bezrozmerné hermitovské matice. Existuje nekone¢ne vela
takychto matic, jedna z obvyklych volieb vsak je!??

(0 o (1 0 (01 (0 —i (1 0
vl @) o= (6 ) e (V) me(00) we(a )

kde 1 je jednotkovd matica 2 x 2, a o; st tzv. Pauliho matice. V kartézskych stradniciach a
v stiradnicovej reprezentacii potom dostavame Diracovu rovnicu'?* (DIR)

zh% = —ihcd - VU(F,t) + mc*B U (F, 1)

Rovnicu kontinuity dostaneme opét manipulaciou s hermitovsky zdruzenymi DIR

(\D 8\1/ 8\1/

T -
U'[DIR] + [DIR] W : 5 TV,

) +c[Ula- (V) + (VU - a0 + Xi\pf(ﬁ — AN =0
c
¢o po uprave a vyuziti hermitovosti @, 8 da

0 —(UTW) + V(cWiaw) =0
at N——

P j
a vyraz p = W0 (> 0) mozeme interpretovat ako zachovdvajicu sa hustotu pravdepodobnosti.
Kedze @, § st matice 4 x 4, vlnova funkcia elektronu musi byt 4-komponentnym ,yvektorom*. Fyzi-
kalny vyznam jednotlivych komponent vyplynie z analyzy rieSenia v tvare U(7,t) = u(p)e’ @™ E0/",
pricom u(p) vyjadrime (kvoli tispornosti zapisu) pomocou dvojice dvojkomponentnych ,yvektorov® -
tzv. spinorov, x(p), £(p) Cize

o= (X0 ) e w=(20) = (57)

Jedinou dynamickou premennou v Diracovom hamiltonidne wvolnej ,Castice je hybnost, preto
[H,7] = 0. Uvedené (stacionsrne) rieSenie je teda sicasne vlastnym stavom tychto operdtorov,
ktoré preto moézeme nahradit ich vlastnymi hodnotami, £, p. DIR v maticovom tvare potom prejde

na
mc®  cG-p x\ (£ O X —— D Dz — 1Dy
( cG-p —mc? ) ( &) 0 FE 13 kde 7r= Petipy  —D:

Je to maticovy zapis stustavy dvoch algebrickych rovnic

(E—mc)x—(ﬁ-ﬁ)fzo X:E‘ip;wf definovana ak £ < 0
=
@ Px—(E+me)e=0 §=x-X definované ak E > 0

. 1 . e
Ak pre E > 0 zvolime bdzové spinorové stavy yi; = < 0 ) a Yo = < (1) ), potom im odpovedajicimi

rieSeniami DIR (az na normovaci koeficient) su

1 0
0 1
Uy (Ft)=| _pe | gPTED/MR Uo(rt) = | peciny el PT=ED/h
,_,_m(ﬂ =+mc
px—pr ‘—p-
7+mc %+mc

123]de o tzv. Diracovu reprezentaciu. KedZe ide o matice s nekomutativnym nasobenim, musime ich povazovat
za operdtory.
124Navrhol ju v r. 1928 P. Dirac, v r. 1933 mu bola udelen4 Nobelova cena.
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Naopak, ak pre £ < 0 zvolime bazové stavy & = < (1) ) a & = < (1) ), potom odpovedajicimi

rieSeniami si

Pz Pz —ipy
£ —me £ _me
p1-+ipy PN Et h —Pz Sy Et h
U3(7,t) = E e | ! PT=EY/ Wy (7,t) = E e | !Pr=EY)/
1 0
0 1

Takéto 4-komponentné diracovské ,yvektory”“ sa nazyvaju bispinory. Linedrne kombinacie tychto
bdzovgch bispinorov tvoria vseobecné rieSenia DIR. Bazové riesenia W3/, so zdpornou energiou inter-
pretujeme (rovnako ako v pripade KGR) ako riesenia s kladnou energiou $iriace sa naspitl v case,

iy &-(=p)
E<0: gty = [ Eome 2 | grrom (82 ) milem el
§1/2 §1/2

V pokojovej ststave bispinoru plati p’= 0, matica DIR je diagondlnou, a ststava zviazangch rovnic
pre x, & prejde na samostalné rovnice

h
Ex = mc*x E¢ = —mc*¢ E = +mc® = j:;\_c
c
Potom Stvorica uvedenych bazovych rieseni nadobudne tvar
Uy (t) = 8 oict/Ao WUy (t) = é oict/Ac Uy(t) = ? pict/Ac Uy(t) = 8 pict/Ac

V tejto reprezentacii a v pokojovej ststave teda mozeme hovorit o samostatnijch ,Casticiach®: Prva
dvojicu, s nenulovym spinorom Y, interpretujeme ako dva bazové stavy elektronu, a druhé dvojica,
s nenulovym spinorom &, odpoveda dvom bazovym stavom jeho anticastice - pozitrénu. Ako vSak
vidime, vo vsSeobecnosti ani DIR nie je jednocasticovou rovnicou.

V nerelativistickej limite pre kladné energie E = mc? + %, mc? > % 7z vyrazu £ = %X
vyplynie £ < ¥, €ize ,anticasticovy®“ spinor £ zanikne, a dostaneme nerelativisticki pohybova rovnicu
(alternativu SCHR) pre dvojkomponentny spinor - ,¢asticu®,

o= ) ) gy (0 ) oy =i (X0 ) otz

Komponenty tohto spinoru predstavuju dodatoéné vnitorné stupne volnosti - spin, ktory opiSeme
v nasledujicej kapitole.

11.5.4 Operator spinu.

V predchéadzajicej kap. I1.5.3 sme videli, Ze stacionarne rieSenia DIR st degenerované - kazdej hod-
note =F odpovedaju dva linedrne nezavislé stavy bispinoru. Podl'a kap. I1.4.6 musi existovat ope-
rator komutujici s hamiltonianom, ktory tiato degeneraciu sposobuje (t.j. ktorého vlastnymi stavmi
st prave spominané dvojice.) Pri pohybe wvolnej Castice (t.j. takej, na ktora neposobia Ziadne sily)
sa musi zachovavat jej energia, hybnost aj moment hybnosti. O¢akavame teda, zZe operdtor momentu
hybnosti bude komutovat s hamiltonidanom. Pre Diracov hamiltonian vSak plati

~

(Lo, H] = ... = ilic(oyps — apy) atd’., Cize (L, H] = ihe(@ x 7)) # 0
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¢o znamena, ze L nereprezentuje skutoény moment hybnosti! Definujme preto taky operator 5, pre

ktory bude platit [5‘, I:I] = —the(a x ﬁ), a pomocou neho definujme operator zachovdvajiceho sa
celkového momentu hybnosti

~
—

J=L+

>
hv

W H) =L+ 8 H] =0

Lahko dokdZzeme (dosadenim), ze hTadanym operatorom S (v naSej reprezentacii) je

s h({&d 0
S‘i(o&)

Zachovavajici sa celkovy moment hybnosti J teda pozostava (podobne ako v pripade fotonu v kap.
I1.1.5) z orbitdlneho momentu L a spinového momentu - spinu S. Medzi zlozkami vektorového ope-

ratora S platia komutacné vztahy
[Sj, Sk] — ihéjlel

(¢ize diagonalizovat sa d& vzdy len jedna zlozka), rovnako ako pre zlozky operatora L.V nasej
reprezentacii (s Pauliho maticami) je diagonalnou zlozkou S.. Lahko nahliadneme, ze v pokojovej
ststave bispinoru, p' = 0 (kap. 1L.5.3), si stavy W, 4 (s jedinym nenulovym spinorom x alebo &)
vlastnymi stavmi operatora S, s vlastnymi hodnotami S, = j:h Plati teda

[S.,H] =0 [5‘, H] =0 (lebo v pokojovej ststave p'= 0, L= 0)

Podobne ako v pripade orbitélneho momentu L (kap. 11.4.6 a Dodatok P), platia vztahy

— 1 ~ 1
|S’:\/$($+1)h 5 325 quj:mshqj ) m5::|:$::l:§

()2 = T( E)(gg):m:%f (0% =1)

V pripade p'= 0 teda operator S, sposobuje 2-nasobnt degeneraciu energetickych hladin, a nenulovy
spinor x (,Castica®) resp. £ (,antiCastica®) moze pri danej energii existovat v dvoch stavoch, ,Spin

lebo

o Q
o

hore* a spin dole. Pre antiCasticu transformécia (E,p) — (—E,—p) znamend L — —L, a zo
zakona zachovania celkovej hybnosti aj S-S

Ak vsak p # 0, [5’, lf[] # 0, a vo v8eobecnosti ani [SZ, f[] # 0 (vynimkou je pripad p'= (0,0,p,)).
Namiesto toho platia nové vztahy pre zachovavajuci sa celkovy moment .J,

- 1 .3

J=vViG+1Dh jz&ijiwu LU =mhU | my=jj—1,..—j+1,—j

DIR je teda relativistickou pohybovou rovnicou ,¢astic’ (spolu s ich anti¢asticami) so spinom
(v jednotkéach h). Znamena to, ze kvantové ¢islo s, ur¢ujiace mazximdlny priemet spinu do zvolenéh
smeru, je pre tieto ,Castice” %, pricom samotna velkost spinu je 4/s(s+ 1)h. Takouto ,Casticou”
je nielen elektron (a jeho anticastica pozitron), ale vsetky elementarne Castice (a ich anticastice)
tvoriace ldtku. Na rozdiel od SCHR ¢i KGR, DIR poskytuje presny opis spravania tychto ,castic* pri
relativistickych energiach.

1
2
0
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11.5.5 Interpretaicia spinu.

7 Diracovho hamiltonianu vyplyva este jeden pozoruhodny zéver: Pre ¢asovy vyvoj operatorov polohy
podla kap. I1.4.5 dostavame
Z—f = %[ﬁ@] = ..0qC 7, 2 analogicky

¢o vedie na hodnoty =£c (lebo vlastnymi hodnotami matic a; st £1). Tento vysledok naznacuje, ze
sCastica® (v zmysle pravdepodobnosti) sa pohybuje rychlostou ¢, ¢o nezodpoveda realite experimentu.
Vysvetlenie vyplynie z principu neurditosti: Okamziti rychlost definujeme ako podiel diferencidlov
- infinitezimalnych zmien drahy a casu. Urcenie infinitezimdlneho prirastku dréhy vSak vyzaduje
yhekonec¢ni“ presnost merania polohy, z ¢oho plynie tplna neurcitost hybnosti, Ap — oco. Podla
relativistického vztahu p = ymuv tomu odpoveda prave v = +c. Ked7e v experimentoch pozorujeme
mensie rychlosti, ponika sa predstava, Ze na pozorovang pohyb je superponovany akysi cyklicky
,chvejivy“!?® pohyb rychlostou +c na nemeratelne vysokej frekvencii w ~ E/h ~ mc*/h = ¢/X¢ na
vzdialenosti ~ Ao (¢ize na ,rozmere Castice® - kap. 11.5.2).

Tento ,ynitorny”“ pohyb mézeme interpretovat aj ako sucast rotacného toku pravdepodobnosti, ana-
logicky ako pri svetle/fotonoch v kap. 11.1.5, s odpovedajicim momentom hybnosti

f:/Fxng

kde g je hustota hybnosti Diracovho pola (ako analogie EM pola), ktorej zlozky st dané tenzorom
energie-hybnosti-napétia Diracovho pola ©%;, (v analogiis ©%,, z kap. 1.3.4) ako g; = ©% /c. Pre
Diracovo pole to znamené (Dodatok R)

. ik h . - L
J= —%/Fx [TV — (VU Y] dV+§/\I/T6\IIdV— Jorb + Jspin = L+ S

kde prvy ¢len opét reprezentuje orbitdlny moment Diracovej viny (nezéavisiaci od stavu spinu), a
druhy ¢len reprezentuje spin, presnejsie stredni hodnotu operatora'? spinu 2&, posobiaceho na
spinor (polovicu bispinoru), s vlastnymi hodnotami (jedinej) diagonélnej zlozky S, = ig.

Spin elektronu (a podobnych ¢astic) sa ¢asto (a nespravne) prezentuje ako relativisticky efekt, vy-
plyvajici z relativistickej DIR. V skuto¢nosti vsak DIR, ako jedna z viaceriyjch relativistickych pohy-
bovych rovnic, je ,skonstruovana® tak, aby adekvatne opisovala pravdepodobnostné vinové excitacie
(,Castice) prdve so spinom % Iné relativistickd pohybova rovnica - vlnové rovnica EM pola pre vek-

tor A (pozri kap. I1.4.7) opisuje ,¢astice” so spinom 1 (S, = k). Vyraz J:pm pre jeden foton z kap. 11.1.5
je z-ovou zloZkou spinu (v smere §irenia), pricom pre moment hybnosti foténu

rovnako plati priestorové kvantovanie (kap. I11.4.6) s hodnotou s = 1, avSak len o

s priemetmi mg = £1. Absencia priemetu m; = 0 (dostupného podla pravi- -
diel priestorového kvantovania) stvisi s nulovou hmotnostou foténov. 7 klasickej
predstavy momentu hybnosti ako prejavu rotacie v urcitej rovine v kombinécii
s relativistickou kontrakciou rozmerov v smere pohybu (obr.) totiz vyplynie, Ze
pri transla¢nej rychlosti v = ¢ (lebo m = 0) nadobuda v laboratérnej ststave .
moment hybnosti len smery pozdlz translacie. smer pohybn

125pnem. Zitterbewegung.

126V spojitej suradnicovej reprezentacii definicia strednej hodnoty operatora & z Dodatku O prejde na

(o) = /xlﬁd\y dv
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Napokon spomenme aj relativisticki KGR, opisujtcu bezspinové ,Castice”, s = 0. Ako teda vidime,
samotna ,relativistickost” (t.j. lorentzovska symetria) neurc¢uje velkost ani existenciu spinu. 7 forma-
lizmu kvantovej mechaniky vyplyva, Ze operator spinového momentu hybnosti je generatorom rotacii
- v tomto pripade rotacii ,okolo vlastnej osi Castice”. Spin - jeho existencia aj velkost vyjadruju
teda vlastnosti objektu vylu¢ne s ohladom na takéto rotacie. V Dodatku O sme ukazali, Ze unitarne
posunutie stavu (v smere z) o kone¢ni vzdialenost Ax dosiahneme aplikovanim operatora e R P
na tento stav. Toto pravidlo vsak plati pre unitarnu transformaciu stavu pozdlz akejkolvek dyna-
mickej premennej X, generovani hermitovskym operatorom premennej kdnonicky konjugovanej ku
X. Patria sem dvojice (m pm) , (¢u, Jz),-.. Rotéaciu stavu okolo osi z o uhol Ay, teda dosiahneme
aplikovanim operatora e s

Nasa ,Castica“ je v priestore rozlozena ako pravdepodobnostné pole (7, t), jej rotaciu ,okolo vlastnej
osi“ (¢ize v pokojovej ststave ,Castice”, L = 0) generuje operator J, = 5”3, a naSim stavom je
konfiguracia vnutornych stuptiov volnosti pola 1 v kazdom mieste a Case. Ak ide o skaldrnu ,Casticu®,
je ¥ skalarom s jedingm (vo v8eobecnosti komplexnym) stupiiom volnosti - velkostou skalaru, a
rotacia ,okolo vlastnej osi“ o Tubovolné Ay, ho nezmeni. Ak ide o wvektorovi ,fasticu“ (akou je
foton), je jej vinovou funkciou vektor s tromi vntitornymi stupiami volnosti - komponentami vektora
v kazdom bode (¢» — vektor EM pola - EM potencial A’(F, t)). Rotacia vektora o 27 je identitou,

lA 27 .
Py U | lebo my = £1

(V pokojovej ststave sa spin zachovava, takze diagonalny operator S, nahradzame vlastnymi hodno-
tami.) Ak ide o spinorovi Casticu” (akou je elektron), je ¥ spinorom s dvoma komplezngmi stuphami
volnosti (,spin hore“ a ,spin dole“), a rotacia o 27 okolo osi z (v kazdom bode) znamena

i2r & i2m (L h ; 1
¢S — g (E5) — o — lebomszi§
Tato transformacia sice je unitarnou (lebo | — 1| = 1), ale vlnovd funkcia zmeni znamienko (Go

nemé vplyv na pravdepodobnost). Identitou je teda rotacia o 720°! Tento podivny vysledok Tah-
Sie pochopime, ak si v kazdom bode (¢aso)priestoru predstavime ,pripnuty“ abstraktny wvnitorns
N-rozmerny priestor, kde N je pocet vnutornych stupiiov volnosti. Spinor méa 2 komplexné, ize 4
realne rozmery, a je teda (na rozdiel od vektora) rozmerovo nekompatibilng s fyzikalnym 3D pries-
torom. Pri rotécii fyzikalneho priestoru (¢ize pozorovatela) sa preto tento vniatorny priestor trans-
formuje odlisne.’?™ (D4 sa viak ukazaf, a vysSie uvedeny vztah pre celkovy moment hybnosti J to
potvrdzuje, Ze rotacii vektora odpoveda spinorova transformacia WigW.) Kvantifikitorom rotécie

vnutorného priestoru je prave spinové kvantové cislo s.

Spinové stupne volnosti mozeme teda identifikovat ako polarizacné stupne volnosti. V kap. 1.4.2
sme prezentovali dve ,ortogonélne” polarizacie gravitacnej vlny, odpovedajice pootoceniu v nasom
3D priestore o 45°! Znamena to, Ze wvnitorny priestor gravitatného pola sa otaca ,,dvojndsobnou
rychlostou” v porovnani s nasim priestorom, ¢omu odpoveda spin s = 2. Predpokladané (dosial
experimentalne nepotvrdené) kvantum gravita¢ného pola - graviton je teda ,fasticou” so spinom 2.
Vseobecne platné kvantovanie momentu hybnosti by v tomto pripade viedlo na 5 stavov jeho priemetu
s magnetickymi kvantovymi ¢islami my = +2,+1,0. Kedze vSak ide o objekt Siriaci sa rychlostou c,
z rovnakych dovodov ako v pripade fotonu sa realizuji len dva krajné priemety m, = 42, prislusné
k uvedenym kvadrupoélovym polarizacidm.

Je spin pohybom? O pohybe v pokojovej ststave ,Castice” mozeme hovorit len v zmysle staciondrnej
rotacie pravdepodobnostného pola bez jeho zmeny (,Co pritecie to odtecie), podobne ako pri orbitdl-
nom pravdepodobnostnom toku na staciondrnych ,kruzniciach®, ¢i lineArnom pravdepodobnostnom

127V nasom® 3D priestore predstavujt smery pohybu ,hore“ a ,dole“ ten istj stupeni volnosti. Pre spinory viak
pojmy ,spin hore a ,spin dole vyjadruju dva ortogondlne stupne volnosti. Zmena z ,hore na ,dole” totiz vyjadruje
rotaciu pozorovatela/pristroja v 3D o 180°, ¢o v spinorovom priestore znamena (ortogonélnu) rotaciu o 90°.
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toku v rovinnej vine (kap. 11.3.5). Z hTadiska rozdelenia pravdepodobnosti a strednych hodnot vsak
k ziadnej casovej zmene nedochidza.

I1.5.6 Pauliho vylucovaci princip.

Zmena znamienka spinoru pri rotacii o 360° ma dopad aj na vzajomnd zdmenu spinorovych ,castic®.
Predpokladajme dve identické spinorové ,Castice” A a B, rozliSitené len ,polohami“ 74, ¥z. V kvan-
tovom kontexte to znamend, Ze amplituda pravdepodobnosti tejto konfiguracie je ¥4(74) - ¥p(7B).
Zamena poloh tychto ,Castic“ znamena v ich pokojovej sustave rotaciu pozorovatela o 180° (obr.), ¢o
je z pohladu pozorovatela ekvivalentné rotacii kaZdej z castic o 180°,

3 A Z B A o q
B > = A B A v
Yap = Yatp — €75, et = . = —ihup

Vzajomna zdmena spinorov teda znamend otocenie znamienka ich spolo¢nej vinovej funkcie,

Ya(7B) Yp(Ta) = —1ha(Ta) Y(7B)

Ak by sme chceli obe tieto ,Castice lokalizovat v spolo¢nom mieste, 7 = 5 = 7, dostali by sme

VYap = Ya(7) ¥p(7) = —a(7) ¥p(7) = Yap =0

Znamena to, ze
nerozlisitelné spinorové ,castice” sa nemoézu nachddzat v tom istom priestorovom stave

- to je tzv. Pauliho vyludovaci princip. Ak by vSak spinory ¢4 a g mali rézne priemety spinu
(ms = £3), boli by uZ rozli§itelné, a mohlo by platit aj 7 = 5.

Pauliho vylucovaci princip sa pochopitelne nevztahuje na skalarne (s = 0) ani vektorové (s = 1)
LCastice”. Plati vo vSeobecnosti pre vSetky druhy ,castic s polociselngm spinom - tzv. fermiény,
a neplati pre vSetky druhy ,castic” s celociselngm spinom - tzv. bozény. Toto delenie ,castic” ma
zédsadny vplyv na ich kolektivne spravanie a Statistiku.

Uvedené zavery sa vztahuju na pripady, ked stav/vinova funkciu vieme priradit kaZdej ,Castici®.
Situacia sa skomplikuje v pripade kvantovo previazaniych objektov, ked dvom ¢ viacerym ,Casticiam®
priradujeme jeding neredukovatelny stav. VInova funkcia ako reprezenticia takéhoto stavu moze
pritom byt symetrickou alebo antisymetrickou vzhladom na vzajomnu zadmenu Tubovolnej dvojice
takto kvantovo previazanych ,c¢astic”. V kap. I1.2.5 sme videli, Ze aj antisymetricky previazand dvojica
foténov (bozbénov so spinom 1) sa preto riadi Pauliho vylu¢ovacim principom (ako par fermionov).

II.6 Spinovy magneticky moment.

11.6.1 Pauliho rovnica.

—,

V relativistickej teorii moézeme EM pole reprezentovat Stvorpotencidlom A, = (¢/c, A), a DIR pre
yCasticu” s nabojom ¢ v EM poli ma potom tvar

ih%@(ﬁ t) = (c&' [—ihV — AR 1) | + qpo(7 1) + ﬁm02> V(7 1) U(r,t) = < é(;}tt)) )
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Nerelativistickti limitu 0 < E = E;, = mc® ziskame analogicky ako v kap. IL.5.1, teda vyhatim
vyrazu e *Eot/? 7 riegeni pre spinorové zlozky bispinoru W (7,t)

X (7, t) 22 e ot/ hy (7 ) E(7,t) =2 e PO, 1)

Upravami a zanedbanim &lenov malych oproti E, (Dodatok S) dostaneme nerelativisticka rovnicu
pre spinor ¢ - tzv. Pauliho rovnicu (PAR)

. 2
B 7ot —1hV — qA(Fa t) h = ]
ih 1/}((97; ) o < o ) _ q_o_—’ . B('F’ t) + qu(’l?, t) 7,[)(7?, t) = HPauliw(Fv t)

[\

pri¢om spinor O (reprezentujici anti¢asticu) v tejto limite zanikne. V porovnani so SCHR v EM poli

Pauliho hamiltonian obsahuje dodato¢ny €len s operdtorom'? spinu S = b5, Vyraz

h — jaN — ~ —

P - _Y5.B—_ji,-B
2m m

mé fyzikdlny vyznam operatora interakcnej energie magnetického dipoélu s dipélovym momentom
iis v magnetickom poli B. Podiel tohto magnetického momentu a spinového momentu hybnosti (spinu)
sa nazyva spinovym gyromagnetickym pomerom,'?’
= 'u—f _ 4 pre elektron ¢ = —e = St iLs
S m
Spinovy magneticky moment elektronu je teda rovnako priestorovo kvantovany ako jeho spin, a jeho
z-ovy priemet nadobuda len hodnoty

Vs

e h s ~
Hs, = 31355 = FUB pricom || = \/§MB

kde pup = % je tzv. Bohrov magnetén.

Magnetické pole B vstupuje do hamiltonidnu aj prostrednictvom EM potencidlu A (vo vybranej
kalibracii), a tym ovplyviiuje smer pohybu ,Castice”, touto otazkou sa tu vSak nebudeme zaoberat.

I1.6.2 Precesia magnetického momentu.

Podla zakonov klasickej fyziky by magnetické pole B posobilo na magneticky moment /iy momentom
sily 7 = jis x B, a menilo by jeho mechanicky moment hybnosti S,

—

d — — —
d—f:F:ﬁst:%SxB

V pripade B = (0,0, B) by jednotlivé zlozky tejto pohybovej rovnice pre S boli

ds dS ds
* =~,59,B —4 =0
dr dt dt

128V tom spoéiva principidlny rozdiel medzi PAR a SCHR - ta bez operitora posobiaceho na spinorovii ¢ast vinovej
funkcie je oby¢ajnou skaldrnou rovnicou.

129Pre porovnanie, klasicky orbitdlny gyromagneticky pomer nabitej ¢astice o hmotnosti m na kruznici o polomere
r je poloviény, Yory = 5%, lebo moment hybnosti cirkulujticej hmotnosti je |E| = mwr?, a magneticky moment

Zm ,
cirkulujceho néboja ako pradovej slutky je |fory| = IS = Lar? = %.

= =75, B
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Znamena to, 7ze S, = |S|cos? je zachovavajicou sa veli¢inou (¢ je uhol medzi S a B), kym ¢asovy
vyvoj zvysnych dvoch zloziek je rieSenim dvojice zviazanych rovnic

. - B
Sz(t) = |S]sin v cos(wst) Sy(t) = —|S|sin ¥ sin(wst) ws =7sB = ol
m

¢o je precesia S okolo B pod uhlom ¢ a s frekvenciou wy ~ B - tzv. Larmorova precesia.

V kvantovom formalizme interakciu spinového magnetického momentu s polom B vyjadruje spinova
¢ast Pauliho hamiltonidnu .
A=-18.B=—ji B

m

Skalarny suc¢in vektorov znamené, Ze operatorom je operator priemetu spinu do smeru B, v naSom

pripade S,
v 4B _hws 1 0

Vlastnymi stavmi H, (aj S.) st |1by), [¢_) s energiami B = +% Pre elektron je ¢ = —e, a teda
EL = H+upB, pricom nizsia hodnota energie odpovedéd antiparalelnej orientécii spinu voci B. Pre-
chod z jedného stacionarneho stavu do druhého je mozny len pohltenim/vyziarenim kvanta energie
|E, — E_| = hws (= 2upDB pre elektron).

Vgeobecny (nestacionarny) stav je superpoziciou tychto stavov

iEt/h Bt aLe—iB+t/h
G(8) = ax e E 4 a_fy_)e E”—( i

o e—iE-t/h
kde koeficienty ay,a_ s urfené pociatonymi podmienkami, pricom a? + a2 = 1 (normovanie).
Bez ujmy na v8eobecnosti mozeme preto polozit ay = cos(a/2), a_ = sin(a/2). Stredné hodnoty

(Dodatok O) priemetov spinu na jednotlivé osi budia potom

. , ‘ B —iBit/h
(8) = WOIIWO) = (arebet aerm) 2T 0) (T )

ho.
= ... = gsinacos (wst)
(5,) = (OIS ) = . =~ sinasin ()
(5.) = ((OISI(D) = .. = T cosa

¢o koresponduje s klasickou precesiou, v zmysle Ehrenfestovej teorémy (kap. I1.4.5).

11.6.3 Spinova polarizicia a interferencia.

V predchédzajiucom texte sme ukazali, ze ak (klasickd) ¢astica s nenulovym spinovym magnetickym
momentom /i, vleti do magnetického pola B = (0,0, B), vektor fis bude vykonévat precesny pohyb
okolo vektora B so zachovavajtcou sa zlozkou p,,. NavySe, ak B bude nehomogénne, napr. %—lj £ 0,

na dipol bude posobit sila

- - B
F=-V <_ﬁs : B> - ,usza_
0z
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Pre elektron so spinom s = % je ps, = £up, o odpovedd dvom navzajom opacnym vychyleniam
drahy castice. Predpokladajme pre jednoduchost elektricky neutrdlnu ¢asticu, takze pojde o jediny
vychylujici aé¢inok magnetického pola.'30.

Zariadenie na obr. je Sternov-Gerlachov pristroj (SG).
Prad (elektricky neutralnych) ¢astic, prelietajaci oblastou .
nehomogénneho pola medzi pélmi magnetu, je rozdeleny —7
podla priemetov s, na zvizky vychylované do roéznych
oblasti plosného detektora. Za ¢as preletu ¢t medzi polmi
sa zvazky rozidu o 0z = 22%752. Pre jednotlivé kvantové
LCastice v8ak plati aZz do kolapsu na detektore

i

= )s
43 de,-vﬂ“’“ = —
"\ﬂ* nehomogénne B

~ e.iw,.m““"""”w

1
) = ﬂ(H)zH )=)
Ak sledujeme len horng kanal SG.,,'3! gastica® detegovana na D bude s istolou v stave |+)., o Com
sa mozeme presved¢it zaradenim dalsieho SG, (obr. a). Ak v8ak namiesto SG, zaradime SG, (obr.
b), na jeho vystupoch dostaneme s pravdepodobnostou 50:50 stavy |+), a |—)., lebo operéatory
fis; a fis; nekomutuju. Ak napokon za horny kanal sekvencie SG,SG, zaradime dalsi SG, (obr. ¢),
dostaneme s pravdepodobnostou 50:50 stavy |+). a |—)..

+ +
— = & =
8G, === 5G,
I 2 I:-}I == 56
D D

b c |+)z =

5G

V2

1
E ( |+>z + ‘_>z)
Ak detektor zaznamena ,cvak®, potom (az potom mozeme povedat, ze) prvy SG, pripravil ,Casticu®
v stave |4),. Ten v8ak nie je vlastnym stavom [ig, , ¢iZe naslednym SG, prejde ,fastica“ oboma ka-
nalmi s 50% pravdepodobnostou. Ak detektor zaznamena ,cvak“ napr. v dolnom kanali posledného
SG., historia ,castice” (az vtedy) skolabuje do sekvencie stavov |+), — |+). — |—).. Nekomuta-
tivnost fis, a fis, sposobuje, ze sekvencia SG,SG,SG, vo vSeobecnosti nezachova ,pripraveny” stav
[+

ZI e = —= (e + 1))

+
==
it

+
==
.

+

==

===
a

Z klasického pohladu ak ¢astica v stave |+), (pripravenom prvym SG,) prelieta naslednym SG,,
jej magneticky moment vykonava precesiu okolo smeru x, ¢im sa meni ps,. Na vystupe z SG,
(s ostrou hodnotou p,) mé preto ps, neurcitd hodnotu, ¢ize povodne pripraveny stav |+), sa
nemusi potvrdit (néslednym SG,). Da sa tato neurcitost eliminovat, napr. skratenim doby preletu
t ¢i znizenim precesnej frekvencie w,? Nedda, ak chceme zachovat ostri hodnotu pu,,. T4 je totiz
podmienend rozliSenim rozbiehavych zvizkov na vystupe z SG,. Kedze princip neurcitosti diktuje
nenulovi §irku zvizku Az ~ - a s tym suvisiacu rozbiehavost %t ~ %t pozdlz SG,, podmienka

Apq
rozliSitelnosti zvizkov (a teda ostrosti p,,) je
F, sz OB h
dw =t = P02 %y = Awgt > 1
m m Ox mAx

kde Aw, ~ %%—fo je neurcitost precesnej frekvencie v désledku variacie pola B naprie¢ zviizkom.
Tato podmienka zjavne neumoziuje definovat ostri hodnotu ps,. Ak by sme chceli tito podmienku

ypodliezt”, zvizky na vystupe SG, by sa zliali, a stratili by sme ostrd informéciu o pus,.

Vgimnime si tiez analégiu medzi polarizatormi foténov a SG: Vystupnymi stavmi polarizdtorov VP
resp. HP st navzajom ortogonalne stavy |V') resp. |H), sekvenciou VP-HP teda ziaden foton nepreleti
(obr. a), rovnako ako Ziadna spinorova ,Castica“ s magnetickym momentom nepreleti sekvenciou

kanalov SGFSG, (obr. c).

130Pre elektron by sme totiz museli dodato¢ne uvazovat aj vychylenie v dosledku magnetickej zlozky Lorentzove;j sily.
Neskor ukézeme, Ze existuji aj elektricky neutralne (kompozitné) ¢astice s nenulovym magnetickym momenom.
131Bazové stavy detektora kazdého z kanélov st len |,cvak®) a |,necvak®).
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+ +
+ + =

— =
-:.>| -:::—-:;sél -:::=| -:.:=/-=:>—-:.::I == I::KSIG'#”“I == I:(':_:}MSGx_ !
VP wp D VP P wp D sa. * 2 SG, %2
a b c d

Vlozenim aP resp. SGo, (« - uhol vo¢i VP/SG,) do tychto sekvencii (obr. b,d) budeme registrovat
(1 — cos? ) - 100% castic. Spinorovym ,Casticiam“ odpovedd pootocenie o dvojnisobny uhol v po-
rovnani s vektorovymi fotonmi (kap. 11.5.5).

Superpozicia stavov odpovedajicich jednotliviym kanalom na vystupe SG nielen pripomina prelet
LCastice® sustavou §trbin (pripadne MZI), ale fyzikélne je s fiou identickd. Ak za sekvenciu SG,SG,
zaradime SG_, (identicky SG, s opacne orientovanym polom), rozchadzajice zvazky sa spoja do
jediného, ktory mozeme monitorovat naslednym SG, (obr.). Prvy SG, opét ,pripravi‘ stav |+)., a
nasledny SG, vyrobi superpoziciu stavov |+), a |—),. Neru-
senym prechodom do SG_, tieto dva kanaly interferuji (strati

sa informacia ,welcher Weg"), a detektor za poslednym SG, E » i
zaregistruje ,cvak® vzdy pre |+), (horny kanal, konstruktivna =] s6, I ] i I
interferencia) a ,necvak® pre pre |-), (dolny kanal, destruk- =%z |__x > =

tivna interferencia).

Ak v8ak (blizsie nespecifikovanym spésobom) lokalizujeme ,¢asticu medzi SG, a SG_, (t.j. vyvolame
kolaps superpozicie, zlta $ipka na obr.), zrusime interferenciu, a detektor bude registrovat stavy |+),
a |—), s pravdepodobnostou 50:50.

Zdoraznime, Ze ak pozorovanim nenarusime prelet ,Castice” stistavou SG, vlozenie sekvencie SG,.SG_,
medzi dvojicu SG, nezmeni povodne pripraveny stav. MoZe pritom ist o dvojicu (navzajom inverz-
nych) SG Tubovolnej orientacie, ¢i dokonca dvojicu tiplne odlisnych zariadeni rozdelujicich a nasledne
spajajucich pripraveny stav do/z roznych jkanalov“. Vo formalizme kvantovej fyziky ide o rozklad
stavu do superpozicie stavov lubovolnej uplnej bazy (reprezentacie, kap. 11.4.1).
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CESTA K ATOMOVEJ FYZIKE

II1.1  Atom.

I11.1.1 Zakladny model atému.

Sucasna predstava o vnutornej Strukture atémov sa rodila postupne, ruka v ruke so zdokonal ovanim
experimentalnych technik a matematického aparatu kvantovej fyziky, ako aj so zbavovanim sa vzitych
stereotypov. Rovnako ako pre elementarne ,Castice” (akymi sa elektron ¢i foton), aj pre atom vSak
plati, Ze hoci na drovni elementarnej kvantovej fyziky sa atom nepodobé ni¢omu, ¢o poznédme z nasej
kazdodennej skiisenosti, na vyssej irovni komplexity hmoty (ako napr. v chémii alebo pri skiamani
Struktiry a vlastnosti materidlov) st ,hrackarske modely“ atému nielen pripustné, ale aj (vdaka
svojej nazornosti a jednoduchosti) uzitoéné. V tejto ¢asti viak nafrtneme obraz atomu vychadzajuci
z elementarnych faktov a suvislosti prezentovanych v predchadzajicom texte.

O elementarnych ,Casticiach® vieme, Ze ak sa izolované od okolia, nema zmysel hovorit o ich roz-
meroch. (Najlepsim prikladom st péry ,Castic* z kap. 11.2, kvantovo previazané na makroskopickych
vzdialenostiach.) Dokazeme ich viac-menej lokalizovat interakciou s makroskopickym okolim (¢o mo-
delujeme roznymi potencidlovymi jamami, ako v kap. I1.3.5). Ak v8ak elementarne ¢astice navzdjom
silovo (napr. elektrostaticky) interaguja, vytvaraju viac-menej lokalizované zhluky aj bez podsobenia
makroskopického okolia. To je prave pripad atémov. Dnes spolahlivo vieme, Ze prakticky cela hmot-
nost atomu je ststredens v jeho jadre,! ktoré je velmi dobre lokalizované na rozmere ~ 10~ 'm.
Jadro je zhlukom urcitého po¢tu nukledénov - proténov (proténové &islo Z urcuje chemicky
prvok) a neutrénov (A — Z, kde A je nukleénové ¢&islo ur¢ujice izotop prvku), ktoré sami osebe
st zhlukmi eSte elementarnejsich ,castic“. PodrobnejSiemu opisu atémového jadra sa venuju kap.
I11.2 a II1.3, nateraz si vystacime s faktom, ze dany pocet proténov s celkovym elektrickym néabojom
+Ze vytvara prakticky sféricka potencidlovt jamu, v ktorej viac-menej lokalizuje odpovedajici pocet
elektronov (Z pre neutralny atom) na vzdialenosti ~ 10~%m.

Uvedend hodnota predstavuje minimdlny rozmer atoému, vyplyvajici z principu neurcitosti: Predpo-
kladajme atom s ¢islom Z = 1 (vodik) a polomerom a. Pre neurcitosti polohy a hybnosti elektronu
plati Ax =~ a, Ap, =~ h/a (a rovnako pre y, z). Neurcitosti kinetickej a potencialnej energie elektronu

st potom
Ap,)? 72 2
( P ) _ AEpot ~_ e

2me 2mea dmeoa

Minimalnu energiu - zakladny stav atomu - dostaneme z podmienky %(Ekm + Eyot) = 0, ¢o vedie na

Ameoh? mee
~ = (0.5 nm FEoin

. N SatmeaiE ~13.6 eV (1eV=1.602-10""1J)
M€ TEQ

~

I Tento fakt bol prvykrat dolozeny experimentmi H. Geigera a E. Mardsena pod vedenim E. Rutherforda v r. 1911,
ked skumali rozptyl energetickych a-Castic na tenkej zlatej folii.
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Zdpornd hodnota energie znamend, ze ide o viazany stav - na uvolnenie elektronu z potencialove;j
jamy jadra treba energiu dodal.

,Pohyb“ nerelativistického elektrénu (a pri ignorovani jeho spinu) v dokonale sférickom coulom-
bovskom potenciali (nehybného) protonu - zjednoduSeny model izolovaného atomu vodika - sa da
exaktne vyriesit pomocou SCHR. Technické detaily rieSenia presahuji zaber tohto textu, uvedieme
tu vSak jeho najdolezitejsie zavery. Prvym je existencia staciondrnych stavov elektronu s energiami
(vlastnymi hodnotami hamiltonidnu, nezavisiaceho explicitne od ¢asu), nadobtudajicimi kvantované
hodnoty

P mee B

" 32(meo)2h2n2 n2

pricom E; = E,;,, je energia zakladného stavu. Tak ako v pripade vSetkych stacionarnych stavov (po-
zri kap. 11.3.5), priestorové rozdelenie pravdepodobnosti detekcie elektronu sa v ¢ase nemeni, a nema
zmysel hovorit o pohybe v klasickom ponimani. (Kladné hodnoty kinetickej energie odzrkadluju len
cirkulaciu amplitiady pravdepodobnosti s nulovou divergenciou.) Tento vysledok bol velkym triumfom
rodiacej sa kvantovej mechaniky, pretoze vyriegil dilemu stability atému,? a vypoc¢itané rozdiely ener-
getickych hladin vel'mi presne reprodukovali série spektralnych ¢iar v meranych absorpéno-emisnych
spektrach vodika (obr., s vloZzenym emisnym spektrom na tmavom pozadi),

1 w Ej—Ek E1 1 1 1 1
Y=o =l =) =085 =
A 27e he he \n;  n: ng ng

J J

kde R = 1.1-10"m™! je tzv. Rydbergova kongtanta. K vyZarovaniu (a rovnako aj pohlcovaniu)
EM energie atomom teda dochadza len pri kvantovych skokoch medzi stacionarnymi energetickymi
hladinami.

n
0 ] ] I o0
—0.54 [ \ T 2
-0.85[ [ I *; 4
-1.51 1 | : 3
} Lyman Balmer Paschen
\
)
o =340 | 2
L
g
= \ Lyman Balmer  Paschen
= ‘ S —— — —
w \
|
|
} | | | | |
| 100 200 500 1000 2000
| A, nm
I
—-13.60 ‘ 1
| | | | |
100 200 500 1000 2000

A, nm

Silu principu korespondencie (kap. I1.2.2) dokumentuje ,hrackarsky“ Bohrov model atomu,® ktory
postuluje stacionarne obezné drahy elektréonu, na ktorych elektron nevyzaruje. Model poskytuje
spravne hodnoty stacionarnych energii na tychto drahach na zaklade toho, ze v klasickej limite
n — oo (teda pre vysoké hladiny so zanedbatelnymi vzajomnymi odstupmi) stotoziuje kvantované
frekvencie Ziarenia s kruhovymi frekvenciami klasického obehu (a vyzarovania). Pre klasicky pohyb
elektréonu obvodovou rychlostou v po kruhovej orbite o polomere r okolo jadra, danej rovnovahou

2Prevladajticou predstavou v pociatkoch kvantovej mechaniky bol totiz model elektrénov obiehagicich okolo jadra,
(na spdsob planét), ¢o by v8ak muselo viest ku spojitému vyZarovaniu EM energie (na frekvenciach odpovedajucich
kruhovym frekvencidam obehu) a postupnému ale rychlemu padu elektréonov na jadro, ¢ize ku zborteniu atému.

3Sformuloval ho N. Bohr v r. 1911. Hoci nejde o spravny model, jeho historicky vyznam pri budovani modernej
fyziky je nespochybnitelny.
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dostredivej Coulombovej a zotrvacnej odstredivej sily, plati

1 e mua? L?

Ameor? T T mers
kde L = m.vr je orbitdlny moment hybnosti elektronu. Kinetickd a celkova energia elektréonu si

potom
1 €2 o e mee

8meg T © 8megr T 32(meg)?L2
Podla klasickej fyziky orbitujtici naboj straca energiu vyzarovanim EM vlny na frekvencii svojho
orbitalneho pohybu w = # Strata energie sa prejavi poklesom jeho momentu hybnosti

dFE mee

— === =W

dL (4meg)2 L3
Ak je ubytok energie AE nepatrny, odpovedajica zmena momentu hybnosti sa prejavi skér zmenou
polomeru nez frekvencie (L ~ r?, kym L ~ w), a teda

AE =wAL

Ek:in =

Ak vychadzame z predpokladu, Ze tento ubytok energie sa vyziari ako foton, teda AFE = nhw, potom
porovnanim tychto dvoch vyrazov dostavame AL = h. To vSak znamen4, ze elektron v atéme moze
existovat len na drdhach s kvantovanym momentom hybnosti

L, =nh n=123..
Odtial pre polomery takychto stacionarnych drah plati
n?h?4me,
T7L - —2
mee
Pre najnizsiu drahu n = 1 je r; = 0.5A - tzv. Bohrov polomer atému. Aj ked energie tychto
stacion&rnych hladin st zhodné s hodnotami vypocitanymi zo SCHR, vysledky pre moment hybnosti
koresponduju s jeho priestorovym kvantovanim (kap. I11.4.6) len pre n — oo (ked sa maximalny prie-
met L, = nh prakticky zhoduje s |L| = y/n(n + 1) i). Skombinovanie Bohrovho modelu s de Brog-
liecovou hypotézou A = h/|p] viedlo k zaveru, Ze stacionarne drahy splhaju podmienku stojatgch
vin, 2mr, = n\,, ¢o bol definitivny odklon od klasickej predstavy elektronu-projektilu, a rozpozna-
nie priciny ,kvantovania“ energie na diskrétne hladiny v priestorovom ohranic¢eni delokalizovaného
elektronu.

II1.1.2 Atomové orbitaly.

Najdolezitejsim vysledkom rieSsenia SCHR pre atom vodika je priestorové rozlozenie amplitady prav-
depodobnosti - vinovej funkcie elektronu (7). Staciondrnym stavom elektréonu odpovedaji orbitaly
s priestorovo kvantovangm momentom hybnosti (kap. 11.4.6). Kazdy orbitél je teda definovany troji-
cou kvantovych ¢isel, n, [, m;. V najjednoduchsom priblizeni (so sférickym coulombovskym potencié-
lom jadra) je energia daného stavu uréend vjlucne hlavnym kvantovym ¢&islom n (kap. IT1.1.1).
Kazdej energetickej hladine odpoveda prave n roznych hodnot velkosti momentu hybnosti, uréenych
orbitidlnym kvantovym ¢&islom [

1=0,1,..(n—1) 1L = Il+1)h

Pre kazdé [ existuje 20+ 1 priemetov L do zvoleného smeru, kvantifikovanych orbitalnym magne-
tickym kvantovym éislom m;

my =+, +(1—1),..0 L, =mh

Tieto stavy |tnim,) st teda sicasne vlastngmi stavmi komutujtcich operatorov f[, l?, L..

88



m 0 -1 0 1 -2 -1 0 1 2 -3 -2 -1

e @ 6
(N
S
N
.
v

N
2
[

-1 () < s > 0 s @
cegsege O©F
-3 () ‘b &? e

n=1 n=2 n=3 n=4

KedZe operator L, generuje rotaciu stavu okolo osi z, vietky jeho vlastné stavy, splhajtce rovnost
ﬁz’¢nlml> = My |Vnim, ), ST rotacne symetrické (obr.). Stavy s [ = 0 (a teda aj m; = 0) - tzv. s-orbitaly
- maji dokonalu sféricki symetriu a nulovy moment hybnosti. Aj nenulovy moment (pre [ > 0) v8ak
znamend len rotaciu vlnovej funkcie pri nemeniacej sa hustote pravdepodobnosti ¥*¢. V Ziadnom
pripade teda nejde o pohyb elektronu v klasickom zmysle, a elektron maoZeme stotozZnit s jeho orbi-
talom. Orbitaly sa v literatire ¢asto zobrazuju prostrednictvom akychsi ,rezov® v rovine yz (obr.,
sytost urcuje ¥*1).

my =0 m = +1 my =0 m =+l my =0 my ==+l
O

1s 25 | . 33 - 2 . 3 L3
, . s - ae » @ 8 . -n

Na kazdi energeticki hladinu teda pripada n? orbitalov. Elektron v stave s kvantovymi ¢islami
n,l,m; vSak moze existovat v dvoch réznych spinovych stavoch, |Unim,+) a |Unim,—), odliSenych
spinovym magnetickym kvantovym c¢islom m, = il, s hodnotami priemetu spinu s, = ig.
Bez pritomnosti magnetického pola su tieto spinové stavy energeticky ekvivalentné, a teda kazda
energetickd hladina F, je 2n2-nasobne degenerovana?! - prisliicha jej 2n? energeticky ekvivalentnych

stavov |Ynimym. )-

V pritomnosti magnetického pola B je vsak situacia odlisna. Pri uvazeni spinu musime SCHR na-
hradif (rovnako nerelativistickou) PAR (kap. I1.6.1), ktorej hamiltonian v magnetickom poli ma
tvar

H=—(- Al — —_—
5 ( thV +e > ep + h Bg.
I Ave ihe e? 2p >
=— — A+ A. — A% ¢ B
2m - m (V + V) 2m h S

Pri volbe symetrickej kalibracie A = %é x 7 (spliiajucej B = V x A), s vyuzitim vektorovych
identit @- (Gxb) = - (bx @) = (@x &) -b a definiéného vztahu pre orbitdlny moment hybnosti

~
—

L=7x ]%’: —ihr x V nadobudne hamiltonian tvar
. I RAVE: 2, 5 .
H=— —eg0+8€—(B><F)2+M—B(L+25)-B
m

h

Posledné dva ¢leny st interakéné hamiltoniany orbitdlneho a spinového magnetického momentu (kap.
I1.6.2) v poli B, s operatormi

2m

s HB P 2, HB &
== = 2—S
Hi 7 fis B
Réznym priestorovo kvantovanym priemetom magnetickych momentov odpovedaji rozne energie,
¢ize povodné degenerované energetické hladiny sa Stiepia na podhladiny - vzniki jemna Struktidra

4Uvedens degeneracia plati len pre elektrén vyluéne v coulombovskom potenciéli jadra, ~ %, ¢ize v nepritomnosti
inych elektronov, t.j. pre atém vodika alebo i6n hélia. Situéciu pre atémy/iony s viacerymi elektronmi opiSeme nizsie.
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spektralnych ciar, s rozliSenim ¢iar imernym ]é | - tzv. Zeemanov jav.® V nerelativistickom pri-
blizeni interaguje kazdy z tychto momentov s magnetickym polom samostatne, z relativistickej DIR
v8ak vyplyva (kap. I1.5.4), Ze spinové ani orbitdlne momenty sa nezachovavajua samostatne, a treba
ich nahradit celkovymi momentmi s operatormi®

Joi+§ iy = gt T

kde g je tzv. Landého faktor, ktorého hodnota je 1 pre ¢isto orbitalny mo-
ment, 2 pre ¢isto spinovy moment, a hodnota v tomto intervale pre zmieSany s =
moment. Zachovavajicimi sa (a teda priestorovo kvantovanymi) su potom L
hodnoty |J] a J. s kvantovymi ¢fslami j, m; {

j=l+sl+s—1,..|l—s] m;j=—j,—j+1,.5—1,j

=VJj(+1)h J. = m;h

Klasickou analogiou Zeemanovho javu je precesia J a fi; okolo smeru B pod
roznymi kvantovanymi uhlami.

II1.1.3 Periodicka tabulka prvkov.

Pre atémy s protonovym ¢islom Z > 1 poskytuje SCHR aj pri zanedbani relativistickych efektov iba
priblizné rieSenia, v dosledku zlozitych vzdjomngch interakcii medzi elektréonmi v atémovom obale.
Ak ich zanedbame, dostavame rieSenia ako pre atém vodika, ale s ndhradou e — Ze v coulombovskej
interakeii s jadrom. V sulade s Pauliho vylu¢ovacim principom (kap. I1.5.6) moze byt kazdy orbital
obsadeny najviac dvoma elektronmi s opacngm spinom. VInova funkcia reprezentujica orbital je
potom (pri zanedbani vzajomnej interakcie medzi elektronmi v orbitéle) sicinom jednoelektroénovych
vlnovych funkcii, napr. zékladny stav atému oHe je ¢ = 1)19011100—. Pre najblizsi tazsi atém, sLi,
treti elektron musi uz obsadit dalsi orbital, vo vrstve n = 2. Sférické priestorové rozlozenie naboja
—2e v obsadenej vrstve n = 1 (obsahujtcej jediny orbital 1s) v8ak sposobuje, ze tento elektron
uz ,pocituje ciastocne odtienené pole bodového naboja jadra, teda E,,; ~ 1/r, a jeho energia uz
bude (aj pre |§ | = 0) zavisiet tiez od orbitalneno kvantového ¢isla I, teda E,;. Odlisna priestorova
konfiguracia orbitalov podvrstiev | = 0 a [ = 1 (pozri obr. v kap. II1.1.2) totiz znamena rozdielnu
mieru penetréacie do vrstvy n = 1, ¢ize odliSn mieru tienenia. Energia podhladin teda vo vSeobecnosti
narasta s rasticim /.

Pocty stavov v jednotlivych podvrstvach s, p,d, f,... (¢ize | = 0,1,2,3,...) st 2,6,10,14,..., a teda
v jednotlivych vrstvach n sa 2, 8,18, 32, atd. Pre I'ahSie prvky sa s narastajticim protonovym &islom
postupne obsadzuju stavy s narastajicim [ v danej vrstve n. Narast elektronového tienenia v danej
vrstve pritom zaostava za narastom pritazlivého potencialu jadra, a tym rastie aj ioniza¢né energia
(energia potrebna na vytrhnutie elektronu 7z atébmového obalu), a periodické maximum dosiahne pre
zaplnena vrstvu. Po¢niic vrstvou n = 4 v8ak najmé koncentrovanejsie podvrstvy s (a neskor aj p) pe-
netruji do nizsej vrstvy so slab§im tienenim, a postupnost zapl-

novania sa narusi. Ioniza¢na energia preto dosahuje maximéa pre mmmms 000
hodnoty Z = 2,10, 18, 36,86, ¢o su inertné prvky Ne, Ar, Kr,
Xe, Rn. Z rovnakych dovodov ma oscilujici charakter aj ato-
movy polomer, s maximami pre prvky nasledujice za inertnymi.

energin
]

5Tento jav pozoroval v r. 1896 holandsky fyzik P. Zeeman (¢itaj zéman), Nobelovu cenu zai ziskal v r. 1902.
6Vzhl'adom na pravidla priestorového kvantovania treba kvantovomechamcke sGitavanie vektorov momentov chapat

ako s¢itavanie ich priemetov. Klasickou analégiou sé¢itania J L + S by bola precesia L a S okolo smeru J.
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I11.1.4 Chemicka vizba a molekuly.

Vizbe atomov do molekil hovorime chemické vizba. Dochadza k nej ak energia molekuly ako celku
je niz8ia nez energia izolovanych atémov. Existuji dva zdkladné mechanizmy vizby, spravidla vSak
ide o ich kombinéaciu.

Najjednoduchsou je idbnova vazba. Vznikd medzi atémami s malou ioniza¢nou energiou F; a atémami
s vysokou elektrénovou afinitou E, - energiou, ktora sa uvolni prijatim elektronu neutralnym ato-
mom. T4 je najvysSia u atémov s jednym chybajicim elektréonom do zaplnenia vrstvy. Zbavenim
sa ,vy¢nievajuceho” resp. ziskanim ,chybajiceho” elektronu vznikni iony opacénych polarit so sféric-
kgm elektrickym polom, ktoré sa navzajom pritahuja, ¢im sa uvolni energia potrebné na prekonanie
rozdielu F; — E,. ZmenSovanie vzdialenosti vzajomnym pritahovanim sa zastavi prekryvom elektro-
novych obalov, ktory nuti elektrony v doésledku Pauliho vylucovacieho principu obsadzovat vyssie
energetické hladiny.

Druhym zakladnym mechanizmom je kovalentna vizba, v ktorej atémy zdielaji spoloéné elektrony,
aby doplnili svoje vonkajsie vrstvy. Prikladom je molekula Hy. Ak by sme v tomto pripade uvazovali
s mechanizmom i6novej vazby, energeticka bilancia by k stabilnému stavu neviedla. Podstatu kova-
lentnej viizby najlepsie pochopime, ak najprv preskiimame molekulovy i6n Hy , teda dvojicu proténov
zviazanu jedinym elektronom. V kap. I1.3.5 sme videli, Ze:

1.) energie stacionarnych stavov elektrénu uvézneného v potencidlovej jame ——
oéirkeLsﬁEnwé, mmf
2.) ak st dve jamy oddelené dostato¢ne tenkou potencidlovou bariérou V, o er
existuje nenulova pravdepodobnost preniknutia - tunelovania elektronu touto %
bariérou aj pre E, < V.

Takymito jamami st potencidly jadier natolko blizko pri sebe, Ze oblast vy-
skytu jediného elektronu sa moze tunelovanim rozsirit na obe jamy, ¢im sa
zniZi jeho energia. Symetria jam si vyZaduje symetriu [¢(r)|?, samotn& ampli-
tuda ¢ (r) ako superpozicia lokalizacii v jednotlivych jamach pritom moze byt
symetrickd aj antisymetrickd (obr.),

1 1
s = 7 (¥(r1) + 9 (r2)) o= 7 (¥(r1) — ¥ (r2))
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V limite |ry—r3| — 0 prejde g na zakladny stav elektronu v jame, kym 14 na prvy 0N o
vzbudeny stav (pozri obr. v kap. I1.3.5) - stav ¢ je teda energeticky vyhodnejsi.

Je to ocakavany vysledok, lebo koncentracia zaporného naboja v priestore medzi

kladnymi jadrami ich navzajom viaze. Pre neutralnu molekulu Hy to znamena S i
dvojicu elektronov, a teda silnej$iu vizbu a mensiu vzdialenost jadier v porovnani @
s molekulovym iénom. i

\')
)

__

Zamena, dvoch fermidnov musi v stlade s Pauliho vylu¢ovacim principom podla kap. I1.5.6 viest
ku zmene znamienka vlnovej funkcie paru. Antisymetrickost vlnovej funkcie vg je zabezpecena jej
spinorovou ¢astou - spiny elektrénov su orientované antiparalelne, a vysledny spin pdru je s = 0
- tzv. singlet. Ak by sa naopak realizovala antisymetrickd priestorovd vinova funkcia 4, jej spi-
norova ¢ast by musela byt symetrickou - tzv. triplet s celkovym spinom s = 1 a tromi moZznymi
priemetmi (m, = 0,£1). Pauliho vylucovaci princip je zodpovedny aj za nestabilitu molekuly Hs:
KedZe oba elektrony molekuly Hy obsadzuju stavy 1s, treti elektron by musel obsadit vyssi stav, ¢o
je uz energeticky nevyhodné.

Molekuly atomov rovnakého druhu (ako O, Ny, atd'.) st tvorené vylu¢ne kovalentnou .
vazbou, u molekil s roznymi atémami ide spravidla o zmes kovalentnej a ibnovej vizby. 8
Vdaka podielu i6novej viizby (resp. vdaka rozdielu elektronegativit atémov- schop- ;‘6
nosti prifahovat valen¢né elektrony) vykazuju viaceré molekuly elektricky dipdlovy H &
moment p (napr. HyO, obr.). Hovorime o polarnych molekulach, v okoli ktorych existuje slabé
dipolové elektrické pole Ej ~ %3 (hoci st elektricky neutralne). Iné polarne molekuly s momentom
p" v ich blizkom okoli st potom pritahované silou F = —a(%/'Ed) s kratkym dosahom ~ %4 Ide
o dip6l-dipolovi interakciu. Fluktuacie ndbojovej hustoty v atémoch a nepoldrnych molekulach
takisto sposobuji dipolovy moment fluktuujuci okolo nulovej hodnoty, ¢o vedie na velmi slabt - van
der Waalsovu pritazlivi interakciu, so silovym dosahom ~ %7 Kedze v8ak takéto interakcie nijak
zasadne nenaruSuju vniutorni Struktiru molekul, neméa zmysel v ich pripade hovorit o chemickijch

vazbéach.

II1.1.5 Stimulovani a spontidnna emisia a absorpcia.

V tejto kapitole rozoberieme kvantové preskoky atomov a molekil medzi energetickymi hladinami za
ucasti EM pola. Tieto hladiny st stacionarnymi rieseniami SCHR (spravidla v ur¢itom priblizeni).
Predovsetkym, musime mat na pamaéti, ze slovné spojenie ,,prechod medzi staciondrnymi stavmi* je
oxymoron’ - staciondrne stavy st totiz z definicie neinteragujice, nevymieiajtce si energiu s okolim
a teda trvalo si zachovavajice energiu. Stavy, medzi ktorymi dochadza k preskokom, maju teda
konecni dobu Zivota, At, a ich energie musia mat prirodzend neurcitost AE, pricom plati

AFEAt > i—i

2
Hoci tato nerovnost pripomina princip neurcitosti, a v kontexte vlnového balika (kap. 11.3.1) je s nim
dokonca ekvivalentna (AkAz > %, AwAt > %), vo formalizme nerelativistickej kvantovej mecha-
niky nie je ¢as (na rozdiel od stradnice) dynamickou premennou ale parametrom (nepriradujeme
mu operator). Fyzikalne ho vSak za princip neurcitosti moézeme povazovat v tom vyzname, ze At
predstavuje dobu, po ktorti nedochidza k ,pozorovatelnej“ zmene stavu, a teda energie.® Vyznam

AFE je pritom opat len statisticky. V praxi to znamend, Ze pri merani spektier atomov a molekil

" ozymoron = spojenie slov protire¢ivého vyznamu

8Zmena stavu kvantového systému moéze nastat len interakciou - vymenou energie - s okolim (energia neinteragu-
juceho systému sa zachovéva), s neredukovatelnym minimalnym G&inkom ~ f.
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mé kazda emisnéd/absorpéna spektrilna ¢iara nenulovd $irku, sposobentt (popri inych vplyvoch aj)
Statistickym rozptylom hodnot E; v sibore atomov.

Predpokladajme teraz ako modelovy systém elektron v jednorozmernej potencidlovej jame z kap.
I1.3.5 s dvoma dostupnymi hladinami E; a Fy (Es > E;), nachadzajuci sa v nestacionarnom stave
v podobe superpozicie stacionarnych stavov

Y(x,t) = a1 (1) + agihe(w, t) U1a(z,t) = Py p(x)e B0 a1 |* + |as|* = 1

Neur¢itost energie tohto stavu je AE = FEy — E;. Pre hustotu pravdepodobnosti |¢(x,t)[* plati
. Ey—E
|¢(x,t)\2 =Y (z, )Y(x,t) = ... = @%Yﬁ(iﬂ) + a%¢§(£> + QGlaziﬁl/J; COs Wizl Wiz = %
[o— ] — | e | s | |

[ —n

Priestorové rozlozenie pravdepodobnosti elektronu pozdlZ jamy sa meni v case (obr.), nemeni sa
v8ak vdha stavov ; a 1, a teda ani pravdepodobnost ,najdenia“ systému v tychto stavoch (t.j.
kolapsu do niektorého z nich pri interakcii). Bez interakcie s okolim je takyto kvantovy stav len ma-
tematickou konstrukciou, opéat v8ak vyuzijeme princip koreSpondencie: Odpovedajici makroskopicky
stav by predstavoval oscilujicu ndbojovi hustotu - oscilujici elektricky dipol, ktory je ,anténou”
pre emisiu/absorpciu vektorového (spin 1) EM pola. Takyto stav ndm teda slazi na opis interakcie
s vonkaj$sim EM polom, ktoré modelujeme ako éasovo premenni poruchu hamiltonianu,

Hpy(t) = —ep(z,t) = B/Exe_i“’tdm — eE ety

(Predpokladame, Ze vlnova dlzka EM viny >> rozmer atému.) To sa prejavi ¢asovou zavislostou
vahovych koeficientov, a;2(f) - pravdepodobnosti najdenia elektronu na hladine E; alebo E, sa
budi menit. Vypoctom (ktory presahuje ramec tohto textu) sa da ukazat, 7e ak w = wyy, naozaj
rastie pravdepodobnost elektréonového preskoku v, — 19 pohltenim fotonu, ale aj preskoku s — 1
vyZiarenim fotonu. Hovorime o stimulovanej absorpcii/emisii, pricom ich pravdepodobnost zéavisi
od hustoty EM energie w(w).

Predpokladajme teraz obrovsky Statisticky subor N identickijch dvojhladinovych systémov opisanych
vysSie, v tepelnom kontakte s rezervoarom o teplote T' (a izolovany od inych zdrojov energie), pricom
Ny systémov sa nachidza v stave ¥; a Ny systémov v stave 1,. Pri T' = 0K budu vSetky systémy
v zdkladnom stave s energiou E;. Ak T' > 0K, existuje nenulova pravdepodobnost tepelnej excitacie
do stavu Es,. Vzbudeny stav ma vSak konecni dobu Zivota, a po Case samovolne (a ndhodne) preskoci
do zékladného stavu Ej, pricom prebyto¢nt energiu vyZiari v podobe foténu - ide o spontannu
emisiu. Rovnovézne prerozdelenie obsadenosti stavov pri teplote T (bez pritomnosti vonkajsieho
EM pola, a pre jednoduchost tiez bez uvazovania degeneracie hladin) je

Ny _By-By

2 — g kBT

Ny
Ide o dynamicki rovnovahu prechodov ¢y — 19 a 19 — 11 (za jednotku Casu). Zapnutim vonkaj-
siecho EM pola sa tato dynamické rovnovaha rozsiri aj o stimulované prechody. Kedze pravdepodob-

nost preskoku z daného stavu zavisi od jeho obsadenosti, bude platit

Az Az
NlBlgw(w) = NQ[AQl + BQﬂU(w)] = w(w) = N1Bi21 1 = B BL%;—El 1
N2Bar By &P kgT

kde Asy, Bsy, Bis st Einsteinove koeficienty spontannej emisie a stimulovanej emisie/absorpcie.

V tepelnej rovnovahe s EM Ziarenim musi tento vyraz odpovedat Planckovmu zakonu 7iarenia (Do-

datok E), odkial pre w = wyy = (Ey — Ey)/h dostavame
Agl . hw3

Bgl ’7T2C3

B21 = BIQ
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Vidime, ze g—i ~ w3, ¢ize podiel spontannej absorpcie prudko narasta s rozdielom energii. Na druhej

strane, rovnost koeficientov stimulovanej emisie a absorpcie by na zaklade vyssie uvedenej analyzy
pre jeden systém nemala byt prekvapenim.

V stimulovanej emisii spo¢iva podstata laserov®, k ich spravnej ¢innosti je viak potrebna tzv. in-
verzia obsadenosti hladin, Ny, > Nj, a na jej dosiahnutie si potrebné systémy s viac nez dvoma
energetickymi hladinami.

I11.1.6 Vyberové pravidla pri kvantovych preskokoch.

Kvantové preskoky medzi elektréonovymi hladinami v atémoch a molekulédch za tucasti fotonov si
limitované vSetkymi relevantnymi zdkonmsi zachovania, ktoré postupne preberieme.

Zikon zachovania elektrického ndboja. Foton nema elektricky naboj, takze jeho pohltenim /vyZiarenim
sa celkovy naboj prirodzene zachovava.

Zikon zachovania energie-hybnosti. Sti¢astou energetickej bilancie je aj kineticka energia atoému/mole-
kuly stvisiaca so zachovanim celkovej hybnosti pri ,naraze/vymrsteni fotonu. Vdaka hmotnosti
atomovych jadier je v8ak tento efekt zanedbateIny.

Zidkon zachovania momentu hybnosti. Tu je dolezité si uvedomit, Ze s¢itavanie momentov hybnosti
v kvantovej mechanike je v skuto¢nosti sc¢itavanim priestorovo kvantovanych priemetov. Foton mé
dva mozné priemety, +h, ¢ize (vysledné) magnetické kvantové ¢islo elektronu m; sa moze zmenit
o Am; = 1. Navyse vSak foton moze byt aj v superpozicii tychto stavov, comu odpoveda nulovy
priemet spinu.'® Dovoleny je teda aj kvantovy prechod s Am; = 0. Ak siahneme ku klasickej predstave
oscilujuceho dipolu z kap. II1.1.5, ide o interakciu elektronu vyluc¢ne s elektrickou zlozkou EM pola,
ktora neposobi na elektronovy spin (ani jeho magneticky moment), ¢ize

Amg =0 = Amj; = Am; = £1,0

Zdkon zachovania parity. Transformécia parity je inverziou vSetkych priestorovych saradnic, ¥ — —7,
a takmer vSetky fyzikalne procesy st symetrické voéi tejto transformacii.!' Pre vsetky tzv. poldrne
vektory, akymi sa 7 ¢ ¥, transformécia parity znamena vynéasobenie koeficientom (—1)* = —1,
kym pre tzv. azidlne vektory ¢i pseudovektory, akym je napr. moment hybnosti L = mi x U, je to
vynasobenie koeficientom (—1)% = 1. Reprezentaciou (vlnovou funkciou) foténu je poldrny vektor

—

A (EM potenciél), a teda vnatorna parita fotonu je Py = —1. Na druhej strane, parita elektronu
je dana sicéinom jeho vnutornej parity P.; = 1 (danej konvenciou) a paritou priestorovej casti jeho
vlnovej funkcie, danej orbitalnym kvantovym &slom [, P, = (—1)!. Stdiny parit sa pri preskoku

musia zachovat, ¢o vedie k podmienke
Al=1

(Tento zakon v zasade priptsta lubovolné nepdrne Al, pre foton vsak plati len Al = 1.12)
Tieto obmedzenia nazyvame vyberovymi pravidlami pre tzv. dovolené elektrénové prechody

v atomoch a molekulach. Existuje vSak urc¢ita mala pravdepodobnost porusenia vyberovych pravidiel,
vtedy hovorime o tzv. zakdzanych prechodoch. Navyse viacatomové molekuly maji dodatocné

9Termin laser je akronymom - slovom skonstruovanym zo zaiato¢nych pismen slovného spojenia Light Amplifi-
cation of Stimulated Emission of Radiation.

19Priemety foténového spinu A odpovedaji dvom kruhovgm polarizaciam EM viny. Ich rovnomernou superpoziciou
je linedrne (rovinne) polarizovana vlna s priemetom spinu 0, ako Statistickou strednou hodnotou priemetov +h.

1 Jedinou znamou vynimkou je tzv. slaba jadrova interakcia, o ktorej bude re¢ v kap. 111.2.4.

12 Ak opéf uplatnime klasicky pohlad (s odvolanim sa na mocny princip korespondencie), Tahko pochopime, preco
nedochadza k preskoku elektronu medzi sféricky symetrickgmi s-stavmi (I = 0), ako je napr. prechod 2s — 1s. EM
impulz vzniknuv§i pri takomto prechode by mal totiz vglucne radidlnu zlozku elektrického pola, teda v smere pohybu
impulzu. EM vlna vo volnom priestranstve vSak pozdlznu zlozku nemd.
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stupne volnosti, suvisiace so vzdjomnym pohybom atomov v molekule. S tymito stupnami volnosti
suvisia rotacné a vibracné emisno-absorp¢né spektré, ktoré strucne opiseme.

Predpokladajme pre jednoduchost dvojatémovi molekulu rotujicu okolo .

. , ., . ., o . | @
osi prechadzajicej svojim taziskom (danym rovnostou myry = mary) kolmo m, Q
na os molekuly (obr.). Moment zotrva¢nosti molekuly vzhladom na tito @ | sk
rotaciu je ‘\,\\'\’
mym ,
2 2 17702 2 X
I'=myri +mory = ———(r1 +712) = Mr Ty W
my + mao -

a kinetickd energia rotacie s kruhovou frekvenciou w je

1 2_L2_l(l+1)h2

ET:§IW _ﬁ_ Vi ZZO,]_,Z,...

kde sme uvazili obvyklé kvantovanie momentu hybnosti, odpovedajiceho tejto rotacii molekuly, a [
je tzv. rotaéné kvantové Cislo. Rozdiel energii susednych hladin je teda AE = (I + 1)% Aby vsak
doslo k emisii/absorpcii fotonu, musi mat tato rotacia charakter oscilujiceho elektrického dipolu,
t.j. musi ist o poldrnu molekulu. Vyberové pravidlo je potom

Al =+1

Okrem rotacie okolo spolo¢ného taziska existuju aj oscildcie vzajomnej vzdialenosti atomov v takejto
molekule na charakteristickych frekvenciach wg. V priblizeni harmonického oscilatora (kap. 11.4.8) je
vibra¢na energia kvantované, s konstantnymi odstupmi susednych hladin

1
Ev:(’l]—f—i)h(d() ’UZO,LQ,... AE:ﬁwo

kde v je tzv. vibra¢né kvantové ¢&islo. Vyberové pravidlo pre emisiu/absorpciu fotonu je potom

prirodzene
Av = =1

Medzi typickymi odstupmi susednych hladin v elektrénovych,
vibra¢nych a rota¢nych spektrach molekuly sii silné nerovnosti

AFE, > AFE, > AFE, —_
— rechodyy \ elektronovy stav
(= 1eV, ~ 0.1eV, ~ 10~ %eV) preciod;

T

zdkladny
elektrénovy stav

rotacné
prechody

medziatomovd vzdialenost

Na kazdu vibra¢nt hladinu molekuly (v ramci danej elektrono-
vej hladiny molekuly) teda pripada husté spektrum rota¢nych -
hladin (obr.) - vibra&no-rota¢ny péas. Tepelné energia pri bez- ——
nych teplotach (=~ 300K) je ~ 107%eV, ¢iZe rota¢né hladiny st
excitované.

energia

Ak je molekula v kontakte s okolim (inymi molekulami v plyne, kvapaline ¢i tuhej latke), dochadza
k odovzdavaniu energie aj neziarivymi procesmi (bez tcasti fotonov). Kombinacie Ziarivych a neZia-
rivych prechodov sa mozu prejavovat v podobe luminiscenénych efektov:

Predpokladajme, ze elektrén v molekule prejde pohltenim fotéonu hw zo zdkladnej na excitovant elek-
tronovu hladinu do niektorého z excitovangch vibra¢no-rota¢nych stavov. Ak v dosledku neziarivych
procesov nasledne prejde do jedného z niz8ich vibra¢no-rotac¢nych stavov (na danej elektréonovej hla-
dine), ziarivy prechod spit do zakladného elektronového stavu sa realizuje emisiou fotonu hw’, pricom
w' < w. Tento jav sa nazyva fluorescencia.'® Pri neZiariych procesoch moéze dojst aj k zakdzanym
prechodom s preklopenim spinu, Am, = +1. Navrat elektronu do péovodného zakladného stavu bude

13Vyuziva sa na konverziu svetla z blizkej UV do viditeI'nej oblasti, napr. v osvetlovacej technike & pracich pragkoch.
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potom opét zakdzanym prechodom, ktory preto nastava (kvoli malej pravdepodobnosti) s vyraznym
oneskorenim. Tomuto javu hovorime fosforescencia.!?

II1.2 Jadrové sily.

I11.2.1 Fundamentalne interakcie.

Fyzika atémového jadra je vyrazne zlozitejSia nez fyzika jeho elektréonového obalu, v ktorom domi-
nantnu tlohu hra EM interakcia elektronov medzi sebou a s jadrom, pri splneni zakonov kvantovej
mechaniky. Nukleony (protony a neutréony) tvoriace jadro si totiz sami kompozitnymi ,Casticami®,
na stavbe a vzajomnych vizbéach ktorych sa podiela nielen viacero elementarnejsich ,¢astic ale aj
viacero fundamentalnych interakcii, ktoré postupne opiSeme.

V nasom makroskopickom svete sa meratelne prejavuji len dve fundamentalne interakcie - gravita¢né
a EM. Priamo pozorujeme silové G¢inky im prislusnych poli na objekty ,viazuce sa“ na tieto polia.
Tuato vizbu vyjadruje odpovedajuci naboj - v pripade EM pola ide o elektricky naboj, v pripade
gravita¢ného pola je to gravitacny naboj - hmotnost/energia. V klasickej fyzike povazujeme tieto
néboje stucasne za zdroje odpovedajicich poli. Naboje teda medzi sebou interaguji prostrednictvom
poli, ktoré sami vytvaraju.

Stucasna kvantovd fyzika vsak tieto silové polia povazuje za fundamentdlne entity - nositelov energie
meniacej sa len v kvantach - fotdnoch pre EM pole a graviténoch pre gravitacné pole.'® Bez pritom-
nosti vonkajsich poruch (z klasického pohladu ,zdrojov* silovych poli) je kazdy mod takéhoto pola
kvantovym harmonickym oscilatorom v zdkladnom energetickom stave - vAkuu s energiou Fy = %hwo
(kap. 11.4.7), ¢ize s nulovym poc¢tom kvant. Rovnaky je v8ak pristup modernej fyziky aj k ldtkovym
objektom - ,castice” latky, ako elektrony ¢i protony, st len kvantovanymi energetickymi excitdciams
prislusngch latkovych poli (elektronového ¢ protonového pola), pricom zakladnym stavom tychto
poli je opdt vakuum s nulovym poc¢tom kvant. Zasadny rozdiel medzi kvantovanymi excitaciami
(,Casticami®) silovych a latkovych poli je vSak ten, Ze kym prvé z nich s bozdny, vietky elementdrne
a viaceré kompozitné ldtkové Castice (napr. proton ¢i neutron) st fermidny s polo¢iselnym spinom
(kap. I1.5.5), riadiace sa Pauliho vylu¢ovacim principom (kap. I1.5.6), a teda dovolené vlastné hodnoty
operatora poctu ,castic’ v kazdom mode st len 0 a 1.6

Klasické koncepcia nabojov ako zdrojov sa do tejto modernej predstavy pre-
mieta ako energeticky transfér medzi ,Casticami“ latkovych poli prostrednic-
tvom ,zvlnenia“ (excitéacii) silovych poli: Elektricky nabité ,¢astica“ akoby
emitovala foton, ktory je vzapati pohlteny inou ,¢asticou”. Pocas doby 7i-
vota takéhoto fotonu, At, je energia celého systému zatazend neurcitostou
AE, splitajucou neuré¢itost

AEAt > g

14Pozorujeme ju ako svetielkovanie v tme po predchadzajticej expozicii na svetle.

15Pripominame, 7e fotony aj gravitony si ,Zastice* s nulovou (pokojovou) hmotnostou a celo¢iselnym spinom s = 1
resp. 2 (kap. I1.5.5).

16Pre krea¢né a anihilacné operatory fermionov, a* resp. @, plati pre kazdy moéd namiesto komutaéného vztahu
7z kap. I1.4.7 antikomutaény vztah {a,a™} = aa™+a"a = 1, a energia zdkladného stavu fermionového harmonického
operatora je Eg = —3hwo.
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¢o sa zvykne naivne interpretovat ako energia fotonu ,yvypozi¢ana a vratena“ z/do EM vakua. Uvedeny
princip neurcitosti v skuto¢nosti vyjadruje len principidlnu nemoznost definovania energie s lubovol-
nou presnostou pocas lubovolne krdtkeho casu.'” Celkova energia/hybnost interagujicich nabitych
latkovych ,¢astic’ ,pred a po* takomto procese sa pritom dosledne zachovdva.'® Naproti tomu foton
uvaZovany v tejto interakcii oznacujeme ako virtualny - na rozdiel od redlnych fotonov'® je experi-
mentalne nemeratelng. Je preto namieste sa pytat, ¢i takyto (virtualny) foton naozaj existuje, alebo
ide len o matematicky nastroj. Ttto otazku si v8ak mozeme (a mali by sme si) klast mimo detekcie
vZdy pri pojme ,Castica®.

V pripade gravita¢nej interakcie hovorime skor o virtualnom zvlneni casopriestoru.?’ Dosah oboch
interakcii je nekoneény, ¢o priamo suvisi s nulovou hmotnostou excitacii (foténov aj gravitonov),
a dosledkom ¢oho je ich makroskopicky charakter. Zasadny rozdiel medzi nimi spociva v tom, ze
kym gravitacna interakcia je univerzdlna - gravitaény naboj je vlastnostou vsetkej hmoty/energie,
EM interakcie sa zGcastiuji len objekty s nenulovym nabojom g. Hovorime, 7e naboj je generdtorom
tejto interakcie, a v Casticovej fyzike (kvantovej teorii polf) mu priradujeme bezrozmerny operdtor®'
Q s vlastnymi hodnotami (kvantovymi ¢islami) Q splitajicimi vztah

q= Qe

pricom elementdrny elektricky ndboj e je fundamentdlnou vazbovd konstantu ,castic” latky na EM
pole. V zékladnych pohybovych rovniciach latkovych ,¢astic* (SCHR, DIR) sa ich vizba na EM pole
vyjadruje ¢lenom (s operatorom EM hybnosti)

q/fw — eff@zb resp. eA“@¢
kde 1 reprezentuje latkovii ,asticu®, A resp. A* EM pole, a g velkost ich vzdjomnej viizby.2

Vzdialenosti relevantné pre atomové jadro si uz vyzaduju dosledne relativisticky opis (mald vzdia-
lenost < vysoka energia), ktorého siucastou je nielen existencia parov ,¢astica-anticastica®, ale aj
premena jedného druhu ,gastic na iny. Takéto premeny sa v atomovych jadrach (a Casticovych
urychTovac¢och) deju vdaka dvom d'alsim fundamentélnym ,silam* - slabej a silnej jadrovej inter-
akcii. Podobne ako v pripade EM interakcie, tieto ,sily*“ posobia len medzi ,Casticami s odpove-
dajicim nabojom: V pripade slabej jadrovej interakcie je tymto nabojom tzv. slaby izospin, a v
pripade silnej interakcie tzv. farebny naboj. Aj formalny opis tychto interakcii je analogicky EM
pripadu - generatorom tychto interakcii (ndbojom) prisluchaji vektorové polia (analogické A*) resp.
LCastice so spinom s = 1 (analogické fotonom), a vizbové ¢leny obsahuju fundamentélne vizbové
konstanty odpovedajice danej interakcii (analogické e). Dokladny opis tychto interakeii v8ak naroc-
nostou vyrazne presahuje ramec tohto textu, v nasledujucich kapitolach preto ponikneme len ich
velmi zjednoduSeny vyklad.

1"Makroskopickou analdgiou je napr. nezmyselnost 'ubovolne presného definovania frekvencie Tubovolne kratko
znejticeho hudobného ténu.

18Prave na platnosti zakonov zachovania st zalozené metody detekcie a identifikicie €astic v urychlovagoch, aké su
napr. v CERNe.

197a redlny jednoznatne povazujeme napr. fotén emitovany elektrénom pri jeho ,brzdeni na povrchu latky. Takyto
fotén redlne detegujeme ako tzv. brzdné réntgenové Ziarenie.

20Kvantova tedria gravitacie dodnes nebola uspokojivo vypracovana. Gravitaciou sa tu viak nebudeme podrobnejgie
zaoberat predovSetkym preto, Ze na atomarnej trovni je uplne bezvyznamna.

21Uz v kap. I1.4 sme naznaéili, Ze hermitovské operdtory st generatormi uréitych symetrii, za ktorymi stoja prislusné
zékony zachovania. V suvislosti s operatorom néboja sa k tomu vratime v kap. 111.2.4.

22V kap. I1.5.2 sme poukézali na vyznam Comptonovej vlnovej dizky Ao v suvislosti s tvorbou parov ,castica-
anticastica®, ak meranu ,Casticu” lokalizujeme na rozmere ~ Ao (vysokoenergetickym foténom, ktorému odpoveda
takto mala vlnova dizka). Fyzikalne to interpretujeme tak, 7e kazda ,Zastica® je ,obledena” do oblaku takychto parov, o
rozmere ~ \¢. Hoci je vysledny elektricky naboj kazdého paru nulovy, oblak ako celok posobi ako elektrické tienenie.
Experimentalne merany (a beZzne uvaZovany) naboj ¢ je teda len akymsi ,efektivnym* - tienengm nabojom.

97



I11.2.2 Kvarky, gluény a hadrény.

Podl'a sti¢asnej tirovne poznania st zakladnymi stavebnymi prvkami atémovych jadier kvarky.?
St to ,fastice* so spinom s = 1, teda fermidny (ich pohybovou rovnicou je DIR). Existuje 6 druhov
- tzv. voni** kvarkov roznych hmotnosti, zoradenych (podla narastajticej hmotnosti) do 3 dvojic
- generdcii priblizne rovnakej hmotnosti. Dvojica v kazdej generécii sa navzajom 1isi aj elektrickym
nabojom @ a slabym izospinom [5. Kvark kazdej vone navyse moze existovat v 3 farbach” - farebnych
nabojoch 7, g, b (pre anticastice —m,, —Q, —I3 a v 3 ,antifarbach” 7, g, b). Kazdy kvark danej vone
tvori teda farebny triplet, ktorého komponenty sa lisia len farebnym nédbojom.

2 1 1 1 ~ ot 7
up urgp (Q = +3, Is = +3), down d, ,, (Q = —3, Is = —3)  a ich anticastice @ 55, d; 55
2 1 1 1 - g = o
charm ¢, ;, (Q = +3, Is = +3), strange s, ; (Q = —3, [s = —3) a ich anticastice ¢; ;5,555
top tgs (Q = +3, Iy = +3), bottom by, (Q = —3, [; = —3) a ich anticastice & 55, b 55

Kvarky nest vSetky druhy nabojov a zucastiuja sa teda véetkjch fundamentalnych interakcii. Do-
minantnou je vSak silna jadrova (10%-krat silnejsia nez EM) interakcia, ktorej podstatou je vymena
nehmotnych vektorovych ,Castic* - glubnov medzi kvarkami. Na rozdiel od EM interakcie existuje az
8 druhov gluénov, z ktorych Ziaden nie je bezfarebny. Kedze celkové farebné naboje sa pri interakcii
musia zachovavat, vymenou gluénov sa interagujtce kvarky neustdle ,prefarbuju”. Mechanizmus tejto
farebnej vézby ilustruje kvark (danej vone) farby r (na obr. vlavo dole), emitujuci gluén nesici farbu r
a antifarbu g (Sipka doprava). Gluén odoberie kvarku farbu r a zaneché farbu g (emi-
tovana antifarba = absorbovana farba). Nésledne je gluén pohlteny inym kvarkom
(vo v8eobecnosti inej vone) farby g (vpravo dole), ktort anihiluje svojou antifarbou,
a zaneché farbu r. Z formalnych dévodov sa za ,fyzikdlny“ gluén povazuje super-
pozicia (rg + ¢g7)/v/2. Existuje prave 8 takychto linedrne nezdvislijch kombinacii
s nenulovym vyslednym farebnym nébojom.

Takato farebna ,rotacia“ kvarkov (bez zmeny vone) prebieha s velmi kratkou ¢asovou konstantou
(7 107%s). Ked7e gluony nest farebny naboj, mozu interagovat aj medzi sebou. Dosledkom toho je,
7e farebné pole gluénov medzi kvarkami, na rozdiel od EM pola, neklesa so vzdalovanim kvarkov.
Vzdajomnd int?rakcia gluonov stustreduje toto pole gvyjadrené silo¢iarami na Fq@ﬁ =
obr.) do trubice s konstantnou hustotou energie, ¢ize oddalovanim kvarkov

rastie celkovd energia pola (t.j. rastie sila vzajomného prifahovania kvarkov), a (6 &7
po prekroceni istej hodnoty vedie k tvorbe novgjch pdrov kvark-antikvark z vakua. i

Jednotlivé kvarky teda nie je mozné od seba izolovat, vytvaraju len viazané stavy (Castice) - tzv.
hadrony. Celkovy farebng ndboj hadronov je vZdy nulovy. Tento efekt sa nazyva farebné uzavre-
tie.? Gluony st uviznené ,ynttri“ hadronov?® (=~ 107'm, ¢o je dosah silnej interakcie), a energiou
ich farebného pola vyrazne prispievaju k ,pokojovej* hmotnosti hadréonov. Vsetky hadréony maju
popri nulovom farebnom naboji aj celociselny elektricky naboj @ (nasobok e). Delime ich na dve
skupiny:

23angl. quark

2 angl. flavour

2Pangl. colour confinement

26Ked7Ze hadrény st kompozitné Castice, md zmysel uvazovat o ich rozmeroch, danych dosahom vizbovej sily. Pokial
ide o samotné kvarky, povazuju sa za ,bodové®, ¢o treba chapat len v zmysle ich nedelitelnosti pri detekcii (rovnako
ako pri elektrénoch, kap. 11.3.1).
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Mezobny s pdarnym poctom kvarkov a celo¢iselnym spinom st bozonmi. NajcastejSie g g
ide o pary kvark-antikvark s rotujicou kombinéciou farba-antifarba, zabezpecenou *9-2-3& -
neustalou vymenou vizbovych gluénov (obr). b i B
Baryény s neparnym poctom kvarkov a polociselnym spinom st fermiconmi. Naj- nir-a e
Castejéie ide o trojice kvarkov s rotujicimi farbami rgb alebo trojice antikvarkov . 0000 7
7gb. Miesanie kvarkov a antikvarkov nie je v trojici dovolené - narusilo by sa fa- 1 7@ |+

rebné uzavretie. (Je v8ak mozné napr. v tzv. pentakvarkoch, pridanim dvojice
kvark-antikvark.)

Najlahsimi a najstabilnej$imi baryénmi st nukledny - protén a neutréon - tvoriace jadra atomov.
Najlah8ie mezony - piény - zas drzia pohromade nukleony v jadrach (kap. I11.2.3). Tazsie a nestabilné
(kratko zijuce) hadrony sa vyskytuju vo vysokoenergetickych reakciach (napr. v urychlovacoch).

I11.2.3 Nukledny.

Jadra vsetkych atomov s tvorené len kvarkami prvej generacie, u a d: Protdn je baryon uud s elek-
trickym nabojom @, = % + % — % = 1, a neutron je baryon udd s @, = % — % — % = 0. Spin oboch
nukleénov je s = %, a oba maju aj magneticky moment ako ,sicéet“?” magnetickych momentov kvar-
kov p, = :I:en?—q"g (kap. I11.6.1) - tym je vysvetleny nenulovy magneticky moment neutrénu s @, = 0.
eh

Jednotkou magnetického momentu nukle6nov, analogickou Bohrovmu magnetéonu pug = pre elek-

2Me
tron (kap. 11.6.1), je jadrovy magneton py = eri‘p, kde m, je hmotnost protonu, a pux/pup ~ 1073,
Velkosti z-ovych zloziek magnetickych momentov proténu a neutréonu s, vdaka roznym hodnotam
nukleénového Landého faktoru (kap. I11.1.2),

Y

fp, = +2.8uN fin, = —1.9uN

Stucet pokojovych hmotnosti kvarkov pritom tvori len ~ 1% hmotnosti nukleénov - prakticky cela ich
hmotnost je dan& vdzbovou energiou, zahriiujicou kineticka energiu kvarkov a vSetkych védzbovych
poli.

p n n p
. +
a _J,vw< .f ~ <
n p p n
n n p p n p 7
70 70 a0
N N N
n P p n

b c

V8etky hadrony s farebne neutrdlne celky, nezicasthuju sa teda uz priamo silnej interakcie. Inymi
slovami, bezfarebny proton ¢i neutréon nemdze emitovat farebny gluén. Vizba protéonov a neutréonov
do tazsich atomovych jadier (prekonavajtca odpudivii EM interakciu protonov) preto nie je silnou
jadrovou interakciou. Princip neurcitosti AEAt > g vSak umoznuje vytvaranie kratko zijucich bez-

farebnych mezdnov kvark-antikvark. Najlahsimi (a teda najéastejsimi) sa 3 druhy pidnov: 7 (ud),

2"Ukazuje sa, 7e celkovy spin aj magneticky moment nukleénov je zloZitou kombinaciou prispevkov spinov aj orbi-
talnych momentov kvarkov, gluénov, a navy$e mracien parov kvark-antikvark obklopujucich ,zakladna* trojicu.
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7~ (du) a 7° (L\bdd). Nukleény potom mozu emitovat a absorbovaf takéto piony (a v mensej miere
aj mezony tvorené tazsimi kvarkami), ¢o sposobuje vazbu medzi nimi - hovorime o zvygkovej sil-
nej interakcii. KedZe 7 majt elektricky naboj @ = +1, dochadza touto vymenou k premene
nukleénov, p <+ n (obr. a, detail vimeny 7" je na obr. ¢). Vymenou elektricky neutralneho 7° sa

nukle6ny nemenia (obr. b).

Pokojova hmotnost takychto virtudlnych mezonov limituje prostrednictvom principu neurcitosti ich

dobu Zivota, a ,doletova vzdialenost cAt ~ % urcuje rozmer atomového jadra.

I11.2.4 Slaba jadrova interakcia a leptoény.

Jedinou fundamentalnou silovou interakciou, pri ktorej dochadza k premendm elementdrnych ,Castic”,
je slabd jadrovd interakcia. Zalozena je na emisii/absorpcii 3 druhov vektorovych bozoénov, W+, W~
a Z. Bozony W* majui elektricky naboj Q = %1 aj slaby izospin I3 = %1, bozén Z je elektricky
aj izospinovo neutralny. Farebné naboje nemaji. Na rozdiel od ostatnych troch fundamentéalnych
interakcii, bozony W=, Z stt hmotné, maju teda velmi kratku dobu Zivota a kratky dosah (o niekolko
radov mensi nez silné interakcia), dosledkom ¢oho je relativna ,slabost” tejto interakcie. (V intenzite,
Cize pocetnosti, je o niekolko radov slabsia nez EM interakcia.)

Na slabej interakcii sa zacastiuji vsetky elementdrne fermiony®® - vietky maja totiz slaby izospin

I3 = :I:%. Okrem kvarkov (kap. I11.2.2) sem patria leptény - elementarne fermiony so spinom s = %

bez farebného naboja (teda neztcastiiujice sa silnych interakcii). Leptony (podobne ako kvarky)
existuju v 6 voniach rozdelenych do 3 generacii (podla narastajicej hmotnosti prvej z voni). Neutrina

v kazdej generacii majt takmer nulovi hmotnost.?

elektron e (Q = —%, Iy =—3), e-neutrino v, (Q =0, I; = +%) a ich anticastice e, 7,
mién 1 (Q = —3, Iy = —3), p-neutrino v, (Q =0, Iy = +3)  a ich anti¢astice i, 1,
tauén 7 (Q = —3, Iy = —3), T-neutrino v, (Q =0, s = +%) a ich anticastice 7, i,

Emisiou bozéonu W* jednym z kvarkov/leptonov dochadza k jeho premene na iny kvark/lepton
danej generdcie, pri zachovani celkového elektrického ndboja aj slabého izospinu. Emisiou neutralneho
bozonu Z sa vona kvarkov/leptonov nemeni (obr. a).

d u i —
& 2 v, 5 E Ve Ve
u 4 4 e <> e
Ve w+ € B
w . s
Z 14 w
a b

Emitovany bozén sa vzapiti rozpada na dvojicu kvarkov/leptonov nejakej
generacie, pricom jeden z produktov rozpadu je (kvoli zachovaniu kvanto-
vych ¢isel) anticasticou. Je to proces ekvivalentny pohlteniu jednym z kvar- JZV,;\‘/

kov/leptonov (obr. b). V podstate ide o vymenu bozénov medzi generaciami N
kvarkov/leptonov. Takymto procesom sa napr. rozpada neutréon na proton, u‘j\\

elektron a jeho antineutrino (obr. ¢). Slaba jadrova interakcia takto vytvara AN
mechanizmus rozpadu v8etkych tazsich baryonov na najlahsi z nich - protén. ¢ %

Pri v8etkych procesoch, v ktorych sa nezachovavaju Castice”, sa okrem energie/hybnosti a momentu
hybnosti, elektrického ¢i farebného naboja a slabého izospinu, zachovava este niekolko dalsich kvan-

28Toto tvrdenie nie je celkom spravne, detaily viak presahuji ramec tohto textu.
290tazka hmotnosti neutrin nie je v ¢ase pisania tohto textu celkom uzavretd.

100



tovych cisel. Kazdému leptonu je priradené leptonové ¢&islo danej generdcie, L., Ly, L, s hodnotou
+1 pre Casticu/antic¢asticu, a pre kazdé z nich plati zakon zachovania. Podobné situicia je s bary-
6nmi: Kvarkom /antikvarkom priradujeme baryénové &islo B = =+3, ¢ize kazdy baryon/antibaryon
méa B = +1 (a mezony maju B = 0), a toto ¢islo sa pri interakcidch rovnako v siucte zachovava.
Za kazdym takymto zakonom zachovania sa skryva ur¢ita symetria (aj ked nie vSetky st zjavné).?
Dolezitou univerzdlnou symetriou je tzv. CPT-symetria - invariantnost zakonov voci sicasnej za-
mene ¢astic za anti¢astice (Charge), transformacii parity (Parity, ¥ — —7) a transformacii behu ¢asu
(Time, t — —t). Vacsina fundamentalnych interakcii zachovava C-, P- a T-symetriu aj samostatne,
slaba jadrova interakcia ich narusuje.

NajvyraznejSou odlisnostou slabej jadrovej interakcie od ostatnych troch fundamentalnych interakeii
je v8ak nenulovd hmotnost bozénov W=, Z. Vysvetluje sa interakciou tychto bozénov s dal§im fun-
damentalnym polom - tzv. Higgsovym polom, prostrednictvom mechanizmu, ktorého désledkom
je aj existencia tzv. Higgsovych bozénov.?' Skalirny (s = 0) Higgsov bozon doplita a nateraz
uzatvara zoznam elementarnych ,fastic hmoty - tzv. Standardny model (obr., bez gravitacie).

me? —— |2,4 Mev 1,27 GeV 171,2 GeV <22ev <0,17 MeV <15,5 MeV 91,2 GeV.
Qo —|*% %3 % 0 V 0 V 0 V 0 Z
s T |% Y2 Y2 (e AU 2o AT 1 &

up charm e-neutrino | | L-neutrino f§| | t—neutrino Z-bozon

? GeV 104 MeV 0,511 MeV 105,7 MeV 1,777 GeV
0 I I -V S -1 e -1 -1
0 b7 h 2 ” 15 T
Higgs strange elektron mion tauon
skalarny bozon kvarky leptony vektorové bozdny

II1.3 Premeny atomového jadra.

I11.3.1 Stabilita jadier.

V kap. II1.2 sme ukazali, ako kvarky vytvaraju prostrednictvom gluénov nukleény, a ako sa nukledny
vymenou virtualnych piénov viazu do atomovych jadier, a prekonavaja tak odpudivia EM silu medzi
protonmi. S narastom po¢tu nukleénov v jadre, A, narastd aj polomer jadra ako R ~ AY2. Objem
teda narasta linedrne s po¢tom nukleénov, pricom si zachovava priblizne sféricky tvar.?

Pre kazdé atomové ¢islo Z (pocet protonov) existuje viacero izotopov, ligiacich sa po¢tom neutrénov
N, a teda nukleénovym ¢islom A. Len menej nez 10% z asi 3000 vSetkych znamych izotopov je stabil-
ngjch. Cisto kvantovomechanicka uvaha (Z+ N fermidnov v potencidlovej jame) energeticky favorizuje

30Nepochybne najznamejsimi a zjavnymi st symetrie fyzikdlnych zakonov vzhladom na translacie a rotacie ¢aso-
priestoru (alebo pozorovatela), ktorym odpovedaji zakony zachovania energie-hybnosti a momentu hybnosti.

31Toto pole, mechanizmus aj bozén st pomenované podla P. Higgsa, ktory (stibezne s dalgimi fyzikmi) navrhol tento
mechanizmus, spocivajici v spontannom naru$eni symetrie Higgsovho pola, a predpovedal existenciu Higgsovo
bozonu, objaveného neskor. Dostal zah Nobelovu cenu v r. 2013. Aj pokojové hmotnosti kvarkov a leptonov sa pripisuju
interakcii s Higgsovym polom, aj ked odlisnym mechanizmom. Detaily opat presahuju ramec tohto textu.

32Excentricita pri mierne elipsoidilnom tvare nepresahuje 20%.
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izotopy s N = Z. Ak zohladnime aj EM energiu narastajicu ako Z2, narasta so Z vyhodnost nerov-
novihy N — Z > 0, s preferen¢ne pdrnymi N, Z. Priblizne izotropna povaha interakcii, stabilizujica
sférickd symetriu pripominajicu uzavreté vrstvy atémo-

. . P » ra b 10
vého obalu, vedie na tzv. magické nukleénové ¢isla

¢ gooN s ;
2ONe J feJ. ¥ ITCd Mipy

A = 2,8,20,28,50,82,126 odpovedajice vyrazne sta- &, j . I Ff B
bilnejsim jadram. V kazdom pripade pre hmotnost M Av 4Hel.'er RS 0o 1as, MTD'V" Tl
stabilného jadra musi platit ] e BT
M < Zm,+ Nm,, E, = c*(Zm, + Nm, — M) B[

kde E, (>>0) je vizbova energia jadra - energia, ktort
treba jadru dodat na jeho uplni dezintegraciu na nukle-
ony. Graf E, /A pre najstabilnejsie izotopy jednotlivych i
prvkov (obr.) vykazuje saturdciu pre A 2 20 ako dosle-
dok obmedzeného dosahu viizby medzi nukleonmi (len
na niekolko ,najblizsich susedov).

V8etky nestabilné jadra sa skor ¢éi neskor rozpadéavaju prostrednictvom viacerych mechanizmov, z kto-
rych najdélezitejsie postupne opiSeme. Podmienkou nestability (a teda rozpadu) jadra je hmotnost
povodného jadra vdcsia nez sacet hmotnosti produktov rozpadu. Spolo¢nou ¢rtou vsetkych rozpa-
dovych procesov je pritom ich statistickd ndhodnost. Ak n je Statisticky vgznamny pocet identickych
jadier, potom ich ubytok —dn za ¢as dt mozeme vyjadrit ako

—dn(t) = An(t)dt = n(t) = nge

kde ng je ,povodny* pocet (v t = 0) a A je tzv. rozpadova konStanta.>® Pre Statisticka rijchlost
ubytku este nerozpadnutych jadier - radioaktivitu - potom plati

dn(t
——di ) = Ange M = An(t)

¢o znamend, ze s poklesom poctu eSte nerozpadnutych jadier klesd aj rddioaktivita. Relativny pocet
rozpadov v intervale (¢,¢ + dt) je dany vyrazom

An(t)dt _

UN)

ft)dt

a urcuje Statistické rozdelenie dob zivota nerozpadnutych jadier, so strednou hodnotou - strednou

dobou Zivota jadra
1

i /tf(t)dt: 5

Druhou ¢asto pouzivanou casovou konstantou je poléas rozpadu ¢/, - doba, za ktori klesne pocet
eSte nerozpadnutych jadier na polovicu, &ize noe /2 = ngy/2. (Za ¢as 2t/» klesne n(t) na n(t)/4,
atd.) Plati

tl/g =7In2=0.771

V SI je jednotkou radioaktivity becquerel® 1Bq = 1 rozpad/s.

33Kazdy jednotlivy rozpad tu chapeme ako ,skokovy“ proces, ktorého trvanie je zanedbatelné na ¢asovej gkale dt, ¢o
v $tatistickom subore vedie na hladkd funkciu n(t).

34¢itaj bekrel, podla H. Becquerela, spoluobjavitela radioaktivity a nositela Nobelovej ceny za r. 1903 (spolu s M.
a P. Curieovymi).
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I11.3.2 Spontanny radioaktivy rozpad jadier.

Jednym z najcastejSich mechanizmov spontanneho rozpadu jadier je tzv. a-rozpad, ¢ize emisia
a-Castice - jadra 3He. Podstatou tohto mechanizmu je tunelovanie (kap. 11.3.5) a-castice poten-
cidlovou bariérou tvorenou jadrovymi silami (zvy$kovou jadrovou interakciou, kap. I11.2.3), a pre
protény aj vzajomnym EM odpudzovanim.?® V zikladnom stave jadra je pre individualne protony
a neutréony na najvyssich obsadenych hladinach E,, I, tato potencia- V(r)
lové bariéra (prakticky) nepreniknutelna. Specifikom a-tastice je jej E
extrémne velkd vizbovd energia, E,(> 0) = (2m,+2m, —m,)c?, ktora “"”’“‘@”{
sa v jadre uvolni pri tvorbe a-Castice, a nasledne vyuZije na pretune- EE
lovanie bariéry (na vyssej energetickej hladine, kde je bariéra tensia a o
teda priezracnejsia pre tunelovanie, obr.). Schéma a-rozpadu je Tadro

X =575 Y +5 He

U v8etkych tazkych jadier (so Z > 82) teda dochadza k postupnému a-rozpadu v 4 rozpadovych
radoch (A =4n, 4n+ 1, 4n + 2, 4n + 3), az kym jadra neziskavaju stabilitu. Pri rozpade sa uvolni
energia

2
Eemit = (mjadropredrozpadom — Mjadroporozpade — ma)c

a to prevazne vo forme kinetickej energie a-Castice, Eg pin ~ %Eemit. Kedze A =~ 200, plati
Ey kin = Eemit, €0 vedie na vyrazne ciarové spektrum kinetickych energii vylietavajtcich a-castic.

Druhym zékladnym mechanizmom radioaktivneho rozpadu je tzv. S-rozpad. Ide o emisiu elektronu
(87) alebo pozitronu (67) z jadra, v dosledku premeny neutrénu na proton, resp. naopak, v jadre
pri st¢asnom vzniku W¥-bozonu, ktory sa nasledne rozpadne na elektron /pozitron a jeho antineut-
rino/neutrino (kap. 111.2.4)

B n(ddu) = p(udu) + W~ anésledne W~ — e+ 1,

Bt pludu) — n(ddu) + W anéasledne W+ — €+ v,

Emitované pozitrony nasledne anihiluja s elektronmi za vzniku vysokoenergetickych fotonovych pa-
rov.?¢ V nestabilnom atémovom jadre mozu nastat oba tieto procesy, mimo jadra vsak len B~ pri
rozpade n — p (m, > m,).3" Fyzikdlne je ST-rozpad ekvivakentny zdchytu elektréonu z najnizsej
vrstvy atomového obalu, n = 1 (tzv. K-vrstvy), jadrom - tzv. K-zachytu

p+e—=n+1vr,

(absorpcia Castice < emisia antic¢astice, pri zachovani leptonového ¢isla). Do uvolnenych elektro-
novych stavov pri K-zachyte preskakuju elektrony z vyssSich vrstiev obalu za sicasného vyziarenia
prebyto¢nej energie v podobe fotonov (RTG). Schémy S-rozpadov st

g X =3 Y +e+ 7

Bt X =5 Y+e+r,
K-zachyt : 42X +e =5, Y+ v,

35 Ak by sme chceli protén pridat do jadra, museli by sme najprv prekonat odpudivii EM silu kladne nabitého jadra,
kym by sme prenikli do oblasti posobenia pritazlivej zvyskovej jadrovej interakcie. Potencidlova bariéra pritom nezdvisi
od smeru tunelovania, existuje teda aj pre protéon unikajici z jadra.

36Tento proces je zékladom tzv. pozitrénovej emisnej tomografie (PET).

3TDoba Zivota volného neutrénu je cca 15 min., naopak protén je (na gkile veku Vesmiru) stabilny.
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Uvolnena energia sa ndhodnym spésobom prerozdeli A~ (pocet neutrinov)
medzi kinetické energie emitovanych elektronov a
neutrin — ich energetické spektrum je preto spojité.

126

Jadra sa po radioaktivnom a- alebo p-rozpade spravidla
nachadzaju v excitovanych energetickych stavoch, a né-
slednymi preskokmi do nizsich stavov vyzaruju preby-
to¢na energiu v podobe vysokoenergetickych fotonov - -

tzv. y-Ziarenia s ciarovym spektrom.
fmpt
L1 ) [ impe }rozpady
~ I
II1.3.3 Stiepenie a syntéza jadier. ; | Stiepenie
28 L. ] i W stabilné nuklidy
Poslednym doélezitym mechanizmom (radioaktivneho) el '
rozpadu jadier je tzv. Stiepenie - rozpad materského | :
jadra na dve mensie (spravidla nerovnaké) jadra - frag- e 14 28 50 52 .

(pocet protonov)

menty. Plati pritom

Mpred rozpadom > (ml + m2>porozpade

Nejde tu v8ak o spontdnny proces (v pripade nestabilnych jadier je totiz ovela pravdepodobnej$im a-
alebo f-rozpad), k Stiepeniu jadra dochadza v dosledku nepruznej zrazky s inym projektilom. Typic-
kym pripadom je zrazka tazkého jadra s pomalyjm neutrénom sprevadzana zdchytom tohto neutrénu
v jadre.?® Jadro tym prejde do vysSieho energetického stavu, a ak tento prirastok energie/hmotnosti
prevysi energiu potrebni na prekonanie (pretunelovanie) potencidlovej bariéry vo¢i rozpadu na frag-
menty, jadro sa nasledne rozpadne.?¥ Samotnym $tiepenim jadier zvicsa dochadza (popri uvolneni
energie) len k emisii jedného alebo viacerych neutrénov. Fragmenty - produkty Stiepenia su vSak
spravidla radioaktivne, a ndsledne u nich dochadza k a- alebo S-rozpadu.

. B e+v e+rv e4vr

T noospy g oy Tug

/v . 7\/ 37 \ij ,j,) \4.”

° > . - " - 2By 41y — 26y " ’ !
e R )2 N\ e+? e+v e+v

= 7 v A
s 2 00s < 10Ba L 10La 2 Moce
N N N

~ i

Kinetickd energia fragmentov sa v reaktoroch (a bombéch) prejavuje ako tepelnd energia uvolnend
takouto tzv. exotermickou reakciou. Z praktického hladiska je pri $tiepeni jadier dolezita emisia
(dostato¢ne pomalych) sekunddrnych neutrénov, ¢im sa dosahuje refazovost takéhoto procesu,*’ za
predpokladu dostato¢ného - nadkritického - mnozstva paliva (t.j. nerozpadnutych jadier).

Tzv. transuranové prvky so Z > 92 sa v prirode nevyskytuji, vyrabaju sa bombardovanim (najma

izotopu 252U neutrénmi) v reaktoroch, a st nestabilné.

2987+ 23917 B 939~ B 230 a 235
U — GU = G Np = gPu = 55U

38Pravdepodobnost zachytu neutréonu jadrom narasti s dobou vyskytu neutrénu v blizkosti jadra, je teda mals pre
vysokoenergetické neutrony.

39V tom je zésadny rozdiel medzi izotopmi uranu 235 a 238 - pre druhy z nich nepredstavuje zachyt neutrénu
dostato¢ny energeticky zisk. Preto je pri priprave jadrového paliva potrebné tzv. obohacovanie prirodnej zmesi
235/238 (obsahujiicej menej ako 1% izotopu 235).

40V jadrovych reaktoroch sa regulovanim rychlosti neutrénov ich interakciou s tzv. moderatormi (napr. uhlikovymi
tyCami) riadi intenzita retazovej reakcie.
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Opacénym procesom ku §tiepeniu jadier je ich syntéza - flzia. Aby sa vSak dve jadra spojili, opét
musi byt prekonané potencidlova bariéra voci ich vzajomnému priblizeniu. Na uskuto¢nenie fizie je
teda potrebné dodat velké mnoZstvo energie, samotnou fiziou sa vSak uvolni e§te vicsie mnozstvo
energie (dané rozdielom hmotnosti vstupnych a vystupnych produktov). Je to teda opét ezotermicka
reakcia, aké prebichaji vovnitri hviezd.*!

Prikladmi takejto reakcie si uzavrety vodikovy cyklus so syntézou hélia (a), a spalovanie vodika na
hélium (b).

fH+iH%§H+T +V.} 2H + ?H — 3He + {n } 9H 4 2H — 4He + Ln
iH+H—5He+ 1 M4mO Y
3He + $He — 3He+ !H+ IH ' S
2 2 2 1 1.
a b

yVovnitri hviezd je dostatoéna teplota aj (vd'aka gravitaénému stladeniu) dostato¢né hustota jadier na zapalenie a
udrzanie takychto reakcii, v laboratérnych podmienkach sa zatial nedari takéto reakcie kontrolovane udrzat s kladnou
energetickou bilanciou.
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DODATKY

A Skalarny a vektorovy potencial.

Pre fyzikalne realistické vektorové polia, ktoré dostatocne rychlo zanikaji so vzdialenostou od zdro-
jov (s nulové v nekonecne), z vektorovej analyzy vyplyva tzv. Helmholtzova teoréma: Kazdé
dostato¢ne hladké (diferencovatelné) pole X sa dé rozlozit na Friedlové, Xy, a virové pole, X,

X=X+ V- X=V-& (V-X =0 VxX=VXX (VxX;=0)

Platnost identit V x (V®) =0 a V-(V x Z]) = 0 naznacuje, Ze bez ijmy na vSeobecnosti mozeme
pisat
X;=-Vo X, =V xU

Zriedlové vektorové pole je teda gradientom nejakého skaldrneho pola ®, kym virové pole je rotdciou
nejakého vektorového pola U. Vyber poli ®,U pritom nie je jednoznacni.

Magnetické pole je virové, V - B= 0, mozeme mu teda priradit tzv. vektorovy potencial fY, kym
elektrostatické pole je zriedlové, V x E; = 0, a mdzeme mu priradit skalarny potencial o,

B=VxA E, = -V
Elektrické pole ma viak aj virovi zlozku, V x E, = —%—? =—2(V x A), a teda
; 0A

Volba poli ¢, A nie je jednoznacné, ich pripadna zmena - tzv. kalibracia - vSsak nesmie zmenit polia
E B. Tejto poziadavke vyhovuje kalibra¢né transformacia

90%90_@_%? A— A=A+ VA
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B Tok energie v okoli pradovodica.

Predpokladajme priamy valcovy pradovodi¢ o polomere a dizky L
v smere z vloZzeny do osi dutého uzemneného valca o polomere R
a vodivo spojeny s jeho dnom. Po pripojeni vrchu prudovodica na
elektricky potencial & nim preteka do dna uzemneného valca (obr.)
pri mernej vodivosti o prid I, generujici v niom spad potencidlu a
pozdlzne elektrické pole, nezavisiace od 7 (< a)

Uz
= — == z
L L Talo

¢(2)

To ale znamena, ze v jeho okoli a < r < R existuje popri azimutal-
nom magnetickom poli aj elektrické pole s radidlnou zlozkou

= I -, Uda’o -, _ UzIn(R/r)
Br) = _27r8002r6 B _25002Lr0 olr2) = L In(R/a)
- dp Op U z
E =-Vop=—"T7¥°—-ZT7°=...=—— |-7°-1 Z°
(r,2) Ve o 0z LIn(R/a) |:7"T n(ft/r)z

(na modro vyznacené v Tavej ¢asti valca) a odpovedajici Poyntingov vektor

S(r,2) = eg2B(r, 2) x B(r) = 42 [z In(R/r) )

st |7 ] = S + 8 )

r2 r

(na zeleno vyznaceny v pravej Casti valca). Vidime teda, ze EM energia tecie zo zdroja popri vodi¢i
a postupne don vnikd. Celkové energia pretekajtca plochou kolmou na priadovodi¢ vo vyske z,

R 2 712
E(Z)_/a SZ(T,z)2ﬂrdr—._,—%z_u[%

je presne energiou, ktora sa vo vodi¢i pod touto plochou premeni na teplo.

C Maxwellov tenzor napatia.

Integralny tvar zdkona zachovania hybnosti v EM poli urcuje silu, ktorou EM pole vo vSeobecnosti
posobi na nédbojové/pradové rozlozenie,

ﬁ=/(pﬁ+§x§)dvz/aﬂmeahdvz/v-?dv—/@dvzj{?.di_/@dv

v

Bodovyj naboj nemdze svojim vlastnym elektrickym polom silovo pdsobit sam na seba, a to isté
plati o magnetickom poli nekonec¢ne tenkého prudovodi¢a. Ak vSak pracujeme s nabitym kontinuom

-

s hustotami p, j, jednotlivé elementarne objemy na seba navzajom silovo posobia, ¢o je obsiahnuté
prave v tenzore T . Rozoberme fyzikdlny zmysel tenzora napatia v partikularnych pripadoch:

Predpokladajme statické rozlozenie nabojov a/alebo stacionarne pridy vo vodi¢och, generujice sta-
tické polia E, B. V zavislosti od ich konfiguracie Poyntingov vektor (tok EM energie) moze ale nemusi
byt nulovy, v kazdom pripade v8ak g # §(t), a integralny tvar rovnice kontinuity prejde na

ﬁ:/ aﬂmec’ldvz}z{?di
v ot s
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Zlozky T;; tenzora napitia reprezentuju staticki silu, ktorou EM pole posobi v réznych smeroch na
elementarne plosky s, povrchu pomyselného objemu nabojového rozlozenia (smerom von z objemu).
Ako priklad uvedme doskovy kondenzator nabity nabojom s plo$nou hustotou +o, a s elektrickym
polom |E] = Z v smere z: Opacne nabité platne sa pritahuja silou o plosnej hustote %a|]§| = %, ¢o
prave odpoveda nenulovej zlozke T, (tlaku na konstrukciu kondenzéatora). Nenulové (a zaporné) si
vSak aj zlozky T, a T.., vyjadrujtce pnutie v rovinach dosiek v dosledku vzajomného odpudzovania
nabojov rozloZenych na ich povrchoch. Pnutie pocituje aj solenoid pretekany priadom: Lahko na-
hliadneme, Ze magnetickd Lorentzova sila medzi pradom vo vinuti a magnetickym polom solenoidu
vyvolava tlak na steny solenoidu smerujtci do stran. Pri vytvarani poli v kondenzatore ¢i solenoide

sa nenulovost tychto tlakov/napéti prejavi v poziadavke na vykon zdrojov.

Inym je pripad EM energie $iriacej sa prdazdnym priestorom (bez nabojov a pridov). Tentokrat
G=g(t)#0,ale F =0 (lebo ¢q,7 = 0), ¢ize'?

f?.di—i/gdvzo
S dt Jy

V prazdnom priestore zvolme pomyselny infiniteziméalny integrac¢ny objem At17~df], ktory EM energia
spreleti za ¢as At rychlostou |0] = ¢. V limite At — dt — 0 potom dostaneme

T = —gv

definitoricky so znamienkom -. Ked'Ze Tava strana rovnosti je tenzor, je zrejmé, ze sucin ¢ a ¢ musi
byt dyadicky (tenzorovy),

9z 9xVUz  GzUy GazUz
gi=1\ g9y | evyv.) =1 gv. gv, gyv. = _?
gZ gZU{L' gzvy gZUZ

Znamena to tiez, ze vektory § a U mozu mat rozne smery. Kazda zlozka T;; je (zdporne vzatou)
j-tou zlozkou toku i-tej zlozky hustoty hybnosti EM pola. Ak by takyto tok postupoval ndbojovym
prostredim, diagondlne zlozky tenzora by v fiom odpovedali tlaku v smere Sirenia, a mimodiagonalne
zlozky strihovému napdtiu.

D Interferencia svetla na sistave Strbin.

Predpokladajme nepriesvitni platiu v rovine zy s dvomi Strbinami pozdlZ smeru z o vzajomnej
vzdialenosti d, a paralelné tienidlo v z-ovej vzdialenosti D (> d) (obr.). Ak z oboch $trbin vyché-
dzaju svetelné zviazky o intenzitach Iy, vysledna intenzita na tienidle vo vzdialenosti y od osi Strbin
je (kap. I1.1.1)

I(y) = 2Iy[ 1 + cos Ap(y) |

Fazovy rozdiel interferujucich licov je dany rozdielom ich optickych drah, ({ ‘
ktory (ako vyplyva z obrézka) je dsind, ¢ize

27y

. 2
Ap(y) = kdsind(y) = Tdsm W(y) = S%d

427 smena % za 4 pri objemovom integrali v relativistickom zapise nerobi problém ak derivujeme podla vlastného

dt
casu.
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kde X je vlnova dlzka svetla. Interferenéné maxima, resp. minima nastant ak Ag = 2I7, resp. (2[+1)T,
[ =0,1,2..., comu odpovedaji polohy maxim/minim

D D
Ymaz = l/\g Ymin = (2l + ]-)/\ZZ

E Planckov zakon.

Predpokladajme dutii kovovi krabicu v tvare kocky o strane L, naplneni EM vInami. Dokonaly odraz
vln od stien krabice odpoveda podmienke nulovej elektrickej zlozky vin na stenach, ¢o znamené, Ze
v dutine mozu existovat len mody stojatijch vin, a to len na urcitych vinovych dlzkach

2 l;

E(z,y,2) = Eysin(k,z) sin(k,y) sin(k2) k; SV
J

l;=1,2,.. J=x,9,2

Dosadenim do vlnovej rovnice pre EM pole vo vikuu dostaneme disperzny vztah
2 2
wo 92 2 T 2
R 3
J J

Tieto mody tvoria v reciprokom E—priestore 3D mriezku bodov s periodami Ak; = 7. Zaujima nas
len jeden oktant (%) odpovedajuci I; > 0. Pocet mriezkovych bodov v objemovom elemente t4mwk?dk
tohto oktantu (¢ize modov EM viny) je

1 (Lk\*L L3K? L3w?

N(k)dk = ~4x ( ) Zdk = =" gk =~ dw = N(w)dw

8 T 272 2m2c3

™

Po zapoéitani 2 moznych polarizacii EM vin je objemova hustota médov (v objeme L3) v intervale
frekvencii dw (k spojitému spektru sa dostaneme limitou L — oo)

w2

n(w)dw = ——dw

(w) oy

Kazdy mod je harmonickym oscilatorom s prislusnou frekvenciou. Ak predpokladame vymenu energie
medzi jednotlivymi médmi a stenami krabice, v termodynamickej rovnovahe pri teplote T' na kazdy
z dvoch stupiiov volnosti EM pola (Dodatok H) pripada podla ekviparti¢nej teorémy zo Statistickej
fyziky energia %kBT. Objemové hustota energie na danej frekvencii je potom

. w2k:BT

w(w)dw = dw

w23

¢o je Rayleighov-Jeansov zakon. Na nizkych frekvencidch je tento zdkon vo velmi dobrej zhode
s experimentom. Ak vSak predpokladame, 7e tato energia je vyzarovana malym otvorom v stene
krabice, privedie néas to k tzv. ultrafialovej katastrofe - energia vyziarend v celom spektre bude
nekonecnd, [ w(w)dw — oco.

Ultrafialovej katastrofe sa mézeme vyhnut ak predpokladame,*® Ze energia kazdého modu na frek-
vencii w moze byt len celo¢iselnym nasobkom kvanta hw. Podla boltzmanovskej Statistiky pravde-
podobnost, ze uréity mod obsahuje energiu F,, = nhw, a strednd energia médu s frekvenciou w

sa
exp(—£E,/kpT)

P = S~ (= EnfkT)

Ew)=>_ E,P(E,)

43M. Planck, 1900
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Po dosadeni za F,, a matematickych tpraviach dostaneme Boseho-Einsteinovo rozdelenie

_ hw
Blw) = exp(fw/kgT) — 1

Dosadenim do vys$sie uvedenej hustoty médov v intervale dw dostaneme Planckov zakon Ziarenia
absolatne ¢ierneho telesa!

() hw? 1
w(w) =
w2c3 exp(hw/kgT) — 1
V' klasickej limite kBﬂT < 1, ¢ize pri nizkych frekvencidch a/alebo vysokej teplote, dostaneme

Rayleighov-Jeansov zakon. Integrovanie cez vSetky frekvencie zas vedie na Stefanov-Boltzmannov
zékon
we~ T

F Comptonov jav.

Pri pruznej zrazke fotonu s elektronom sa musi zachovavat celkova energia aj hybnost,

hw+ E, = h + E! E, = \/(me®)?+ (Pc)2 |, E.=\/(m.2)?+ (P'c)?

—

hk+P=hk + P P = ym,7. , P = YMmeUe

Pre jednoduchost predpokladajme pred zrazkou, v, = 0 a teda P=0. Upravou zakonov zachovania
dostavame
?P? = (hlw — '] + m.c?)? — m2ct
AP? =3P P =Rk — k) - (k= k) = AR (k* + k™ — 2kK cos 9)
Porovnanim pravych strdn a tpravami dostaneme

2hmc*(w — W) = 2h*ww' (1 — cos )

a odtial
h

MeC

N ==

(1 — cos?)

V pripade odrazu foténu do pévodného smeru, ¥ = 180, plati

P =hk+Fk)= E(cu +w') = ymv = yBmec
c

7Z Comptonovho vyrazu pre tento uhol vieme vyjadrit mec = ... = 229" 5 po dosadeni dostaneme

c w—w'’
(kvadraticki) rovnicu pre w’

w/
Wt w = 2yf—— -

W —w

ktorej kladny korefi je w’ = qyw(1 — ), ¢o je vyraz pre pozdlzny dopplerovsky posuv.

44 Absolutne Gierne teleso je definované ako teleso, ktoré pohlti vietku dopadajicu energiu na vietkych frekvenciach,
a teda vyZzaruje (neodréaza) so spojitgm spektrom.
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G Moment hybnosti elektromagnetickej viny.

Moment hybnosti EM vlny vo vakuu v ur¢itom objeme je

- 1 — — — — —,
JE]L[:—Q/??XSdV:&)/FX (EXB)CZV:Z:“()/FX [EX(VXA)]dV
c
Upravme najprv vyraz v hranatej zatvorke,

E_:X(VX/T) — 5ijkEj5klm81Am = (5i15jm—5im5j1)Ejf)lAm = Ej&-Aj—Ej@in — Z EJVA]—(E)V)/T
J

Moment hybnosti moézeme potom zapisat ako

fEM—so/ [Fx D (EjVA)) =7 x (E-V)A|dV
J

Druhy ¢len podintegralneho vyrazu sa da upravit ako

7 X Z Ekak Z Ek [T‘ X 8k ] ZEkedmxl@kA

(8- -

dik
o

f-’\\ . . o .
= Z Eriim|0k(x1An) — (Opx) A Z Ey[Or€itm@iAm — €ikmAm] — (E-V)(Fx A) — (£ x A)
%

Predpokladame realnu situéciu, pri ktoreJ EM polia dostatocne rychlo klesaju k nule v ,nekone¢ne®,
a integrovanim per partes dostaneme

/(EV)(;‘_:%Y)WZ/Ekakgdv%Z/(akEk)gdv/(V-E)é’dv

Vo vakuu bez nabojov navyse plati V - E= 0, takze kone¢ny vyraz pre moment hybnosti je

3
jEMZSO/FX Z(EJVAJ)dV+80/EngV:j;rb*Fj;pm

H Stupne volnosti elektromagnetickej viny.

Pole ako kontinuum ma nekonecny pocet stupnov volnosti. Kazdému bodu pola v8ak prisliucha urcity
pocet vniutorniych stupiiov volnosti - nezavislych premennych jednoznacne urc¢ujicich pole v danom
bode. Vektorové pole ma vo vSeobecnosti 3 vnitorné stupne volnosti (urfujice okrem velkosti aj
smer). EM pole je v8ak tvorené dvojicou vektorov, Ea B naivne by sme teda ocakavali, ze EM vina
bude mat 2 x 3 = 6 vnitorngch stupiiov volnosti, pripadajicich na zlozky vektorov v kaZdom bode
pola. V Maxwellovych rovniciach st v8ak jednotlivé zlozky poli navzajom previazané, a teda nie s
nezéavislé. Pocet tychto rovnic (2 vektorové a 2 skalarne, t.j. 8 rovnosti), jednoznaéne urcujucich EM
pole, navysSe presahuje pocet 6 domnelych stupnov volnosti. Rovnice

0B .
E — =0 -B=0
V x +8t \V4
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naznacuju 3 vizby medzi zlozkami E; a B;, a dalsiu vizbu medzi zlozkami B; navzajom. Ide viak o
vizby medzi priestorovymi derivaciami, davajice do suvisu dany bod so svojim okolim. Aby sme sa
tohto problému zbavili, musime prejst do Fourierovho obrazu, teda od premennych 7, ¢ k premennym
E,w. Tu maju uvedené rovnice tvar

kx E(k,w) =wB(k,w) k- B(k,w) =0

Mame teda 3 + 1 podmienok zvéizujicich jednotlivé zlozky poli (v kazdom bode fourierovského ob-
razového priestoru (k,w)). Pocet nezdvislych stupnov volnosti EM vlny je teda 6 — 4 = 2.

Ak reprezentujeme EM vlnu prostrednictvom potencidlov o, /Y, opat by sme mohli ocakavat tento-
krat 1 + 3 = 4 stupne volnosti. Kalibra¢na volnost vSak znamen4, Ze niektoré stupne volnosti st
redundantné (nadbytocné). Vizba dana lorenzovskou kalibraciou (kap.1.3.2)

- 1 0p

V- A+ —=—=0
2 Ot

sice eliminuje 1 redundantny stupen volnosti, tejto kalibracii vsak stale vyhovuje nekone¢né mnozstvo
kalibra¢nych skalarnych funkcii A, splhajicich rovnicu OA = 0. Dalsi redundantny stupen volnosti
mozeme redukovat dodatoénou kalibraciou, napr. coulombovskou,

V-A=0 (napr. ¢ = 0)

Tym je uz vektorovy potencial A jednoznaé¢ne fixovany (skalarny potencial ¢ uz nie je dynamic-
kou premennou). Ak predpokladame rovinnt EM vinu A(7,t) = Ape'® ™D potom coulombovské

kalibracia znamené
k-Ay=0 (a to isté pre Ey, By)

¢ize EM vlna je transverzdlna (prie¢na), Ag, Ey, By L k, ¢omu odpovedaju dve prie¢ne polarizécie. Ich
linedArnymi kombinaciami zas moézeme vytvorit dve navzidjom opacne orientované kruhové polarizacie
(a naopak).

I Machov-Zehnderov interferometer.

Prenosovu charakteristiku polopriepustného zrkadla s dvojicou vstupov IN1,IN2
a dvojicou vystupov OUT1, OUT2 moéZeme vyjadrit sistavou rovnic

OUT1 = 74 INT + #; IN2 g-(mh
ouT2 = t2 IN1 “+ 79 IN2 - t2 ]

kde r; a t; st koeficienty odrazu a prechodu v zrkadle, a (S) je matica tejto
stistavy rovnic. Prenos potom moézeme zapisat v tvare

(OUT) = () (IN)

1
Ak zrkadlo nemé pohlcovat 7iadnu energiu, jeho matica musi byt (v obore komplexnych &isel) uni-

Toku energie na vstup IN1 odpoveda stav |IN) = ( (1) ), a toku na vstup IN2 stav |IN) = ( 0 )

tarnou. Takou je napr. (S) = ( —b(jew b*zw ), kde |a|> + |b]* = 1. Bez jmy na vSeobecnosti

mozeme zvolif a = e'“cosf a b = ePsinf. Ak zvolime «, 3, tak, 7e a = /2 a B = (p +7)/2,
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cosf isinf
1sinf@ cos@
ného zrkadla vedie na

potom (S) = /2 ) Pre ¢ = 0 poziadavka symetrickosti (50%:50%) polopriepust-

5-5(01)

Prechod zrkadlom z jednotlivych vstupov potom znamené

o B(DG)5() m SCH)-H0)

Prvy pripad odpovedé zrkadlu S1 v MZI z kap. I1.2.1. Prenos zrkadlom S2 je potom

D2
AR NN R2
(S2 ma oto¢ené vstupy a vystupy voci S1), ¢o znamena nenulovi ampli- Z
tadu na D1. Detegovana energia (z definicie kladnd) je dani kvadratom 81 Rl

amplitudy, teda |i?| = 1. Naopak, pre D2 je amplitida nulova.

Pripadné dodatocné fazové posuvy mozeme zohladnif vynasobenim prislugnych prvkov matice (S)
vyrazmi typu €. Ak v spodnom ramene MZI vytvorime fazovy posuv ¢ (napr. predlZenim ramena),

0 e

A0 020 D) 52)

Intenzity detekcie na D1 resp. D2 sii potom cos? /2 resp. sin? /2. Spojitou zmenou ¢ z 0 na 7 tak
mozeme postupne presuntt interferenéné maximum z D1 na D2, a minimum z D2 na D1.

reprezentovat ho bude matica ( y ), a amplitida prenosu z IN1 celym MZI bude

J Bellove nerovnosti.

Pri predom urcenych 8 parovych konfiguraciach binarnych premennych (v, 3,7)
(++,+), (++ ), (= —,—)
je celkovy pocet parovych merani NV dany stc¢tom pocetnosti jednotlivych zrealizovanych konfiguracii,
N = N(a+, f+,7+) + N(a+, B+,7—=) + ... + N(a—, B—,7—)

Zaujima nas pocet merani s vysledkom (a+, f—), pre ktory musi platit

N(a+,v—) = N(a+, 8 Tubovolné,y—) = N(a+, B—,v—) + N(a+, S+,7—)
Ked7e prirodzene plati

N(aot, B—,7—) < N(a+, 5-) N(ot, f+,7=) < N(f+,7-)

dostavame prislusnia Bellovu nerovnost

N(a+,7=) < N(a+, =) + N(B+,7—)

ktora sa da nazorne demonstrovat na Vennovom diagrame:

N(a+,y—)=a+b N(a+,5—)=a+d N(B+,v=)=b+c

a+b<a+b+c+d
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K Vlnovy balik a grupova rychlost.

Superpozicia dvoch (skaldrnych) harmonickych vin blizkych frekvencii
sposobuje zazneje (pre jednoduchost uvazujme rovnaké amplitudy)

MV

x,t) + r,t) = Aetkiz—wit) + Apilkaz—wat) _
¢1( ) wQ( ) zdznej- ' ‘!A'. 'AI l l l I i Arn
= 2A¢kor=wot) cog( Ak — Awt) L VYUY

— ki + k ki —k
2 2 2 2
Fazové rychlosti vin ¢4 a 1), st vy = mavy=7932a rychlost zaznejov - tzv. grupova rychlost - je
Aw
Vg = —
Y Ak

Zazneje s frekvenciou Aw tvoria amplitidovi ,obalku® pre ,nosni* vlnu frekvencie wg, Siriacu sa
fazovou rychlostou vy = %8 Ak vy = vy = vy, potom aj v, = vy. Ak v8ak v # vy, potom v, # vy.
Méze pritom nastat pripad v, > vy aj vy < vy.

Predpokladajme teraz superpoziciu harmonickych vin zo spojitého spektra frekvencii /vInovych dlzok /
vlnovych ¢isel v tvare gaussianu,

A (k=ko\?
F(k;) - ¢ <20k)
vV Ok
so Standardnou odchylkou oy a normovacim koeficientom A, (zavisiacim od konvencie), ktory budeme
dalej ignorovat. Fourierovou transforméciou

Y(z) ~ / h F(k)e™™dk

—00

dostavame priestorové rozlozenie vlny v danom ¢ase - vlnovy balik monochromatickych vin bez
zaciatku a konca (delokalizovanych pozdlz celej osi x) so spojitym spektrom vlnovych &isel o Sirke
Ak = g, v okoli ky. Zvolme ¢as t = 0, v ktorom st tieto vlny sfazované tak, ze vSetky maji v mieste
x = 0 maximéalnu vychylku (amplitudu). Z vlastnosti fourierovskej transforméacie gaussianu vyplyva,
7e mimo intervalu Ax ~ o, = ﬁ okolo = = 0 sa jednotlivé monochromatické komponenty sc¢itavaji
s ndhodnou fazou a tym sa vzajomne eliminuji.

Takyto vlnovy balik sa bude §irit v superpozicii jednotlivych postupujicich komponent,

00 B 2
Y(x,t) ~ . o (52) gitka—wtin g,
O —co

Ak sa vSetky komponenty Siria rovnakou fazovou rychlostou vy = %, ¢ize w(k) = kuvy, integral
mozeme upravit do tvaru

00 ke \ 2 00 2
/ 6_(@4?) ei(kz—ko)(a:—vft) eiko(:v—vft)d(k, . ko) _ ei(koz—wot)/ e—(ﬁ) eiq(x_vft)dq

o —00

kde ¢ = k — kq. Po dalsich apravach dostaneme

1 _(zivft)Q i(kor—wot 1 —(Iivft)Q tko(z—vst)
@D([L‘, t) ~ e 20, e (ko ot) — _— e pE e o I
\/O_I /0-27

Vlnovy balik sa teda pohybuje ako kompaktny celok rychlostou vy.
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Ak sa v8ak jednotlivé monochromatické viny tvoriace balik budu sirit réznymi fazovymi rychlostami,
rozvojom w(k) do Taylorovho radu v okoli ky do druhého stupna dostaneme

w(k) = wiky) + (dilgf))kk (k— ko) + 5 (i;“)kko (k — ko)?

Oznatme v, = ( &) v, = (k) al = (Lel) . N4&3 balik je potom
f k=ko 7 k= k=ko

k dk2

00 e\ 2
P(x,t) ~ L (5 githa—atin gp,

VOk J—_co
_ L itk / 7 liavgt) (ko) (5402 ) (k—ko)?} g
\/ Ok — 0o

- A . L s . 2 o] —a2 , .
Pomocou série domyselnych substiticii dostaneme integral typu f_oo e da = /7, a po upravach
dostaneme vysledny vztah

T—v 2
Y(x,t) ~ ! o~ () o)

O, (1—!—%)

kde o(t) = o,4/1+ < ) a 0(x,t) je (neprijemne vyzerajica) faza postupujicej viny, ktora nés

nezaujima. (Pravdepodobnost najdenia ¢astice bude dana vyrazom v (z,t)*(z,t), a odtial faza vy-
padne.) Vidime, ze gaussovsky vlnovy balik sa 8iri grupovou rychlostou v,, pri¢om jeho charakteris-

ticka Sirka o(t) sa s ¢asom neustéle zvicsuje rychlostou tmernou I' = (de“;;’“)) . Balik sa teda
) k=ko
postupne rozplynie. Je to zrejmé, kedze kazda z vin tvoriacich balik sa $iri inou fazovou rychlostou.

Grupova rychlost preto ma fyzikalny zmysel len dokial je balik kompaktny.

L. Difrakcia viny na Strbine.

Vlnenie sa podla Huygensovho principu $iri tak, 7ze kaZdy bod vinoplochy je pomyselnim zdrojom
sekunddrngch vin, ktoré navzdjom interferuji. Vysledkom ich interferencie v homogénnom prostredi je
Sirenie podla zéakonov geometrickej optiky. Ak rovinnéa vina dopadne na hranu prekazky, sekundarne
vlny smerujtce Sikmo za hranu ostani nevykompenzované - nastava ohyb vlny - difrakcia. Ak vina
prechadza §trbinou, ohyb nastéva vo vietkych smeroch pozdiz okrajov strbiny. Dosah a intenzita viny
,ohnutej* za hranami zavisi od jej vlnovej dlzky \, a tiez od pomeru A\ ku rozmeru §trbiny.

O T N
il : | =NE

hrana Str bzmz mensia strbina mensia A ] €, “‘.

-----

¢ize s malym relativnym drahovym rozdielom 42, Ohyb je teda tym vyraznejsi, ¢im viicsia je A a c1m
men§i je rozmer Strbiny.

115



Rovnako ako pri interferencii na siistave strbin (Dodatok D), na vzdiale-
nom tienidle za $trbinou pozorujeme interferen¢ny /difrakény obrazec

2 2
Ap(y) = kdsind(y) = ;dsin I y) = Tﬂd% i

D
max:l)\_ 120,1,2,...
Y d

M Schrodingerova rovnica.

Vynasobme HJR pre nerelativisticki casticu (kap. 11.3.4) ansatzom ¢ = e*/",

2
a@_‘jeiS/h i (Z:;) IS/ | eiS/h
Prvé dva c¢leny vyjadrime ako
0S g hOY VS)? o ih i h? ; vh h?
e S/h _ 7Y ue S/h — _<v2s) e S/h _vQ (6 S/h) — %(V%S)lﬁ . %v2w

ot 1 Ot 2m 2m 2m

a po vynasobeni rovnice komplexne zdruzenou vlnovou funkciou ¢* dostaneme

oy R _, . tho_, .
(;E—%Viﬂ‘ﬂfiﬁ ¢+%(Vs)¢¢ =0
Ten isty postup pre ¥* da
haw* h2 2 % * ih 2 *
( = %VQ# +V¢>¢ %(VS)WD =0
S¢itanim oboch rovnic dostavame
hoy R _, . hov*  R*_, . .
(;E—%www T e VYY) et
Ked7Ze v a ¢* st navzajom nezavislé, musi platit
hoy R _, B L ‘. _
iot am VTYVV=O ot amy VTV =0

N Dopad elektrénu na potencialovy skok.

Predstavme si pohyb elektronu v smere x v osi valcového potrubia, ktorého prva cast je elektricky
uzemnend, kym druhé cast je privedend na potencial . Vnutro oboch ¢asti potrubia je oblastou
s konStantnym potencidlom, a rozhranie predsatvuje potencidlovy skok. Elektrické pole E = -V
na rozhrani, pésobiace na dopadajici elektron silou

F=—cE=eVp (e >0)
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kona na nhom pracu
W:/ﬁ-df:e/Vgp-df:enp

ktora sa prejavi zmenou jeho kinetickej energie FEj;,. (Nech je prechod akokolvek strmy, prica je
kone¢né.) Definujme teda potencidlnu energiu elektronu V' = 0 v prvej ¢asti potrubia z < 0, a
V = —eyp v druhej ¢asti > 0. Ak by bol elektron klasickou ¢asticou, rozhranie by sposobilo jeho
odraz pre Ei;, <V, prechod so spomalenim pre Ei;, >V alebo uryjchlenim pre V < 0.

Letiaci elektron je v8ak reprezentovany vinovym balikom, a jeho pohyb je opisany SCHR. RieSenie je
pomerne komplikované. Ak sa zriekneme potreby urcit trajektoriu baliku v case, a uspokojime sa s ur-
¢enim pravdepodobnosti odrazu a prechodu (bez blizsej lokalizacie), vystacime si s fubovolnou kom-
ponentou baliku s ostrou hodnotou energie, €ize so staciondrnym stavom v tvare 1(z, t) = ¢(x)e %"
Dosadenim do SCHR dostaneme
2 72
i) = |~ = )| el

2m dx?

e ., L , L . _E T . . . o ,
pri¢om nezaujimavi ¢asovi zavislost e *rt sme vykratili. Pre z < 0 je priestorovijm rieSenim super-

pozicia dopadajicej a odrazenej viny

Yy (z) = AeP1®/h 4 Beipre/h p1 =V 2mEg;,

Pre z > 0 je rieSenim

Wy() = CeP/M - Dem v/t p2 = \/2m(Eyin, — V)
pricom D = 0 (ziadna odrazena vina). Pre Ej;, > V teda mame postupujicu vlnu so zmenenou
hybnostou. Ak Ei;, <V, potom py = ik, k = v/2m(V — Epp), ¢o predstavuje timend vinu e="%/",

. , . N . .. . d
Riegenia na rozhrani musia byt ,zosité", ¢o znamena spojitost 1(x) aj % v =0,
X

A+B=C pi(A— B) =pC
RieSenim tejto sistavy rovnic dostavame amplitiidové koeficienty odrazu a prechodu

R:§:p1—p2 _ V' Ekin — N Eyin —V
A pr+p2 VEgm+ VEgin—V

T_ ¢ 2y 2v/ Exin

A pi+p VEun+VEun -V

V kaZdom z pripadov sa elektréon na rozhrani ciastocne odrazi a ciastoéne prejde.

—1+R

Vzorce pre R a T st analogické vzorcom pre klasické vlny, kde namiesto hybnosti p vystupuju
charakteristické (vlnové) impedancie prostredi

Zy — sy 274
Zl+Z2 Zl+ZZ +R

Pri impedan¢nom neprisposobeni dochadza na rozhrani prostredi vZdy k odrazu. V pripade EM viny
je Z = B = Zo\ B (2o = 1/‘E‘—((]’ = 37742 je charakteristickd impedancia vakua). Pre vi¢sinu

EOEr
latok na optickych frekvencidch plati p, = 1 a index lomu n = v T [irer = /€. Odtial
— 2
R— o ny T — o
ni + No ny + No
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Crta sa tu viak paradox: Hustoty pravdepodobnosti odrazeného, resp. prechadzajiceho elektronu

maji byt dané Stvorcami amplitad, §|2, resp. ‘%‘2. Pre pripad Fy;, >V > 0 je prva z nich mensgia

nez 1 (¢o je prirodzené), druhé je vSak vicgia nez 1 ! Pri klasickych mechanickych vinach mame

vysvetlenie: Amplittida viny sa po prechode do ,,maksieho* prostredia (mensia impedancia) zvgsi,

tym v8ak nenarastie energia (rychlost Sirenia sa zmensi a impulz sa skrati). Pre prenos energie nie

je rozhodujtice 1? ale Z1)2. Ekvivalentom mechanicky ,,mdksieho* prostredia je opticky , hustejsie”
1

prostredie (Z ~ ). Podobne v pripade elektronu je pre prenos (tok) pravdepodobnosti rozhodujice

pp?. V pripade odrazu do povodného prostredia sa p nemeni, a teda vo vyraze pre hustotu pravde-

podobnosti odrazeného elektronu sa vykrati, a dostavame ‘% Y pripade prechadzajicej viny vSak
do vyrazu pre hustotu pravdepodobnosti prechadzajiceho elektréonu pribudne %’ a teda dostavame

&|Q|2
p1 1AL

M4 alebo nema teda 1? vZdy vyznam hustoty pravdepodobnosti vyskytu ¢astice? M4, ak ide o vinovii
funkciu castice. Naga ¢ nou vSak nie je: Rie§ili sme nestacionarny problém pohybu jednej Castice cez
rozhranie pomocou staciondrneho rieSenia SCHR - jedinej komponenty pohybujiceho sa vinového
balika. Podmienky spojitosti na rozhrani preto musime aplikovat na toky, Z1*1, ¢im ziskame spravne
vysledky. Na prvy pohlad absurdny vysledok 7" > 1 v8ak predsa len pripusta racionalnu interpre-
taciu: Pokles hybnosti py oproti p; totiz zvySuje pravdepodobnost najdenia elektrénu na urcéitom
mieste v prostredi 2. ZvySok je uz vecou spravneho normovania, a to zabezpec¢ime uz spomenutym
sposobom.

O Unitarne transformacie operatorov.

Infinitezimélne posunutie stavu |¢)) v smere x o dz, generované hermitovskym operatorom p,, je
podla kap. 11.4.4

) = )= (1+ 3005 ) 0

Posunutie stavu o koneéng interval Az je mnohonasobnym (N — oo) opakovanim infinitezimalnych
posunuti (dz — 0), ¢ize

, N
_ ) N = iAT S A
Ar= lim Nox o) = g (14 5558.) 1) =10 =)
(kde sme vyuzili matematicki rovnost limy_,q (1 + %)N = e”). Kedze |eiATIﬁw| = 1, je zrejmeé, Ze

pri takychto transforméaciéch sa nemeni norma stavu (¢|t¢)

: : ~~
W) = W) =dlv) W= W=l @l — @) = )

¢ize U = UU = 1. Preto sa tieto transformécie nazyvaji unitarnymi, a ich generdtormi musia
byt hermitovské operdtory - v nasom pripade p,,
A 0
—

e . . .
pe=pl = UL, = TP~ Pa) <1— ;—15:1,’}3;) (1+%5xpx> ~ 1+%6x(ﬁx—ﬁl) —1

Uvedené unitarne posunutie stavu [¢), generované operatorom p,, teda znamena nemeniace sa prav-
depodobnosti namerania jednotlivych vlastnych hodnédt Tubovolnej veli¢iny a pozdlz osi z. Napriek
tomu vSak vysledky merani premennej o pozdlz osi x moézu byt vo vSeobecnosti rozne, pokial merany
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stav 1) nie je jednym z vlastnych stavov |a,) operdtora &, ale nahodne doiiho kolabuje a7z meranim.
Konstantnou vSak bude $tatisticka strednd hodnota («). T4 je dana ako

(a) = ;Pjaj = ;@%0@' = ;w@ww\aﬁ/ = ;@/J |&rloj) (o) =

= (Y|a {Z |Oéj><04j|}|¢> = (Ylaly)

. /
v~

1

kde sme vyuzili rozklad stavu [¢) do bazy stavov |a;),
—
) =Y wlag) = lagiy =D lag)ag )
J J J

a z Cisto formdlnych dovodov musf platit® 37 |a;){a;| = 1. Pre strednii hodnotu operatora
(v zmysle strednej vlastnej hodnoty) v stave [i) teda plati

(o) = (¥]afy)

Hoci sa unitarnou transformdaciou tato stredna hodnota nemeni, meni sa stav, 1)) — |¢') = U|Y),
a nevyhnutne sa transformuje aj operator, @ — &'. VloZenim 1 = U~'U do vyrazu pre strednt
hodnotu dostaneme

(laly) = U WU U) ) = WU UaU ) Ulp) = (@8 [)
Lubovolny operator sa teda unitarne transformuje ako

a = & =Uau?!

P Kvantovanie operatorov momentu hybnosti.

Definujme ,pomocné* operatory ako komplezné kombinacie operdtorov L, L,

Ly = (L,+iL,)/V2 L_= (L, —iL,)/V2 P=L2+12+1*=L,L +L L,+1L?

s komuta¢nymi vztahmi

~

L., L_]=1L. (L., L.] ==L, (L%, L] =0 (L%, Ly] =0

Operatory L, st potom zvy$ovacim/znizovacim operatorom vzhladom na vlastné hodnoty mh
prislusné k vektorom |1),,), lebo plati

L. tm) = mh|thm) Lo(Li|thm)) = Lo|thmer) = .. = (m 4 1) Aty

Hermitovsky operator L? komutuje so vSetkyymi tymito operatormi. Pre jeho vlastné hodnoty mozeme
formalne pisat

L) = 12 [tm) (1t - redlne &slo)

#>Vo vektorovej algebre (a| odpoveda riadkovému a |a) stipcovému vektoru, |a)(a| je teda dyadicky stéin vekto-
rov, ktorého vysledkom je matica. V nasom kontexte je |o;)(c;| = P; tzv. projekény operator - aplikovanim na

|¢) ,wyprojektuje“ jeho priemet na |c;). Podmienka Zj P; =1 znamen4 dplnost bazy.
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kde p vyjadruje velkost momentu hybnosti L. Pre zvySovaci/znizovaci operator potom vieme odvodit
vztah

Liltphm) = /1 = m(m £ 1) Blthps1) = 12> m(m + 1)
Spektrum vlastnych hodnét mh je ohranicené zdola, resp. zhora, len ak plati
ﬁ—|¢min> =0 f’z|¢mm> = mminh|¢min> ﬁ2|¢mzn> = ,U2|7/}mm> mmm(mmm—l)h2 = /L2
IA’+|77Z)ma:c> =0 [A/z|wmax> - mminh|,¢}max> [A/2|Q/)max> = N2|¢max> mmax(mmax+1)h2 = ,u2

7 toho vyplyva
Mimaz = —Momin = [ ,LL2 = l(l + 1)h2

a jednotkovy pokles/nérast vlastnych hodnot mh je obojstranne ohraniceny, — < m < [. Existuje
teda N jednotkovych preskokov medzi hodnotami —[ a [, ¢ize [ = —[ 4+ N a odtial [ = % Hodnota [
teda moze o¢ividne byt len celociselnd alebo polociselnd, a pre kazdé [ existuje 2/ + 1 hodnot m,

1,2 m=11-1,..—1+1,-1

Uplné otodenie stavu o 27 vak v redlnom 3D priestore musi znamenat identitu, ¥ (¢ + 27) = (),
¢o pre m = [ znamena e(#1t27) = ¢i¢ &ize | moze byt len celociselné.

Identicka algebra (s vynimkou poslednej poznamky) plati pre operatory momentov hybnosti SalJ
z kap. 11.5.4.

Q Znizovaci a zvySovaci operator.

Definujme operatory a, a* a n = a*a pomocou komutac¢ného vztahu
la,aT] =1 = [a,n] =a [a*t,n] = —a*
Predpokladajme tiez, ze |1),,) st vlastné stavy operatora n s prislichajiucimi vlastnymi hodnotami n,
Aln) = nltbn)
Potom plati

——

i) = (na —
—— ——

Znamena to, Ze stav aly,) je vlastnym stavom operatora 7 s vlastnou hodnotou zniZenou o 1 oproti

stavu |¢,,), ¢ize al,) — |tn—1). Rovnakym sposobom mozeme ukazat, ze a*|i,) — |[1n41). Opera-
tory a a a* nazyvame preto znizovacim resp. zvySovacim operatorom.

Pre vlastné stavy hamiltonianu harmonického oscilatora podla kap. 11.4.8 plati
~ | .1 1
H|¢n> =hw | a"a+ 5 |¢n> = hwo | 1+ 5 |77Z}n> = hwo | 0+ 5 |¢n>

odkial dostaneme spravne normovanie pre operatory a, a*

de> = \/5\1#7171) d+‘wn71> = \/ﬁ‘wn>
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R Moment hybnosti Diracovho pola.

Vo v8eobecnosti, hybnost a moment hybnosti pola ziskame z tenzora energie-hybnosti-napétia, ktory
zas odvodzujeme z lagrangianu daného pola. Lagrangian pritom, v ramci urcitej volnosti, konstru-
ujeme tak, aby dosadenim do Eulerovej-Lagrangeovej rovnice viedol na sprdvnu pohybovid rovnicu
(t.j. taka, ktorej rieSenia st v zhode s experimentom).

Objemova hustota hybnosti Diracovho pola, ziskané tymto sposobom, je

oY t Loyt
ot (V) + EECW/J)

Po dosadeni ¢asovych derivacii z DIR a tGpravach dostaneme
. ih h -
§=—75 [¥1Ve = (Vo] + 7V x ()
Moment hybnosti je potom

R T P / Fx [V x (la)] dv =

i=- (e - tuia

.h h
-5 [Fx Ve vuhe] av+ 3 [wlavay

S Odvodenie Pauliho rovnice.

DIR v EM poli rozpisané na zlozky bispinoru je (kap. I11.6.1)

-

ihgx = c& - T&+ qex + Fox

. Soa 7= (—ihV — qA) Ey = mc?
WG = cd - Tx + qp€ — Eoé
Pre 0 < £ = E, hladame rieSenia v tvare
X(7 ) = e (i 1) §(7,1) = e O (7, 1)
a v limite %% , }%@ ,qp < Ey dostaneme stistavu rovnic
ih2y =ca- O + qpy
D20 = G- T + qp® — 2E,0
a odtial ,
G-z ) (5 ' )
0= — h—) = ~——~—
2mcw ! 8t¢ 2m vtapy

Komponenta © je nepodstatne mala (|7] < me), a moézeme ju ignorovat. Zdlhavej$imi dpravami
dostavame

A\ 2 ~ ~ ~ ~ ~ o )
<(T . ’/T) = 7?2 + 10 - [7? X 7?] [7? X 7?]] = ejkl[frk,frl] =..= zq(V X A)jejkl = ZqBjEjkl

kde B = V x A je magnetické pole. Nerelativistickd DIR teda prejde na Pauliho rovnicu pre
dvojkomponentny spinor ¢ (7, t)

N 2
D e | SV AAED) g
? al/}(Tut) = m — 50" (T7t>+qu(rvt) 77Z)(T7t)

DO
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