
· • Sada 1: Úvodná sada • ·

Pr. 1 Vek vesmíru a Hubbleov £as: Hubbleov parameter sa de�nuje ako H =
ȧ

a
, kde funckia a(t) je ²ká-

lovací parameter popisujúci rozpínanie vesmíru, a Hubbleov £as je tH =
1

H0
, kde index ( )0 vyjadruje

veli£iny vy£íslené v dne²nom £ase t0. Úlohou je:

1. Vypo£íta´ Hubbleov £as v rokoch pre pozorovanú hodnotu Hubbleovej kon²tanty
H0 = 67, 4 km s−1 Mpc−1. (Jeden parsec je pribliºne 3, 26 svetelného roka.)

2. Vypo£íta´ vek vesmíru t0 v násobkoch Hubbleovho £asu tH v plochom vesmíre s látkou, kde

a(t) = a0

(
t

t0

)2/3

.

3. Vypo£íta´ vek vesmíru t0 v násobkoch Hubbleovho £asu tH v uzavretom vesmíre s látkou, ak je
sú£asná hodnota ²kálovacieho parametra polovi£ná maximálnej hodnote (a = a0 = amax/2), kde

a(t) :

{
a = a0(1− cosλ)

t = a0(λ− sinλ)
.

4. Vypo£íta´ vek vesmíru t0 v násobkoch Hubbleovho £asu tH v plochom vesmíre s látkou a s tmavou
energiou (kozmologická kon²tanta), kde

a(t) = a0sh
2/3

(
3

2
√
2
H0t

)
.

Výsledky: 1. tH = 14, 5 · 109 rokov, 2.
2

3
tH , 3.

(π
2
− 1
)
tH , 4.

(
2
√
2

3
arcsh1=̇0, 83

)
tH

Pr. 2 �iarivá vzdialenos´ a £ervený posun v �TR: Uvaºujme svetelný lú£ vyslaný z galaxie v £ase t1, ktorý
pozorujeme dnes v £ase t0, pri£om sú£asná vzdialenos´ galaxie je r0. �iarivá vzdialenos´ tejto galaxie v
²peciálnej teórii relativity je rL =

a0
a1

r0√
1− v21

. Kozmologický £ervený posun z sa po£íta ako
a0
a1

= 1 + z

a ²peciálne relativistický £ervený posun je
√

1 + v1
1− v1

= 1 + z. Úlohou je:

1. Z Taylorovho rozvoja pre rýchlos´ z poh©adu £asového prírastku δt = t0 − t1 = r1, (V Minkowského
£asopriestore cδt = r1, pri£om c = 1.) v1 ≈ v0 − v̇|0δt, ¤alej z de�nície decelera£ného parametra q:
v̇ = −qHv, a napokon s vyuºitím Hubbleovho zákona v = Hr odvodi´ pribliºný vz´ah

v0 ≈ v1 (1− q0v1) ,

ktorý platí v limite malej vzdialenosti galaxie, teda malého rozdielu £asov δt, alebo malého rozdielu
medzi rýchlo´ami v0 a v1.

2. Pomocou výsledku (a niektorých postupov) z predchádzajúceho bodu ukáza´, ºe pribliºný vz´ah pre
ºiarivú vzdialenos´ ako funkciu £erveného posunu je

rL ≈ 1

H0
z

[
1 +

(
1

2
− q0

)
z

]
,

kde £leny rádu z3 sú zanedbané.

Správny v²eobecne relativistický vz´ah pre ºiarivú vzdialenos´ je rL ≈ 1

H0
z

(
1 +

1− q0
2

z

)
.

Pr. 3 Fyzikálna vzdialenos´ v Robertsonovej�Walkerovej metrike: Metrika 1 + 1 rozmerného vesmíru je
ds2 = −dt2 + a(t)2dχ2 (Friedmann�Lemaître�Robertson�Walker), kde χ je comoving vzdialenos´. Úlohou
je:
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1. Zavedením fyzikálnej vzdialenosti l = aχ prepísa´ Robertsonovu�Walkerovu metriku do tvaru

ds2 =
(
−1 +H2l2

)
dt2 − 2Hldtdl + dl2, kde H =

ȧ

a
.

2. Ukáza´, ºe pre metriku z predchádzajúcho bodu nie je moºné synchroniza£ný £as T de�novaný cez
prírastky ako dT = dt +

g0i
g00

dxi zavies´ globálne (dt = dT + · · · dl nie je úplný diferenciál, teda

neexistuje funkcia t(T, l)).

3. Ukáza´, ºe pre malé l moºno aspo¬ lokálne zavies´ synchroniza£ný £as pod©a vz´ahu

t ≈ T − 1

2
Hl2,

kde £leny rádu l3 sú zanedbané.

4. Metriku z bodu 1. prepísa´ pomocou vz´ahu pre £as T z predchádzajúceho bodu do tvaru

Robertson�Walker −→ ds2 ≈
[
−1 +

(
Ḣ +H2

)
l2
]
dT 2 +

(
1 +H2l2

)
dl2 = −dT 2 + dl2︸ ︷︷ ︸

Minkowski

+O(l2),

kde v prvej £asti sú opä´ zanedbané £leny rádu l3.

Vidíme, ºe prepis Robertsonovej�Walkerovej metriky do fyzikálnych súradníc (Riemannove normálne sú-
radnice v tomto prípade T a l fungujúce nielen v jednom bode ale pozd¨º celej £iary l = 0, t=©ub.) dáva
Minkowského metriku iba lokálne. Tak to aj má by´, ke¤ºe pracujeme so zakriveným £asopriestorom.

2


