
· • Sada 4: Dvojzloºkové vesmíry I • ·

V plochom vesmíre (Ω = Ωl + Ωz + ΩΛ = 1) s látkou s hustotou energie ρl = Ωlρcrit (a/a0)
−3, so ºiarením

s hustotou energie ρz = Ωzρcrit (a/a0)
−4 a s tmavou energiou s hustotou enegie ρΛ = ΩΛρcrit, teda s

celkovou hustotou energie ρ = ρl + ρz + ρΛ je dynamika ²kálovacieho parametra a(t) daná Friedmannovou
rovnicou
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ȧ

a

)2

=
8πκ

3
ρ = A

1

a3
+B

1

a4
+ C, kde A = H2

0 Ωla
3
0, B = H2

0 Ωza
4
0, a C = H2

0 ΩΛ.

Pr. 1 Vesmír so ºiarením a látkou I: Uvaºujme plochý vesmír bez tmavej energie, teda s C = 0, ale s
A,B 6= 0. Úlohou je:

1. Ukáza´, ºe rie²ením Friedmannovej rovnice sp¨¬ajúcim po£iato£nú podmienku a(t = 0) = 0 je
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.

2. Ukáza´, ºe v £ase teq, ke¤ boli príspevky látky a ºiarenia k celkovej hustote energie vyrovnané, platí

a(teq) =
B

A
.

3. Zavies´ bezrozmernú veli£inu pre ²kálovací parameter ã =
a

aeq
a ukáza´, ºe £as rovnováhy teq, pre
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4. Zavies´ aj bezrozmerný £as t̃ =
t

teq
a ukáza´, ºe rie²enie z bodu 1. sa dá prepísa´ do tvaru
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Pr. 2 Vesmír so ºiarením a látkou II: Uvaºujme plochý vesmír bez tmavej energie, teda s C = 0, ale s
A,B 6= 0. Konformný £as η sa de�nuje cez vz´ah dt = adη. Úlohou je:

1. Ukáza´, ºe Friedmannova rovnica prepísaná cez konformný £as je(
da

dη

)2

= Aa+B.

2. Zavies´ bezrozmerný ²kálovací parameter ã rovnako ako v Pr. 1 bodoch 2. a 3., teda ã =
a

aeq
=
A

B
a,

kde index ( )eq sa vz´ahuje na okamih rovnováhy príspevku látky a ºiarenia k celkovej hustote ener-

gie, zavies´ aj bezrozmerný konformný £as ζ =
η

η∗
, kde η∗ = 2

√
B/A, a rovnicu z predchádzajúceho

bodu prepísa´ do tvaru (
dã

dζ

)2

= 4 (1 + ã) .

3. Rovnicu z predchádzajúceho bodu vyrie²i´ a rie²enie prepísa´ aj do pôvodných veli£ín. Malo by vyjs´

ã = ζ (ζ + 2) −→ a =
1

4
Aη2 +

√
Bη (sú£et rie²ení jednozloºkových vesmírov - Sada 3, Pr. 1).
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4. Ukáza´, ºe platí
aeq
a0

=
Ωz

Ωl
a pomocou Friedmannovej rovnice zapísanej v £ase rovnováhy teq odvodi´

vz´ah pre konformný £as η∗
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Pr. 3 Vesmír s látkou a tmavou energiou: Uvaºujme plochý vesmír bez ºiarenia, teda s B = 0, ale s
A,C 6= 0. Úlohou je:

1. Zavies´ bezrozmerný ²kálovací parameter â =
a

a0
a bezrozmerný £as t̂ = H0t a Friedmannovu rovnicu

prepísa´ do tvaru (
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2.

2. Ukáza´, ºe rie²ením rovnice z predchádzajúceho bodu je
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3. Vy£ísli´ vek vesmíru v násobkoch Hubbleovho £asu tH = 1/H0 pre Ωl = 0, 31 a ΩΛ = 0, 69. Malo by
vyjs´ t0 ≈ 0, 955tH .

Tento model ve©mi dobre aproximuje ná² vesmír po£as vä£²iny £asu jeho existencie. S vyuºitím výsledku
zo Sady 1, Pr. 1 bodu 1. tH = 14, 5 · 109 rokov dostávame vek ná²ho vesmíru 0, 955 · 14, 5 · 109 rokov
= 13, 8 · 109 rokov.
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