
· • Sada 5: Vesmír s látkou a tmavou energiou • ·

Vo vesmíre s látkou s hustotou energie ρl = Ωlρcritâ
−3 a s tmavou energiou s hustotou energie ρΛ = ΩΛρcrit

je dynamika ²kálovacieho parametra a(t) daná Friedmannovou rovnicou(
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(Pod©a znamienka Ω − 1 je vesmír plochý, uzavretý alebo otvorený.) Z reálnosti výrazu vo vnútri zát-
vorky na ©avej strane Friedmannovej rovnice (kvôli druhej mocnine) vyplýva, ºe fyzikálne povolený rozsah
²kálovacieho parametra je daný podmienkou f (â) ≥ 0.

Pr. 1 Vesmír s obratom rozpínania: Uvaºujme také rozpínanie vesmíru, pri ktorom dôjde k obratu a ves-
mír sa za£ne zmr²´ova´. Úlohou je:

1. Rozmyslie´ si, ºe funkcia f (â) musí ma´ v tomto prípade záporné minimum.

2. Prepísa´ podmienku z predchádzajúceho bodu cez parametre Ωl a ΩΛ. Malo by vyjs´
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3. Na£rtnú´ oblas´ v rovine Ωl − ΩΛ, v ktorej je podmienka z predchádzajúceho bodu splnená.

Pr. 2 Vesmír s odrazom zmr²´ovania: Uvaºujme zmr²´ovanie vesmíru, kde Ωl < 1, pri ktorom dôjde k
obratu a vesmír sa za£ne rozpína´. Úlohou je:

1. Rozmyslie´ si, ºe funkcia f (â) musí by´ v bode obratu â = âobr nulová a tieº v ¬om musí ma´ kladnú
prvú deriváciu.

2. Z dvoch podmienok z predchádzajúceho bodu odvodi´
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g(âobr)

> 0.

3. Uvedomi´ si, ºe funkcia g (âobr) z predchádzajúceho bodu monotónne rastie a odvodi´, ºe interval
povolených hodnôt pre âobr má tvar âobr ∈ ⟨â∗, 1).

4. Overi´ (numericky), ºe pre Ωl = 0, 004 (podiel svietiacich hviezd vo vesmíre) je pre âobr interval
povolených hodnôt âobr ∈ ⟨0, 124; 1).

Pr. 3 Obeh svetla v uzavretom vesmíre: Uvaºujme uzavretý vesmír, ktorý sa rozpína do nekone£na, teda
Ω > 1 a podmienka z Pr. 1 bodu 2. nie je splnená. Comoving vzdialenos´ χ, ktorú prejde svetlo, sa po£íta

ako χ(2) − χ(1) =
(2)∫
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= · · · . Úlohou je:

1. Vy£ísli´ comoving vzdialenos´, ktorú prejde svetlo od big bangu po nekone£ný £as, v kvadratúrach.

2. Numericky overi´, ºe pre q ≡ Ω2
lΩΛ

(Ω− 1)
3 ≈ 0, 179 sa hypotetické svetlo z big bangu v limite nekone£-

ného £asu vráti do miesta jeho vyslania. Pre q ∈ (4/27; 0, 179) teda svetlo obehne celý donekone£na
sa rozpínajúci vesmír (pri£om pod©a Pr. 1 bodu 2. pre q < 4/27 sa rozpínanie vesmíru obráti v
zmr²´ovanie).

Výsledky: 1. χ(∞) − χ(0) =
∞∫
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