
· • Sada 7: Kvázistatický vesmír • ·

Vo vesmíre s látkou s hustotou energie ρl = Ωlρcritâ
−3, so ºiarením s hustotou energie ρz = Ωzρcritâ

−4

a s tmavou energiou s hustotou energie ρΛ = ΩΛρcrit je dynamika ²kálovacieho parametra a(t) daná
Friedmannovou rovnicou(
dâ

dt̂

)2

= f (â) , kde â =
a

a0
, t̂ = H0t, f (â) = Ωl

1

â
+Ωz

1

â2
+ΩΛâ

2+1−Ω, a Ω =
ρ

ρcrit
= Ωl+Ωz+ΩΛ.

(Pod©a znamienka Ω − 1 je vesmír plochý, uzavretý alebo otvorený.) Ak existuje hodnota ²kálovacieho
parametra â = α, pre ktorú platia tri podmienky

1. f(α) = 0, 2. f ′(α) = 0, 3. f ′′(α) > 0,

tak v blízkosti tejto hodnoty pribliºne platí f ∝ (â− α)
2 (Taylorov rozvoj) a Friedmannova rovnica sa

redukuje na dâ/ (â− α) ∝ dt̂. V prípade rastúceho ²kálovacieho parametra, ktorý je men²í ako hodnota
â = α, potom limitne platí â = α+ βe−|K|t̂. �kálovací parameter sa asymptoticky blíºi k hodnote â = α,
a vesmír sa tak po£as £oraz pomal²ieho rozpínania postupne stáva statickým.

Pr. 1 Limitne statický vesmír: Úlohou je:

1. Z prvých dvoch podmienok v rám£eku vyjadri´ Ωl a Ωz cez ΩΛ a α. Malo by vyjs´

Ωl = 2α
ΩΛ

(
α2 − 1

)2 − 1

(α− 1)
2 , Ωz = α2 1− ΩΛ (α− 1)

2
(2α+ 1)

(α− 1)
2 .

2. S pouºitím podmienky kladnosti oboch parametrov Ωl a Ωz a výsledku z predchádzajúceho bodu
(predpokladajúc kladnos´ aj ΩΛ) nájs´ podmienky pre oblas´ v parametrickom priestore s dvomi
nezávislými parametrami ΩΛ a α, v ktorej platia v²etky tri podmienky v rám£eku (tretia platí
automaticky). Malo by vyjs´

(α− 1)
2

(2α+ 1) ≤ 1

ΩΛ
≤
(
α2 − 1

)2
.

3. Oblas´ nájdenú v predchádzajúcom bode vykresli´ v rovine s osami Ω−1
Λ a α.

Pr. 2 Prechodne kvázistatický vesmír: Uvaºujme vesmír s parametrami Ωl, Ωz a Ωε
Λ = ΩΛ (1 + ε), ktorého

²kálovací parameter je â = α (1 + δ) kde ε je malé £íslo, δ je malá funkcia a parametre Ω1, Ωz, ΩΛ a α
sp¨¬ajú tri vz´ahy odvodené v bodoch 1. a 2. predchádzajúceho príkladu. Úlohou je:

1. Pomocou výsledkov z predchádzajúceho príkladu dokáza´, ºe Ω = Ωl+Ωz+ΩΛ > 1, teda iba uzavretý
vesmír môºe by´ limitne statickým. Vhodným postupom je vyjadri´ Ω cez ΩΛ a α a potom z nerov-
nosti Ω ≤ 1 (opak dokazovaného tvrdenia) odvodi´ Ω−1

Λ ≥ (α− 1)
2 (

3α2 + 2α+ 1
)
>
(
α2 − 1

)2
, £o

je v spore s výsledom bodu 2. z predchádzajúceho príkladu.

2. Funckiu f (â) rozvinú´ do prvého rádu v ε a do druhého rádu v δ. Malo by vyjs´

f (â) ≈ εq + p
(
2εξδ + δ2

)
, kde q = ΩΛ

(
α2 − 1

)
, ξ =

ΩΛα
2

p
, a p =

Ωl

α
+

3Ωz

α2
+ ΩΛα

2.

(�leny úmerné ε0δ0 a ε0δ1 sú nulové v¤aka prvým dvom podmienkam v rám£eku.)

Pr. 3 Trvanie kvázistatickej fázy: Pod©a výsledku bodu 2. z predchádzajúceho príkladu pre vesmír, ktorý
sa malým parametrom ε lí²i od kvázistatického vesmíru z Pr. 1, je pravá strana Friedmannovej rovnice v
kvázistatickom období pribliºne rovná f (â) ≈ εq + p

(
2εξδ + δ2

)
, kde malá funckia δ popisuje odchýlku

²kálovacieho parametra od jeho kvázistatickej hodnoty, â = α (1 + δ). Ak zanedbáme £leny rádu ε2, tak
sa dá zapísa´ ako f (â) ≈ p

(
∆2 ±∆2

0

)
, kde ∆ = εξ + δ a ∆0 =

√
|εq|/p. Úlohou je:
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1. Rozmyslie´ si, ºe v prípade horného znamienka, teda f (â) ≈ p
(
∆2 + ∆2

0

)
sa vesmír po skon£ení

kvázistatickej fázy za£ne opä´ rozpína´ a v opa£nom prípade, ke¤ f (â) ≈ p
(
∆2 −∆2

0

)
, sa vesmír

za£ne zmr²´ova´.

2. Pomocou Friedmannovej rovnice ukáza´, ºe £as, ktorý trvá rozpínanie vesmíru z hodnoty ²kálovacieho
parametra a1 do hodnoty a2, sa dá po£íta´ ako

t̂2 − t̂1 =

â2∫
â1

dâ√
f (â)

.

3. Pre prípad, v ktorom sa po kvázistatickej fáze za£ne vesmír znova rozpína´, vypo£íta´, ako dlho
trvá rozpínanie od hodnoty ²kálovacieho parametra â

(
t̂1
)

= α (1− εξ −∆m) po hodnotu â
(
t̂2
)

=

α (1− εξ + ∆m). Vypo£íta´ aj vedúci rád získaného výsledku v malosti ε aj ∆m. Malo by vyjs´

t̂2 − t̂1 ≈
2α
√
p
arcsh

∆m

∆0
≈ 2α√

|q|
∆m√
|ε|
.

4. Pre prípad, v ktorom sa po kvázistatickej fáze za£ne vesmír zmr²´ova´, vypo£íta´, ako dlho trvá rozpí-
nanie od hodnoty â

(
t̂1
)

= α (1− εξ −∆0 −∆m) po maximálnu hodnotu â
(
t̂max

)
= α (1− εξ −∆0)

(danú podmienkou ∆ = ∆0) a znova spä´ do â
(
t̂2
)

= α (1− εξ −∆0 −∆m). Vypo£íta´ aj vedúci
rád získaného výsledku v malosti ε aj ∆m. Malo by vyjs´

t̂2 − t̂1 ≈
2α
√
p
arcch

(
1 +

∆m

∆0

)
≈ 2
√

2α

p|q|1/4

√
∆m

|ε|1/4
.

Ukázali sme, ºe limitne statický vesmír z Pr. 1 si ºiada jemné naladenie kozmologických parametrov Ωl,
Ωz a ΩΛ. Ak toto jemné naladenie poru²íme malým parametrom ε ako v Pr. 2, ΩΛ → Ωε

Λ = ΩΛ(1 + ε),
tak trvanie kvázistatickej fázy je úmerné rádom |ε|−1/2 resp. |ε|−1/4.
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