
· • Sada 8: Horúci vesmír I • ·

Stredná hustota po£tu £astíc v i-tom stave ni je pri teplote T daná Fermiho�Diracovým resp. Boseho�
Einsteinovým rozdelením,

ni =
1

e(Ei−µ)/T ± 1
,

kde Ei =
√
P 2
i +m2 je energia i-teho stavu daná hybnos´ou Pi, teda ni ≡ n(P ) a Ei = E(P ), m je

hmotnos´ £astíc a µ je chemický potenciál, pri£om horné znamienko +1 platí pre fermióny a dolné −1 pre
bozóny. Celková hustota po£tu £astíc n a hustota energie ρ sa po£ítajú ako

n = g

∫
d3P

(2π)3
n(P ), ρ = g

∫
d3P

(2π)3
E(P )n(P ),

kde g je po£et vnútorných stup¬ov vo©nosti (spin, polarizácia...).

Pr. 1 Vplyv po£tu druhov £astíc na teplotu: Pre fotónový plyn platí Stefanov�Boltzmannov zákon ργ =

σSBT
4. Zárove¬ z rovnice tekutín pre ºiarenie vyplýva, ºe ργ ∝ a−4. Ak máme viac druhov ºiarenia, tak

hustota energie ºiarenia je ρz = Nργ , kde N je efektívny po£et druhov £astíc ºiarenia. Entropia ºiarenia
v objeme V sa po£íta ako Sz = NSγ = N (4/3)σSBT

3V. Úlohou je:

1. Zo zachovania entropie ºiarenia (adiabatický vratný dej) a z porovnania Stefanovho�Boltzmannovho
zákona s rie²ením rovnice tekutín nájs´ závislos´ teploty T od efektívneho po£tu druhov £astíc
ºiarenia N a od ²kálovacieho parametra a.

2. Pomocou výsledku z predchádzajúceho bodu a Friedmannovej rovnice so ºiarením, ρ = ρz, odvodi´
závislos´ teploty T od efektívneho po£tu druhov £astíc ºiarenia N a od £asu t.

3. Z výsledku predchádzajúceho bodu odvodi´, ako sa zmení teplota, T → T + δT , ak sa po£as ve©mi
krátkeho obdobia, δt ≈ 0, relatívne málo zmen²í efektívny po£et druhov £astíc, N → N − δN ,
δN � N .

Výsledky: 1. T ∝ N−1/3a−1, 2. T ∝ N−1/4t−1/2, 3. δT ≈ 1

4

δN
N

T

Pr. 2 �asticový prebytok v plyne párov: Úlohou je:

1. V limite malej teploty, teda T � m,µ, vypo£íta´ hustotu po£tu £astíc n+ s chemickým potenciálom
µ+ a anti£astíc n− s chemickým potenciálom µ−.

2. Vtej istej limite vypo£íta´ aj hustotu energie £astíc ρ+ s chemickým potenciálom µ+ a anti£astíc ρ−

s chemickým potenciálom µ−.

3. Z výsledkov bodu 1. vypo£íta´ pomer po£tu anti£astíc k po£tu £astíc a zisti´, v akej limite je anti£astíc
ove©a menej ako £astíc.

Výsledky: 1. n± ≈ g
(
mT

2π

)3/2

e
µ±−m
T , 2. ρ± =

(
m+

3

2
T

)
n±, 3.

n−

n+
= e

µ−−µ+
T , m� T � |m− µ+|

Pr. 3 Chemický potenciál plynu párov: Pre chemické potenciály £astíc a anti£astíc v plyne párov platí
µ+ + µ− = 0, teda µ+ = −µ− ≡ µ > 0. Uvaºujme limitu vysokej teploty, v ktorej T � m. Úlohou je:

1. V limite vysokej teploty vypo£íta´ £asticovo anti£asticový prebytok δn = n+− n− vo vedúcom ráde
v malosti pomeru µ/T .

2. Overi´, ºe ¤al²í opravný £len výsledku z predchádzajúceho bodu je aº rádu (µ/T )3.
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3. Pomocou výsledku z bodu 1. vyjadri´ chemický potenciál elektrónovo pozitrónového plynu ako fun-

kciu teploty a pomeru po£tu elektrónov a fotónov po anihilácii ηe =
δn

nγ
=
ne
nγ
∼ 10−10, ak hustota

po£tu fotónov je nγ =
2, 404

π2
T 3.

Výsledky: 1. δn =
1

6
gµT 2, 3. µ =

7, 212

π2
ηeT
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