
· • Sada 9: Horúci vesmír II • ·

Pr. 1 Anihilácia elektrónovo pozitrónového plynu: Stredný vo©ný £as medzi zráºkami £astíc sa po£íta ako
τ = n−1σ−1v−1, kde n je hustota po£tu £astíc, σ je ú£inný prierez a v je stredná rýchlos´ £astíc, pri£om
vo ve©mi horúcom plyne (kBT ≫ mc2) platí v ≈ c. Úlohou je:

1. Z Friedmannovej rovnice s hustotou energie fotónov, ρ = ργ = σSBT
4, kde σSB = (π2/15)k4B(ℏc)−3,

odhadnú´ rádový vek vesmíru na energetickej ²kále anihilácie zodpovedajúcej hmotnosti elektrónov
E = 0, 511 MeV.

2. Nájs´ rádovú hodnotu stredného vo©ného £asu fotónov tesne pred anihiláciou, kde hustota po£tu
rozptylových centier je rádovo rovnaká ako hustota po£tu fotónov v ºiarení £ierneho telesa, n ∼ λ−3,
ú£inný prierez interakcie je daný QED (e± + γ → e± + γ a e− + e+ ↔ 2γ), σ ∼ α2λ2 s kon²tantou
jemnej ²truktúry α ≈ 1/137, pri£om vlnová d¨ºka £astíc vstupujúcich do interakcie je λ = (2πℏc/E).

3. Nájs´ rádovú hodnotu stredného vo©ného £asu fotónov tesne po anihilácii, kde hustota po£tu rozpty-
lových centier v¤aka anihilácii klesla o devä´ rádov, n → 10−9n, a reakcie prebiehajú prostredníctvom
Thomsonovho rozptylu s ú£inným prierezom σ ∼ α2λ2

C, kde λC = ℏ/(mc) je Comptonova vlnová
d¨ºka.

Výsledky: 1. ∼ 10 s, 2. ∼ 10−17 s, 3. ∼ 10−8 s, fotóny teda zostávajú v tepelnej rovnováhe s prostredím
aj po anihilácii, pri£om k ich oddeleniu do²lo aº pri rekombinácii vodíka

Pr. 2 Oddelenie τ neutrín: Entropia horúceho plynu v objeme V je S = (4/3)NσSBT
3V , kde N je efek-

tívny po£et druhov £astíc ºiarenia, teda pre fotóny Nγ = 1 a pre kaºdý druh fermiónu Nferm. = 7/8.
Úlohou je:

1. Rozmyslie´ si, £i pri ´aº²ích generáciách £astíc dochádza k oddeleniu príslu²ných neutrín a anihilácii
leptónových párov skôr ako pri ©ah²ích generáciách.

2. Vyuºijúc zachovávanie entropie odvodi´ teplotu oddelených τ neutrín ντ oproti ostatnej látke vo
forme ºiarenia po anihilácii τ leptónových párov, ak by do²lo ku v£asnému oddeleniu τ neutrín a pri
zvy²ných dvoch generáciách by k oddeleniu neutrín a anihilácii e²te nedo²lo.

Výsledky: 2.
Tντ

Tzvy²ok
=

(
25

32

)1/3

Pr. 3 Rekombinácia vodíka: V presnej²om modeli (neº na predná²ke) pri rekombinácii vodíka najprv
dochádza k záchytu elektrónov na prvom excitovanom stave 2s s energiou b = B/4 = 13, 6 eV /4, kde
sa zdrºia dostato£ne dlho na to, aby sa ich koncentrácia x2s ustálila, zárove¬ v²ak nie tak dlho, aby boli
vyrazené fotónmi vyºiarenými pri záchyte elektrónov na iných atómoch. Prechod na základnú hladinu
2s → 1s má rýchlos´ W = 8, 23 s−1 (rádovo ove©a menej ako rýchlos´ prechodu 2p → 1s kvôli výberovému
pravidlu pre paritu). Ioniza£ný pomer xe je pomer po£tu vo©ných elektrónov k po£tu vo©ných a zachytených
elektrónov xe = ne/(ne + nH). Koncentrácia excitovaných atómv vodíka x2s = n2s/(ne + nH) je potom
daná Sahovou rovnicou pre reakciu p+ e ↔ H2s,

x2s = 0, 244η
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kde η = 6, 4 ·10−10 je pomer po£tu baryónov a fotónov. Ioniza£ný pomer sa zárove¬ zniºuje pod©a rovnice

dxe

dt
= −Wx2s, (⋆)

Úlohou je:

1. Zavedením bezrozmernej veli£iny y = kBT/b prepísa´ rovnicu (#) do tvaru x2s = 4, 15·10−17y3/2e1/yx2
e.
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2. Z Friedmannovej rovnice s hustotou energie pre látku (ktorá v £ase rekombinácie uº dominovala),

ρ = ρl = Ωlh
2 3H
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, kde H100 = 100 km s−1 Mpc−1, pri£om tieº T ∝ a−1 a hodnoty

kozmologických parametrov sú h = 0, 68 a Ωl = 0, 31, odvodi´ rovnicu ẏ = −6, 6 · 105y5/2H100.

3. Rovnice z prechádzajúcich bodov skombinova´ s rovnicou (⋆) a odvodi´
dxe

x2
e

= 1, 66 ·10−4y−1e1/ydy.

4. Ukáza´, ºe v limite y ≪ 1 je rie²ením rovnice z predchádzajúceho bodu xe = 6, 06 · 103y−1e−1/y.

5. Pomocou rovnice z predchádzajúceho bodu numericky vy£ísli´ hodnotu y1/2, pre ktorú je ioniza£ný
pomer polovi£ný, xe = 1/2. Vy£ísli´ aj príslu²nú teplotu T1/2 a £ervený posun z1/2 (1 + z = a0/a∗,
T ∝ a−1), ak sú£asná teplota vesmíru je 2, 73 K.

Výsledky: 5. y1/2 = 0, 0842, T1/2 = 3320 K, z1/2 = 1220
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