
· • Sada 10: Posledný rozptyl & in�ácia • ·

Pr. 1 Posledný rozptyl fotónov reliktového ºiarenia: Stredný vo©ný £as fotónov v baryónovo ºiarivej plazme
je τ = σ−1

T
n−1e c−1, kde σT = 6, 65 · 10−29 m2 je Thomsonov ú£inný prierez a ne je hustota po£tu vo©-

ných elektrónov, pri£om ne = nxe s hustotou po£tu v²etkých elektrónov n a ioniza£mým pomerom xe.
Pravdepodobnos´ dP , ºe fotón sa naposledy rozptýlil v konformnom £asovom intervale (η, η + dη), je
daná funkciou vidite©nosti φ(η), teda dP = φ(η)dη, kde φ = −µ′e−µ, £iarka ozna£uje deriváciu pod©a

konformného £asu a funkcia µ(t) =
t0∫
t

dt

τ
sa nazýva optická h¨bka. Úlohou je:

1. Ukáza´, ºe pre minimum (extrém) funkcie vidite©nosti musí plati´ µ′′ = µ′2.

2. Z rovnice z predchádzajúceho bodu odvodi´ rovnicu pre ioniza£ný pomer
ẋe
x2e

= −σTnc, ktorá platí

v limite malého stredného vo©ného £asu τ � H−1.

3. Zavedením bezrozmernej veli£iny y = kBT/b, kde b = 13, 6/4 eV, a s vyuºitím vz´ahov zo Sady 9,

Pr. 3: ẏ = −6, 6 · 105y5/2H100 a
1

x2e

dxe
dy

= 1, 66 · 10−4y−1e1/y s H100 = 100 km s−1 Mpc−1, ako aj

rovnice z predchádzajúceho bodu odvodi´ rovnicu y−3/2e1/y = 4, 32 · 107.

4. Rovnicu z predchádzajúceho bodu vyrie²i´ numericky a okrem hodnoty y nájs´ aj príslu²ný £ervený

posun a teplotu

(
1+ z =

a0
a∗
, T ∝ 1

a
→ z ≈ 14500y

)
a tieº ionoza£ný pomer s vyuºitím výsledku

zo Sady 9, Pr. 3: xe = 6, 06 · 103y−1e1/y.

Výsledky: 4. y = 0, 073, z = 1060, T = 2890 K, xe = 0, 093

Najvä£²ia £as´ fotónov reliktového ºiarenia teda pochádza aº z £asov s ioniza£ným pomerom men²ím neº
xe = 0, 1, teda z neskor²ích £asov ako rekombinácia polovice atómov vodíka xe = 1/2.

Pr. 2 In�ácia so skalárnym po©om: Dynamika vesmíru so skalárnym po©om ϕ je daná ú£inkom s Einstein-

ovou�Hilbertovou a látkovou £as´ou, S =
∫
d4x
√
−g
(
1

2
M2
Pl
R + LM

)
, kde M2

Pl
=

~c
8πκ

je ²tvorec redu-

kovanej Planckovej hmotnosti a látkový ú£inok je LM = −1

2
gµνϕ,µϕ,ν − V (ϕ). Uvaºujme plochý vesmír

s Robertsonovou�Walkerovou metrikou ds2 = −dt2 + a(t)2d~x2, v ktorom je aj skalárne pole homogénne,
teda ϕ = ϕ0(t). Úlohou je:

1. Nájs´ tenzor energie hybnosti a z neho vypo£íta´ hustotu energie, T00 = ρ, a tlak, Tij = gijp.

2. Pomocou výsledkov z predchádzajúceho bodu napísa´ Friedmannovu rovnicu a rovnicu zrýchlenia.

3. Varírovaním látkového ú£inku pod©a skalárneho po©a ϕ nájs´ (Kleinovu�Gordonovu) rovnicu pre
homogénne skalárne pole ϕ0 ako aj linearizovanú rovnicu pre jeho perturbáciu δϕ, ktorá závisí aj od
priestorových súradníc, ϕ = ϕ0(t) + δϕ(t, ~x).

Výsledky: 1. ρ =
1

2
ϕ̇2
0+V , p =

1

2
ϕ̇2
0−V , 2. H2 =

1

3M2
Pl

(
1

2
ϕ̇2
0 + V

)
, Ḣ = − ϕ̇2

0

2M2
PL

3. ϕ̈0+3Hϕ̇0+V
′ = 0,

δ̈ϕ+ 3H ˙δϕ− a−24δϕ+ V ′′δϕ = 0

Pr. 3 Parametre pomalého rolovania: Parametre Hubbleovho rozpínania sa de�nujú ako ε = − Ḣ

H2
(malé ε

⇒ kváziexponenciálne rozpínanie) a η =
ε̇

Hε
(malé η⇒ dlhé trvanie kváziexponenciálnej fázy) a parametre

pomalého rolovania ako εV =
1

2
M2
Pl

(
V ′

V

)2

a ηV =M2
Pl

V ′′

V
. Úlohou je:
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1. Pomocou výsledkov z prechádzajúceho príkladu, bodu 2., H2 =
1

3M2
Pl

(
1

2
ϕ̇2
0 + V

)
, Ḣ = − ϕ̇2

0

2M2
PL

,

nájs´ vz´ah medzi parametrami Hublleovho rozpínania a parametrami pomalého rolovania, ak sú
parametre Hubbleovho rozpínania malé.

2. Zisti´, akým spôsobom vystupujú parametre pomalého rolovania v rovnici pre perturbáciu δϕ z
predchádzajúceho príkladu, bodu 3., δ̈ϕ+ 3H ˙δϕ− a−24δϕ+ V ′′δϕ = 0.

Výsledky: 1. ε ≈ εV , η ≈ 4εV − 2ηV , 2. δ̈ϕ+ 3H ˙δϕ− a−24δϕ+ 3H2ηV δϕ = 0

Kváziexponenciálne rozpínanie vesmíru (malos´ ε) a dostato£ne dlhé trvanie takéhoto rozpínania (malos´
η) si teda ºiada malos´ parametrov pomalého rolovania εV a ηV .
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