. ’ Sada 11: Kozmologické perturbdcie

V Pr. 2 a Pr. 3 je potrebné pouzit Besselove funkcie (prvého a druhého druhu) J,(x) a Y;,(z) resp. Hanke-
love funkcie H' )( ) = Jn(z)+iY,(x) a HP (x) = Jn(x)—iYy(z), ktoré tvoria uplny systém rieseni diferen-
d’f 1df < n

cialnej rovnice pre funkciu f(z): T2 + P + 2) f = 0. Pre polociselny stupeii n ide o analytické
x x

2 i 2
funkcie a obzvlast potrebné budu J3/(x) =/ — (sma: — cos x) aYz(x) =1/ — (— T in x)
Tz \ T x

Pr. 1 Kvaziexponencidlne rozpinanie: Podla vysledku Pr. 2 zo Sady 3 exponenciédlne rozpinanie plochého

-1
1 .
vesmiru, a = a,e(t=t+) je v konformnom ¢ase n dané predpisom a = ( —VC(n— 77*)) . Ulohou je:
A

1. Ukazat, Ze pri vhodnej volbe pociato¢nych podmienok plati

1 1 ( 0)
a=——— Tesp. = —— € (—00,0).

é
par = He
(Preskrtnutie je kvoli rozliSeniu parametra 7 od konformného casu n.) odvodit sustavu rovnic pre

2. Z definicie parametrov (funkcii) Hubbleovho rozpinania zo Sady 10, Pr. 3: ¢ = —

1
dve funkcie — a e. Malo by vyjst
Ha

1 /
<Ha> =e—1, €= Haye,

kde c¢iarka oznacuje derivéiciu podla konformného casu.

3. Ukazat, Ze v limite malych parametrov € a 9, presnejsie v ¢asoch, pre ktoré In| <

rieSeniu sistavy z predchadzajiceho bodu prislichaja funkcie
—1—e(7) —7(7)
~(n ~ (N
an=am (1) =@ (L)

4. V&imnut si, Ze vysledok predchadzajicho bodu sa redukuje na vysledok bodu 1., ak € = 0.

Pr. 2 Kvantové fluktudcie pocas inflacie: Rovnica pre perturbéciu skalarneho pola pohanajuceho infliciu

je podla vysledku zo Sady 10, Pr. 3, bodu 2. v linearizovanej poruchovej teorii &.p + 3H§'<p —a"2A6p +

3H%ny 8¢ = 0. Pozadie poruchovej teorie je podla prechadzajuceho prikladu dané kvéziexponenciadlnym

rozpinanim, a ~ — (Hn)~'. Perturbéciu ¢ je mozné kvantovat ako v tedrii pola (na zakrivenom pozadi)
((‘an)

cez kreacné a anihilatné operatory, dp; — 5gok 5cpa ap + 5<p(can)*AT kde 5@5263“) je kanonicky

normovany klasicky mod splhajtci rovnicu pre perturbaciu ép a normovaciu podmienku podobnti ako

(can)
" V2ka

(comoving vinova dizka A ~ k= < |77\ = comoving horizont, teda |kn| > 1) s Casom t nahradenym
konformnym ¢asom 7 a zohladnenym prislusnym konformnym faktorom a. Ulohou je:

v Standardnej kvantovej teorii pola, hm 5<p e~ ™1 ktora plati hlboko pod horizontom

1. Prechodom ku konformnému ¢asu ukézat, 7e pre v = 0 méa rovnica pre Fourierove mody perturbéacie
dp tvar

2
Sl — 260l 4+ k%60 = 0.
Ui
2. Ukazat, Ze rieSenim rovnice z predchadzajticeho bodu je

S = c1(— )3/2H3(’})2( k) + ca(= )3/2H33)2( k).



3.

7. rieSenia predchédzajiceho bodu si rozmysliet, 7e v Case, ked kn ~ —1, moéd s comoving vino-
vou dizkou A\ ~ k=, ktory bol v skor§ich ¢asoch podhorizontovy (A < || = comoving horizont),
prechadza do nadhorizontového rezimu a prestava oscilovat.

Ukézat, ze kanonicky normovany maod perturbacie dyp je

can H .
dpf = S (i = ke

—ikn

. S pouzitim komuta¢ného vztahu pre kreac¢né a anihila¢né operatory, {6];, GH = (2m)36) (I;: —q), Vy-

pocitat vikuovi strednit hodnotu siuéinu dvoch modov dy, ktora zodpoveda statistickej dvojbodove;j
korela¢nej funkcii v limite nulovej teploty,

H? -
(01 6p5deg10) = @(27?)35(3)(’6 + ).

V dvojbodovej korelaénej funckii vysla zavislost k~3. Mocnina —3 je v skuto¢nosti trochu posunuté, podla
pozorovani reliktového Ziarenia medzi —3,03 a —3,04. Tento posun je dany parametrami pomalého rolo-

vania, pri¢om jeho spravny vypocet si Ziada do teorie zahrnat aj perturbacie metriky a nielen skalarneho

pola.

Pr. 3 Klasické kozmologické perturbacie: Ak je porucha Robertsonovej—Walkerovej metriky dana malou

funkciou ¢ ako ds? = a(n)? [—(1 + 2¢)dn* + (1 — 2¢)d;;dz’dz?]| a vesmir je vyplneny idealnou kvapalinou
s pomerom tlaku a hustoty energie w, tak v linearizovanej poruchovej teérii plati pre perturbaciu ¢ rovnica

" +3(1+cHH — 2Ap+ [2H + (1 +3c2)H?] ¢ =0, (%)

kde ¢, je rychlost zvuku a plati ¢ = w, dalej H = a’/a a ¢iarka oznacuje derivaciu podla konformného

Casu.

1.

Ulohou je:

VyrieSenim rovnice tekutin p+3H (14+w)p = 0 (p' +3H(1+w)p = 0) spolu s Friedmannovou rovnicou
H? = (87k/3)p (H? = (87K/3)pa?) najst zavislost skélovacieho parametra od konformného ¢asu,
a o n2/(1+3w).

. Pomocou vysledku z predchadzajiuceho bodu rovnicu (%) prepisat do tvaru vo Fourierovom obraze

/! 6(1+w>

1
k — ¢}, + wk* ¢ = 0.

14+3w n

Ukézat, ze rovnica z predchidzajiceho bodu sa déa riesit pomocou Besselovych funckeii ako
1
”

B 1543w
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oe(n) = — [c1dy (Vwkn) + c2Y, (Vwkn)], kde v




