
· • Sada 11: Kozmologické perturbácie • ·

V Pr. 2 a Pr. 3 je potrebné pouºi´ Besselove funkcie (prvého a druhého druhu) Jn(x) a Yn(x) resp. Hanke-
love funkcieH(1)

n (x) = Jn(x)+iYn(x) aH
(2)
n (x) = Jn(x)−iYn(x), ktoré tvoria úplný systém rie²ení diferen-

ciálnej rovnice pre funkciu f(x):
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)
f = 0. Pre polo£íselný stupe¬ n ide o analytické

funkcie a obzvlá²´ potrebné budú J3/2(x) =

√
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)
a Y3/2(x) =
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.

Pr. 1 Kváziexponenciálne rozpínanie: Pod©a výsledkuPr. 2 zo Sady 3 exponenciálne rozpínanie plochého

vesmíru, a = a∗e
H(t−t∗), je v konformnom £ase η dané predpisom a =

(
1

a∗
−
√
C (η − η∗)

)−1
. Úlohou je:

1. Ukáza´, ºe pri vhodnej vo©be po£iato£ných podmienok platí

a = − 1

Hη
resp. η = − 1

Ha
, η ∈ (−∞, 0).

2. Z de�nície parametrov (funkcií) Hubbleovho rozpínania zo Sady 10, Pr. 3: ε = − Ḣ

H2
, /η =

ε̇

Hε
(Pre²krtnutie je kvôli rozlí²eniu parametra /η od konformného £asu η.) odvodi´ sústavu rovníc pre

dve funkcie
1

Ha
a ε. Malo by vyjs´

(
1

Ha

)′
= ε− 1, ε′ = Ha/ηε,

kde £iarka ozna£uje deriváciu pod©a konformného £asu.

3. Ukáza´, ºe v limite malých parametrov ε a /η, presnej²ie v £asoch, pre ktoré |η| �
∣∣∣∣ η̂

ε (η̂)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ η̂

/η (η̂)

∣∣∣∣,
rie²eniu sústavy z predchádzajúceho bodu prislúchajú funkcie

a(η) = a(η̂)

(
η

η̂

)−1−ε(η̂)
, ε(η) = ε(η̂)

(
η

η̂

)−/η(η̂)
.

4. V²imnú´ si, ºe výsledok predchádzajúcho bodu sa redukuje na výsledok bodu 1., ak ε = 0.

Pr. 2 Kvantové �uktuácie po£as in�ácie: Rovnica pre perturbáciu skalárneho po©a pohá¬ajúceho in�áciu

je pod©a výsledku zo Sady 10, Pr. 3, bodu 2. v linearizovanej poruchovej teórii δ̈ϕ+3H ˙δϕ− a−24δϕ+

3H2ηV δϕ = 0. Pozadie poruchovej teórie je pod©a prechádzajúceho príkladu dané kváziexponenciálnym
rozpínaním, a ≈ − (Hη)

−1. Perturbáciu δϕ je moºné kvantova´ ako v teórii po©a (na zakrivenom pozadí)
cez krea£né a anihila£né operátory, δϕ~k → δ̂ϕ~k = δϕ

(can)
~k

â~k + δϕ
(can)∗
−~k

â†
−~k

, kde δϕ(can)
~k

je kanonicky

normovaný klasický mód sp¨¬ajúci rovnicu pre perturbáciu δϕ a normovaciu podmienku podobnú ako

v ²tandardnej kvantovej teórii po©a, lim
η→−∞

δϕ
(can)
~k

=
1√
2ka

e−ikη, ktorá platí hlboko pod horizontom

(comoving vlnová d¨ºka λ ∼ k−1 � |η| = comoving horizont, teda |kη| � 1) s £asom t nahradeným
konformným £asom η a zoh©adneným príslu²ným konformným faktorom a. Úlohou je:

1. Prechodom ku konformnému £asu ukáza´, ºe pre ηV = 0má rovnica pre Fourierove módy perturbácie
δϕ tvar

δϕ′′k −
2

η
δϕ′k + k2δϕk = 0.

2. Ukáza´, ºe rie²ením rovnice z predchádzajúceho bodu je

δϕk = c1(−η)3/2H(1)
3/2(−kη) + c2(−η)3/2H(2)

3/2(−kη).
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3. Z rie²enia predchádzajúceho bodu si rozmyslie´, ºe v £ase, ke¤ kη ∼ −1, mód s comoving vlno-
vou d¨ºkou λ ∼ k−1, ktorý bol v skor²ích £asoch podhorizontový (λ � |η| = comoving horizont),
prechádza do nadhorizontového reºimu a prestáva oscilova´.

4. Ukáza´, ºe kanonicky normovaný mód perturbácie δϕ je

δϕ
(can)
~k

=
H√
2k3

(i− kη) e−ikη.

5. S pouºitím komuta£ného vz´ahu pre krea£né a anihila£né operátory,
[
â~k, â

†
~q

]
= (2π)3δ(3)(~k− ~q), vy-

po£íta´ vákuovú strednú hodnotu sú£inu dvoch módov δϕ, ktorá zodpovedá ²tatistickej dvojbodovej
korela£nej funkcii v limite nulovej teploty,

〈0| δϕ~kδϕ~q |0〉 =
H2

2k3
(2π)3δ(3)(~k + ~q).

V dvojbodovej korela£nej funckii vy²la závislos´ k−3. Mocnina −3 je v skuto£nosti trochu posunutá, pod©a
pozorovaní reliktového ºiarenia medzi −3, 03 a −3, 04. Tento posun je daný parametrami pomalého rolo-
vania, pri£om jeho správny výpo£et si ºiada do teórie zahrnú´ aj perturbácie metriky a nielen skalárneho
po©a.

Pr. 3 Klasické kozmologické perturbácie: Ak je porucha Robertsonovej�Walkerovej metriky daná malou
funkciou φ ako ds2 = a(η)2

[
−(1 + 2φ)dη2 + (1− 2φ)δijdx

idxj
]
a vesmír je vyplnený ideálnou kvapalinou

s pomerom tlaku a hustoty energie w, tak v linearizovanej poruchovej teórii platí pre perturbáciu φ rovnica

φ′′ + 3(1 + c2s)Hφ′ − c2s4φ+
[
2H′ + (1 + 3c2s)H2

]
φ = 0, (?)

kde cs je rýchlos´ zvuku a platí c2s = w, ¤alej H = a′/a a £iarka ozna£uje deriváciu pod©a konformného
£asu. Úlohou je:

1. Vyrie²ením rovnice tekutín ρ̇+3H(1+w)ρ = 0 (ρ′+3H(1+w)ρ = 0) spolu s Friedmannovou rovnicou
H2 = (8πκ/3)ρ (H2 = (8πκ/3)ρa2) nájs´ závislos´ ²kálovacieho parametra od konformného £asu,
a ∝ η2/(1+3w).

2. Pomocou výsledku z predchádzajúceho bodu rovnicu (?) prepísa´ do tvaru vo Fourierovom obraze

φ′′k +
6(1 + w)

1 + 3w

1

η
φ′k + wk2φk = 0.

3. Ukáza´, ºe rovnica z predchádzajúceho bodu sa dá rie²i´ pomocou Besselových funckcií ako

φk(η) =
1

ην
[
c1Jν

(√
wkη

)
+ c2Yν

(√
wkη

)]
, kde ν =

1

2

5 + 3w

1 + 3w
.
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