
· • Sada 12: Perturbácie v baryónovo ºiarivej plazme • ·

Tenzor energie-hybnosti ideálnej kvapaliny s hustotou energie a tlakom v okamºitej pokojovej sústave ρ a
p je Tµν = (ρ+p)uµuν+pgµν , kde uµ = dxµ/dτ je 4-rýchlos´ jej objemových elementov. Uvaºujme plochý
vesmír s metrikou ds2 = −dt2 + a(t)2δijdx

idxj resp. ds2 = a(η)2(−dη2 + δijdx
idxj). Pre rýchlos´ zvuku

v zmesi chladných baryónov s nulovým tlakom (w = 0) a fotónov s pomerom tlaku k hustote energie

w = 1/3 platí c2s =
δp

δρ
=

(1/3)δργ
δρb + δργ

=
1

3

1

1 + δρb/δργ
= [adiabatickos´] =

1

3

1

1 + (3/4)(ρb/ργ)
. (Tmavá

látka a neutrína sú v horúcom vesmíre prítomné tieº, ale sú oddelené od baryónovo ºiarivej plazmy.)

Pr. 1 Rovnica pre perturbáciu hustoty energie: Úlohou je:

1. S vyuºitím vz´ahu uµuµ = −1 prepísa´ rovnicu uνTµν;µ = 0 do tvaru

dρ

dτ
+ (ρ+ p)uµ;µ = 0.

2. Ukáza´, ºe v neporu²enom prípade, ke¤ ρ = ρ(t), u0 = 1 a teda τ = t, sa rovnica z prechádzajúceho
bodu redukuje na rovnicu tekutín, ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0.

3. Prida´ poruchu k hustote energie ρ = ρ0(η) + δρ(η, ~x), k tlaku p = p0(η) + δp(η, ~x) a k 4-rýchlosti
uµ = δµ0 + δµi u

i, kde vi = aui je fyzická rýchlos´ (u0 = 1 a τ = t zostáva v platnosti), prejs´ ku
konformnému £asu a napísa´ £as´ rovnice z bodu 1. v prvom ráde poruchovej teórie. Malo by vyjs´

δρ′ + 3H(δρ+ δp) + (ρ+ p)~∇ · ~v = 0,

kde H = a′/a a £iarka ozna£uje deriváciu pod©a konformného £asu.

Pr. 2 Rovnica pre rýchlos´: Úlohou je:

1. S vyuºitím vz´ahu z predchádzajúceho príkladu, bodu 1., ρ̇ + (ρ + p)uµ;µ = 0, odvodi´ zo zákona
zachovania Tαµ;α = 0 rovnicu

(ρ+ p)u̇µ + (uµuν + gµν) p,ν = 0.

2. Ukáza´, ºe v neporu²enom prípade, ke¤ ρ = ρ(t), u0 = 1 a teda τ = t, sa rovnica z prechádzajúceho
bodu redukuje na rovnicu typu 0 = 0.

3. Prida´ poruchu k hustote energie ρ = ρ0(η) + δρ(η, ~x), k tlaku p = p0(η) + δp(η, ~x) a k 4-rýchlosti
uµ = δµ0 + δµi u

i, kde vi = aui je fyzická rýchlos´ (u0 = 1 a τ = t zostáva v platnosti), prejs´ ku
konformnému £asu a napísa´ £as´ rovnice z bodu 1. v prvom ráde poruchovej teórie. Malo by vyjs´

[(ρ+ p)~v]
′
+ 4H(ρ+ p)~v + ~∇δp = 0,

kde H = a′/a a £iarka ozna£uje deriváciu pod©a konformného £asu.

Pr. 3 Perturbácie vo WKB priblíºení: Rovnica pre perturbáciu hustoty energie z Pr. 1 je pre fotóny

δρ′γ +3H(δργ + δpγ)+ (ργ + pγ)~∇·~v = 0, kde pγ = (1/3)ργ , a pre rýchlos´ z Pr. 2 je [(ρ+ p)~v]
′
+4H(ρ+

p)~v + ~∇δp = 0. Ke¤ºe baryóny a fotóny tvoria jedno médium, majú spolo£nú rýchlos´ ~v, ale pri prvej
rovnici vyuºívame, ºe zákony zachovania platia pre baryóny a fotóny zvlá²´. Pod©a WKB priblíºenia je
pribliºným rie²ením rovnice pre funkciu f(t): f̈ + g2f = 0 funkcia f ∝ g−1/2 cos

(∫
gdt
)
, ak sa funkcia g

mení ove©a pomal²ie ako funkcia f . Úlohou je:
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1. S pomocou vz´ahov pre rýchlos´ zvuku cs z úvodu a rovníc pre perturbáciu hustoty energie fotónov
a pre rýchlos´ baryónovo ºiarivej plazmy odvodi´ rovnicu(

δ′γ
c2s

)′
−4δγ = 0,

v ktorej vystupuje iba jedna premenná δγ = δργ/ργ .

2. Ukáza´, ºe rie²enie rovnice z predchádzajúceho bodu vo WKB priblíºení, pre pomaly sa meniacu
rýchlos´ zvuku a také módy, ºe pre vlnové £íslo platí k � |c′s|/c2s, je

δγ ∝
√
cs cos

(
k

∫
csdη

)
.

V tejto sade príkladov sme uvaºovali perturbácie iba v látke, pri£om perturbácie metriky sme neuvaºovali,
£o je nesprávne. Dostali sme tak výsledky, ktoré poskytujú iba kvalitatívnu predstavu o presnej²ej teórii.
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