
Domáca Úloha na body za semeter # 6
odovzda´ (rie²enie posla´ na e-mail) najneskôr vo ²tvrtok 19. novembra 2020

1. [1.5 b] Na obrázku je sústava hmotných bodov s hmotnos´ami m1, m2

a m3 s nasledujúcimi väzbami: Prvé dva hmotné body sú viazané na os
x, a tretí je spojený s kaºdým z nich ©ahkými pali£kami d¨ºky l tak, ako
na obrázku. Zave¤me zov²eobecnené súradnice x a ϕ,

m1 :

{
x1 = x
y1 = 0

m2 :

{
x2 = x+ 2l sinϕ
y2 = 0

m3 :

{
x3 = x+ l sinϕ
y3 = −l cosϕ

V smere osi y pôsobí smerom nadol tiaºové zrýchlenie g. Pohybové
rovnice pre túto úlohu sú príli² zloºité, ale dá sa tu vyuºi´ zákon za-
chovania, z ktorého dostaneme aspo¬ nie£o. Úlohou je:

(a) [0.5 b] Ukáza´, ºe Lagranºián vyjde

L[�At,�Zx , ϕ, ẋ, ϕ̇] =
1

2
(m1 +m2 +m3) ẋ

2 + (2m2 +m3) l cosϕẋϕ̇+

+

(
2m2 cos

2 ϕ+
1

2
m3

)
l2ϕ̇2 +m3gl cosϕ.

(b) [0.25 b]Vyuºi´ cykli£nos´ súradnice x a napísa´ diferenciálnu rovnicu

prvého rádu za zachovávanie zov²eobecnenej hybnosti Px =
∂L

∂ẋ
.

(c) [0.5 b] Uvaºova´ po£iato£né podmienky:

x(0) = 0, ϕ(0) =
π

2
, ẋ(0) = 0, ϕ̇(0) = 0.

Z týchto po£iato£ných podmienok ²peci�kova´ hodnotu zachová-
vajúcej sa veli£iny Px

1 a následne preintegrovaním rovnice za za-
chovávanie Px odvodi´ závislos´ medzi x a ϕ:2

x =
2m2 +m3

m1 +m2 +m3

l (1− sinϕ)

(d) [0.25 b] Zmení sa výsledok (závislos´ medzi x a ϕ) ak vypneme
tiaºové zrýchlenie?

1Akú hodnotu má na po£iatku, takú hodnotu má stále, ke¤ºe sa zachováva.
2Kompletné rie²enie si ºiada pozna´ x a ϕ ako funkcie £asu, £o nevieme, ale zákon

zachovania nám prezrádza aspo¬ závislos´ medzi nimi.



2. [1 b] Lagranºián relativisticlej £astice v jednom rozmere, na ktorú nepô-
sobia ºiadne sily, je3

L[�At,�Zx , ẋ] = −mc2
√

1− ẋ2

c2
.

Úlohou je:

(a) [0.25 b] Ukáza´, ºe zov²eobecnená hybnos´ je

p =
mẋ√
1− ẋ2

c2

.

(b) [0.75 b] Ukáza´, ºe Hamiltonián vyjde4

H[�At,�Zx , p] = pẋ− L[�At,�Zx , ẋ] = · · · = c
√
m2c2 + p2.

(Výraz pre p umocni´ a vyjadri´ ẋ cez p, potom dosadi´ do vz´ahu
pre Hamiltonián.) Relativistický vz´ah pre energiu je potom E2 =
m2c4 + p2c2.

3Pre rýchlosti ove©a men²ie neº rýchlos´ svetla dostávame L = −mc2
√

1− ẋ2

c2
≈

≈ −mc2
(
1− 1

2

ẋ2

c2

)
=

1

2
mẋ2 −mc2 = kinetická energia − pokojová energia.

4Pre malé hybnosti máme H = c
√
m2c2 + p2 = mc2

√
1 +

( p

mc

)2
≈

≈ mc2
[
1 +

1

2

( p

mc

)2]
=

p2

2m
+mc2 = kinetická energia + pokojová energia.

2


