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1. [1 b] Na obrázku je valcová plocha, ktorá v beztiaºi rotuje okolo svo-
jej osi uhlovou rýchlos´ou ~ω. Zave¤me súradnice (x, y, z) vzh©adom na
repér (~e1, ~e2, ~e3) spojený s valcovou plochou, ktoré by boli prirodzené
pre ©udí ºijúcich na vnútornej strane rotujúcej valcovej plochy, £iºe vek-
tor ~e1 smeruje pozd¨º osi valcovej plochy a vektor ~e3 smeruje �nahor�
teda smerom do stredu valcovej plochy. Polohový vektor ~r rotujúci
spolu s valcovou plochou a uhlovú rýchlos´ ~ω potom súradnicami (x, y, z)
parametrizujeme ako

~r = −R~e3 + x~e1 + y~e2 + z~e3︸ ︷︷ ︸
~r′

, ~ω = ω~e1.

Ukáºte, ºe pohybové rovnice pre telesá vo©ne padajúce v sústave s repérom
(~e1, ~e2, ~e3) sú ẍ = 0,

ÿ = 2ωż + ω2 y,

z̈ = −2ωẏ + ω2(z −R).

2. [1 b] Uvaºujme Lagranºián
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mẋ2 − 1

2
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ε
k

R
x3,

ktorý popisuje oscilátor, ktorý je (iba trochu) neharmonický, m je hmo-
tnos´, k je kon²tanta rozmeru tuhosti pruºiny [kg s−2], R je kon²tanta
rozmeru d¨ºky a ε je malé bezrozmerné £íslo. Úlohou je:

(a) Ukáza´, ºe po zberozmernení, x ≡ Ry, t ≡
√
m/kτ , pohybová

rovnica odvodená z Lagranºiánu nadobudne tvar
d2y

dτ 2
+ y + εy2 = 0.

(b) Uvaºova´ funkciu y(τ) v tvare poruchového rozvoja y(τ) = y0(τ)+
+εy1(τ) + ε2y2(τ) + · · · a napísa´ pohybové rovnice pre y0 aº y2,

d2y0
dτ 2

+ y0 = 0,
d2y1
dτ 2

+ y1 = .?.,
d2y2
dτ 2

+ y2 = .?.,

(otázniky podop¨¬a´ výpo£tom).

(c) Rie²enie rovnice pre y0 je y0(τ) = a0 cos(τ + ϕ0), kde a0 a ϕ0 sú
kon²tanty. Nájdite rie²enie pre y1. Skladá sa z homogénneho a
partikulárneho rie²enia, pri£om homogénne rie²enie je v rovnakom
tvare ako rie²enie pre y0. Partikulárne rie²enie h©adajte v tvare
α+ β cos(2τ + 2ϕ0) a vyuºite, ºe cos2 ϑ = (1 + cos 2ϑ)/2. Rie²enie
pre funkciu y2 h©ada´ nemusíte.



KOMENTÁRE

A) Pod©a pohybových rovníc z úlohy 1. je zrýchlenie telesa rovné

~a =

 0
2ωż + ω2 y

−2ωẏ + ω2(z −R)

 .

Ak sa teleso nachádza ve©mi blízko k stredu súradnicovej sústavy s repérom
(~e1, ~e2, ~e3), teda x, y, z � R, a jeho rýchlos´ je ve©mi malá v porovnaní s
rýchlos´ou rotácie, £iºe ẋ, ẏ, ż � ωR, tak zrýchlenie telesa je pribliºne

~a ≈

 0
0

−ω2R

 = −ω2R~e3,

Takºe dominantná zloºka sily pôsobiacej na teleso je v smere oproti osi z danej
vektorom ~e3 rovnako ako na povrchu Zeme.

B) Výpo£et úlohy 2. z predchádzajúcej strany ukazuje, ºe poruchové rie²enie
pohybovej rovnice pre neharmonicý oscilátor je

x(t) =

x0(t)︷ ︸︸ ︷
Ra0 cos
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m
t+ ϕ0

)
+

+ ε

[ x1(t)︷ ︸︸ ︷
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m
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)
︸ ︷︷ ︸
homogénne rie²enie pre y1(τ)

+ .?.+ .?. cos

(
2

√
k

m
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)
︸ ︷︷ ︸

partikulárne rie²enie pre y1(τ)

]
+

+ ε2x2(t) + · · ·
Máme tu aº ²tyri kon²tanty, a0, ϕ0, a1 a ϕ1, pri£om po£iato£né podmienky
sú iba dve, x(0) a ẋ(0). V poruchovom výpo£te, x(t) = x0(t) + εx1(t) + · · · ,
v²ak rozde©ujeme do jednotlivých rádov poruchového výpo£tu aj po£iato£né
podmienky. Rie²enie v nultom ráde sp¨¬a zadané po£iato£né podmienky,

x0(0) = x(0),

ẋ0(0) = ẋ(0),

a v ostatných rádoch poruchového výpo£tu sú po£iato£né podmienky nulové,

x1(0) = 0,

ẋ1(0) = 0,

x2(0) = 0,

ẋ2(0) = 0,
...

Nakoniec teda máme rovnaký po£et po£iato£ných podmienok ako kon²tánt,
ktoré chceme ²peci�kova´, a celkové rie²enie x(t) = x0(t) + εx1(t) + · · · sp¨¬a
po£iato£né podmienky, ktoré má sp¨¬a´.


