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1. [1 b] Na prvom obrázku je homogénny kváder s hmotnos´ou M a s
d¨ºkami hrán a, b a c, teda v telesových súradniciach x, y, z ide o oblas´

danú podmienkami −a
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2
, − b

2
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2
, − c
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2
, v ktorej je

hustota ρ kon²tantná. (M = ρabc.) Kváder je pevne uchytený tak, aby
sa otá£al okolo osi prechádzajúcej jeho najdlh²ou uhloprie£kou. (Ak by
jeho os rotácie nebola pevne uchytená, dochádzalo by k prece-
sii!1) Otá£a sa uhlovou rýchlos´ou ω, takºe vektor uhlovej rýchlosti v
telesových súradniciach je

~ω ≡ ωi~ei ≡

 ω1

ω2

ω3

 =
ω√

a2 + b2 + c2

 a
b
c

 , normovanie:
√
~ω2 = ω

(a) Nájdite tenzor zotrva£nosti kvádra Iij v telesových súradniciach
x, y, z (v²etky komponenty matice, Ixx, Ixy,...).

(b) Overte, ºe kinetická energia kvádra rotujúceho s vy²²ie uvedenou
uhlovou rýchlos´ou vyjde

Trot. =
1

12
M
a2b2 + b2c2 + c2a2

a2 + b2 + c2
ω2.

2. [1 b] Tenká ty£ s hmotnos´ou m a d¨ºkou l je poloºená na vodorovnú
valcovú plochu s polomerom R (os ty£e je kolmá na os valcovej plochy)
tak, ºe v rovnováºnej polohe je ty£ vo vodorovnej polohe a jej ´aºisko sa
nachádza v mieste dotyku s valcovou plochou. V²eobecná poloha ty£e je
znázornená na druhom obrázku. Za zov²eobecnenú súradnicu si vyberme
uhol ϕ, ktorý meria náklon ty£e. (Druhá £as´ obrázku je vizuálnou
pomôckou pri h©adaní závislosti polohy ´aºiska ty£e od súradnice ϕ.)
Úlohou je:

1Pretoºe vektor uhlovej rýchlosti nie je vlastným vektorom tenzora zotrva£nosti, £iºe

Li = Iijωj 6= λωi, a moment hybnosti tr£í v telesových súradniciach iným smerom ako os

rotácie daná vektorom ~ω, teda ~L sa to£í spolu s telesom a nezachováva sa. Nezachovávanie

momentu hybnosti ~L znamená, ºe na teleso pôsobia sily, ktoré ho nútia kona´ zadaný pohyb.



(a) Vypo£íta´ moment zotrva£nosti ty£e (rotujúcej okolo svojho ´aºiska
s osou rotácie kolmou na ty£) Ity£.

(b) Vyuºi´, ºe kinetická energia ty£e je sú£tom kinetickej energie za

pohyb ´aºiska, T´aº. =
1

2
m (ẋ2´aº. + ẏ2´aº.), a rota£nej energie danej

momentom zotrva£nosti ty£e, Trot. =
1

2
Ity£ϕ̇

2, a potenciálna ener-

gia je daná vý²kou ´aºiska, U = mg · vý²ka ´aºiska, a overi´, ºe
Lagranºián je

L[�At, ϕ, ϕ̇] =
1

2
m

(
R2ϕ2 +

1

12
l2
)
ϕ̇2 − kon²t.−mgR (cosϕ+ ϕ sinϕ) ,

kde kon²tanta je daná výberom nulovej hladiny potenciálnej energie
a nezáleºí na nej.

(c) Nájdite frekvenciumalých kmitov ty£e okolo jej rovnováºnej polohy
ϕ = 0. (Postup z teórie pre malé kmity, ale teraz sú tu iba 1 × 1
matice, ke¤ºe stupe¬ vo©nosti je iba jeden.)

2


