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1. overit rovnost
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3. overit rovnost

A
kde B - V znamen4 Big, takze <§ H) A= Bl-a—A,,
xl

alebo {(B . 6) /f}l = B;0;A;



Dlh4, tenkd a lahka rirka sa moéze volne otac¢at v rovine. V smere roviny
posobi aj tiazové zrychlenie g. Vo vnitri rarky je k nej pevne uchytené teliesko
s hmotnostou my vo vzdialenosti [ od bodu, okolo ktorého sa rarka otaca.
Druhé teliesko s hmotnostou ms sa moze volne kizat vo vnutri rarky, pri¢om
je spojené s prvym telieskom pruzinou s tuhostou k& a nulovou pokojovou
dlzkou. Situacia je znazornena na prvych dvoch obrazkoch:

Ak si zavediemie Kartézske siradnice x a y ako na tretom obréazku, tak pre
telieska s hmotnostami m; a my vieme vizby vyjadrit ako

L2 Y2

x%+y%:l27 T

L1 Y1
pricom potencidlna energia je

1

U (21, Y1; T2, Y2) = magys + magys + §k [(1'2 - 561)2 + (y2 — 3/1)2] :

(Priklad je jednozna¢ne zadany tymito tromi vztahmi a vysvetlenie uvedené
vy&8ie v principe nie je potrebné.)
Ulohou je:

1. Zaviest zovSeobecnené suradnice.
(4 saradince x1, y1; T2, Yo & 2 vizby = 2 zovieobecnené suradnice)

2. Najst maticu kinetickej energie v zovSeobecnenych sturadniciach,

P L v v e S 000 (32 ) (2)
——

matica Ty
3. Prepisat potencialnu energiu do zov§eobecnenych stradnic a napisat La-
granzian, L =T — U.
4. 7 Eulerovych—Lagrangeovych rovnic (v zovSeobecnenych suradniciach),
d (0L oL 0
dt \oo) 0o

napisat pohybové rovnice. (2 nezavislé diferencialne rovnice druhého
radu)
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1. Zéavazie s hmotnostou m je zavesené na (bezhmotnej) palicke dlzky 1,
ktorej druhy koniec sa pohybuje po kruznici s polomerom R s uhlovou
frekvenciou w. Vsetko prebieha v rovine z-y a v beztiazi (bez tiaZového
zrychlenia) tak ako na prvom obrazku. Vizba je preto dana vztahom

(z — Rsinwt)® + (y + Rcoswt)? = [?
a Lagranzian je dany iba kinetickou energiou,
1
L=T=—-m(i*+7%).
sm (& +9°)
Ulohou je ukézat, Ze ak si za zovSeobecnenu siradnicu vyberieme uhol

¢ tak ako na obrazku, potom Lagrangeove rovnice davaji pohybovi
rovnicu
. Rw* |

<p+Tsm(g0—wt) =0.

2. Najprv pochopit (ideadlne doriesit) priklad v texte “rozSireny sy-
labus” podla navodu tam uvedeného. Ulohou je podobnym postupom
najst brachystochronu v rotujiicej stistave v beztiazi (rotujici cylinder
vo vesmire) taki, ktord pri Starte s nulovou rychlostou zac¢ina na osi
rotacie! a svoj pohyb konéi v polomere R, pricom pozdlZ osi rotacie
prejde vzdialenost A, vid obrazky 2 a 3. Navrhovany postup:

(a) Napisat u¢inok pre funkciu r(z): infinitezimalny kusok brachys-

. dr\ >
tochrony mé dlzku dl = (/1 + <d—) dz; rychlost pohybu hmot-
z

ného bodu po brachystochrone je v = wr, ¢o sa da odvodit zo
zakona zachovania energie, £/ = §mv2 + U, kde potenciilna energia

1
v rotujicej ststave je U = —§mw2r2, a z fixovania energie £ = 0 z
okrajovej podmienky na zaciatku pohybu, r = 0, z = 0; ¢as pohybu
po brachystochrone je potom

A
/ 12
t:/dt:/ﬂ:/ﬂd%
v wr
0

LV skuto¢nosti iba velmi blizko tejto osi, alebo s velmi malou rychlostou, aby sa pohyb
mohol vobec zacat, vid druha (dlhéd) poznamka pod &iarou.



takze to, ¢o matematicky hra tlohu Lagranzianu, je

Liz,rr'] =
wr
(b) Vyuzit nezavislost Lagranzianu od z, teda pouzit rovnicu
oL
r'— — L = K = kont.

or’
(c) Ziskant rovnicu separovat a po preintegrovani ukazat, Ze rieSenie
splnajice zadané okrajové podmienky je

2, 2 2

z—c)"+r*=c¢", kde c=——,

(kruznica).?

2 Ak tento vysledok dosadime do integralu pre vypodcet ¢asu pohybu po brachystochrone,

dostaneme
A
. c / dz
Cw ) 2(2c—2)
0
2

R
Funkcia, ktora tu integrujeme, ma poly vz = 0 a z = 2¢c = T + A > A, takZe integral

[ V)

tejto funkcie na intervale z € (0, A) diverguje logaritmicky na dolnej hranici integrovania
(na zatiatku pohybu).

Dovod je ten, Ze pri uvazovanych okrajovych podmienkach pohyb po brachystochrone ani
len neza¢ne a hmotny bod zostane po cely ¢as na osi otac¢ania. (Nevie sa rozhodnut, ktorym
smerom vyrazit, pretoZe vSetky smery st rovnocenné.) Na zapocatie pohybu potrebujeme
maly impulz alebo musi zacat trochu mimo osi rotécie, takze okrajovii podmienku pre
zaciatok pohybu treba modifikovat, ¢o vedie na modifikaciu Lagranzianu:

V14772
r=0, v=e = v=+Vw?ri+4+e2 = Llz,nr]=————, alebo
VoI + 22

V1+r?
r=n v=0 = v=wyr2-n? =— L[zm,r’]:i—i_ ,
w12 —n?
kde € a 1 st malé veli¢iny.

V oboch pripadoch ide o int a ovel'a tazsiu tlohu ako tu, ktord ste vyriesili. Tieto tlohy
je moZné vyrie§it iba v kvaraturach cez eliptické integraly. Napriklad v prvom pripade

dostaneme o
|K|Vw?r? + &2

) V1— K2 (w?r? +¢2?)

a celkovy ¢as pohybu po brachystochrone sa da pocitat ako

R
t—/ dr
) Vw2 +e2,/1— K2 (W2 + 2)

¢o je uz integral, ktory na dolnej hranici integrovania (na zaciatku pohybu) konverguje.
Pre velmi malé ¢ a 7 je vSak vysledok tlohy, ktort ste vyriesili (brachystochrona v tvare
kruZnice), blizky k vysledkom tloh s modifikovanymi (realistickej§imi) Lagranzidnmi.
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1. Hmotny bod sa moéze pohybovat iba po povrchu vodorovne polozeného

valca s polomerom R tak, ako na obrézku. Je pritom spojeny s poci-
atkom (na osi valca) pruzinou s tuhostou k a nulovou pokojovou dlzkou
a posobi nan aj tiazové zrychlenie velkosti g smerom nadol. Takze v
kartézskych stradniciach je vizba dana vztahom
y: + 2% = R, (x — Tubovolné)

a potencidlna energia je

1

U=mgz+ —k(z® + > + 22).
2 e

- . R2 z viizby
Ulohou je

(a) zaviest zovSeobecnené suradnice a najst Lagranzian vyjadreny cez
ne, L = L(q, q),

. . 0 : o
(b) najst zov8eobecnené hybnosti, p, = S zostavit Hamiltonian,
q
H = H(q,p),
(¢) napisat Hamiltonove rovnice (mali by to byt 4 diferencialne rovnice
prvého radu).

. Stvorec momentu hybnosti je funkciou na fazovom priestore, L? = L, L;,
L, = g;..x:0. Poissonove zatvorky dvoch funkeii na fazovom priestore
P ijkL Pk y p

f a g sa definuju ako {f, g} = g}i gjL — gi g}i
nasledujtice Poissonove zatvorky
(a) {L* p?}, (kde p* = pip;)

. Ulohou je ukazat, ze

vyjda obe rovné nule. (Oplati sa najprv ukézat, ze L? = 22p® — (Z - p)°,
a dalej pocitat bud priamo, alebo vyuzivat antisymetriu, bilinearitu a
Leibnitzovskost Poissonovych zatvoriek (priklad z textu "rozSireny
sylabus”) a vztahy {z*,27} = 0 = {p;,p;} a {pi, 2’} = d;; (priklad
z textu "rozsireny sylabus”))
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Na obrazku s preii vo fazovom priestore (rovina ¢, P,) pre ilustraciu

vyznacené krivky pre niektoré hodnoty celkovej energie (Cervena Ciara
E = 3mgl, modra prerusovana Ciara £ = 1,05mgl, Cierne Ciary F =
—0,9mgl), pri¢om na osi P, je vyznacend aj typickd hodnota momentu
hybnosti P, = m+/2gl*? a na osi ¢ st vyznagené hodnoty ¢ = 27 a
p = 4.

1. Hamiltonian pre matematické kyvadlo je H = T+U = —mgl cos .

(a) Nakreslite kompletny fazovy portrét (pre akékol'vek hodnoty celkovej
energie) aj so spravnymi Sipkami. Smerovanie Sipiek zdvovodnite.

(b) V akom rozmedzi moze byt celkova energia E a preco?

(c) Akym pohybom kyvadla zodpoveda celkova energia velmi blizka
hodnote F = mgl? VysSetrite oba pripadady, teda pripad E =
mgl + || a aj E = mgl — |e|, kde |e| < mgl.

1 1
2. Uvazujme Lagranzian L[f, z,y, &, y] = 3 (22 + %) — 30 (y + x7), kde
m a «a st konstanty.

(a) Ukazte, ze Lagranzove pohybové rovnice davaji rovnice pre rovnomerny
priamociary pohyb, & =0 a § = 0.3

(b) Najdite vyjadrenie zovseobecnenych hybnosti P, a P, cez stradnice
x, y a ich casové derivacie x, .

(c) Ukazte, ze Hamiltonian vyjde
1 1\’ 1\
P, + 5 + Py + 30T

H y Ly Y, PSL‘? Pyl =—
[X Yy y] 2m
3. Lagranzian pre volny pad v homogénnom tiazovom poli (v smere osi z)

2

1
je L[X 2, 2] = §mz' — mgz. Napiste prislusny Hamiltonidn a nakreslite

fazovy portrét (¢iary so Sipkami v spravnom smere v rovine z, P,).

3Musi to tak vyjst, pretoZe nas Lagranzian je LagranZidnom volnej castice L =

1
5m (:ic2 + 3)2) plus tplné Casova derivacia funkcie f = —50%Y, takze z varia¢ného principu

: 1
T'ahko vidno, ze pridanie ¢lena f = —50 (2y + xy) ni¢ nemeni.



4. Lagranzian pre viacrozmerny harmonicky oscilator je L[X, 7, ﬂ =
L2 1 5,

= §m7‘ — émw r. Skéalovanim polohového vektora 7 a ¢asu t v La-
granziane ukazte, ze frekvencia kmitov takéhoto oscilatora nezéavisi od
amplitidy.

5. Lagranzian pre pohyb v gravitacnom poli vo svete s 2020 priestorovymi
s - _ .—2 «a 4

rozmefml je LK, 7, 7] = §mr ~
tora 7 a Casu t v Lagranzidne najdite treti Keplerov zdkon v 2020
rozmernom svete, teda najdite stupne mocnin m a n tak, aby platilo
(velkost obeznej drahy)™

(¢as obehu)”

Skalovanim polohového vek-

= konStanta.

4V 2020 rozmernom priestore sila klesa s 2019-tou mocninou, takze v potenciali musi
byt 2018-ta mocnina.



1. Na obrazku je sustava hmotnych bodov s hmotnostami mq, ms a mgs s
nasledujucimi vizbami: Prvé dva hmotné body st viazané na os z, a
treti je spojeny s kazdym z nich lahkymi palickami dizky [ tak, ako na
obrézku. Zavedme zovSeobecnené stradnice x a ¢,

_{xlzx _{x2:x+2lsing0 _{x3:x+lsin<p
mq mao : msg :
y1 =20 Yo =10 ys = —lcos
V smere osi y posobi smerom nadol tiazové zrychlenie g. Pohybové
rovnice pre tuto dlohu su prili§ zlozité, ale da sa tu vyuzit zakon za-
chovania, z ktorého dostaneme aspofi nie¢o. Ulohou je:

(a) Ukazat, Ze Lagranzian vyjde

1
LI, p, @, = 5 (my + my +ms3) % + (2mag + ms3) [ cos pip +
2 1 2.2
+ ( 2mg cos® p + 3™Ma [o” + magl cos .
(b) Vyuzit cykli¢nost stradnice x a napisat diferencialnu rovnicu prvého
oL

radu za zachovavanie zovSeobecnenej hybnosti P, =

%.

(c) Uvazovat pociato¢né podmienky:

2(0) =0, (0) = g #(0) =0, $(0)=0.

Z tychto pociato¢nych podmienok Specifikovat hodnotu zachova-
vajicej sa veli¢iny P,” a nasledne preintegrovanim rovnice za za-
chovavanie P, odvodif zavislost medzi x a :5

2msg + ms

T = [ (1 —sin
my + mo + ms ( SO)

(d) Zmeni sa vysledok (zéavislost medzi = a ¢) ak vypneme tiaZové
zrychlenie?

2. Lagranzian relativisticlej castice v jednom rozmere, na ktort neposobia

5 Akt hodnotu ma na poc¢iatku, taka hodnotu ma stale, ked'Ze sa zachovava.
5Kompletné riefenie si ziada poznaf x a ¢ ako funkcie ¢asu, ¢o nevieme, ale zékon
zachovania nam prezradza aspon zavislost medzi nimi.



ziadne sily, je’

: 9 i
LiX,x, ] = —mc*\/1 — =
Ulohou je:
(a) Ukazat, 7e zovSeobecnend hybnost je
ma
p= .
.i'2
-z

(b) Ukazaf, ze Hamiltonidn vyjde®

H[,x,p] = pi — LK, x, %] = - -+ = cn/m2c® + p2.
(Vyraz pre p umocnit a vyjadrit & cez p, potom dosadit do vztahu
pre Hamiltonian.) Relativisticky vzfah pre energiu je potom E? =
m2ct + p?c?.

2
> we ~ - k) Z x
"Pre rychlosti ovel'a mensie nez rychlost svetla dostavame L = —mc?y/1 — - &
c

2 c2 2

2
8Pre malé hybnosti méme H = c\/m?c? + p?> = mc*(/1+ (ﬁ) ~
me

1/p

142 1
—mc? (1 — > = —md? — mc? = kineticka energia — pokojova energia.

2 2
~ mc? [1 + = (—) ] = % + mc? = kinetick4 energia + pokojova energia.
m

2 \mec
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Na obrazku st dve identické rovinné kyvadla s hmotnostami m a dlzkami
zavesov [. Kyvadla su zavesené vo vzajomnej vzdialenosti A a s spojené
pruzinou tuhosti k s pokojovou dlzkou tiez \. Posobi na ne aj tiazové zrychle-
nie g. Celkova potencidlna energia je potom

1 2
U= 5]6 (\/(xg — 1)+ (g —1)* — )\) + mgyr + mgys,

kde x1, y1, x2 a yo s siradnice dvoch hmotnych bodov s hmotnostami m v
rovine x, .

1.

Zavedte zovSeobecnené sturadnice ¢; a @9 tak ako na obrazku (z; =
Isingy, 43 = —lcosps, o = N+ Isingy, ys = —lcosps) a najdite
kinetickt energiu v maticovom zapise,

1, . . My, M, o1
T =— . .
2 (1, 22) ( My Ma Y2

Polozte a priklad rieste d'alej uz len pre tento $pecialny pripad.

Ukazte, ze pre A = 0 sa potencialna energia da v zovSeobecnenych strad-
niciach ¢ a @9 zapisat ako

U= 2ki?sin2 L %2 _ mgl (cos p1 + coss) .

ey , . o Al L OU U
Vypocitajte prvé parcidlne derlvac.le potencialnej energie 5o a 5o a
overte, Ze pre polohu p; = 9 = 0 je splnend nutnd podmienka minima

potencialnej energie.

Néajdite rozvoj potencialnej energie do druhého radu vo ¢; a ¢y v mati-
covom zapise,

5 C ] Ky Ky P1
U = konstanta na ktorej nezalezi + = (¢, )
) 2 (1:2) < Ko Koy P2

Najdite frekvencie malych kmitov sustavy. Malo by vyjst w =
=g/law=/g/l+2k/m.

Najdite mody prisluchajice tymto frekvenciam a napiste véeobecné riese-
nie pre ¢asovy vyvoj uhlov ;1 (t) a pa(t).

Popiste alebo nacrtnite ako vyzera kmitanie v Specialnom pripade, ak
vdaka vhodnému vyberu poc¢iato¢nych podmienok do rieSenia vstupuje
iba jeden z dvoch médov. Urobte to pre oba nezavislé mody, ktoré ste
nasli.

10




1. Na obrazku je valcova plocha, ktora v beztiazi rotuje okolo svojej osi
uhlovou rychlostou . Zavedme suradnice (z,y, z) vzhladom na repér
(€1, €3, €3) spojeny s valcovou plochou, ktoré by boli prirodzené pre Tudi
Zijucich na vnidtornej strane rotujucej valcovej plochy, ¢ize vektor é;
smeruje pozdlz osi valcovej plochy a vektor & smeruje ,nahor” teda
smerom do stredu valcovej plochy. Polohovy vektor 7 rotujtci spolu
s valcovou plochou a uhlovi rychlost & potom stradnicami (z,y, 2)
parametrizujeme ako

r= —Re_}, +\I€1+y€2+25§, Q:wel.

-~

7,J

Ukéazte, Ze pohybové rovnice pre telesa volne padajice v sustave s repérom

(517 527 €3) Sﬁ ;L' — O7
i = 2wituwy,
;= —2wy+w(z—R).

2. Uvazujme Lagranzian
Ll{, z,i] = ~ma* — lk‘xQ - lsﬁxg

Y 2 2 3 R
ktory popisuje oscilator, ktory je (iba trochu) neharmonicky, m je hmo-
tnost, k je konstanta rozmeru tuhosti pruziny [kg s72|, R je kongtanta
rozmeru dlzky a € je malé bezrozmerné ¢islo. Ulohou je:

(a) Ukéazat, 7e po zberozmerneni, x = Ry, t = \/m/kr, pohybova
rovnica odvodena z Lagranzianu nadobudne tvar

d’y 2

a2 +y+ey”=0.

(b) Uvazovat funkciu y(7) v tvare poruchového rozvoja y(7) =
= yo(7) +ey1(7) + €2y2(7) + - - - a napisat pohybové rovnice pre y
a7 ya, 2 2 2

- %ero:(), %wl =7, d—7Z_J2+y2: 2.,
(otazniky podoplhat vypoctom).

(c) RieSenie rovnice pre yo je yo(7) = agcos(T + ¢o), kde ag a ¢o st
konstanty. Najdite rieSenie pre y;. Sklada sa z homogénneho a
partikuldrneho riesenia, pricom homogénne rieSenie je v rovnakom
tvare ako rieSenie pre yo. Partikularne rieSenie hladajte v tvare
a + Bcos(27 + 2ipg) a vyuZite, Ze cos? ) = (1 + cos 209) /2. Riesenie
pre funkciu yo hladat nemusite.
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KOMENTARE

A) Podla pohybovych rovnic z tlohy 1. je zrychlenie telesa rovné

0

2wz +w?y
—2wy + w?(z — R)
Ak sa teleso nachadza velmi blizko k stredu siradnicovej sustavy s repérom
(€1,€,e3), teda x,y,z2 < R, a jeho rychlost je velmi mal&4 v porovnani s
rychlostou rotécie, ¢ize z, v, 2 < wR, tak zrychlenie telesa je priblizne

0
a~ 0 = —w2R€37
—w?R

Takze dominantna zlozka sily posobiacej na teleso je v smere oproti osi z danej
vektorom €3 rovnako ako na povrchu Zeme.

a

B) Vypocet tulohy 2. z predchadzajicej strany ukazuje, Ze poruchové riegenie
pohybovej rovnice pre neharmonicy oscilator je
a:o(t)

A

k
z(t) = Ragcos (\/ —t+ 900) +
m

Il(t)

| k | k
+ ¢ | Ray cos ( —t+ 901> +.7.+.7. cos (2 —t+ 2@0) +
m m
homogénne rizérenie pre y1(7) partikularne r?egenie pre y1(7)
+ Za(t) + -

Mame tu az Styri konStanty, ag, ¢, a1 a @1, pricom pociato¢né podmienky
st iba dve, x(0) a ©(0). V poruchovom vypocte, x(t) = xo(t) + cx1(t) + - - -,
vSak rozdelujeme do jednotlivych radov poruchového vypoctu aj pociatocné
podmienky. Riesenie v nultom rade spliia zadané pociatoéné podmienky,

z0(0) = (0),
i9(0) = #(0),
a v ostatnych radoch poruchového vypoctu st pociato¢né podmienky nulové,
z1(0) = 0,
ftl(o) = 0,
362(0) = 0,
£2(0) = 0,

Nakoniec teda mame rovnaky pocet pociato¢nych podmienok ako konstant,
ktoré chceme Specifikovat, a celkové rieSenie x(t) = xo(t) + cx1(t) + - - - splha
pociato¢né podmienky, ktoré ma splnat.
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a2 bl2 "
=/
3 N
obr. ¢. 1
zovieobecnend taZisko tyce
stradnica
gl tyc

obr. ¢. 2

1. Na prvom obrazku je homogénny kvader s hmotnostou M a s dlzkami

hran a, b a ¢, teda v telesovych siradniciach z,y, z ide o oblast dant

. . a a b c c ..
podmienkami —3 <z < 3 T3 <y< 3’ T3 <z < 2 v ktorej je
hustota p konstantna. (M = pabc.) Kvader je pevne uchyteny tak, aby

sa otacal okolo osi prechadzajicej jeho najdlhSou uhloprieckou. (Ak by
jeho os rotacie nebola pevne uchytena, dochadzalo by k prece-
sii!?) Otaca sa uhlovou rychlostou w, takZe vektor uhlovej rychlosti v
telesovych siradniciach je

w1 a
— — w . —
d=wie;=| wy | =————1 b |, normovanie: Vi2 =w

Va2 + b2+ 2

ws

(a) Najdite tenzor zotrvacnosti kvadra I;; v telesovych suradniciach
z,y, z (vSetky komponenty matice, I, Lyy,...).

(b) Overte, Ze kineticka energia kvadra rotujiuceho s vyssie uvedenou
uhlovou rychlostou vyjde

1 a®b® +0*P + *a®

12 a2 + b2 + 2

Trot .=

2. Tenka ty¢ s hmotnostou m a dlzkou I je poloZena na vodorovnt valcovi
plochu s polomerom R (os tyCe je kolmé na os valcovej plochy) tak,
7e v rovnovaznej polohe je ty¢ vo vodorovnej polohe a jej tazisko sa
nachadza v mieste dotyku s valcovou plochou. Vseobecna poloha tyce je
znazornend na druhom obrazku. Za zovSeobecneni siradnicu si vyberme
uhol ¢, ktory meria néklon tyce. (Druha ¢ast obrazku je vizualnou
pomockou pri hladani zavislosti polohy taziska ty¢e od suradnice ¢.)
Ulohou je:

9Pretoze vektor uhlovej rychlosti nie je vlastnym vektorom tenzora zotrvacnosti, &ize
L; = I;jw; # Aw;, a moment hybnosti tréi v telesovych stradniciach inym smerom ako os
rotacie dand vektorom &J, teda L sa toti spolu s telesom a nezachovava sa. Nezachovavanie
momentu hybnosti L znamena, ze na teleso posobia sily, ktoré ho nitia konat zadany pohyb.
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(a)
(b)

Vypo¢itat moment zotrvacnosti tyce (rotujicej okolo svojho taziska
s osou rotacie kolmou na ty¢) .
Vyuzit, ze kinetickd energia tyce je stctom kinetickej energie za

pohyb taziska, Ti.; = 3 (#2, + 92, ), a rotacnej energie danej

momentom zotrvacnosti tyce, Tio. = —]tyéng, a potencialna ener-
gia je dana vyskou taziska, U = mg - vyska taziska, a overit, ze
Lagranzian je

. 1 2 2, L) < .
Lt o, 9] = oM (R ©° + El ) ©° — konst. — mgR (cos ¢ + @sin p),
kde konstanta je dana vyberom nulovej hladiny potencialnej energie
a nezalezi na nej.

Najdite frekvenciu malych kmitov tyce okolo jej rovnovaznej polohy
¢ = 0. (Postup z tedrie pre malé kmity, ale teraz st tu iba 1 x 1
matice, ked'Ze stupen volnosti je iba jeden.)
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1.

j Y = ngl\ﬂ;a;r“i .

obr. ¢. 1 obr. ¢. 2

Na prvom obrazku je homogénny valec s hmotnostou M a polomerom
R, ktory sa moze kotulat po vodorovnej rovine. Na kraji valca je
pripevneny hmotny bod s hmotnostou m. Ak si zavedieme zovSeob-
necnent suradnicu ¢ ako na obrazku, tak poloha taziska valca je z¢,; =
Ry, yp;. = R, a poloha hmotného bodu s hmotnostou m je xyp, =
Ttaz. — RSN, Ynb, = Yraz. — R cosp. Kinetickd enegia sistavy je dana

transla¢nym pohybom taziska valca, EM (3, + U2, ), rotaénym po-
1
hybom valca, §Ivalecgb2, a pohybom hmotného bodu s hmotnostou m,

1
5™m (#3, + U2 ,), a potencidlna energia je dand homogénnym tiaZzovym
zrychlenim g. Ulohou je:

(a) Vypocitat moment zotrvacnosti valca I e
(b) Najst Lagranzian a odvodit pohybovi rovnicu.

(c) Odvodent pohybovi rovnicu zbezrozmernit,

T_Q/gt 6—2
- R, _M7
2 ng 2
1+(-=) | =0
+(m) |

3 d
—+2(1—- COS(p):| ik + e (sinp)
a rie§it ju poruchovo do prvého radu v parametri e.

malo by vyjst

2 dr?

(d) Ukazat, 7e riefenie spliiajiice po¢iatoéné podmienky,

:~10

je
g

t) = A =Bt

o(t) +HR +

N m21+ B?
M3 B2

sm(A+V%EQ—
— (sin A) — (cos A) \/%Bt

2
+ konstanta radu <%> - nejaka funkcia (t) .

+

10yzdialenost, o ktorti sa valec prekotila, resp. poloha taZziska valca je Ro(t), a moze
nadobudat akékol'vek Eiselné hodnoty, takze ani uhol ¢ nie je ziadtice obmedzovat na interval

(0, 2m)

. Poloha ¢ = 0 sa lisi od polohy ¢ = 27.
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2. Na druhom obrazku je nadoba s nestlacitelnou kvapalinou (p =
= konst.), ktoré je v smere osi x urychl'ovana konstantnym zrychlenim a
tak, ze v ¢ase t = 0 nddoba stala. Predpokladajme, Ze kvapalina sa hybe
spolu s nadobou ako tuhé teleso, teda vektorové pole rychlosti tecenia
kvapaliny je v = até,. Riesenim Navierovej—Stokesovej rovnice,

(7- V)7 + % = —%6p+g+g (6(6.6) +Az7> . §=—gé.,

(a) najdite tlak p ako funkciu priestorovych stiradnic a ¢asu.

(b) Overte, ze z podmienky nulového tlaku je hladina kvapaliny dana
vztahom

2= —gx + (D),

kde f(t) je funkcia ¢asu, ktori mozno Specifikovat zadanim objemu
kvapaliny v nadobe.!! Kvapalina sa teda sprava ako keby bola v
nadobe, ktord stoji, ale je naklonen4,'? pri¢om uhol naklonu « je
0z| a
5=

dany vztahom tg a = =
g

WAk ma podstava nadoby tvar stvorca s dizkou hrany [ a je v rovine z = 0, v ¢ase t = 0
nédoba stala a jej okraj bol v polohe x = 0, a hladina kvapaliny je naklonend iba tak, aby
kvapalina z nadoby ani nevytekala a aby ani ¢ast dna nddoby nevytf¢ala nad hladinu, tak
objem kvapaliny v nadobe sa da pocitat ako

lat?41 | —Sz+f(t)
V= / dx/dy / dz,
taz 0 0

¢o funkciu f(t) $pecifikuje na tvar

f(t)=ﬁ+%(l+at2).

12V ststave spojenej s nadobou sa hydrodynamika redukuje na hydrostatiku, ale posobi
v nej zotrvacni sila, ktoré ,naklana” hladinu.
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