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1. overi´ rovnos´

(~a× ~c) ·
((
~a×~b

)
× ~c
)
= (~a · ~c)

(
(~a× ~c) ·~b

)
2. overi´ rovnos´

div
(
~A× ~B

)
= ~B · rot ~A− ~A · rot ~B

3. overi´ rovnos´

rot
(
~A× ~B

)
=
(
~B · ~∇

)
~A+

(
div ~B

)
~A−

(
~A · ~∇

)
~B −

(
div ~A

)
~B

kde ~B · ~∇ znamená Bi
∂

∂xi
, takºe

(
~B · ~∇

)
~A = Bi

∂ ~A

∂xi
,

alebo
{(

~B · ~∇
)
~A
}
i
= Bj∂jAi

1
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Dlhá, tenká a ©ahká rúrka sa môºe vo©ne otá£a´ v rovine. V smere roviny
pôsobí aj tiaºové zrýchlenie g. Vo vnútri rúrky je k nej pevne uchytené teliesko
s hmotnos´ou m1 vo vzdialenosti l od bodu, okolo ktorého sa rúrka otá£a.
Druhé teliesko s hmotnos´ou m2 sa môºe vo©ne k¨za´ vo vnútri rúrky, pri£om
je spojené s prvým telieskom pruºinou s tuhos´ou k a nulovou pokojovou
d¨ºkou. Situácia je znázornená na prvých dvoch obrázkoch:

Ak si zavediemie Kartézske súradnice x a y ako na tre´om obrázku, tak pre
telieska s hmotnos´ami m1 a m2 vieme väzby vyjadri´ ako

x21 + y21 = l2,
x2
x1

=
y2
y1
,

pri£om potenciálna energia je

U (x1, y1;x2, y2) = m1gy1 +m2gy2 +
1

2
k
[
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

]
.

(Príklad je jednozna£ne zadaný týmito tromi vz´ahmi a vysvetlenie uvedené
vy²²ie v princípe nie je potrebné.)
Úlohou je:

1. Zavies´ zov²eobecnené súradnice.
(4 súradince x1, y1; x2, y2 & 2 väzby =⇒ 2 zov²eobecnené súradnice)

2. Nájs´ maticu kinetickej energie v zov²eobecnených súradniciach,

T =
1

2
Tab (·)a (·)b = výraz v tvare

1

2

(
�̇, ṫ

)( � •
• B

)
︸ ︷︷ ︸
matica Tab

(
�̇
ṫ

)

3. Prepísa´ potenciálnu energiu do zov²eobecnených súradníc a napísa´ La-
granºián, L = T − U .

4. Z Eulerových�Lagrangeových rovníc (v zov²eobecnených súradniciach),
d

dt

(
∂L

∂�̇

)
− ∂L

∂�
= 0, ...

napísa´ pohybové rovnice. (2 nezávislé diferenciálne rovnice druhého
rádu)

2
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1. Závaºie s hmotnos´ou m je zavesené na (bezhmotnej) pali£ke d¨ºky l,
ktorej druhý koniec sa pohybuje po kruºnici s polomerom R s uhlovou
frekvenciou ω. V²etko prebieha v rovine x-y a v beztiaºi (bez tiaºového
zrýchlenia) tak ako na prvom obrázku. Väzba je preto daná vz´ahom

(x−R sinωt)2 + (y +R cosωt)2 = l2

a Lagranºián je daný iba kinetickou energiou,

L = T =
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2

)
.

Úlohou je ukáza´, ºe ak si za zov²eobecnenú súradnicu vyberieme uhol
ϕ tak ako na obrázku, potom Lagrangeove rovnice dávajú pohybovú
rovnicu

ϕ̈+
Rω2

l
sin (ϕ− ωt) = 0.

2. Najprv pochopi´ (ideálne dorie²i´) príklad 4.4 v texte �roz²írený sy-
labus� pod©a návodu tam uvedeného. Úlohou je podobným postupom
nájs´ brachystochronu v rotujúcej sústave v beztiaºi (rotujúci cylinder
vo vesmíre) takú, ktorá pri ²tarte s nulovou rýchlos´ou za£ína na osi
rotácie1 a svoj pohyb kon£í v polomere R, pri£om pozd¨º osi rotácie
prejde vzdialenos´ A, vi¤ obrázky 2 a 3. Navrhovaný postup:

(a) Napísa´ ú£inok pre funkciu r(z): in�nitezimálny kúsok brachys-

tochrony má d¨ºku dl =

√
1 +

(
dr

dz

)2

dz; rýchlos´ pohybu hmot-

ného bodu po brachystochrone je v = ωr, £o sa dá odvodi´ zo

zákona zachovania energie, E =
1

2
mv2+U, kde potenciálna energia

v rotujúcej sústave je U = −1

2
mω2r2, a z �xovania energie E = 0 z

okrajovej podmienky na za£iatku pohybu, r = 0, z = 0; £as pohybu
po brachystochrone je potom

t =

∫
dt =

∫
dl

v
=

A∫
0

√
1 + r′2

ωr
dz,

1V skuto£nosti iba ve©mi blízko tejto osi, alebo s ve©mi malou rýchlos´ou, aby sa pohyb
mohol vôbec za£a´, vi¤ druhá (dlhá) poznámka pod £iarou.

3



takºe to, £o matematicky hrá úlohu Lagranºiánu, je

L[z, r, r′] =

√
1 + r′2

ωr
.

(b) Vyuºi´ nezávislos´ Lagranºiánu od z, teda pouºi´ rovnicu

r′
∂L

∂r′
− L = K = kon²t.

(c) Získanú rovnicu separova´ a po preintegrovaní ukáza´, ºe rie²enie
sp¨¬ajúce zadané okrajové podmienky je

(z − c)2 + r2 = c2, kde c =
R2 + A2

2A
,

(kruºnica).2

2Ak tento výsledok dosadíme do integrálu pre výpo£et £asu pohybu po brachystochrone,
dostaneme

t =
c2

ω

A∫
0

dz

z (2c− z)
.

Funkcia, ktorú tu integrujeme, má póly v z = 0 a z = 2c =
R2

A
+ A > A, takºe integrál

tejto funkcie na intervale z ∈ 〈0, A〉 diverguje logaritmicky na dolnej hranici integrovania
(na za£iatku pohybu).

Dôvod je ten, ºe pri uvaºovaných okrajových podmienkach pohyb po brachystochrone ani
len neza£ne a hmotný bod zostane po celý £as na osi otá£ania. (Nevie sa rozhodnú´, ktorým
smerom vyrazi´, pretoºe v²etky smery sú rovnocenné.) Na zapo£atie pohybu potrebujeme
malý impulz alebo musí za£a´ trochu mimo osi rotácie, takºe okrajovú podmienku pre
za£iatok pohybu treba modi�kova´, £o vedie na modi�káciu Lagranºiánu:

r = 0, v = ε =⇒ v =
√
ω2r2 + ε2 =⇒ L[z, r, r′] =

√
1 + r′2√
ω2r2 + ε2

, alebo

r = η, v = 0 =⇒ v = ω
√
r2 − η2 =⇒ L[z, r, r′] =

√
1 + r′2

ω
√
r2 − η2

,

kde ε a η sú malé veli£iny.

V oboch prípadoch ide o inú a ove©a ´aº²iu úlohu ako tú, ktorú ste vyrie²ili. Tieto úlohy
je moºné vyrie²i´ iba v kvaratúrach cez eliptické integrály. Napríklad v prvom prípade
dostaneme

r(z)∫
0

|K|
√
ω2r2 + ε2√

1−K2 (ω2r2 + ε2)
dr = z

a celkový £as pohybu po brachystochrone sa dá po£íta´ ako

t =

R∫
0

dr√
ω2r2 + ε2

√
1−K2 (ω2r2 + ε2)

,

£o je uº integrál, ktorý na dolnej hranici integrovania (na za£iatku pohybu) konverguje.
Pre ve©mi malé ε a η je v²ak výsledok úlohy, ktorú ste vyrie²ili (brachystochrona v tvare
kruºnice), blízky k výsledkom úloh s modi�kovanými (realistickej²ími) Lagranºiánmi.
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1. Hmotný bod sa môºe pohybova´ iba po povrchu vodorovne poloºeného
valca s polomerom R tak, ako na obrázku. Je pritom spojený s po£i-
atkom (na osi valca) pruºinou s tuhos´ou k a nulovou pokojovou d¨ºkou
a pôsobí na¬ aj tiaºové zrýchlenie ve©kosti g smerom nadol. Takºe v
kartézskych súradniciach je väzba daná vz´ahom

y2 + z2 = R2, (x− ©ubovo©né)

a potenciálna energia je

U = mgz +
1

2
k(x2 + y2 + z2︸ ︷︷ ︸

R2 z väzby

).

Úlohou je

(a) zavies´ zov²eobecnené súradnice a nájs´ Lagranºián vyjadrený cez
ne, L = L(q, q̇),

(b) nájs´ zov²eobecnené hybnosti, pa =
∂L

∂q̇a
, a zostavi´ Hamiltonián,

H = H(q, p),

(c) napísa´ Hamiltonove rovnice (mali by to by´ 4 diferenciálne rovnice
prvého rádu).

2. �tvorec momentu hybnosti je funkciou na fázovom priestore, L2 = LiLi,
Li = εijkxjpk. Poissonove zátvorky dvoch funkcií na fázovom priestore

f a g sa de�nujú ako {f, g} = ∂f

∂pi

∂g

∂xi
− ∂f

∂xi
∂g

∂pi
. Úlohou je ukáza´, ºe

nasledujúce Poissonove zátvorky

(a) {L2, p2}, (kde p2 = pipi)

(b) {L2, ~x · ~p}, (kde ~x · ~p = xipi)

vyjdú obe rovné nule. (Oplatí sa najprv ukáza´, ºe L2 = x2p2− (~x · ~p)2,
a ¤alej po£íta´ bu¤ priamo, alebo vyuºíva´ antisymetriu, bilinearitu a
Leibnitzovskos´ Poissonových zátvoriek (príklad 5.7 z textu �roz²írený
sylabus�) a vz´ahy {xi, xj} = 0 = {pi, pj} a {pi, xj} = δij (príklad 5.11
z textu �roz²írený sylabus�))
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1. Hamiltonián pre matematické kyvadlo jeH = T+U =
P 2
ϕ

2ml2
−mgl cosϕ.

Na obrázku sú pre¬ vo fázovom priestore (rovina ϕ, Pϕ) pre ilustráciu
vyzna£ené krivky pre niektoré hodnoty celkovej energie (£ervená £iara
E = 3mgl, modrá preru²ovaná £iara E = 1, 05mgl, £ierne £iary E =
−0, 9mgl), pri£om na osi Pϕ je vyzna£ená aj typická hodnota momentu
hybnosti Pϕ = m

√
2gl3/2 a na osi ϕ sú vyzna£ené hodnoty ϕ = 2π a

ϕ = 4π.

(a) Nakreslite kompletný fázový portrét (pre akéko©vek hodnoty celkovej
energie) aj so správnymi ²ípkami. Smerovanie ²ípiek zdvôvodnite.

(b) V akom rozmedzí môºe by´ celková energia E a pre£o?

(c) Akým pohybom kyvadla zodpovedá celková energia ve©mi blízka
hodnote E = mgl? Vy²etrite oba prípadady, teda prípad E =
mgl + |ε| a aj E = mgl − |ε|, kde |ε| � mgl.

2. Uvaºujme Lagranºián L[�At, x, y, ẋ, ẏ] =
1

2
m (ẋ2 + ẏ2)− 1

2
α (ẋy + xẏ), kde

m a α sú kon²tanty.

(a) Ukáºte, ºe Lagranºove pohybové rovnice dávajú rovnice pre rovnomerný
priamo£iary pohyb, ẍ = 0 a ÿ = 0.3

(b) Nájdite vyjadrenie zov²eobecnených hybností Px a Py cez súradnice
x, y a ich £asové derivácie ẋ, ẏ.

(c) Ukáºte, ºe Hamiltonián vyjde

H[�At, x, y, Px, Py] =
1

2m

[(
Px +

1

2
αy

)2

+

(
Py +

1

2
αx

)2
]

3. Lagranºián pre vo©ný pád v homogénnom tiaºovom poli (v smere osi z)

je L[�At, z, ż] =
1

2
mż2 −mgz. Napí²te príslu²ný Hamiltonián a nakreslite

fázový portrét (£iary so ²ípkami v správnom smere v rovine z, Pz).

3Musí to tak vyjs´, pretoºe ná² Lagranºián je Lagranºiánom vo©nej £astice L =
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2

)
plus úplná £asová derivácia funkcie f = −1

2
αxy, takºe z varia£ného princípu

©ahko vidno, ºe pridanie £lena ḟ = −1

2
α (ẋy + xẏ) ni£ nemení.

6



4. Lagranºián pre viacrozmerný harmonický oscilátor je L[�At, ~r, ~̇r] =

=
1

2
m~̇r

2 − 1

2
mω2r2. �kálovaním polohového vektora ~r a £asu t v La-

granºiáne ukáºte, ºe frekvencia kmitov takéhoto oscilátora nezávisí od
amplitúdy.

5. Lagranºián pre pohyb v gravita£nom poli vo svete s 2020 priestorovými

rozmermi je L[�At, ~r, ~̇r] =
1

2
m~̇r

2 − α

r2018
.4 �kálovaním polohového vek-

tora ~r a £asu t v Lagranºiáne nájdite tretí Keplerov zákon v 2020
rozmernom svete, teda nájdite stupne mocnín m a n tak, aby platilo
(ve©kos´ obeºnej dráhy)m

(£as obehu)n
= kon²tanta.

4V 2020 rozmernom priestore sila klesá s 2019-tou mocninou, takºe v potenciáli musí
by´ 2018-ta mocnina.
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1. Na obrázku je sústava hmotných bodov s hmotnos´ami m1, m2 a m3 s
nasledujúcimi väzbami: Prvé dva hmotné body sú viazané na os x, a
tretí je spojený s kaºdým z nich ©ahkými pali£kami d¨ºky l tak, ako na
obrázku. Zave¤me zov²eobecnené súradnice x a ϕ,

m1 :

{
x1 = x
y1 = 0

m2 :

{
x2 = x+ 2l sinϕ
y2 = 0

m3 :

{
x3 = x+ l sinϕ
y3 = −l cosϕ

V smere osi y pôsobí smerom nadol tiaºové zrýchlenie g. Pohybové
rovnice pre túto úlohu sú príli² zloºité, ale dá sa tu vyuºi´ zákon za-
chovania, z ktorého dostaneme aspo¬ nie£o. Úlohou je:

(a) Ukáza´, ºe Lagranºián vyjde

L[�At,�Zx , ϕ, ẋ, ϕ̇] =
1

2
(m1 +m2 +m3) ẋ

2 + (2m2 +m3) l cosϕẋϕ̇+

+

(
2m2 cos

2 ϕ+
1

2
m3

)
l2ϕ̇2 +m3gl cosϕ.

(b) Vyuºi´ cykli£nos´ súradnice x a napísa´ diferenciálnu rovnicu prvého

rádu za zachovávanie zov²eobecnenej hybnosti Px =
∂L

∂ẋ
.

(c) Uvaºova´ po£iato£né podmienky:

x(0) = 0, ϕ(0) =
π

2
, ẋ(0) = 0, ϕ̇(0) = 0.

Z týchto po£iato£ných podmienok ²peci�kova´ hodnotu zachová-
vajúcej sa veli£iny Px5 a následne preintegrovaním rovnice za za-
chovávanie Px odvodi´ závislos´ medzi x a ϕ:6

x =
2m2 +m3

m1 +m2 +m3

l (1− sinϕ)

(d) Zmení sa výsledok (závislos´ medzi x a ϕ) ak vypneme tiaºové
zrýchlenie?

2. Lagranºián relativisticlej £astice v jednom rozmere, na ktorú nepôsobia
5Akú hodnotu má na po£iatku, takú hodnotu má stále, ke¤ºe sa zachováva.
6Kompletné rie²enie si ºiada pozna´ x a ϕ ako funkcie £asu, £o nevieme, ale zákon

zachovania nám prezrádza aspo¬ závislos´ medzi nimi.

8



ºiadne sily, je7

L[�At,�Zx , ẋ] = −mc2
√

1− ẋ2

c2
.

Úlohou je:

(a) Ukáza´, ºe zov²eobecnená hybnos´ je

p =
mẋ√
1− ẋ2

c2

.

(b) Ukáza´, ºe Hamiltonián vyjde8

H[�At,�Zx , p] = pẋ− L[�At,�Zx , ẋ] = · · · = c
√
m2c2 + p2.

(Výraz pre p umocni´ a vyjadri´ ẋ cez p, potom dosadi´ do vz´ahu
pre Hamiltonián.) Relativistický vz´ah pre energiu je potom E2 =
m2c4 + p2c2.

7Pre rýchlosti ove©a men²ie neº rýchlos´ svetla dostávame L = −mc2
√

1− ẋ2

c2
≈

≈ −mc2
(
1− 1

2

ẋ2

c2

)
=

1

2
mẋ2 −mc2 = kinetická energia − pokojová energia.

8Pre malé hybnosti máme H = c
√
m2c2 + p2 = mc2

√
1 +

( p

mc

)2
≈

≈ mc2
[
1 +

1

2

( p

mc

)2]
=

p2

2m
+mc2 = kinetická energia + pokojová energia.
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Na obrázku sú dve identické rovinné kyvadlá s hmotnos´ami m a d¨ºkami
závesov l. Kyvadlá sú zavesené vo vzájomnej vzdialenosti λ a sú spojené
pruºinou tuhosti k s pokojovou d¨ºkou tieº λ. Pôsobí na ne aj tiaºové zrýchle-
nie g. Celková potenciálna energia je potom

U =
1

2
k

(√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 − λ

)2

+mgy1 +mgy2,

kde x1, y1, x2 a y2 sú súradnice dvoch hmotných bodov s hmotnos´ami m v
rovine x, y.

1. Zave¤te zov²eobecnené súradnice ϕ1 a ϕ2 tak ako na obrázku (x1 =
l sinϕ1, y1 = −l cosϕ2, x2 = λ + l sinϕ2, y2 = −l cosϕ2) a nájdite
kinetickú energiu v maticovom zápise,

T =
1

2
(ϕ̇1, ϕ̇2)

(
M11 M12

M21 M22

)(
ϕ̇1

ϕ̇2

)
.

2. Poloºte λ = 0 a príklad rie²te ¤alej uº len pre tento ²peciálny prípad.

3. Ukáºte, ºe pre λ = 0 sa potenciálna energia dá v zov²eobecnených súrad-
niciach ϕ1 a ϕ2 zapísa´ ako

U = 2kl2 sin2 ϕ1 − ϕ2

2
−mgl (cosϕ1 + cosϕ2) .

4. Vypo£ítajte prvé parciálne derivácie potenciálnej energie ∂U
∂ϕ1

a ∂U
∂ϕ2

a
overte, ºe pre polohu ϕ1 = ϕ2 = 0 je splnená nutná podmienka minima
potenciálnej energie.

5. Nájdite rozvoj potenciálnej energie do druhého rádu vo ϕ1 a ϕ2 v mati-
covom zápise,

U = kon²tanta na ktorej nezáleºí+
1

2
(ϕ1, ϕ2)

(
K11 K12

K21 K22

)(
ϕ1

ϕ2

)
.

6. Nájdite frekvencie malých kmitov sústavy. Malo by vyjs´ ω =
=
√
g/l a ω =

√
g/l + 2k/m.

7. Nájdite módy prislúchajúce týmto frekvenciám a napí²te v²eobecné rie²e-
nie pre £asový vývoj uhlov ϕ1(t) a ϕ2(t).

8. Popí²te alebo na£rtnite ako vyzerá kmitanie v ²peciálnom prípade, ak
v¤aka vhodnému výberu po£iato£ných podmienok do rie²enia vstupuje
iba jeden z dvoch módov. Urobte to pre oba nezávislé módy, ktoré ste
na²li.
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1. Na obrázku je valcová plocha, ktorá v beztiaºi rotuje okolo svojej osi
uhlovou rýchlos´ou ~ω. Zave¤me súradnice (x, y, z) vzh©adom na repér
(~e1, ~e2, ~e3) spojený s valcovou plochou, ktoré by boli prirodzené pre ©udí
ºijúcich na vnútornej strane rotujúcej valcovej plochy, £iºe vektor ~e1
smeruje pozd¨º osi valcovej plochy a vektor ~e3 smeruje �nahor� teda
smerom do stredu valcovej plochy. Polohový vektor ~r rotujúci spolu
s valcovou plochou a uhlovú rýchlos´ ~ω potom súradnicami (x, y, z)
parametrizujeme ako

~r = −R~e3 + x~e1 + y~e2 + z~e3︸ ︷︷ ︸
~r′

, ~ω = ω~e1.

Ukáºte, ºe pohybové rovnice pre telesá vo©ne padajúce v sústave s repérom
(~e1, ~e2, ~e3) sú ẍ = 0,

ÿ = 2ωż + ω2 y,

z̈ = −2ωẏ + ω2(z −R).

2. Uvaºujme Lagranºián

L[�At, x, ẋ] =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2 − 1

3
ε
k

R
x3,

ktorý popisuje oscilátor, ktorý je (iba trochu) neharmonický, m je hmo-
tnos´, k je kon²tanta rozmeru tuhosti pruºiny [kg s−2], R je kon²tanta
rozmeru d¨ºky a ε je malé bezrozmerné £íslo. Úlohou je:

(a) Ukáza´, ºe po zberozmernení, x ≡ Ry, t ≡
√
m/kτ , pohybová

rovnica odvodená z Lagranºiánu nadobudne tvar
d2y

dτ 2
+ y + εy2 = 0.

(b) Uvaºova´ funkciu y(τ) v tvare poruchového rozvoja y(τ) =
= y0(τ) + εy1(τ) + ε2y2(τ) + · · · a napísa´ pohybové rovnice pre y0
aº y2, d2y0

dτ 2
+ y0 = 0,

d2y1
dτ 2

+ y1 = .?.,
d2y2
dτ 2

+ y2 = .?.,

(otázniky podop¨¬a´ výpo£tom).

(c) Rie²enie rovnice pre y0 je y0(τ) = a0 cos(τ + ϕ0), kde a0 a ϕ0 sú
kon²tanty. Nájdite rie²enie pre y1. Skladá sa z homogénneho a
partikulárneho rie²enia, pri£om homogénne rie²enie je v rovnakom
tvare ako rie²enie pre y0. Partikulárne rie²enie h©adajte v tvare
α+ β cos(2τ + 2ϕ0) a vyuºite, ºe cos2 ϑ = (1 + cos 2ϑ)/2. Rie²enie
pre funkciu y2 h©ada´ nemusíte.
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KOMENTÁRE

A) Pod©a pohybových rovníc z úlohy 1. je zrýchlenie telesa rovné

~a =

 0
2ωż + ω2 y
−2ωẏ + ω2(z −R)

 .

Ak sa teleso nachádza ve©mi blízko k stredu súradnicovej sústavy s repérom
(~e1, ~e2, ~e3), teda x, y, z � R, a jeho rýchlos´ je ve©mi malá v porovnaní s
rýchlos´ou rotácie, £iºe ẋ, ẏ, ż � ωR, tak zrýchlenie telesa je pribliºne

~a ≈

 0
0
−ω2R

 = −ω2R~e3,

Takºe dominantná zloºka sily pôsobiacej na teleso je v smere oproti osi z danej
vektorom ~e3 rovnako ako na povrchu Zeme.

B) Výpo£et úlohy 2. z predchádzajúcej strany ukazuje, ºe poruchové rie²enie
pohybovej rovnice pre neharmonicý oscilátor je

x(t) =

x0(t)︷ ︸︸ ︷
Ra0 cos

(√
k

m
t+ ϕ0

)
+

+ ε

[ x1(t)︷ ︸︸ ︷
Ra1 cos

(√
k

m
t+ ϕ1

)
︸ ︷︷ ︸
homogénne rie²enie pre y1(τ)

+ .?.+ .?. cos

(
2

√
k

m
t+ 2ϕ0

)
︸ ︷︷ ︸

partikulárne rie²enie pre y1(τ)

]
+

+ ε2x2(t) + · · ·
Máme tu aº ²tyri kon²tanty, a0, ϕ0, a1 a ϕ1, pri£om po£iato£né podmienky
sú iba dve, x(0) a ẋ(0). V poruchovom výpo£te, x(t) = x0(t) + εx1(t) + · · · ,
v²ak rozde©ujeme do jednotlivých rádov poruchového výpo£tu aj po£iato£né
podmienky. Rie²enie v nultom ráde sp¨¬a zadané po£iato£né podmienky,

x0(0) = x(0),

ẋ0(0) = ẋ(0),

a v ostatných rádoch poruchového výpo£tu sú po£iato£né podmienky nulové,

x1(0) = 0,

ẋ1(0) = 0,

x2(0) = 0,

ẋ2(0) = 0,
...

Nakoniec teda máme rovnaký po£et po£iato£ných podmienok ako kon²tánt,
ktoré chceme ²peci�kova´, a celkové rie²enie x(t) = x0(t) + εx1(t) + · · · sp¨¬a
po£iato£né podmienky, ktoré má sp¨¬a´.
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1. Na prvom obrázku je homogénny kváder s hmotnos´ou M a s d¨ºkami
hrán a, b a c, teda v telesových súradniciach x, y, z ide o oblas´ danú

podmienkami −a
2
≤ x ≤ a

2
, − b

2
≤ y ≤ b

2
, − c

2
≤ z ≤ c

2
, v ktorej je

hustota ρ kon²tantná. (M = ρabc.) Kváder je pevne uchytený tak, aby
sa otá£al okolo osi prechádzajúcej jeho najdlh²ou uhloprie£kou. (Ak by
jeho os rotácie nebola pevne uchytená, dochádzalo by k prece-
sii!9) Otá£a sa uhlovou rýchlos´ou ω, takºe vektor uhlovej rýchlosti v
telesových súradniciach je

~ω ≡ ωi~ei ≡

 ω1

ω2

ω3

 =
ω√

a2 + b2 + c2

 a
b
c

 , normovanie:
√
~ω2 = ω

(a) Nájdite tenzor zotrva£nosti kvádra Iij v telesových súradniciach
x, y, z (v²etky komponenty matice, Ixx, Ixy,...).

(b) Overte, ºe kinetická energia kvádra rotujúceho s vy²²ie uvedenou
uhlovou rýchlos´ou vyjde

Trot. =
1

12
M
a2b2 + b2c2 + c2a2

a2 + b2 + c2
ω2.

2. Tenká ty£ s hmotnos´ou m a d¨ºkou l je poloºená na vodorovnú valcovú
plochu s polomerom R (os ty£e je kolmá na os valcovej plochy) tak,
ºe v rovnováºnej polohe je ty£ vo vodorovnej polohe a jej ´aºisko sa
nachádza v mieste dotyku s valcovou plochou. V²eobecná poloha ty£e je
znázornená na druhom obrázku. Za zov²eobecnenú súradnicu si vyberme
uhol ϕ, ktorý meria náklon ty£e. (Druhá £as´ obrázku je vizuálnou
pomôckou pri h©adaní závislosti polohy ´aºiska ty£e od súradnice ϕ.)
Úlohou je:

9Pretoºe vektor uhlovej rýchlosti nie je vlastným vektorom tenzora zotrva£nosti, £iºe
Li = Iijωj 6= λωi, a moment hybnosti tr£í v telesových súradniciach iným smerom ako os
rotácie daná vektorom ~ω, teda ~L sa to£í spolu s telesom a nezachováva sa. Nezachovávanie
momentu hybnosti ~L znamená, ºe na teleso pôsobia sily, ktoré ho nútia kona´ zadaný pohyb.
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(a) Vypo£íta´ moment zotrva£nosti ty£e (rotujúcej okolo svojho ´aºiska
s osou rotácie kolmou na ty£) Ity£.

(b) Vyuºi´, ºe kinetická energia ty£e je sú£tom kinetickej energie za

pohyb ´aºiska, T´aº. =
1

2
m (ẋ2´aº. + ẏ2´aº.), a rota£nej energie danej

momentom zotrva£nosti ty£e, Trot. =
1

2
Ity£ϕ̇

2, a potenciálna ener-
gia je daná vý²kou ´aºiska, U = mg · vý²ka ´aºiska, a overi´, ºe
Lagranºián je

L[�At, ϕ, ϕ̇] =
1

2
m

(
R2ϕ2 +

1

12
l2
)
ϕ̇2 − kon²t.−mgR (cosϕ+ ϕ sinϕ) ,

kde kon²tanta je daná výberom nulovej hladiny potenciálnej energie
a nezáleºí na nej.

(c) Nájdite frekvenciumalých kmitov ty£e okolo jej rovnováºnej polohy
ϕ = 0. (Postup z teórie pre malé kmity, ale teraz sú tu iba 1 × 1
matice, ke¤ºe stupe¬ vo©nosti je iba jeden.)
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obr. £. 2

1. Na prvom obrázku je homogénny valec s hmotnos´ou M a polomerom
R, ktorý sa môºe kotú©a´ po vodorovnej rovine. Na kraji valca je
pripevnený hmotný bod s hmotnos´ou m. Ak si zavedieme zov²eob-
necnenú súradnicu ϕ ako na obrázku, tak poloha ´aºiska valca je x´aº. =
Rϕ, y´aº. = R, a poloha hmotného bodu s hmotnos´ou m je xh.b. =
x´aº. − R sinϕ, yh.b. = y´aº. − R cosϕ. Kinetická enegia sústavy je daná

transla£ným pohybom ´aºiska valca,
1

2
M (ẋ2´aº. + ẏ2´aº.), rota£ným po-

hybom valca,
1

2
Ivalecϕ̇

2, a pohybom hmotného bodu s hmotnos´ou m,
1

2
m (ẋ2h.b. + ẏ2h.b.), a potenciálna energia je daná homogénnym tiaºovým

zrýchlením g. Úlohou je:

(a) Vypo£íta´ moment zotrva£nosti valca Ivalec.

(b) Nájs´ Lagranºián a odvodi´ pohybovú rovnicu.

(c) Odvodenú pohybovú rovnicu zbezrozmerni´,

τ =

√
g

R
t, ε =

m

M
,

malo by vyjs´[
3

2
+ 2ε (1− cosϕ)

]
d2ϕ

dτ 2
+ ε (sinϕ)

[
1 +

(
dϕ

dτ

)2
]
= 0,

a rie²i´ ju poruchovo do prvého rádu v parametri ε.

(d) Ukáza´, ºe rie²enie sp¨¬ajúce po£iato£né podmienky,

ϕ(0) = A, ϕ̇(0) =

√
g

R
B,

je10

ϕ(t) = A+

√
g

R
Bt+

+
m

M

2

3

1 +B2

B2

[
sin

(
A+

√
g

R
Bt

)
−

− (sinA)− (cosA)

√
g

R
Bt

]
+

+ kon²tanta rádu
(m
M

)2
· nejaká funkcia (t) .

10Vzdialenos´, o ktorú sa valec prekotú©a, resp. poloha ´aºiska valca je Rϕ(t), a môºe
nadobúda´ akéko©vek £íselné hodnoty, takºe ani uhol ϕ nie je ºiadúce obmedzova´ na interval
〈0, 2π). Poloha ϕ = 0 sa lí²i od polohy ϕ = 2π.
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2. Na druhom obrázku je nádoba s nestla£ite©nou kvapalinou (ρ =
= kon²t.), ktorá je v smere osi x urých©ovaná kon²tantným zrýchlením a
tak, ºe v £ase t = 0 nádoba stála. Predpokladajme, ºe kvapalina sa hýbe
spolu s nádobou ako tuhé teleso, teda vektorové pole rýchlosti te£enia
kvapaliny je ~v = at~ex. Rie²ením Navierovej�Stokesovej rovnice,(

~v · ~∇
)
~v +

∂~v

∂t
= −1

ρ
~∇p+ ~g +

η

ρ

(
~∇
(
~∇ · ~v

)
+4~v

)
, ~g = −g~ez,

(a) nájdite tlak p ako funkciu priestorových súradníc a £asu.

(b) Overte, ºe z podmienky nulového tlaku je hladina kvapaliny daná
vz´ahom

z = −a
g
x+ f(t),

kde f(t) je funkcia £asu, ktorú moºno ²peci�kova´ zadaním objemu
kvapaliny v nádobe.11 Kvapalina sa teda správa ako keby bola v
nádobe, ktorá stojí, ale je naklonená,12 pri£om uhol náklonu α je

daný vz´ahom tg α =

∣∣∣∣∂z∂x
∣∣∣∣ = a

g
.

11Ak má podstava nádoby tvar ²tvorca s d¨ºkou hrany l a je v rovine z = 0, v £ase t = 0
nádoba stála a jej okraj bol v polohe x = 0, a hladina kvapaliny je naklonená iba tak, aby
kvapalina z nádoby ani nevytekala a aby ani £as´ dna nádoby nevyt¯£ala nad hladinu, tak
objem kvapaliny v nádobe sa dá po£íta´ ako

V =

1
2at

2+l∫
1
2at

2

dx

l∫
0

dy

− a
g x+f(t)∫
0

dz,

£o funkciu f(t) ²peci�kuje na tvar

f(t) =
V

l2
+

a

2g

(
l + at2

)
.

12V sústave spojenej s nádobou sa hydrodynamika redukuje na hydrostatiku, ale pôsobí
v nej zotrvá£ná sila, ktorá �naklá¬a� hladinu.
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