
· • Sada 1: Zrýchlený Pozorovate© • ·

Pr. 1 �as v rakete: Sveto£iara pozorovate©a (v rakete), ktorý sa pohybuje s kon²tantným zrýchlením α,
je daná predpisom

t =
1

α
shατ,

x =
1

α
chατ,

kde t a x sú £as a poloha v inerciálnej sústave (na Zemi) a τ je vlastný £as, ktorý plynie v rakete. Uvaºujme
cestu raketou zo Zeme k hviezde vo vzdialenosti D takým spôsobom, ºe raketa v £ase t = τ = 0 ²tartuje z
polohy x = 1/α, pohybuje sa po sveto£iare danej vy²²ie uvedeným predpisom, aº kým nedorazí na miesto
s polohou x = 1/α + D/2. Raketa sa potom oto£í a za£ne spoma©ova´ rovnako ve©kým zrýchlením, ako
bola do polcesty urých©ovaná. Napokon dorazí do cie©a v polohe x = 1/α+D. Úlohou je:

1. Na£rtnú´ sveto£iaru rakety, ktorá polovicu £asu zrých©ovala a polovicu £asu spoma©ovala, vºdy so
zrýchelním α.

2. Odvodi´ vz´ahy pre £as, ktorý po£as celej cesty uplynie v rakete a na Zemi,

TR =
2

α
arcch

(
αD

2
+ 1

)
,

TZ =
2

α

√
αD

2

√
αD

2
+ 2.

S rastúcou vzdialenos´ou destinácie D teda £as na Zemi rastie asymptoticky lineárne (rýchlos´ rakety
je vä£²inu £asu blízka rýchlosti svetla) a £as v rakete rastie asymptoticky logaritmicky.

3. Overi´ platnos´ vz´ahu

TZ =

(
2

α
+D

)
th

(
α
TR
2

)
.

4. Overi´, ºe v jednotkách, ktoré pouºívame, c = 1, je hodnota ²tandardného tiaºového zrýchlenia �1g�
= 9, 81ms−2 = 1, 03rok−1 a vzdialenos´ jedného svetelného roka je 1sv.rok = 1rok. Do vz´ahov z bodu
2. potom moºno za α dosadi´ hodnotu 1, 03 a za D hodnotu vzdialenosti destinácie v svetelných
rokoch. Nájdite hodnoty £asov v rokoch, ktoré uplynú v �1g� rakete TR a na Zemi TZ pre dve
©ubovo©ne vybrané destinácie (zvoli´ si dve dostato£ne rôzne hodnoty pre D v svetelných rokoch).

Pr. 2 Rindlerove súradnice: Prechod medzi laboratórnymi súradnicami t, x a súradnicami spojenými so
zrýchleným pozorovate©om t, x (Rindlerove súradnice) je daný vz´ahmi

t =

(
1

α
+ x

)
shαt,

x =

(
1

α
+ x

)
chαt.

Úlohou je:

1. Nakresli´ krivo£iaru súradnicovú sie´ Rindlerových súradníc, teda krivky v rovine t, x dané podmien-
kami t = kon²t., x = kon²t.

2. Prepísa´ Minkowského metriku do Rindlerových súradníc. Malo by vyjs´

ds2 = −dt2 + dx2 = − (1 + αx)
2
dt

2
+ dx2.
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3. Ukáza´, ºe v limite slabého zrýchlenia |αx| � 1 metrika z predchádzajúceho bodu dáva vz´ah pre
Newtonovský poteniál φ ≈ αx, teda rovnaký vz´ah ako pre �ktívnu silu v klasickej Newtonovskej
mechanike. Sta£í vyuºi´, ºe pre metriku blízku Minkowského metrike (gµν ≈ ηµν) platí, ºe rovnica
geodetiky pre pomaly sa pohybujúci hmotný bod sa blíºi k rovnici pre hmotný bod v slabom (|φ| � 1)
a kon²tantnom klasickom Newtonovskom potenciáli, pri£om platí vz´ah g00 ≈ −(1 + 2φ).

Pr. 3 �as na Zemi: Vrá´me sa k situácii z prvého príkladu Pr. 1. Raketa cestuje z polohy x = 1/α s
kon²tantným zrýchlením α do polohy x = 1/α+D/2 a potom spoma©uje opa£ným zrýchlením do polohy
x = 1/α + D. Sveto£iara Zeme zodpovedá státiu v polohe x = 1/α. Po£as celej cesty rakety uplynie v
rakete £as TR a na Zemi TZ. V prvom príklade sa pouºil popis z poh©adu �pozemských� súradníc t, x. Na
situáciu sa môºeme pozrie´ aj z poh©adu Rindlerových súradníc t, x,

t =

(
1

α
+ x

)
shαt,

x =

(
1

α
+ x

)
chαt,

v ktorých Raketa stojí (x = 0) a Zem sa hýbe. Úlohou je:

1. Na£rtnú´ sveto£iaru rakety, ktorá polovicu £asu zrých©ovala a polovicu £asu spoma©ovala, vºdy so
zrýchlením α.

2. Ukáza´, ºe po£as fázy zrých©ovania rakety je sveto£iara Zeme daná vz´ahom

Γ : xZ
(
t
)

=
1

α

(
1

chαt
− 1

)
, t ∈

〈
0,
TR
2

〉
.

3. Vypo£íta´ £asopriestorovú d¨ºku krivky z predchádzajúceho bodu

TZ(1) =

TR
2∫

0

√
−g
(
dΓ

dt
,
dΓ

dt

)
dt = ...výpo£et... =

1

α
th

(
α
TR
2

)
,

kde dΓ/dt je dotykový vektor ku sveto£iare Zeme s ve©kos´ou súvisiacou s £asovým prírastkom v
Rindlerových (�raketových�) súradniciach dt a metrika g je Minkowského metrika v Rindlerových sú-
radniciach daná vz´ahom v Pr. 2 v bode 2. Výraz g

(
dΓ/dt, dΓ/dt

)
teda predstavuje £asopriestorovú

metriku indukovanú na krivku Γ, takºe meria £asopriestorovú d¨ºku krivky.

4. Rozmyslie´ si, ºe v druhej polovici cesty rakety, vo fáze brzdenia, platí:
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(c)

.

(a) - posun priese£níka asymptot hyperboly z polohy x = 0 do polohy x = 1/α+D + 1/α

(b) - oto£enie hyperboly: zrých©ovanie → spoma©ovanie: α→ −α
(c) - £as t̂ beºí opa£ným smerom ako £as t a je aj vhodne posunutý

5. Zo vz´ahu z predchádzajúceho bodu vyjadri´ predpis sveto£iary Zeme a rovnakým postupom ako v
bode 3. odvodi´:

TZ(2) = ...výpo£et... =

(
1

α
+D

)
th

(
α
TR
2

)
.

(Nezabudnú´ oto£i´ znamienko pri α aj v metrike!)

6. Rozmyslie´ si, ako súvisí rozdielnos´ výsledokov z bodov 3. a 5. s relatívnos´ou sú£asnosti.

Ak s£ítame výsledky z bodov 3. a 5., dostaneme:

TZ(1) + TZ(2) =

(
2

α
+D

)
th

(
α
TR
2

)
,

£o je v zhode s výsledkomPr. 1 bod 3. Ke¤ºe sme tu po£ítali d¨ºku tej istej krivky, iba v iných súradniciach,
tak to tak aj muselo vyjs´.
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