
· • Sada 2: Milneho a de Sitterov vesmír • ·

Pr. 1 1 + 1 rozmerný Milneho vesmír: V Minkowského £asopriestore so súradnicami t a x (y a z sa ne-
uplatnia) sa nekone£ne ve©a hmotných bodov v jednom okamihu, t = 0, za£ne rozbieha´ pozd¨º priamky
x z jedného bodu, x = 0, v²etkými moºnými rýchlos´ami z intervalu (−1, 1). �asovú súradnicu t moºno
nahradi´ vlastným £asom τ rozbiehajúcich sa hmotných bodov. Ke¤ºe sa kaºdý hmotný bod pohybuje
inou rýchlos´ou, prislúcha kaºdému z nich inak beºiaci vlastný £as, takºe je rozumné prejs´ od polohovej
súradnice x k súradnici spojenej s rozbiehajúcimi sa hmotnými bodmi. Za takúto súradnicu moºno vybra´
rýchlos´ v ∈ (−1, 1), pretoºe ²peci�cká rýchlos´ dáva ²peci�ckú trajektóriu hmotného bodu a teda v danom
£ase aj ²peci�ckú polohu. Okrem pôvodných súradníc t a x sú teda v Minkowského £asopriestore dobre
de�nované aj súradnice τ a v. Úlohou je:

1. Rozmyslie´ si, ºe súradnice τ a v nepokrývajú celý Minkowského £asopriestor, a vyzna£i´ oblas´,
ktorú pokrývajú.

2. Nájs´ predpis pre transformáciu súradníc medzi t, x a τ, v. Sta£í pouºi´ Lorentzovu transformáciu
medzi súradnicami t, x a súradnicami τ, x̃ v inerciálnej sústave spojenej s hmotným bodom ²pe-
ci�kovaným rýchlos´ou v. Ke¤ºe je tento hmotný bod v po£iatku svojej inerciálnej sústavy, x̃ z
transforma£ných vz´ahov vypadne.

3. Nahradi´ súradnicu v novou priestorovou súradnicou χ pod©a predpisu v = thχ a overi´, ºe výsledná
transformácia vyjde

t = τchχ,

x = τshχ.

4. V tranformácii, ktorá vy²la v predchádzajúcom bode, prehodi´ hyberbolický sínus a kosínus,

t = τshχ,

x = τchχ,

a porovna´ tieto vz´ahy so vz´ahmi pre Rindlerove súradnice zo Sady 1, Pr. 2. Ako súvisia súradnice
τ a χ z vy²²ie uvedenej transformácie s Rindlerovými súradnicami?

5. Prepísa´ Minkowského metriku do súradníc τ, χ z bodov 3. a 4. V oboch prípadoch by malo vyjs´

ds2 = −dt2 + dx2 = ±
(
−dτ2 + τ2dχ2

)
6. Ke¤ºe súradnice v transformáciách z bodov 3. a 4. pokrývajú vºdy len £as´ Minkowského £aso-

priestoru, vymyslie´ ¤al²ie (dve) transformácie súradníc tak, aby boli pokryté aj ostatné oblasti.
Rozmyslie´ si, ºe tieto ¤al²ie transformácie zodpovedajú sústave, v ktorej sa hmotné body zbiehajú
(sta£í oto£i´ znamienko pri £ase t v bode 3.), a ¤al²iemu zrýchlenému pozorovate©ovi (oto£ené
znamienka pri t aj x z bodu 4.).

Pr. 2 Viacrozmerný Milneho vesmír: 1+1 rozmerný Milneho vesmír sa dá zov²eobecni´ na viac rozmerov
modi�kovaním transformácie z Pr. 1 bodu 3.

t = τchχ,

~x = ~nτshχ,

kde τ je vlastný £as rozbiehajúcich sa hmotných bodov, χ zodpovedá ve©kosti rýchlosti ich rozbiehania
(v = thχ) a ~n je jednotkový vektor zodpovedajúci smeru rozbiehania, ktorý sa dá parametrizova´ uhlovými
súradnicami. Úlohou je:
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1. Prepísa´ 1 + 3 rozmernú Minkowského metriku do vy²²ie uvedených súradníc. Malo by vyjs´

ds2 = −dt2 + d~x2 = −dτ2 + τ2
[
dχ2 + sh2χ

(
sin2 ϑdϕ2 + dϑ2

)]
,

kde ϕ a ϑ sú uhlové súradnice na jednotkovej sfére a výsledok z Pr. 1 bodu 5. je ²peciálnym prípadom
tohto výsledku.

2. Ukáza´, ºe ak potla£íme jeden priestorový rozmer (�xujeme ϑ), tak priestorová £as´ metriky z pred-
chádzajúceho bodu sa redukuje na

τ2
(
dχ2 + sh2χdϕ2

)
.

3. Uvaºova´ priestor s Kartézskymi súradnicami u, x, y. Na£rtnú´ plochu v tomto priestore danú väzbou

u2 − x2 − y2 = τ2.

Ako sa táto plocha nazýva?

4. Indukova´ metriku

dl2 = −du2 + dx2 + dy2

na plochu zade�novanú v predchádzajúcom bode cez takú parametrizáciu plochy (súradnice na
ploche), aby výsledná metrika bola rovnaká ako v bode 2. Táto plocha s touto metrikou sa nazýva
Loba£evského rovina.

5. Zargumentova´, ºe aj ke¤ to tak z obrázku z bodu 3. na prvý poh©ad nevyzerá, Loba£evského rovina
je homogénna a izotropná.

Pr. 3 De Sitterov vesmír: Uvaºujme 1 + 4 rozmerný priestor s kartézskymi súradnicami t, x, y, z, w a s
metrikou

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 + dw2.

�alej v tomto priestore uvaºujme nadplochu danú väzbou

−t2 + x2 + y2 + z2 + w2 = K2.

Táto nadplocha s metrikou indukovanou z pôvodného viacrozmernej²ieho priestoru sa volá de Sitterov
vesmír. Úlohou je:

1. Na£rtnú´ vy²²ie de�novanú nadplochu pri dvoch potla£ených priestorových rozmeroch (poloºi´ z = 0

a w = 0). Ako sa tento útvar nazýva?

2. Nájs´ takú parametrizáciu nadplochy,

t = jedna funkcia parametra τ,

x, y, z, w = r · goniometrické funkcie s tromi uhlovými súradnicami na 3-sfére

vybrané tak, aby x2 + y2 + z2 + w2 = r2,

r = druhá funkcia parametra τ,

(kvôli väzbe musí plati´− t2 + r2 = K2),

aby metrika, ktorú na ¬u indukujeme, vy²la v tvare

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 + dw2︸ ︷︷ ︸
dr2+r2dΩ2

(3)

= −dτ2 +K2ch2 τ

K
dΩ2

(3),

kde dΩ2
(3) je objemový element jednotkovej 3-sféry daný vhodne vybranými uhlovými súradnicami.

Pri výpo£toch nie je potrebné ²peci�kova´ a pouºíva´ parametrizáciu 3-sféry cez uhlové súradnice,
ke¤ºe vo vy²²ie uvedenom vz´ahu je to isté dΩ2

(3) na ©avej aj pravej strane rovnosti.
(pokra£ovanie na ¤al²ej strane →)
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3. Porovna´ výsledok z predchádzajúceho bodu (de Sitterov vesmír) s výsledkom z Pr. 2 bodu 1.
(Milneho vesmír). Pri porovnávaní interpretova´ tieto dve £asopriestorové metriky ako metriky s
priestormi danými nadplochami kon²tantného £asu, ktorých ve©kos´ sa v £ase mení,

ds2 = −dτ2 + a(τ)2 · priestorová metrika (3-sféra / Loba£evského 3-priestor),

kde a(τ) je funkcia nazývaná ²kálovací parameter a popisuje, ako sa s £asom priestor roz´ahuje alebo
zmr²´uje. Ako táto funkcia vyzerá v oboch prípadoch, resp. ako sa priestor s £asom roz´ahuje alebo
zmr²´uje? �o majú priestory v dvoch £asopriestorových metrikách spolo£né a v £om sa lí²ia?
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