.o ’ Sada 2: Milneho a de Sitterov vesmir o

Pr. 1 1+ 1 rozmerny Milneho vesmir: V Minkowského ¢asopriestore so stradnicami t a x (y a z sa ne-
uplatnia) sa nekone¢ne vel'a hmotnych bodov v jednom okamihu, ¢t = 0, za¢ne rozbiehaf pozdiz priamky

z z jedného bodu, z = 0, vietkymi moZznymi rychlostami z intervalu (—1,1). Casovi stradnicu ¢ mozno
nahradit vlastnym ¢asom 7 rozbiehajucich sa hmotnych bodov. KedZe sa kazdy hmotny bod pohybuje
inou rychlostou, prislicha kazdému z nich inak beZiaci vlastny ¢as, takZze je rozumné prejst od polohovej
suradnice x k suradnici spojenej s rozbiehajicimi sa hmotnymi bodmi. Za takato suradnicu mozno vybrat
rychlost v € (—1, 1), pretoZe 8pecificka rychlost dava $pecificku trajektoriu hmotného bodu a teda v danom
Case aj 8pecifickat polohu. Okrem pévodnych sturadnic ¢ a x su teda v Minkowského ¢asopriestore dobre
definované aj stradnice 7 a v. Ulohou je:

1. Rozmysliet si, Ze siuradnice 7 a v nepokryvaju cely Minkowského ¢asopriestor, a vyznacit oblast,
ktori pokryvaju.

2. Néjst predpis pre transformaciu stradnic medzi ¢,z a 7,v. Staéi pouzit Lorentzovu transforméciu
medzi stradnicami ¢,z a stradnicami 7,Z v inercidlnej sistave spojenej s hmotnym bodom Spe-
cifikovanym rychlostou v. KedZe je tento hmotny bod v pociatku svojej inercidlnej sustavy, T z
transformad¢nych vztahov vypadne.

3. Nahradit suradnicu v novou priestorovou stiradnicou x podla predpisu v = thx a overit, Ze vysledné
transformécia vyjde

t = rchy,
x = 7shy.

4. V tranformécii, ktora vysla v predchadzajiacom bode, prehodit hyberbolicky sinus a kosinus,

t = 7shy,
x = Tchy,

a porovnat tieto vztahy so vztahmi pre Rindlerove stradnice zo Sady 1, Pr. 2. Ako suvisia siuradnice
T a x z vySSie uvedenej transformécie s Rindlerovymi siradnicami?

5. Prepisat Minkowského metriku do saradnic 7, x z bodov 3. a 4. V oboch pripadoch by malo vyjst

ds® = —dt* +da® = + (dez + T2dX2)

6. Kedze suradnice v transformaciach z bodov 3. a 4. pokryvaju vzdy len ¢ast Minkowského Gaso-
priestoru, vymysliet d'alsie (dve) transformacie suradnic tak, aby boli pokryté aj ostatné oblasti.
Rozmysliet si, Ze tieto dalsie transformécie zodpovedaju sustave, v ktorej sa hmotné body zbiehaju
(sta¢i otoCif znamienko pri Case t v bode 3.), a dalsiemu zrychlenému pozorovatelovi (otodené
znamienka pri t aj « z bodu 4.).

Pr. 2 Viacrozmerny Milneho vesmir: 14 1 rozmerny Milneho vesmir sa da zovSeobecnit na viac rozmerov
modifikovanim transformécie z Pr. 1 bodu 3.

= 7chy,

£ = mnrshy,

kde 7 je vlastny cas rozbiehajicich sa hmotnych bodov, x zodpoveda velkosti rychlosti ich rozbiehania
(v = thy) a 7 je jednotkovy vektor zodpovedajici smeru rozbiehania, ktory sa da parametrizovat uhlovymi
stiradnicami. Ulohou je:



1. Prepisat 1 + 3 rozmerni Minkowského metriku do vysgie uvedenych suradnic. Malo by vyjst
ds* = —dt* + di? = —dr?® + 7% [dx® + sh?x (sin® ¥dp? + dv?)],

kde ¢ a 1 st uhlové siradnice na jednotkovej sfére a vysledok z Pr. 1 bodu 5. je $pecidlnym pripadom
tohto vysledku.

2. Ukazat, ze ak potlacime jeden priestorovy rozmer (fixujeme 1), tak priestorova ¢ast metriky z pred-
chadzajiceho bodu sa redukuje na

72 (dx2 + shzxdapQ) .

3. Uvazovat priestor s Kartézskymi suradnicami u, x, y. Na¢rtnat plochu v tomto priestore dand vézbou
w?— 2 —y? =72
Ako sa téato plocha nazyva?
4. Indukovat metriku

di? = —du® + da® 4 dy?

na plochu zadefinovant v predchadzajucom bode cez taku parametrizaciu plochy (siradnice na
ploche), aby vyslednd metrika bola rovnaka ako v bode 2. Tato plocha s touto metrikou sa nazyva
Lobagevského rovina.

5. Zargumentovat, %e aj ked to tak z obrazku z bodu 3. na prvy pohlad nevyzera, Lobacevského rovina
je homogénna a izotropna.

Pr. 3 De Sitterov vesmir: Uvazujme 1 + 4 rozmerny priestor s kartézskymi stradnicami ¢, x,y,z,w a s
metrikou

ds?* = —dt? + da? + dy® + d2* + dw®.
Dalej v tomto priestore uvazujme nadplochu danu vizbou
2ttt y? + 22w = K2
Tato nadplocha s metrikou indukovanou z pévodného viacrozmernejsieho priestoru sa vola de Sitterov
vesmir. Ulohou je:

1. Naértnut vyssie definovant nadplochu pri dvoch potladenych priestorovych rozmeroch (polozit z = 0
a w = 0). Ako sa tento atvar nazyva?

2. Néjst takd parametrizaciu nadplochy,

t = jedna funkcia parametra T,
z,y,z,w = 1 -goniometrické funkcie s tromi uhlovymi stradnicami na 3-sfére
vybrané tak, aby z? + y? + 2% + w? =12,
r = druhé funkcia parametra 7,

(kvoli viizbe musi platit — 2 4+ r? = K?),
aby metrika, ktord na fiu indukujeme, vysla v tvare
ds? = —dt? + da? + dy? + d2* + dw? = —dr? + K2ch2%dﬂ(23),

24 2702
dr2+r dQ(3)

kde dQ%S) je objemovy element jednotkovej 3-sféry dany vhodne vybranymi uhlovymi stiradnicami.
Pri vypoctoch nie je potrebné $pecifikovat a pouZivat parametriziciu 3-sféry cez uhlové saradnice,
kedZe vo vysSie uvedenom vztahu je to isté dQé) na lavej aj pravej strane rovnosti.

(pokracovanie na d'algej strane —)



3. Porovnat vysledok z predchadzajiuceho bodu (de Sitterov vesmir) s vysledkom z Pr. 2 bodu 1.
(Milneho vesmir). Pri porovnavani interpretovat tieto dve Casopriestorové metriky ako metriky s
priestormi danymi nadplochami konstantného ¢asu, ktorych velkost sa v ¢ase meni,

ds* = —d7? + a()? - priestorova metrika (3-sféra / Lobacevského 3-priestor),

kde a(7) je funkcia nazyvana skalovaci parameter a popisuje, ako sa s ¢asom priestor roztahuje alebo
zmr§tuje. Ako tato funkcia vyzerd v oboch pripadoch, resp. ako sa priestor s ¢asom roztahuje alebo
zmr§tuje? Co maju priestory v dvoch Casopriestorovych metrikiach spolo¢né a v ¢om sa ligia?




