o ’ Sada 3: Suradnice v de Sitterovom vesmire ..

V Sade 2 sme sa zoznamili s de Sitterovym vesmirom. Pre 1 + N rozmerov a pri fixovanom skalovani
(prava strana nasledujicej rovnice) je definovany ako nadplocha v N + 2 rozmernom priestore dana vizbou
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Pri parametrizécii nadplochy ako ¢ = sh7, r = ch7 méa Casopriestorovi metrika de Sitterovho vesmiru tvar
ds® = —dr’ + ch’TdQ}y), (3)

kde dQ?N) je metrika N rozmernej jednotkovej sféry, teda priestor s kongtantnou kladnou krivostou, pri¢om
aj Casopriestorova krivost de Sitterovho vesmiru je tiez konstantna (R = N(N +1)). Je v8ak mozné zaviest
také suradnice, aby plochy konstantného suradnicového ¢asu mali aj ina krivost, ¢o je (okrem tretieho
prikladu) naplhou tejto sady. Pre lep$iu predstavu moZno uvazovat analdgiu s trojrozmernym plochym
Euklidovskym priestorom, v ktorom mozno najst dvojrozmerné plochy roznej krivosti, ako sféry, roviny,
¢i rotacné hypeboloidy.

Pr. 1 Plochy de Sitterov vesmir: Nadplochu dand vézbou (1) parametrizujme ako

t+w = ec,
Ti, L, N = neC - goniometrické funkcie s N — 1 uhlovymi stiradnicami na N — 1-sfére
vybrané tak, aby x? + - - - + 23, = n?e?°,
t—w = —e ¢ +772€C,

a uvedomme si, Ze metriku (2) mozno prepisat ako
ds* = — (dt + dw) (dt — dw) + da? + - - + da%;.
Ulohou je:
1. Overit, Ze pri tejto parametrizacii je vizba (1) splnend automaticky.

2. Pre N =1 (2, = neS, xa,--- = 0) vyznaéif na jednodielnom rotacnom hyperboloide (os rotacnej
symetrie hyperboloidu je os ¢ a jeho rezy rovinou x1-w su kruZnice) oblast, v ktorej su suradnice 7
a ¢ dobre definované.

3. Na oblasti hyperboloidu z predchadzajuceho bodu nakreslit suradnicovu siet, teda krivky n = konst.
a ¢ = konst. Mali by to byt rezy hyperboloidu rovinami z; = konst. - (¢ + w) a t + w = konst..

4. Indukovat metriku (2) na nadplochu dana vézbou (1) s parametrizaciou cez suradnice 1,  a N — 1
uhlovych suradnic. Malo by vyjst

ds? = —d¢? + % (dn2 n nQdQ?NA)) :
Pri vypocte netreba rozpisovat N — 1 uhlovych suradnic, kedze uhlova ¢ast metriky dQ%N_l) sa len
dedi z asti Casopriestorovej metriky (2) podla vztahu dzf+ - - - +da%, = [d (ned)] 2y nQeQCdQ%Nfl).

Metriku (3), ktorej priestorovd geometria je uzavretd (3-stéry), sa nam podarilo prepisat do novych su-
radnic, v ktorych je priestorova geometria plochéa (radidlna stradnica n a N — 1 uhlovych saradnic).
Nevyhodou je, Ze tieto nové stradnice pokryvaju iba polovicu de Sitterovho vesmiru.



Pr. 2 Otvoreny de Sitterov vesmir: Nadplochu dand vézbou (1) parametrizujme ako

t = shéchy,

T1, N shé&shy - goniometrické funkcie s N — 1 uhlovymi stradnicami na N — 1-sfére

vybrané tak, aby ﬁ 4+ -+ va = sh?¢sh?y,

w = ché.
Ulohou je:

1. Overit, Ze pri tejto parametrizacii je vizba (1) splnend automaticky.

2. Pre N =1 (x7 = sh&shy, xa,--- = 0) vyznacit na jednodielnom rota¢nom hyperboloide (o0s rotacnej
symetrie hyperboloidu je os t a jeho rezy rovinou x1-w sa kruznice) oblast, v ktorej su siradnice x
a & dobre definované.

3. Na oblasti hyperboloidu z predchadzajiceho bodu nakreslit saradnicovt siet, teda krivky x = konst.
a & = konst. Mali by to byt rezy hyperboloidu rovinami ¢/x; = konst. w = konst..

4. Indukovat metriku (2) na nadplochu danu vézbou (1) s parametrizéciou cez suradnice x, £ a N — 1

uhlovych suradnic. Malo by vyjst
ds? = —dg? + sh2¢ (dx2 n sh2XdQ§N_1)) .

Pri vypocte netreba rozpisovat N — 1 uhlovych suradnic, kedze uhlova cast metriky dQ(QN_l) sa

len dedi z Casti asopriestorovej metriky (2) podla vztahu da? + --- + da% = [d(shéshy)]® +
+sh®¢sh®xdQYy -

Metriku (3), ktorej priestorova geometria je uzavreta (3-sféry), sa nam podarilo prepisat do novych strad-
nic, v ktorych je priestorova geometria otvorena (Lobac¢evského 3-roviny zo Sady 2, Pr. 2). Nevyhodou
je, Ze tieto nové suradnice pokryvaju iba cast de Sitterovho vesmiru.

Pr. 3 Staticky de Sitterov vesmir: Nadplochu dant vizbou (1) parametrizujme ako

t = +/1—pshT,
Ty, -+ ,xy = p-goniometrické funkcie s N — 1 uhlovymi siradnicami na N — 1-sfére
vybrané tak, aby 22 + - -- + 2% = p?,

V1 — p2chT.

w =
Ulohou je:

1. Overit, Ze pri tejto parametrizacii je vdzba (1) splnenad automaticky.

2. Pre N =1 (z1 = p, x2,--- = 0) vyznafif na jednodielnom rota¢nom hyperboloide (os rotacnej
symetrie hyperboloidu je os ¢ a jeho rezy rovinou z;-w st kruZnice) oblast, v ktorej st suradnice p
a T dobre definované.

3. Na oblasti hyperboloidu z predchadzajuceho bodu nakreslit suradnicovu siet, teda krivky p = konst.
a T = konst. Mali by to byt rezy hyperboloidu rovinami p = z7 = konst. a thT = ¢t/w = konst..

4. Indukovat metriku (2) na nadplochu danu véizbou (1) s parametrizaciou cez stradnice p, T'a N — 1

uhlovych suradnic. Malo by vyjst

d,02 2 1092
1= + p dQy_1y.-

ds* = — (1—p?)dT” +

Pri vypocte netreba rozpisovat N — 1 uhlovych suradnic, kedze uhlova ¢ast metriky dQ%N_l) sa len
dedi z Casopriestorovej metriky (2).



Metriku (3), ktorej komponenty zévisia od ¢asu 7, sa nam podarilo prepisat do novych stradnic, v ktorych
uz komponenty metriky od ¢asu T nezavisia. Nevyhodou je, Ze tieto nové suradnice nepokryvaja cely de
Sitterov vesmir.

Zhrnutie viyjsledkov: Z konstrukcie de Sitterovho vesmiru cez indukovanie Minkowského metriky na nadplo-
chu, ktora je vzhladom na fiu symetricka, vyplyva, Ze mé rovnako vela symetrii (Killingovych vektorov)
ako rovnako rozmerny Minkowského ¢asopriestor. De Sitterov vesmir m4 preto maximalny mozny pocet sy-
metrii. Mame §tyri rozne tvary tej istej metriky de Sitterovho vesmiru prislichajice §tyrom suradnicovym

systémom

—dr? + ch?*7d0y),

—dC? + X (dn2 + n%mfol)) ,

dS2 = —dg2 h2 dv2 h2 d02
€% +sh”¢ (dx” + sh™xdQy _4) ),
2 2 dp? 2 7002

—(1=p?)dT? + T T AUy )
V stradniciach 7,--- mame priestorovii metriku uzavretej sféry, ktora sa najprv zmrstuje a potom sa
rozpina, ~ chr; v stradniciach ¢, 7, --- je priestorova metrika ploché a rozpinanie je exponencidlne, ~ eS;
v stradniciach &, y, -+ mame rozpinajuci sa Lobacevského priestor, ~ sh¢; a v suradniciach T\, p,--- je

metrika sféricky symetrickd a statickd. Iba prvé z tychto Styroch sturadnich pokryvaju cely de Sitterov
vesmir.




