
· • Sada 4: Kozmická struna • ·

Pr. 1 Riemannov tenzor v Taylorovom rozvoji metriky: Súradnice v lokálnej inerciálnej sústave (LIS) s
po£iatkom v udalosti x0 sa zavádzajú tak, aby

gµν(x0) = ηµν , Γµαβ(x0) = 0,

a nazývajú sa aj Riemannove normálne súradnice. Prvé dva £leny Taylorovho rozvoja komponent me-
triky okolo bodu x0 potom nedávajú ºiaden rozdiel oproti Minkowského metrike, ale tretí £len je daný
Riemannovým tenzorom. Úlohou je dokáza´, ºe v LIS platí

gµβ(x) = ηµβ −
1

3
Rµαβγ(x0)

(
x− x0

)α (
x− x0

)γ
+O

((
x− x0

)3)
. (1)

Navrhovaný postup odvodenia je:

1. Rovnicu geodetiky zderivova´ pod©a vlatného £asu, vyuºi´, ºe v LIS
...
xµ(x0) = 0, a ukáza´, ºe

Γµ(αβ,γ)(x
0) = 0.

2. Ukáza´, ºe v LIS sa dá vo výsledku z predchádzajúceho bodu beztrestne zníºi´ horný index, teda
Γµ(αβ,γ)(x

0) = 0.

3. S vyuºitím výsledku z predchádzajúceho bodu a symetrickosti Christo�elových symbolov Γµ(αβ)
odvodi´

Γµαβ,γ(x0) + Γµγα,β(x0) + Γµβγ,α(x0) = 0.

4. Vyuºitím vz´ahu pre výpo£et Riemannovho tenzora spolu so vz´ahom z predchádzajúceho bodu
ukáza´, ºe platí

Rµαβγ(x0) +Rµγβα(x0) = −3
(
Γµαβ,γ(x0) + Γµγβ,α(x0)

)
,

a po dosadení vz´ahu pre výpo£et Christo�elových symbolov tento výraz prepísa´ ako

−3gµβ,αγ(x0)− 3
(
gα[µ,β]γ(x0) + gγ[µ,β]α(x0)

)︸ ︷︷ ︸
(#)

.

5. Ukáza´, ºe v¤aka symetriám Riemannovho tenzora (na ©avej strane rovnosti z predchádzajúceho
bodu) £as´ výrazu z predchádzajúceho bodu (#) musí by´ nulová.

6. Napísa´ Taylorov rozvoj komponent metriky a s vyuºitím výsledkov z predchádzajúcich dvoch bodov
dospie´ ku vz´ahu (1).

Pr. 2 Dvojrozmerná symetrická varieta: Kladne de�nitná metrika dvojrozmernej variety, ktorá je rota£ne
symetrická vzh©adom na jeden bod (po£iatok), sa vo vhodných súradniciach (vzdialenos´ od po£iatku r a
uhlová súradnica ϕ) dá zapísa´ ako

dl2 = dr2 + f(r)2dϕ2. (2)

Úlohou je:

1. Ukáza´, ºe ak symetrickú dvojrozmernú varietu de�nujeme ako rota£ne symetrickú plochu v troj-
rozmernom Euklidovskom priestore (dl2 = dx2 + dy2 + dz2) parametrizovanú ako x = f cosϕ,
y = f sinϕ, z = z(f), tak fukcia f(r) z metriky (2) musí vºdy sp¨¬a´ podmienku

|f ′(r)| ≡
∣∣∣∣df(r)

dr

∣∣∣∣ < 1.

(Existujú teda aj také dvojrozmerné variety, ktoré nie je moºné de�nova´ ako plochy v trojrozmernom
Euklidovskom priestore. Napríklad Loba£evského rovina s f(r) = shr, kde |f ′(r)| = chr ≥ 1.)
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2. Vypo£íta´ skalárnu krivos´ R pre varietu s metrikou (2). Výhodné je rie²i´ Cartanove ²truktúrne
rovnice (Fecko 15.6.10 ),

de1 + α ∧ e2 = 0,

de2 − α ∧ e1 = 0,

R e1 ∧ e2 = 2 dα,

kde e1 a e2 sú repérne 1-formy, dl2 =
(
e1
)2

+
(
e2
)2
. Malo by vyjs´

R = −2
f ′′

f
.

(Pre Loba£evského rovinu s f(r) = shr vychádza kon²tantná krivos´ R = −2.)

3. Postupom z bodu 1. nájs´ funkciu f(r) pre sféru s polomerom r0. Vyuºitím výsledku z prechádza-
júceho bodu potom ukáza´, ºe skalárna krivos´ takejto sféry je kon²tantná funkcia

R =
2

r20
.

4. Rovnakým postupom nájs´ funkciu f(r) aj pre kuºe©ovú plochu, ktorej uhol medzi osou symetrie a
priamkami na jej plá²ti je ω (ω = 0 � kuºe© je nekone£ne ²picatý, stáva sa (pol)priamkou, ω = π/2 �
kuºe© je nekone£ne tupý, stáva sa rovinou). Malo by vyjs´ f(r) ∝ r, £o dáva nulovú krivos´. Kuºe©ová
plocha je teda plochá (dá sa prestrihnú´ a bez pokr£enia nalepi´ na rovinu). Problematický je ale
²pic kuºela, kde je krivos´ nekone£ná.

5. Nahradi´ ostrý ²pic kuºe©a z predchádzajúceho bodu £as´ou sféry z bodu 3 a pre takúto rota£nú
plochu vypo£íta´ integrál skalárnej krivosti cez celú plochu. Výsledok by mal by´

Rint = 4π (1− sinω) .

Ukáza´ tieº, ºe funkcia f(r) sa asymptoticky správa ako

f(r) =

{
(sinω) r v limite r →∞,

r v limite r → 0.

Pr. 3 Kozmická struna: Uvaºujme £asopriestor s metrikou

ds2 = −dt2 + dr2 + f(r)2dϕ2︸ ︷︷ ︸
(?)

+dz2, (3)

kde vyzna£ená £as´ metriky (?) je metrika (2) z Pr. 2, ktorej prislúchajúca skalárna krivos´ vy²la ako
R(?) = −2f ′′/f . Kozmická struna je (nekone£ne) dlhý, tenký a osovo symetrický hmotný objekt, ktorý
£asopriestor zakrivuje tak, ºe metrika v ¬om vyzerá ako (3) s funkciou f(r), ktorá sa asymptoticky správa
ako

f(r) =

{
2π−α
2π r v limite r →∞,
r v limite r → 0.

Súradnica r meria fyzikálnu d¨ºku radiálnych kriviek (t =kon²t., r = λ, ϕ=kon²t., z=kon²t.),
∫ √

grrdλ =

r, a funkcia f(r) meria obvody kruºníc kolmých na os z a so stredom v po£iatku (t =kon²t., r =kon²t.,
ϕ = λ., z=kon²t.),

∫ √
gϕϕdλ = 2πf(r). Pre takéto dostato£ne ve©ké kruºnice teda máme

obvod ≈ (2π − α) polomer.

Uhol α sa preto nazýva uhlový de�cit. Ak je metrika (?) metrikou kuºe©ovej plochy, ktorej ²pic by mal
uhlol 2ω, ale je nahradený £as´ou sférickej plochy, tak z Pr. 2 £astí 3.-5. vidno, ºe α = 2π(1 − sinω)

a integrál skalárnej krivosti cez celý kuºe© so zaobleným ²picom je R(?)
int

= 2α, £o nezávisí od polomeru
krivosti zaobleného ²picu ale iba od uhlového de�citu. Ke¤ºe je kuºe©ová plocha plochá v²ade okrem ²picu,
krivky v £asopriestore kozmickej struny (3), ktoré sa okolo kozmickej struny neobtá£ajú, ºiaden uhlový
de�cit nemajú. Metrika (3) s f(r) = (1− α/2π) r je teda metrikou £asopriestoru, z ktorého je odstránená
£as´ priestoru prislúchajúca uhlovému de�citu α. (�as´ priestoru �zmizla� a �premenila sa� na hmotu.)
Úlohou je:
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1. Dokáza´, ºe skalárna krivos´ metriky kozmickej struny (3) je rovnaká ako skalárna krivos´ £asti
metriky (?), teda R = R(?) = [ Pr. 2 bod 2. ] = −2f ′′/f . Sta£í vyuºi´ komponentný vz´ah pre
výpo£et skalárnej krivosti a rozmyslie´ si, ktoré £leny v sumách sa neuplatnia. Integrál zo skalárnej
krivosti sa preto tieº nezmení, Rint = R

(?)
int

, ale teraz má význam d¨ºkovej hustoty (pozd¨º osi z)
integrálu zo skalárnej krivosti.

2. Dokáza´ platnos´ implikácie g00 = −1 =⇒ R00 = 0. Navrhovaný postup je zaloºený na dôkaze,
ºe Rµ0β0 = 0, £o zah¯¬a �xovanie bodu v £asopriestore x0, prechod do Riemannových normálnych
súradníc (gµβ = ηµβ), v ktorých platí (1) z Pr. 1, návrat do pôvodných súradníc, a nakoniec
�od�xovanie� bodu, v ktorom celý výpo£et platí.

3. Vyuºitím výsledkov z predchádzajúcich bodov ukáza´, ºe hustota energie látky, ktorá prislúcha me-
trike (3) je

ρ(r) ≡ T00 = − 1

8πκ

f ′′(r)

f(r)
,

a v prípade kozmickej struny, ktorej priestorové roviny z =kon²t. sú kuºe©ové plochy s uhlovým
de�citom α vyjde

ρ(r) =
1

8πκ

α

2π − α
δ(r)

r
.

Druhý výsledok dosta´ s pomocou vz´ahu pre Rint = 2α a faktu, ºe £asopriestor s metrikou (3) je
plochý v²ade okrem osi z. Kým prvý výsledok zodpovedá realistickej²ej kozmickej strune s kone£nou
hustotou energie, druhý platí pre ideálnu kozmickú strunu s nulovou hrúbkou.

4. Odvodi´ vz´ah pre závislos´ medzi d¨ºkovou hustotou ideálnej kozmickej struny a jej uhlovým de�-
citom

δM

δz
=

α

8πκ
,

a vy£ísli´, ko©ko hmotností planéty Zem má jeden meter kozmickej struny s uhlovým de�citom 1◦.
Najprv ukáza´, ºe v jednotkách s c = 1 sa hodnota obrátenej gravita£nej kon²tanty pribliºne rovná
κ−1=̇225MZemm−1 (sta£í pozna´ RZem=̇6, 38 · 106m, g=̇9.81ms−2, c=̇3 · 108ms−1).
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