e ’ Sada 4: Kozmickd struna | e-

Pr. 1 Riemannov tenzor v Taylorovom rozvoji metriky: Stradnice v lokalnej inercidlnej stustave (LIS) s
pociatkom v udalosti 20 sa zavadzaju tak, aby

guu(fo) = Nuv, Fig(l’o) =0,

a nazyvaju sa aj Riemannove normalne siradnice. Prvé dva ¢leny Taylorovho rozvoja komponent me-
triky okolo bodu z° potom nedévaju Ziaden rozdiel oproti Minkowského metrike, ale treti ¢len je dany
Riemannovym tenzorom. Ulohou je dokazat, ze v LIS plati

9up(T) = npup — éRuan(xo) (z - IO)G (I - 51:0)’Y +0 ((x - x0)3) : (1)

Navrhovany postup odvodenia je:

1. Rovnicu geodetiky zderivovat podla vlatného ¢asu, vyuzif, ze v LIS 7 (2°) = 0, a ukazat, ze
e . (2% =o0.
(aB,v)

2. Ukazat, ze v LIS sa da vo vysledku z predchddzajiceho bodu beztrestne znizif horny index, teda
Ly(apm (@) =0.

3. S vyuzitim vysledku z predchédzajiceho bodu a symetrickosti Christoffelovych symbolov T’ .
odvodit

Fuaﬁﬁ(l’o) + Fuva,ﬁ(xo) + Fuﬁ'ma(xo) =0.

4. VyuZitim vztahu pre vypocet Riemannovho tenzora spolu so vztahom z predchadzajiaceho bodu
ukazat, ze plati

R/weﬁv(xo) + Rwﬁa(mo) =3 (F#aﬁ,v(fo) + Fwﬂ’a(xo)) )
a po dosadeni vztahu pre vypocet Christoffelovych symbolov tento vyraz prepisat ako

_39ﬂ6,av(x0) -3 (ga[#ﬁ]v(xo) + gw[uﬂ]a(xo)) .
(#)

5. Ukazat, ze vdaka symetridam Riemannovho tenzora (na lavej strane rovnosti z predchédzajiceho
bodu) ¢ast vyrazu z predchadzajuceho bodu (#) musi byt nulova.

6. Napisat Taylorov rozvoj komponent metriky a s vyuzitim vysledkov z predchadzajtcich dvoch bodov
dospiet ku vztahu (1).

Pr. 2 Dvojrozmernd symetrickd varieta: Kladne definitna metrika dvojrozmernej variety, ktora je rotacne
symetrickd vzhladom na jeden bod (pociatok), sa vo vhodnych stradniciach (vzdialenost od pociatku r a
uhlova saradnica o) da zapisat ako

di* = dr? + f(r)?dy®. (2)
Ulohou je:

1. Ukazat, 7ze ak symetrick dvojrozmernt varietu definujeme ako rotacne symetricka plochu v troj-
rozmernom Euklidovskom priestore (di? = dxz? + dy? + dz?) parametrizovani ako z = f cos,
y = fsingp, z = z(f), tak fukcia f(r) z metriky (2) musi vzdy splhat podmienku

df (r)
dr

rol=]

(Existuju teda aj také dvojrozmerné variety, ktoré nie je mozné definovat ako plochy v trojrozmernom
Euklidovskom priestore. Napriklad Lobacevského rovina s f(r) = shr, kde |f'(r)] = chr > 1.)



2. Vypocitat skalarnu krivost R pre varietu s metrikou (2). Vyhodné je riesit Cartanove §truktirne

rovnice (Fecko |15.6.10 ),

det +ane? = 0,
de> —anet = 0,
Re'ne? = 2dao,

kde e! a €? st repérne 1-formy, dI? = (61)2 + (62)2. Malo by vyjst

f//
R=-271_.
f
(Pre Lobacevského rovinu s f(r) = shr vychadza konstantna krivost R = —2.)

3. Postupom z bodu 1. najst funkciu f(r) pre sféru s polomerom ro. Vyuzitim vysledku z prechadza-
juceho bodu potom ukézat, ze skaldrna krivost takejto sféry je konstantna funkcia

2

R==.
T2

4. Rovnakym postupom néajst funkciu f(r) aj pre kuzelovua plochu, ktorej uhol medzi osou symetrie a
priamkami na jej plasti je w (w = 0 — kuZel je nekonecne $picaty, stava sa (pol)priamkou, w = 7/2 —
kuzel je nekonetne tupy, stava sa rovinou). Malo by vyjst f(r) o 7, ¢o dava nulova krivost. Kuzelova
plocha je teda ploché (da sa prestrihnut a bez pokréenia nalepit na rovinu). Problematicky je ale
$pic kuzela, kde je krivost nekonec¢né.

5. Nahradit ostry §pic kuzela z predchadzajiceho bodu ¢astou sféry z bodu 3 a pre takuto rotacnu
plochu vypocitat integral skalarnej krivosti cez cela plochu. Vysledok by mal byt

Riny = 47 (1 —sinw).
Ukézat tiez, ze funkcia f(r) sa asymptoticky sprava ako

[ (sinw)r v limite r — oo,
1) = { r v limite » — 0.

Pr. 3 Kozmickd struna: Uvazujme ¢asopriestor s metrikou

ds* = —dt* + dr* + f(r)*dy?* +d2?, (3)
N—— —
()

kde vyznacené cast metriky (x) je metrika (2) z Pr. 2, ktorej prislachajtca skalarna krivost vysla ako
R®™ = —2f"/f. Kozmicka struna je (nekonecne) dlhy, tenky a osovo symetricky hmotny objekt, ktory
Casopriestor zakrivuje tak, Ze metrika v fiom vyzera ako (3) s funkciou f(r), ktora sa asymptoticky sprava
ako

2T—« s
=%y vy limite r — 00
m={ % |

r v limite r» — 0.

Stradnica r meria fyzikilnu dlzku radialnych kriviek (t =konst., r = A, p=konst., z=kont.), [ \/grrd\ =
r, a funkcia f(r) meria obvody kruznic kolmych na os z a so stredom v pociatku (¢ =konst., » =konst.,
© = \., z—konst.), [ \/Gopd\ = 27 f(r). Pre takéto dostato¢ne velké kruznice teda mame

obvod ~ (27 — «) polomer.

Uhol « sa preto nazyva uhlovy deficit. Ak je metrika (x) metrikou kuZelovej plochy, ktorej $pic by mal
uhlol 2w, ale je nahradeny ¢astou sférickej plochy, tak z Pr. 2 Casti 3.-5. vidno, Ze a = 27(1 — sinw)
a integral skalarnej krivosti cez cely kuzel so zaoblenym $picom je Rl(:t) = 2q, Co nezavisi od polomeru
krivosti zaobleného §picu ale iba od uhlového deficitu. Ked'Zze je kuzelova plocha plocha v8ade okrem Spicu,
krivky v ¢asopriestore kozmickej struny (3), ktoré sa okolo kozmickej struny neobtacaji, Zziaden uhlovy
deficit nemaja. Metrika (3) s f(r) = (1 — a/27) r je teda metrikou ¢asopriestoru, z ktorého je odstranena
¢ast priestoru prisliuchajica uhlovému deficitu «. (Cast’ priestoru “zmizla” a "premenila sa” na hmotu.)

Ulohou je:



1. Dokézat, Ze skalarna krivost metriky kozmickej struny (3) je rovnakd ako skaldrna krivost Casti
metriky (x), teda R = R®) = [ Pr. 2 bod 2. ] = —2f"/f. Sta¢i vyuzit komponentny vzfah pre
vypocet skalarnej krivosti a rozmysliet si, ktoré ¢leny v suméch sa neuplatnia. Integral zo skalarnej

) ale teraz ma vyznam dizkovej hustoty (pozdlz osi z)

krivosti sa preto tiez nezmeni, Rin, = R ¢,

integralu zo skalarnej krivosti.

2. Dokazat platnost implikicie go9 = —1 = Rpo = 0. Navrhovany postup je zalozeny na dokaze,
ze R,0p0 = 0, ¢o zahffia fixovanie bodu v ¢asopriestore 2%, prechod do Riemannovych normalnych
stradnic (9.8 = nup), v ktorych plati (1) z Pr. 1, navrat do povodnych stradnic, a nakoniec
“odfixovanie” bodu, v ktorom cely vypocet plati.

3. Vyuzitim vysledkov z predchadzajiucich bodov ukazat, Ze hustota energie latky, ktora prislicha me-
trike (3) je

p(r) =Too = —ﬁ “C:l((:))’

a v pripade kozmickej struny, ktorej priestorové roviny z =konst. su kuzelové plochy s uhlovym
deficitom « vyjde

) = ooy,

8tk 2m—a T

Druhy vysledok dostat s pomocou vztahu pre Rj,, = 2« a faktu, Ze Casopriestor s metrikou (3) je
plochy vsade okrem osi z. Kym prvy vysledok zodpoveda realistickejSej kozmickej strune s kone¢nou
hustotou energie, druhy plati pre idedlnu kozmickd strunu s nulovou hriabkou.

4. Odvodit vztah pre zavislost medzi dlzkovou hustotou idealnej kozmickej struny a jej uhlovym defi-
citom
oM«
5z 8k’
a vycislit, kolko hmotnosti planéty Zem mé jeden meter kozmickej struny s uhlovym deficitom 1°.

Najprv ukézat, Ze v jednotkach s ¢ = 1 sa hodnota obratenej gravitacénej kon§tanty priblizne rovna
k12225 Mzemm ™ (stadi poznat Rzem=6,38 - 10°m, g=9.81ms ™2, c=3 - 108ms™!).




