
· • Sada 5: Konformne Minkowského metrika • ·

�asopriestorová metrika s komponentami v tvare

gµν = Ω2ηµν , (1)

kde Ω(t, x, y, z) je funkciou v²etkých súradníc a ηµν sú komponenty Minkowského metriky, sa nazýva
konformne Minkowského metrika.

Pr. 1 Riemannov tenzor konformne Minkowského metriky: Úlohou je:

1. Pomocou zápisu Christo�elových symbolov cez komponenty metriky ukáza´, ºe komponenty Rie-
mannovho tenzora sa dajú vyjadri´ ako

Rµναβ =
1

2
(gµβ,να + gνα,µβ − gµα,νβ − gνβ,µα) + gρλ

(
ΓρµβΓλνα − ΓρµαΓλνβ

)
.

2. Pomocou vz´ahu z predchádzajúceho bodu vypo£íta´ Riemannov tenzor pre metriku (1). Malo by
vyjs´

Rµναβ = Ω (ηµβΩ,να + ηναΩ,µβ − ηµαΩ,νβ − ηνβΩ,µα)−
−2 (ηµβΩ,νΩ,α + ηναΩ,µΩ,β − ηµαΩ,νΩ,β − ηνβΩ,µΩ,α) +

+ (ηµβηνα − ηµαηνβ) ηρλΩ,ρΩ,λ.

3. Kontrahovaním Riemannovho tenzora z predchádzajúceho bodu odvodi´ vz´ah pre Ricciho tenzor

Rµν = − 1

Ω

(
2Ω,µν + ηµνη

αβΩ,αβ
)

+
4

Ω2
Ω,µΩ,ν −

1

Ω2
ηµνη

αβΩ,αΩ,β .

Pr. 2 Svetelné lú£e v konformne Minkowského metrike: Svetelné lú£e (nulové geodetiky), uµuµ = 0, v
konformne Minkowského metrike (1) sp¨¬ajú rovnicu

−ṫ2 + ẋ2 + ẏ2 + ż2 = 0. (2)

Mohlo by sa teda javi´, ºe o£ividné rie²enie tejto rovnice dáva pre svetelný lú£ predpis ~x = ~nt, £iºe rovné
lú£e. Existujú v²ak aj iné rie²enia, napríklad x = cos t, y = sin t, z = 0, teda iné ako rovné lú£e. Napriek
tomu sa v²ak dá ukáza´, ºe zakrivené svetelné lú£e nie sú rie²eniami rovnice geodetiky, aj ke¤ zákon
zachovania (2) sp¨¬ajú. Úlohou je:

1. Ukáza´, ºe rovnica geodetiky pre svetelný lú£ v metrike (1) sa s vyuºitím rovnice (2) dá zapísa´ ako

d2xµ

dτ2
= − 2

Ω

(
dΩ

dτ

)
dxµ

dτ
.

2. Parameter geodetiky τ (Pri fotónoch nemá zmysel nazýva´ ho vlastný £as.) nahradi´ novým para-
metrom λ cez funkciu f(t, x, y, z), ktorá je podielom ich prírastkov, dλ = fdτ . Nájs´ funkciu f v
takom tvare, aby rovnica

d2xµ

dλ2
= 0

dávala rovnicu geodetiky z predchádzajúceho bodu. Ak taká funkcia f existuje, znamená to, ºe
svetelné lú£e sú rovné, akurát z poh©adu súradnicového £asu fotóny, ktoré po nich idú, spoma©ujú a
zrých©ujú.

Pr. 3 Nordströmova teória gravitácie: E²te pred sformulovaním Einsteinovej teórie gravitácie bola sfor-
mulovaná Nordströmova teória. V roku 1912 ako teória po©a pre Newtonov gravita£ný potencál φ, a v
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roku 1913 ako geometrická teória s £asopriestorovou metrikou (1), v ktorej Ω = eφ. Úlohu Einsteinových
rovníc v nej hrá rovnica

R = αT µ
µ

(
gµν = e2φηµν

)
(3)

so skalárnou krivos´ou R = gµνRµν na ©avej strane a so stopou tenzora energie-hybnosti T µ
µ = gµνTµν

na pravej strane. Úlohou je:

1. S vyuºitím výsledku z Pr. 1 bodu 3. vypo£íta´ skalárnu krivos´ metriky (3) (v zátvorke), a ukáza´,
ºe rovnica (3) (v rám£eku) vedie na

ηµν (φ,µφ,ν + φ,µν) = −1

6
αηµνTµν = [pre ideálnu kvapalinu] = −1

6
α (−ρ+ 3p) .

2. Nájs´ kon²tantu úmernosti medzi kon²tantou α a Newtonovou gravita£nou kon²tantou κ, aby rovnica
z predchádzajúceho bodu mala správnu Newtonovskú limitu, 4φ = 4πκρ.

3. Ukáza´, ºe v Newtonovskej limite dáva rovnica geodetiky pre hmotné (pomaly sa pohybujúce) £astice
v metrike (3) (v zátvorke) správny výsledok. Vyuºi´ výsledok odvodenia z predná²ky.

Nordströmova teória je teda relativistická teória gravitácie (Dajú sa v nej zavádza´ LIS, v ktorých platí
²peciálna teória relativity.), ktorá dáva správnu Newtonovskú limitu. Na rozdiel od Einsteinovej teórie
v²ak nedáva správnu predpove¤ pre ohyb svetla v gravita£nom poli, ke¤ºe metrika je v nej konformne
Minkowského a v Pr. 2 sme ukázali, ºe nulové geodetiky sú v takej metrike rovné.
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