
· • Sada 6: Geodetiky • ·

Pr. 1 Geodetiky v Loba£evského rovine: Dvojrozmerná Loba£evského rovina sa de�nuje (ako v Sade 2,
Pr. 2 bode 4.) cez metriku dl2 = −du2 + dr2 + r2dϕ2 indukovanú na plochu danú väzbou u2 − r2 = 1.
Metrika sa preto dá napísa´ ako

dl2 = −du2 + dr2 + r2dϕ2 =

 u =
√
r2 + 1

du =
rdr√
r2 + 1

 = − r2dr2

r2 + 1
+ dr2 + r2dϕ2 =

dr2

r2 + 1
+ r2dϕ2 . (1)

Úlohou je:

1. Zo zákonov zachovania pre geodetiku v priestore s metrikou (1) (cykli£nos´ súradnice ϕ a paramet-
rizácia geodetiky jej d¨ºkou, gij ẋiẋj = 1) odvodi´

r2ϕ̇ = Ω = kon²t.,
ṙ2

r2 + 1
+ r2ϕ̇2 = 1, ẋi ≡ dxi

d d¨ºka geodetiky
.

2. Rovnice z predchádzajúceho bodu skombinova´, vylú£i´ z nich parameter geodetiky, a nájs´ rie²enie
v kvadratúrach

ϕ = ±Ω

∫
dr

r2
√

(1 + r2)
(
1− Ω2

r2

) .
3. Integrál z predchádzajúceho bodu explicitne vypo£íta´ a ukáza´, ºe geodetiky v Loba£evského rovine

sú krivky dané predpisom

Ω

r2
=

1

2

(
1

Ω
− Ω

)
+

1

2

(
1

Ω
+ Ω

)
cos [2 (ϕ− ϕ0)] .

4. Prepísa´ predpis geodetiky odvodený v predchádzajúcom bode do Kartézskych súradníc, x = r cos (ϕ− ϕ0),
y = r sin (ϕ− ϕ0). Malo by vyjs´

1

Ω2
x2 − y2 = 1.

Túto krivku aj na£rtnút v rovine x-y.

Pr. 2 Zvislý vrh nahor v zrýchlenej sústave: V sústave pozorovate©a urých©ovaného kon²tantným zrýchle-
ním g sa pouºívajú Rindlerove súradnice, v ktorých má Minkowského metrika tvar

ds2 = −(1 + gx)2dt
2
+ dx2, (2)

vi¤ Sada 1, Pr. 2 bod 2. Úlohou je:

1. Nájs´ zákon zachovania pre geodetiku v metrike (2) za cykli£nos´ £asovej súradnice t. Je to zá-
kon zachovania energie E = −mu0, kde u0 = dt/dτ a m je pokojová hmotnos´ telesa idúceho po
geodetike.

2. Energiu z predchádzajúceho bodu prepísa´ do tvaru

E = m
1 + gx√
1− v2

, kde v =
dx

dτ
s £asom τ takým, ktorý beºí na fyzikálnych

hodinách zrýchleného pozorovate©a, teda ds2 = −dτ2 + dx2.

3. Vz´ah odvodený v predchádzajúcom bode rozvinú´ v limite malej rýchlosti v a slabého zrýchlenia
g a overi´, ºe v tejto limite sa energia rozpadne na zloºky známe z klasickej mechaniky. Jednotlivé
zloºky identi�kova´. (e²te bod 4. →)
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4. Vypo£íta´ vý²ku h, do ktorej vyletí teleso vrhnuté nahor s po£iato£nou rýchlos´ou v0. Opä´ overi´,
ºe v limite malej rýchlosti dostávame vz´ah z klasickej mechaniky. Vyuºi´ zachovávanie energie E a
okrajové podmienky x = 0 ↔ v = v0 a x = h ↔ v = 0.

Pr. 3 �ikmý vrh v zrýchlenej sústave: Metriku zrýchleného pozorovate©a z prechádzajúceho príkladu (2)
roz²írme o ¤al²í priestorový rozmer,

ds2 = −(1 + gx)2dt2 + dx2 + dy2, (3)

aby sme mohli uvaºova´ ²ikmé vrhy v rovine x-y, kde os x tr£í smerom �hore�. Pre zjednodu²enie ozna£ení
sú tu vynechané pruhy nad súradnicami, no celý £as budeme pracova´ s touto Minkowského metrikou v
Rindlerových súradniciach. Úlohou je:

1. Napísa´ v²etky zákony zachovania pre geodetiky hmotných £astíc v metrike (3), ktoré máme k
dispozícii. Mali by by´ tri. Zachovanie u0 za cykli£nos´ £asu, uy za cykli£nos´ súradnice y a tretia
rovnica je za normovanie 4-rýchlosti pri parametrizácii geodetiky vlastným £asom, uµu

µ = −1.

2. Uvaºova´ ²ikmý vrh nahor s po£iato£nými podmienkami

vyfyz

∣∣∣
0
≡ dy

dtfyz

∣∣∣∣
0

= v0∥, vxfyz
∣∣
0
≡ dx

dtfyz

∣∣∣∣
0

= v0⊥,

kde tfyz je fyzikálny £as, ktorý beºí na hodinách zrýchleného pozorovate©a, teda metrika (3) má s
ním tvar ds2 = −dt2fyz + dx2 + dy2, a s okrajovými podmienkami

x|0 = 0 ↔ y|0 = 0, x = h ↔ y =
d

2
,

kde h je maximálna vý²ka a d je dostrel.

3. Ukáza´, ºe zachovávajúce sa veli£iny z bodu 1. sa v re£i po£iato£ných a okrajových bodmienok z
predchádzajúceho bodu dajú zapísa´ ako

uy
(a)
= γ0v0∥, kde γ0 =

1√
1− v20∥ − v20⊥

, u0
(b)
= −

√
1 + u2

y (1 + gh) ,

u0
(c)
= −

√
1 + u2

y + (γ0v0⊥)
2
.

Na odvodenie (a) vyuºi´ uy = uy = ẏ = dy/dτ spolu s −dτ2 = ds2, pri (b) vyuºi´ uµu
µ = −1 spolu

s x = h ↔ ẋ = 0, a (c) odvodi´ tieº z uµu
µ = −1 ale pri x = 0.

4. Rovnice z bodu 1. pokombinova´ tak, aby sa z rovnice uµu
µ = −1 vylú£ili ṫ a ẏ a odvodi´

ux ≡ dx

dτ
=

√
u2
0

(1 + gx)
2 −

(
1 + u2

y

)
.

5. Ukáza´, ºe dostrel d sa dá vypo£íta´ ako

d = 2

x=h∫
x=0

dy = 2

h∫
0

uy

ux
dx = 2uy

h∫
0

(1 + gx) dx√
u2
0 −

(
1 + u2

y

)
(1 + gx)

2
.

6. Dopo£íta´ integrál z predchádzajúceho bodu, kde by malo vyjs´

d =
2

g

uy(
1 + u2

y

)[√u2
0 −

(
1 + u2

y

)
−
(
u2
0 −

(
1 + u2

y

)
(1 + gh)

2
)

︸ ︷︷ ︸
=0← výsledok (b) z bodu 3.

]
,

a s pomocou vz´ahov z bodu 3. prepísa´ výsledok integrovania do tvarov

d =
2

g

v0∥v0⊥

1− v20⊥
=

2

g
v20

sinα cosα

1− v20 sin
2 α

,

kde α je zámerný uhol de�novaný ako v0∥ = v0 cosα, v0⊥ = v0 sinα.
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