o | Sada 6: Geodetiky | eo-

Pr. 1 Geodetiky v Lobacevského rovine: Dvojrozmerna Lobacevského rovina sa definuje (ako v Sade 2,
Pr. 2 bode 4.) cez metriku di? = —du? + dr? + r?d¢? indukovani na plochu dant viizbou u? — r? = 1.
Metrika sa preto da napisat ako

2 2 2 252 u=vritl r2dr? 2 252 dr? 2 5.2
dl* = —du® + dr® + rd¢”° = du — rdr :—m—i—dr +rodg” = r2+1+r do® |. (1)
rZ+1
Ulohou je:

1. Zo zakonov zachovania pre geodetiku v priestore s metrikou (1) (cykli¢nost suradnice ¢ a paramet-
rizacia geodetiky jej dizkou, gijjci:'vj = 1) odvodit

72 , dz?

2 = O = konst., +rig?f =1, g - :
¢ n 21 ¢ Y= 4 divka geodetiky

2. Rovnice z predchédzajiceho bodu skombinovat, vylucit z nich parameter geodetiky, a najst rieSenie
v kvadratarach

_ dr
¢_iQ/T2\/(1+T2) (1_ szz).

r2

3. Integrél z predchadzajuceho bodu explicitne vypocitat a ukizat, ze geodetiky v Lobacevského rovine
sd krivky dané predpisom

Q 1/1 1/1
255 (Q —Q) —&-5 (Q—i-Q) cos[2 (¢ — ¢o)] -
4. Prepisat predpis geodetiky odvodeny v predchadzajucom bode do Kartézskych suradnic, z = r cos (¢ — ¢g),

y =rsin (¢ — ¢o). Malo by vyjst

1
—? =1

Tuto krivku aj nacrtnit v rovine z-y.

Pr. 2 Zvisly vrh nahor v zrijchlenej sistave: V sustave pozorovatela urychlovaného konstantnym zrychle-

nim g sa pouzivaji Rindlerove siradnice, v ktorych ma Minkowského metrika tvar
ds® = —(1 + g7)2dE° + dz°, (2)
vid Sada 1, Pr. 2 bod 2. Ulohou je:

1. Najst zakon zachovania pre geodetiku v metrike (2) za cykli¢nost ¢asovej sturadnice t. Je to za-
kon zachovania energie E = —muyg, kde u® = dt/dt a m je pokojova hmotnost telesa idiiceho po
geodetike.

2. Energiu z predchadzajiuceho bodu prepisat do tvaru

1+g7
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.
E=m kde v = }m s Casom T takym, ktory beZzi na fyzikalnych
T

hodinach zrychleného pozorovatela, teda ds® = —d7? + dz°.

3. Vztah odvodeny v predchddzajicom bode rozvinit v limite malej rychlosti v a slabého zrychlenia
g a overit, Ze v tejto limite sa energia rozpadne na zlozky znidme z klasickej mechaniky. Jednotlivé
zlozky identifikovat. (este bod 4. —)



4. Vypocditat vysku h, do ktorej vyleti teleso vrhnuté nahor s poc¢iatotnou rychlostou 7y. Opét overit,

7e v limite malej rychlosti dostdvame vztah z klasickej mechaniky. Vyuzit zachovavanie energie F a
okrajové podmienky T=0+v=7pax=h < v=0.

Pr. 3 Sikmy vrh v zrijchlenej sistave: Metriku zrychleného pozorovatela z prechadzajuceho prikladu (2)

rozSirme o d'alsi priestorovy rozmer,

ds* = —(1 + gz)?dt* + d=® + dy?, (3)

aby sme mohli uvazovat sikmé vrhy v rovine z-y, kde os x tréi smerom “hore”. Pre zjednoduSenie oznaceni

st tu vynechané pruhy nad suradnicami, no cely ¢as budeme pracovat s touto Minkowského metrikou v
Rindlerovych stradniciach. Ulohou je:

1.

Napisat vSetky zékony zachovania pre geodetiky hmotnych castic v metrike (3), ktoré mame k
dispozicii. Mali by byt tri. Zachovanie ug za cykli¢nost ¢asu, u, za cyklicnost siradnice y a tretia
rovnica je za normovanie 4-rychlosti pri parametrizacii geodetiky vlastnym casom, u,u* = —1.

. Uvazovat 8§ikmy vrh nahor s po¢iatoénymi podmienkami
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kde t¢y, je fyzikdlny cas, ktory bezi na hodinach zrychleného pozorovatela, teda metrika (3) ma s
nim tvar ds* = —dtf , + dz® + dy?, a s okrajovymi podmienkami

x|y =0 yl, =0, r=h+y=—
kde h je maximalna vyska a d je dostrel.

Ukazat, 7e zachovéavajtce sa veli¢iny z bodu 1. sa v re¢i pociatoénych a okrajovych bodmienok z
predchadzajuceho bodu daju zapisat ako

a 1 b
Uy @ Yovg), kde N = ———— uo(z)—,/l—i-ui(l—&-gh),

1= wg — w50

:) —\/1 +U§ + (’YQ’U()J_)Q.

Na odvodenie (a) vyuzit u, = u¥ = ¢ = dy/dr spolu s —dr? = ds?, pri (b) vyuzit u,u = —1 spolu
sx=h<«+&=0,a (c) odvodit tiez z u,u = —1 ale pri = 0.
Rovnice z bodu 1. pokombinovat tak, aby sa z rovnice u,u* = —1 vylaéili £ a § a odvodit
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. Ukazat, ze dostrel d sa da vypocitat ako

d—2/dy—2/—da:—2uy/ (1+g2)dz .
\/ (14 u2) (14 gz)?

Dopocitaft integral z predchadzajticeho bodu, kde by malo vyjst

dzz(liyui)[ u%—(l—l—ui)—(u%—(1—|—u?2/)(1—1—911)2)}7

=0+ vysledok (b) z bodu 3.
a s pomocou vztahov z bodu 3. prepisat vysledok integrovania do tvarov
d— 2 vojvoL _ 2 2 sin o cos o

S yT-, g1 Zenta’

kde «a je zdmerny uhol definovany ako vg = vg cos a, v = vg sina.




