
· • Sada 7: Synchronizácia £asovej súradnice • ·

Pr. 1 Lorentzova transformácia: Ak uvaºujeme Galileiho transformáciu medzi dvomi inerciálnymi sústa-
vami, tak zistíme, ºe takáto transformácia nezachováva tvar Minkowského metriky, a teda nie je v súlade
s princípom rovnocennosti inerciálnych sústav. Potrebujeme preto (²peciálnu) Lorentzovu transformáciu.
Tá sa dá získa´ opravením Galileiho transformácie pomocou synchronizácie £asovej súradnice. Úlohou je:

1. Prepísa´ Minkowského metriku ds2 = −dt′2 + dx′2 do nových súradníc daných Galileiho transfor-
máciou, t′ = t̃, x′ = x̃ + vt̃. Akou rýchlos´ou a akým smerom sa vo£i sebe £iarkovaná a vlnkovaná
sústava pohybujú?

2. �asovú súradnicu t̃ nahradi´ synchronizovaým £asom t̂ pomocou postupu z predná²ky, t̂ = t̃ −∆t̃,
kde synchroniza£ný £as sa po£íta ako ∆t̃ = −

∫
g̃0i/g̃00dx̃

i. Rozmyslie´ si, ºe synchroniza£ný £as
nezávisí od výberu krivky, pozd¨º ktorej synchronizujeme.

3. Minkowského metriku prepísa´ do nových súradníc, t̂, x̃. Malo by vyjs´

ds2 = −
(
1− v2

)
dt̂2 +

1

1− v2
dx̃2.

4. Súradnice t̂, x̃ pre²kálova´ tak, aby sa metrika z predchádzajúceho bodu dala zapísa´ v tvare ds2 =

−dt2 + dx2. Zhrnú´ v²etky £iastkové transformácie z predchádzajúcich bodov a tak nájs´ vz´ahy
medzi súradnicami t′, x′ a t, x.

Týmto postupom (podmienka zachovania tvaru Minkowského metriky) sme odvodili ²peciálne Lorentzove
transformácie,

t′ =
t+ vx√
1− v2

, x′ =
x+ vt√
1− v2

.

Pr. 2 Rotujúci disk: V Minkowského £asopriestore zave¤me také súradnice, ktoré sú spojené s diskom
rotujúcim s uhlovou rýchlos´ou ω. Metriku

ds2 = −dt′2 + dr′2 + r′2dϕ′2,

teda prepí²eme do nových súradníc, spojených s rotujúcim diskom, daných transformáciou

t′ = t, r′ = r, ϕ′ = ϕ+ ωt.

Úlohou je:

1. Rozmyslie´ si smer otá£ania disku zodpovedajúci vy²²ie uvedeným vz´ahom.

2. Prepísa´ Minkowského metriku z pôvodných súradníc t′, r′, ϕ′ do súradníc rotujúceho disku t, r, ϕ.

3. Rozmyslie´ si, v akej oblasti je moºné de�nova´ pouºitú súradnicovú transformáciu (znamienko g00,
resp. uhlová rýchlos´).

4. Z g00 komponenty odvodi´ vz´ah medzi súradnicovým £asom t a vlastným £asom pozorovate©a prile-
peného na rotujúcom disku (r, ϕ=kon²t.). Mal by vyjs´ rovnaký vz´ah ako pre ²peciálne relativistickú
dilatáciu £asu prislúchajúcu rýchlosti v = ωr (uhlová rýchlos´).

5. Vypo£íta´ synchroniza£ný £as ∆t = −
∫
g0i/g00dx

i pre synchronizáciu po slu£ke � po kruºnici s
polomerom R so stredom v po£iatku. Výsledok je nenulový, £o znamená, ºe tieto súradnice nemoºno
synchronizova´.

6. Nájdite priestorovú metriku, γij = gij − g0ig0j/g00. Malo by vyjs´

dl2 = γijdx
idxj = dr2 +

r2

1− ω2r2
dϕ2.

(e²te bod 7. →)
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7. Z priestorovej metriky odvodenej v predchádzajúcom bode ukáza´, ºe pre obvody kruºníc s polome-
rom r a so stredom v po£iatku Obvod(r), dl2 = dr2+(Obvod(r)/2π)

2
dϕ, platí ²peciálne relativistická

kontrakcia d¨ºky prislúchajúca rýchlosti v = ωr (uhlovej rýchlosti).

Pr. 3 Zrýchlenie a uhlová rýchlos´ stojaceho pozorovate©a: Aby pozorovate© namiesto pohybu po geode-
tike mal za�xované priestorové súradnice a aby sa jeho repér vzh©adom na tie súradnice neotá£al, musia
na neho pôsobi´ sily. V dôsledku toho takýto pozrovate© poci´uje zrýchlenie a uhlovú rýchlos´, ktoré sú
dané vz´ahmi

aa =
(
ln
√
−g00

)
,a
, ωab = −

√
−g00g[i,j]e

i
a e j

b , gi ≡ − g0i
g00

, ωab ≡ εabcωc,

kde indexy a, b, c sa vz´ahujú k súradniciam natiahnutým na repér pozorovate©a e µ
a , gµνe µ

a e ν
b = ηab,

takºe ∂a = e µ
a ∂µ. Úlohou je:

1. Vypo£íta´ zrýchlenie a uhlovú rýchlost pozorovate©a v Minkowského metrike, ktorý stojí v Rindle-
rových súradniciach (v súradniciach zrýchleného pozorovate©a), kde má Minkowského metrika tvar
ako v Sade 1, Pr. 2

ds2 = − (1 + αx)
2
dt2 + dx2 + dy2 + dz2.

Malo by vyjs´

aa =
α

1 + αx
δxa , ωab = 0.

2. Vypo£íta´ zrýchlenie a uhlovú rýchlost pozorovate©a v Minkowského metrike, ktorý stojí v súradni-
ciach spojených s rotujúcim diskom z Pr. 2. Príslu²ná metrika je

ds2 = −
(
1− ω2r2

)
dt2 + 2ωr2dtdϕ+ dr2 + r2dϕ2 + dz2,

a kvôli nenulovej komponente g0ϕ repérny vektor e µ
ϕ tr£í aj do £asového smeru, eϕ = (#1)∂0+

+(#2)∂ϕ. Výrazy #1 a #2 ur£i´ z podmienky gµνe
µ

ϕ e ν
ϕ = 1 a z faktu, ºe pri vo©be ω = 0 musí

plati´ e µ
ϕ = δµϕ/r. Malo by vyjs´

aa = − ω2

1− ω2r2
(xδxa + yδya) , ωa = − ω

1− ω2r2
δza.

Prvý vz´ah je vzh©adom na repér ex, ey, ez. Druhý vz´ah odvodi´ cez výpo£et jedinej nenulovej
nezávislej zloºky ωab, ktorá by mala by´ ωϕ̂r̂ = = −ωr̂ϕ̂ (strie²kované indexy sú repérne, vzh©adom
na repér er, eϕ, ez), (Ukáza´, ºe ostatné komponenty sú nulové!), a so zoh©adnením pravoto£ivosti
repérnych súradníc, teda εr̂ϕ̂ẑ = 1.
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